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Résumeée

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la fonction arithmétique w(n) lequel est le nombre de
diviseurs premieres distinct. D’abord on rappelle des grandes notions de base sur les fonc-
tions additives et multiplicatives. Ensuite, nous présentons la démonstrations d’un résultats
sur la fonction w(n). En particulier, le résultat de Hardy et Ramanujan, et on donne les valeurs
moyennes des fonctions w(n), w?(n) et ﬁ Finalement, on termine par certains résultats liés
a la fonction w(n). On donne particuliérement, une définition des nombres w-intéressants et

quelques propriétés.
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Notations

oW

v »® =N

10.

11.

12.

13.

14.

N* désigne I'’ensemble des nombres naturels non nuls.

Le mot " entier " (sans précision supplémentaire) désigne un entier naturel non nul.

On désigne par p un nombre premier.

Le symboles Z représente une somme et un produit étendus a tous les entiersn € [1, z|.
n<x

Le symboles H représente un produit étendus a tous les nombres premiers p € [2, x].
p<w

De plus H = lirf
T—r+00
P p<x

m | n signifie m divise n, et m { n signifie m ne divise pas n.
(n,m) désigne le pged de (n, m).

p°||n signifie p® divise n et p**!

ne divise pas n.
[x] désigne I'unique entier k tel que k < = < k + 1 (la partie entiére de x).

La fonction ”In” représente toujours le logarithme de base e, ou e est la constante de

Néper.

f(x) = O(g(x)) et f << glesnotions de landau et Vinogradov pour signifier qu’il existe
une constante C' > 0 et un réel z tel que pour tout x > z.

|f(z)] < Cy(x).

Lf ()]
g()

f(z) = o(g(z) signifie que lim = 0 quand z — oo.

k

n = H pit | on = H p® | signifie la factorisation de n en facteurs premiers.
=1 p?|In

[a, b] désigne 'ensemble des nombres réels = tel que a < x < b.
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Introduction

L’étude des fonctions arithmétiques est un axe de recherche en théorie analytique des
nombres. Une fonction arithmétique est une application de N dans C. Ou simplement, est une
suite complexe définie sur N. Parmi ces fonctions, il ya une partie est intensément étudiée, il
s’agit des fonctions arithmétiques additives et multiplicatives. Une fonction arithmétique f est
dite multiplicative sil’'ona f(1) = 1 et f(nm) = f(n)f(m) et dite additives sil'on f(1) = O et
f(nm) = f(n) + f(m) dés que n et m sont premiers entre eux dans N*. Ce type de ces fonc-
tions possédent un comportement irrégulier quant a leurs valeurs dans 'ensemble d’arrivée.
A titre d’exemple la fonction w(n), nombre de diviseurs premiers distincts de I’entier naturel
n, est une fonction additive, vaut 1 sur tous les nombres premiers et prend de grandes valeurs
sur infinité de nombres hautement composés. En effet, vaut 1 sur tous les nombres premiers,

en particulier, la suite de ses valeurs sur les entiers entre 1 et 20 est
0,1,1,1,1,2,1,1,1,2,1,2,1,2,2,1,1,2,1,2

Une régularité apparait lorsque I'on considére la quantité B Z w(n), pour x assez grand.
x n<x
Ce comportement erratique a été un point motivant pour étudier ces fonctions en moyenne.
Certains chercheurs sont toujours intéressés par le calcule des ordres maximaux et des valeurs
moyennes de certaines fonctions arithmétiques. En 1898, M. de la Vallee-Poussin, fait une com-
munication intitulé "sur les valeur moyennes de certaines fonctions arithmétiques ". En 1917,

et alors Hardy et Ramanujan [1] on prouvé que, lorsque x — 400 :

Zw(n) =zloglogx + Mz 4+ O < i ) :
log x

n<x

tel que M est une constante positive.



TABLE DES MATIERES

Dans ce mémoire, Nous allons montrer quelques résultats concernant la fonction w(n)

avec des méthodes élémentaires.

Le premier chapitre contient les principales définitions et notations nécessaires. Plus par-
ticuliérement, on va rappeler a quelques théorémes fondamentaux sur les fonctions arithmé-

tiques multiplicatives et additives.

Dans le deuxieéme chapitre, on s’intéressera de prouver quelques résultats sur la fonction
w(n). En particulier, le résultat de Hardy et Ramanujan et les valeurs moyennes de la fonction
2 1
w(n), w?(n) et Ok
Le chapitre trois comporte certains résultats liés a la fonction w(n). On donnera en particu-
lier, une définition des nombres w-intéressants et encore une définition des diviseurs unitaires

d’un entier positif.

Master 2 AMA 3



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et théorémes qui seront utilisées

dans les autres chapitres.

1.1 Les nombres premiers

Définition 1.1. Un entier n > 1 est dit premier s’il n’a pas d’autres diviseurs positifs que

1 et lui-méme.
Exemple 1.1. Les nombres premiers inférieurs a 100 sont
2,3,5,7,11,13,17,19,23, 29, 31, 37,41

43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83,89, 97

Théoréeme 1.1. Chaque entier n > 2 est soit un nombre premier ou soit un produit de

nombres premiers.

Preuve.

Le théoréme est clairement vrai pour n = 2. Supposons que ce soit vrai pour chaque entier
inférieure strictement a n.

Si n n’est pas premier, alors il a un diviseur d > 0 tel que d ¢ {1,n}. Donc n = md tel
que 1 < m < n, alors par hypotheése chaque nombre m et d est un produit des nombres

premiers. [



Préliminaires

1.1.1 Théoréme fondamental de I’arithmétique

Théoréme 1.2. Chaque entier positifn > 2 se factorise d’une maniére unique comme un

produit fini des nombres premiers, c’est a dire

T

.

n = | |piz7
=1

Ou p; sont des nombres premiers et cv; des nombres entiers positifs.

Pour montrer ce théoréme, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 1.1. Soienta,b,n,ay,...,a, des entiers dans N*. on a

(1) plab = pla ou p|b

2) p| Hai alors il existe i € {1,...,n} tel que pla;.
i=1

(3) pla" = pla.

Preuve du lemme 1.1.

(1). Soit p|ab, alors il existe ¢ € N* tel que ab = pq. Comme p est premier, soit il divise a, soit
il est premier avec a. Car les seuls diviseurs de p sont 1 et p. Donc les seuls diviseurs
communs possibles avec a sont aussi 1 et p.

Si p est premier avec a, alors par le théoreme de Bezout, il existe deux entiers, u et v, tel
que au + pv = 1. Alors pour b € N* on obtient abu + pbv = b, et donc  pqu + pbv = b.
Alors p X (qu + bv) = b, par conséquent p | b.

Méme travail si (p,b) = 1, on trouve que p | a.

(2). Par récurrence, on utilise la propriété (1) pour n = 2.
on suppose que ce soit vrai pour tout entier 2 < h < n et on montre que la propriété est

vrai pour n + 1.

Soit play ... anan1, sipla; ... ay, alors il divise I'un des entiers pour i € {1,...,n}, si-
non (p,aias ..., a,) = 1, et donc par (1) il divise a,, 1.
(3). Est une conséquence du propriété (2), (on pose a = a;,i € {1,...,n})
N

Master 2 AMA 5



Préliminaires

Preuve du théoréeme 1.2.

Existence de la factorisation
Sin = p® ou « est un entier naturel donné alors n vérifie le théoreme, Sinon, soit S,, 'ensemble
des diviseurs de n privé de 1 et soit p; = inf S,, alors p; est bien un nombre premier sinon il
existe un 1 < g < p; tel que ¢|p; alors g|n ce qui implique que ¢ € S,, absurde! puisque p; est
le plus petit élément de .S,, donc n = pyny, si p; divise encore ny alors ny = p1ny d’'oin = p%ng
ainsi il existe a; > 0 tel que n = pi"n;. On pose ainsi, p, = inf S, donc de la méme maniére

on prouve que n = p]’' p3°ny et ainsi de suite on prouve que :

T
H i

n = piz7
=1

avec p; < pj quand i < j et a; € N,

L’unicité de la factorisation

Supposons que U'entier n peut se factorise de deux maniéres différentes :

m S
P Bj
n=1Ir=114" (1.1)
i=1 j=1

Ou p; et ¢; des nombres premiers distincts pour tout 7, j et p; < ps < --- < ppetq < g <
e qs_
Alors par le lemme précédent cette écriture (|1.1)) montre que chaque ¢; divise I'un des p;, or

ces deux nombres premiers sont distincts d’ou I’absurde!.

O

1.1.2 L’infinité des nombres premiers

Définition 1.2. On appel la primorielle d’un entier n, le nombre p(n) défini par

p(n) =[] »

p<n

i.ep(n) est le produit de tous les nombres premiers plus petit ou égale d n.

Théoréme 1.3. L’ensemble des nombres premiers P est infini. I

Master 2 AMA 6




Préliminaires

Preuve.
Supposons que 'ensemble P est fini. On pose p = max P. Soit n un entier tel que
n=p(n)+ 1.

Il est clair que n ¢ P car n > p, de plus pour tout entier m de P, m ne divise pas n.
D’autre part, n se factorise d’une maniere unique par des entiers de [P, ce qui est absurde.

D’ou P est infini.

1.1.3 Le Théoréme des nombres premiers

On définit maintenant deux fonctions de Tchebychev qui jouent un rdle trés important dans

le théoréme des nombres premiers, ces fonctions sont notées par m(x) et 6(x).

Définition 1.3. Pour tout réel x > 0, On note par w(x) le nombre des nombres premiers

inférieurs a x, défini par

}:1 siz > 2

W(QI): p<x
0 si0<xr<?2

Exemple 1.2.
7(16)=» 1=1+1+1+1+1+1=6,

p<16

car les nombres premiers qui sont plus petit ou égal a 16 sont :2,3,5,7,11,13.

Définition 1.4. Pour tout réel x > 0, on note par 6(x) la fonction définie par

0(x) = logp,

p<z

etf(x) =0 pour 0 <x <2

Master 2 AMA 7



Préliminaires

Exemple 1.3.

0(16) = log 2 +log 3 + log 5 + log 7 4 log 11 + log 13 = log 30030.

Théoréeme 1.4. [[7](Théoréme des nombres premiers )

Pour x assez grand on a
x

()

gz e (x) ~x

1.2 Fonctions arithmétiques

Définition 1.5. On appelle fonction arithmétique, toute application f définie de N* dans
C.

Exemples

« La fonction d(n) : Soit n > 1 un entier. On note par d(n) le nombre des diviseurs de

I'entier n qui est définie par
d(n) = Card {d € N*,d|n}
=> L
dln

Par exemple d(24) = card{1,2,3,4,6,8,12,24} = 8.

« La fonction de Mobius :Soit n > 1 un entier tel que n = pi* ... p.*. La fonction de
Maobius pi(n) est définie par

1 sin =1,
pn) =< (1F sig=ay=...=a,=1, .
0 sinon.

« La fonction de Liouville : Soit n > 1 un entier tel que n = p}* ... p;*. La fonction de

Liouville \(n) est définie par
/\(n) — (_1)a1—i—az-ﬂ---~—i—a;€7

ona (1) =1.

Master 2 AMA 8



Préliminaires

« La fonction 1: La fonction 1 est définie par
1(n)=1, VneN*

Dans ce qui vient, nous travaillons sur deux types de fonctions arithmétiques, additives et

multiplicatives.

1.2.1 Fonctions arithmétiques additives

Définition 1.6. On dit qu’une fonction arithmétique f est additive si f(1) = 0, et

pour tousn, m € N* tel que (n,m) =1 ona
f(nm) = f(n) + f(m).

f dite completement additive si pour tout entiers m,n on a

f(nm) = f(n)+ f(m).

Exemple 1.4. La fonction w(n) qui compte le nombre des diviseurs premiers distincts de I’entier

w(n) = Z L.

pln

n, Cette fonction est définie par

w(n) est une fonction additive.
En effet; Soit (n,m) = 1 alors il est clair que les diviseurs premiers de n ne divisent pas m et les

diviseurs premiers de m ne divise pas n. Alors si on écrit

n= ﬁp?i et m= f[pfi,
=1 =1

oo (1) (1)

w(nm)=r+s

on a

Donc

=w(n) + w(m).

Master 2 AMA 9



Préliminaires

Exemple 1.5. La fonction 2(n) qui compte le nombre total des diviseurs premiers ( i.e. avec

multiplicité ) est une fonction complétement additive. On définit cette fonction par

Qn) =)«

p*||n

En effet; Soient n, m deux entiers tels que

IS S
n=[[p et m=]]d"
i=1 j=1

oo (1) (1)

T

Qnm) = > (@i + ;)

i=1

= @i+ b
i=1 j=1

= Q(n) + Q(m).

alorson a

Donc

Définition 1.7. Une fonction arithmétique additive est appelée fortement additive si pour

tout facteur premier p®, on ait

Exemple 1.6. Pour tout facteur premier p® on a
w(p®) =wlp) =1,

donc w(n) est une fonction fortement additive.

Remarque 1.1. Sin = H p“ alors

p*||n

Master 2 AMA 10



Préliminaires

1.2.2 Fonctions arithmétiques multiplicatives

Définition 1.8. On dit qu’une fonction arithmétique f est multiplicative si f(1) =1, et
pour tousn, m € N* tel que (n,m) =1ona

f(nm) = f(n)f(m).

f est dite complétement multiplicative si pour tous entiers m,n on a

f(nm) = f(n)f(m).

Exemple 1.7. La fonction de Mébius j1(n) est multiplicative.

En effet; Soient n, m deux entiers tel que (n,m) = 1. Si p? | m ou p? | n, alors p? | nm,
donc p(nm) = 0 = p(n)pu(m), et alors la formule est trivial. Nous pouvons donc supposer que
n et m sont des entiers sans carré, i.e.m = p1ps...p., et 1 = ¢1¢o...q, pour tout premier p; et q;
étre distinct. Alors p(nm) = pu(p1p2...prq1ge.-.qs) = (—1)""%, donc pu(nm) = (—=1)"(—1)* =
pu(n)p(m).

Exemple 1.8. La fonction de Liouville est multiplicative.

Remarque : /\<n) = (_1>a1+a2+“..+ak — (_1)Q(n)
En effet : on A(n) = (—1)%), donc on a

)\(nm) _ (_1)Q(nm) _ (_1)Q(n)+ﬂ(m).

1.2.3 Quelques propriétés sur les fonctions arithmétiques

Proposition 1.1. Si f une fonction additive et n un entier strictement positif. Alors

fln) = Zf(p?i)-

Master 2 AMA 11



Préliminaires

Preuve.

La démonstration par récurrence. On suppose que f est additive, soit n > 1 un entier tel que

T

a;

n = | |piz7
=1

Puisque les nombres p;, po, .. ., p, sont premiers entre eux deux a deux, alors on a
« Sir = 1,alors n = p{* donc f(n) = f(pi*).

« Sir=2,n=p*ps?* alors comme (pi*, p3?) = 1 alors

f(n) = f(pi"p3?) = f(p7") + f(p2*)

On suppose que la formule est vrai pour tout entier plus petit ou égale a r.i.e
fln) =Y f ).
i=1

Soit p,1 un entier premier avec les nombres py, po, . . ., p., donc il est premier

T
avec le produit H p;". Par conséquent
i=1

f (H p?ip?f#) = f (Hp?") +f (pt)
=1 i=1

=Y F )+ F)
=1

r+1

ZZf(pi”%

]

Proposition 1.2. Soit f une fonction complétement additive et n un entier strictement

positif. Alors

fn) = f'(v).

Plin
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Préliminaires

Proposition 1.3. Le produit deux fonctions additives n’est pas additive I

Preuve.

Soit f, g deux fonctions additives
On pose h = fg, Soient n,m € N* tel que (n, m) = 1. Alors
h(nm) = f(nm)g(nm)

= (f(n) + F(m))(g(n) + g(m))

f(n)g(n) + f(n)g(m) + f(m)g(n) + f(m)g(m)
h(n) +h(m) + f(n)g(m) + f(m)g(n)

Donc

h(nm) # h(n) + h(m).
Alors
h n’est pas additive.

]

Proposition 1.4. Si f est une fonction multiplicative et n un entier strictement positif,

r
tel quen = pr alors on a
i=1

f (_Hm%) =I1r@.

=1

Preuve.

La démonstration est par récurrence. On suppose que f est multiplicative, et soit 7 > 1, un
T
entier tel que n = H i
i=1

« Sir=1:f(n) = f(p1").

« Sir=2:f(n) = f(pi"py*) = f(P")f(p?) car (pi”, p3?*) = 1 et f est multiplicative.

Master 2 AMA 13



Préliminaires

On suppose que la formule est vrais pour tout entier plus petit ou égale a r i.e

f (Hn‘-”) ZHf(p )

Soit p,11 un entier premier avec tous les nombres pq,po,....p, donc il est premier avec le
T
produit le-. Alors on a (prll, Hpj“) =1, donc
i=1 1

r+1 r
f <Hp§-”> (p?fpr > For) f <Hp > F ) T @)
=1

i=1
Alors
r+1 r+1
f (Hp?i> =117
i=1 i=1

O

Théoréme 1.5. Soit f est une fonction arithmétique multiplicative. Alors la fonction F'(n)

=> [

din

définie par

est multiplicatives

Preuve.

Soient n et m deux entiers tels que (n,m) = 1 et d = dyds, on a alors

=> f@

o
d2d| f (drdy)

Y f(d) [ (d)
il
—; f (ds) ;f(ch)

Master 2 AMA 14



Préliminaires

= (Zf(dl)) (Zf(c&))

= F(n)F(m).

Théoréme 1.6. Soit f(n) une fonction arithmétique et x > 1 et un nombre réel

Alors

Preuve.

on a

Alors

Master 2 AMA 15



Préliminaires

1.2.4 produit de convolution

Définition 1.9. Le produit de convolution de deux fonctions arithmétiques f et g est la

(fg)(m) = f(d)g (5).

d|n

fonction f x g définie par

Remarque 1.2. le produit de convolution est commutatif car

(f*9)(n) =) f(d) () Zg () (g% f)(n).

din

Théoréme 1.7. Soient f, g deux fonctions arithmétiques multiplicatives, alors la fonction

arithmétique f x g est aussi multiplicative.

Preuve.

On a premierement

(fxg)(1) = f(1)g(1) =1

Soit maintenant deux entiers m et n premiers entre eux. Nous avons

=Y f(mn/d)g(d)

d|mn
on a donc

Fraomn) = YY1 (55 ) ol

di|m dz|n

- sz( ) ( )g<d1>g<d2>

di|m da|n

= (fxg)(m)(f *g)(n)

Master 2 AMA 16



Préliminaires

1.2.5 Formule d’inversion de Mobius

Théoreme 1.8. [9] Soient f et g deux fonctions arithmétiques on a
g=frxl<= f=g*u.

i.e,pourn > 1ona

g(n) =D f(d) <= f(n) = Y gldn ()

dln din

1.3 La méthode du sommation partielle

Soient f(n et g(n) deux fonctions arithmétiques. Considérons la fonction sommation

Fa) =3 f(n).

n<x

Soient a et b deux entiers avec a < b : alors

Y fn)g(n) = F(b)g(b) — F(a)g(a+1)

n=a+1

=Y Fn)g(n+1) - g(n))

n=a+1

Soient x et y deux nombres réels positives avec [y] < [z], et soit g(t) € C! sur l'intervalle

[y, z]. Alors
S fn)g(n) = F@)g(x) - F(u)g(y) - / F(t)g (1)dt,

y<n<z Y

en particulier, si z > 2 et g(t) € C! sur [1, 7], alors

> f(n)g(n) = F(x)g(x) — /1m F(t)g'(t)dt.

n<x

Master 2 AMA 17



Chapitre 2

Théoréme de Hardy—-Ramanujan et

quelques résultats sur la fonction w(n)

Nous proposons dans ce chapitre, la démonstration de quelques théorémes sur la fonction

w(n). En particulier, le résultat de Hardy et Ramanujan et les valeurs moyennes de la fonction

w(n), w(n)?, —-.

w(n)

2.1 L’ordre minimum et maximum

Définition 2.1. Pour tout un entier n € N*, On dit que g(n) est l'ordre minimum de la

fonction h(n), si

lim inf h(n) = g(n).

n—-+oo

Définition 2.2. Soit f(n) une fonction arithmétique et { un nombre réel. On suppose que

la limite supérieure de f(n) est finie. Alorsona limsup f(n) = { siet seulement si{ vérifie

Ve >0, dng >0 tel que f(n) <l+e, Vn > n.

et f(n) > —e pour une infinité de nombren > n..

Dans ce sens, la recherche de 'ordre maximum d’une fonction arithmétique f et de trouver
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une fonction simple g telle que
Ve >0, 3In.>0 teleque f(n) <e+gn), Vn>n,

et f(n) > g(n) — € pour une infinité de nombre n > n..

Dans [10] G. H. Hardy et E. M. Wright ont donné 1'ordre maximum de la fonction w(n). Ce

résultat est résumé par le théoréme suivant :

logn
loglogn

Théoréme 2.1. L’ordre maximum de la fonction w(n) est

Preuve.
Dans l'intervalle [1,n], on pose N = pips....p,, tel que N est le plus grand nombre qui s’écrit

de cette forme. i.e N < n, alorson a
w(n) < 7 (pr),

car, si

w(n) = m(p,),

Il existe un diviseur premier p de n ie p < n tel que p ¢ {p1,p2,...,p-}, alors on a une

contradiction.
Soit N = H p, t est le plus grand réel vérifier 1 < N < n. Alors
p<t

log N = Zlogp =0(t).

p<t

Et comme 6(t) >> t, alors log N >>t,etona

Alors

D’autre part, sin < H p,ona
p<t+1
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Donc
log N - logn

w(n) <

Alors, I'ordre maximum de la fonction w(n) est

< < .
loglogn = loglogn

logn
loglogn’

2.2 L’ordre moyenne de la fonction w(n)

Définition 2.3. Etant donné une fonction arithmétique f(n). s’il existe une fonction

g : [1,+00[— R tel que

LS () ~ o(a).

p<z

On dit alors que la valeur moyenne de f(n) est g(n).

Théoréme 2.2. Pourx > 2

Zw(n)zzloglog$+Mx+O( ‘ ) (2.1)
log =

n<x

ouM = 0,26149... est le constant de Mertens

La démonstration de ce théoréeme repose sur le lemme suivant :

Lemme 2.1. (Mertens) Pour toutx > 2 on a

1 1
Z——loglogx+M+O< ) (2.2)
P log x

p<z
tel que M est nombre réelle positifs.

Démonstration du lemme 2.1.

Ona
S =S B = 3 o)

logp
p<z p<w p &P 2<n<zx
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tel que
logp  in =p
fn) = { P
0 sinon
(t) = ! t>1
= logt por
On pose
F(t)=) f(n)

Ona F(t) = 0sit < 2. Par théoréme (8.5) [1]], on a
F(t) =logt+r(t), telquer(t)=0O(1).

On utilise la méthode du sommation partielle, on obtient

Z% =Y F(n)g(n)

p<x n<lx

— F(x)g(z) - / " F(t)g (e

_logx +1r(x) /x logt + r(t)
N log o t(logt)?

1 S| Toor((t)
=140 dt dt
* <log:c) +/2 tlogt +/2 t(logt)?

Toor((t) 1
= 1+logl —loglog 2 dt+0 .
+log log x—log log —|—/2 t(logt)2 + (logx)

r(t)
t(logt)?

= loglogx + 1 —loglog?—i—/
2

- t(lggfvdt o (1;) '
[ o= (o)

1 1
Z—zloglogm—i—M—i—O( ),
P log x

p<w

Et comme

Alors
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tel que
M:l—loglog2+/oo ") g 0, 96149... 0
o t(logt)? 7
Preuve du théoréeme 2.3.
Ona
dowm) =3 > 1= > 1
n<x n<x p|n p<zx 7’;‘<z
On sait que
> 1=l
n<x
Alors
MIEDSIED S
n<x mp<zx m<1
pln pln oln
Donc

2y=2[)

p<1- n<'c p<:c

et puisque pour tout z > 1, on sait z = [z] + {z}, donc [z] = 2+ O(1) car 0 < {z} < 1.D’ou

=2 Grew)

p<z p<z
—Z +O<Zl>
p<x plzx
—xz +O(m
p<r

D’apres le théoréme des nombres premier, on a

Xz

m(x) «

logx’

et par le lemme (2.1), on obtient

x 1 x
Z —| =x(loglogz + M + O +0

D log x log x
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—xloglogx—i-Ma:—l—O( ’ > .
log

Par conséquence

Zw( )—xloglogac+Mx+O< )
log x

n<x

Théoreme 2.3. Soit f une fonction additive et x > 2 un réel. Alors

(GET SEL LN g SRt AR i

n<w p<zx pe<r x=2

+O<ZZ\f >\)-

cLx a=1

Preuve.

On pose g = f » . Alors par la formule d’inversion de Mobius, on a f = g x 1, donc

dofm) = D(gx1m) =Y [ Y e1(5)

n<z n<z n<z \ din
= > gD 1= g@> 1
d<z Z\Snz d<z qd<w
- ggw);l =29l H
- T[]+ 2 oo ]
- Lo < {p}>+f§g<pa><p%—{p%}>
- z z {} T ;w{p%}-

a>2
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Sig= f*p,alors g(n) = (f*pu)(n), pourn =pona

9p) = (Fxmp) = f (5) i

dlp

= f(p)u(1) + fF(D)ulp) = f(p)-

Donc

9(p) = f(p).

De méme, sin = p*ona

> fn Zf—+o<2\f >+xzf fe” — )

n<x p<x p<T YLz

+o<Z| A _1)|>

p<z

Par conséquent

3 fn) = Z ey y L -

n<x p<T pe<Le =2

0 (Zi f ()~ f (p“‘1>1> :

O

Remarque 2.1. Sion pose f(n) = w(n), alors pour tout premier p et tout entier o > 2, on a

wp)=1 et wp) —w@)=0.
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Papplication direct du théoréme précédent fourni

Zw(n) :xZ%,

n<x p<lz

et par le lemme (2.1), on trouve

Zw(n):xloglogx+Mm—l—O( ’ ) (2.3)
log x

n<x

Ce dernier résultat ([2.3)) été amélioré par M. Hassani dans [11]], comme suit :

s xXr
+ 0 )
log z (1og2a:>

Théoréme 2.4. Pourx > 2

Zw(n) = zloglogz + Mz — (1 — )

n<x

Preuve.
SEUED AL BT
n<lz n<z pln p<z ’r;‘gnz
I IEE 9p of
p<z pm<z p<z m<2
T T T
_;u _Z;(p {p})'
Alors .
ECEOREINE
n<x ngxp <z p
On pose
1 T
A=Y @ B -Y {*]
T 2.y e T 1; ’
Alors

Dans [4] ona:
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D’autre part :

p*<z P“E;
<< M 1
pA<w
a>2
<< /zlog’x
Alors
B(z) = Z {%} + O(y/xlog? x)
p<z p
x T
1-— 0, O(v/rlog?
(=)o 40 (o ) + OvElog?a)
et comme
\/_log T _ log* x 0
zHJroo gj/ IOg T  eotoo \/E
Donc

et on a ( voir [8]])

1
Z loglogx+M+O<

p<z

Alors on obtient

1
Zw(n) = xloglogx + Mz + (1 —’y)lozx +0 <log2x)

n<x
x x
+O0|—5 |-
log z (log2 x)

Zw(n) = xloglogz + Mz + (1 _wlozx +0 (longx) :

n<x

+(1 =)

Donc

Théoréeme 2.5. Pourx > 2

Zu)(n)2 = z(loglog z)? + O(z loglog x)

n<x
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Ramanujan et quelques résultats sur la fonction w(n)

Preuve.

Pour tout entier n > 1, on a

w(n)*

il =) 1] (D1

pln piln p2n

PRI DD

pl‘n p2|n paln

P17#P2 P1=pP2

DRI

p1p2In p1p2|n

P17#DP2 P1=pP2
= 5 1+ E 1.

p1p2|n 2|n

P17#DP2 P

Alors
)EED R SRRSO
nen o Pl S pln
= > 1+wn).
p1p2|n
P1#P2
Donc

En utilisant le théoréme (2.2),

Zw(n)2 = Z Z 1+ Zw(n)

n<lz n<z pip2ln n<lz
P17#P2

donc on obtient

Z Z 1+ zloglogx + O(x)

pipa<z n<lz
p1#p2 P1pP2|n

3 {i} + O(zloglog 7)

P1p2

p1p2<®
P17#P2

2.

P1P2<T
p1#DP2

- (i - 0(1)) + O(zloglog z)
P1p2
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= Z (i + O(l)) + O(xloglog z)
p1po<z pip2
P17#P2

_ Z 2 10 Z 1| +O(xzloglog )

p1p2<w p1p2 p1p2<w
P1#P2 P17#P2
1
= x E —— + O(xloglog ).
p1po<w p1p2
P17#P2

Car

= (2)E) - (2] o

p1pa<z 1<z p2<n p<z
P1#P2

Et d’aprés le Théoreme fondamental de 'arithmétique et (2.2)) on obtient

2
« — =

P17#P2

IN

(loglog = + O(1))?
< (loglogx)* + O(loglog z).

Etona

1 1 1
_:Z__ -

p1pa<z DP1p2 prpe<z P1p2 pipa<a P12
P1#P2 P1P2
() (zh) -
N ny P )
1<z P p2<z P2 p2§zp
2
- (1) -%;
o ol 2
p<e P pQSxp
2
1 1
> — — -
> |2 -
p<Vz p<VE
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v

(loglog vz + O(1))* + O(1)
> (loglogz)? + O(log log ),

Donc
Z w(n)? = z(loglog r)* + O(z loglog 7).

n<z

Exemple 2.1.

fn) = { 0 sin  pair

2 sin impair
L’ordre moyenne de f(n) est 1.
Exemple 2.2.

L’ordre moyenne de f(n)n’existe pas.

2.3 L’ordre normal de la fonction w(n)

Définition 2.4. On dit que g(n) est l'ordre normale de f(n) si pour presque toutes les

valeurs den on a
(1=2)g(n) < f(n) < (1 +¢e)g(n).

pour chaque € > 0.

Théoréeme 2.6. (Hardy-Ramanujan) Pour tout 6 > 0, le nombre des entiersn < x tel

que
lw(n) — loglogn| > (loglog z)2*?

est o(z).

Pour la démonstration de ce théoréme on a besoin a ce lemme :
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Lemme 2.2. Soit f une fonction a valeur réelle définie sur S, S est un ensemble fini des entiers

et soit 11,1 des nombres réels tel quet > 0, pourn € S on a

Y o< t%Z(f(n) — )’ (2.4)

nes nes
[f(n)—p|>t
Démonstration du lemme 2.2.
Si|f(n) — p| >t,alors
R
R,
iy t2 9
et
card{n € S : |f(n) —u| >t} = Z 1
Rzt
(f(n) —p)?
S Z t2
nes
[f(n)—p|>t
1
< 5 -
nes

Preuve du théoréme 2.6.

On appliquons direct le lemme (2.2) avec le choix

f(n)=w(n) et p=logloguz,

pour ¢t > 0, on obtient

| w(n) —loglogz |[>t

Alors .
Z 1< 2 Z(w(n) —loglog r)?, (2.5)
n<x n<zx
|w(n)—loglog z|>t
etona

Z(w(n) —loglog z)* = X:a;(n)2 — 2log longw(n) + Z(log log )%

n<x n<x n<x n<lx

D’apres le théoréme (2.2) et (2.5) on obtient
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Z(w(n) —loglogz)? = z(loglogx)*+ O(zloglogx) — 2loglog x(xloglog x

n<x

Alors

+ O(z)) + z(loglog z)* + O ((log log )?)
= O(xloglogx).

Z(w(n) —loglogz)?* = O(xloglog z) (2.6)

n<x

Soit § > 0 et t = (loglogz)2t —1.0na

Donc

Dongc, si

v Vv Vv

(loglog )+ — 2(loglog )2

(loglog )10 ((log log )° — 2(log log 9:)_1/2)

(loglog x)'+.

t2>  (loglogz)'*° (2.7)

T= {n €S :|w(n) —loglogz| > (loglogx)%“s - 1},

d’apres ([2.5), et

xloglog x

1 27
((log log x)2*0 — 1)
xloglog x

(loglog x)1+9
T

T <

Toglogay ~ )

Master 2 AMA
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Soit z > €€, si

rl/e<n< x,
alors
0 <loglogz — 1 <loglogn < loglog .
Et si
w(n) — loglogn| > (loglog )27,
alors

lw(n) —loglog z| > |w(n) — loglogn| — | loglog z — loglogn|
> (loglogz)zt? — 1

>t
Donc, sion a
U= {n €S :|w(n) —loglogn| > (loglogx)%ﬂs},

et U C T, alors
U| < a'/e+|T)

< o(x).

Corolaire : L’ordre normale de la fonction w(n) est loglog n.

2.4 L’ordre moyenne de la fonction 1/w(n)
Pour tout entier n = p{* - - - p, n > 1, on définit la fonction arithmétique f(n) par
fFO)=0 et f(n)=7) gla;)
i=1

la fonction f(n) est additive. Cette derniére fonction est une généralisations des fonctions w(n)

et Q(n), car

p|n =1
Q(n):Z%:Zg(ai) ig=n
p%|n i=1
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Dans le cas: g(n) = O (2 ( %) les auteurs dans [3] et [5] prouvent que

Y f(n) = g(1)aloglogx + M + O (1;;9;)’ (2.8)

n<x

tel que M est constante.

Soit h(n) une fonction arithmétique additive quelconque, alors L’inégalité de Turan-Kubilius
[8] donne

> |h(m 2 < A,B., (2.9)

m<n
tel que
I
p*<n pe<n

Dans tous ce qui suit, on pose

fn) ="y g(a)

pil|n
f(n)=g(ar) + glas) + ... + g(a,) pour tout n=pi*---pi.

On a le résultat suivant.

Théoréme 2.7. Soit f une fonction additive telle que pour n = p{'py*...po", etx > 2 on
pose

g(ai) = f(p"),
Sigln)=0 (b%) avec 0 <b<2, etg( ) >t > 0, alors il existe deux constants ¢y ,cy
tel que

pour touti =1,2,.

clx
log logx — Z f log log:c

La démonstration de ce théoréeme repose le lemme suivant :

Lemme 2.3. Sig(n) =0 (b2),0 <b< 2, alorsona

Z[f(n) —g(1)loglog x]* < cxloglog z. (2.10)

n<x

Démonstration du lemme 2.3.
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Sig(n) =0 (b%),ona

anzfQ 9

pe<n pe<n

D’apres (2.2), on a

etona
g*(a) b
Z O 2(1’)) (Zp:z;()>
1

—¢ (Zp: p(p = b))
Et comme ) .

Zp: pp—1b) zp: P’
Alors

> oo (Zpi) ~ o)

Donc _

B, = ¢*(1)loglogn + O(1).

De méme, si g(n) = O (b%), ona

9

Anzzf
Z Zg

p<n p®<n
a>2

= g(1)loglogn + O(1). (2.11)
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Car
gla) b2 _ > (2’
z2-0(2(4)]-o[=5 ()]
bz
-0 i
zp:p(p— b?))
1
o7 p(p—b2)
<Y =on)
Donc (0)
D gpf —0(1).
Alors 7
> [fm) = g()loglogn]* = > [(f(m) — An) + (A, — g(1) loglog n))”
= [(f(m) = 4,) + O
=) (f(m)=A) +0 (Z(f(m) —An)) +0(1)
=Y (f(m) = A)*+0 (Z f(m)> -0 (Z An)
D’apres et on a
0] (Z An> =0 (Z g(1)loglogn + 0(1)>
=0 (g(l) log logn Z 1)
= O (nloglogn)
35
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Etona
O (Z f(m)) = O (nloglogn).

D’apres (2.9), on a

D 1f(m) = A) [P < (g(1)loglogn + O(1)) (¢°(1) loglog n + O(1))

m<n
< O(loglogn)?.

Alors
Z[f(m) —g(1)loglogn]* = O(nloglogn).

m<n
Donc

Z[f(m) —g(1)loglogn]* < cxloglog z.

m<n

Preuve du théoréeme 2.7.
Sig(n) >t >0,alors

1 1 1
2iwm= X Fwt 2w

n<z n<x
2f(n)<g(1)loglogz 2f(n)>g(1) loglog x

1 1
I R VR

n<x n<x
2f(n)<g(1)loglogz 2f(n)<g(1l)loglog =

Par (2.10)), on a

c xloglogx > Z [f(n) — g(1)loglog z]?.
2f(n)<;(%)xloglogz

Remarquons que si 2z <y ie. (x — %) < 0, alors (z — y)* > %192'
En effet :
, 1, 1 1
(@—y) - =@-y-sy-y+y
1 y
=@-gy-ylza-5>0
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Théoréme de Hardy-Ramanujan et quelques résultats sur la fonction w(n)

Alors
1
ST [fm) - g()loglogal* > Jg(1)*(logloga)* Y
2f(n)<1;(7i)§1f)g log 2f(n)<;(§)zlog log &
Donc
DR a—
5. ~ g(1)?loglogz
2f(n)<g(1)loglogz
Alors
Z 1 dex
o f(n) = tg(1)?loglog z
2f(n)<g(1l)loglogx
Et on a, i 2/(n) > g(1) loglogz, alors —— < ——
on a, si n g og log x, alors
f(n) g(1)loglogz
1 2
; f(n) 9(1)10g10gxz
2f(n)>g(1)loglog =
et comme
> 1=lkl<a
n<lz
Alors

2x
> Sl
g(1)loglog x

n<x
2f(n)>g(1)loglog =

Par conséquent

Z 1 < dex N 2
f(n) ~ tg(1)?loglogx ~ g(1)loglogx

n<x

4c €T
<(Zi901)) ——— &
- (t +29( )) g*(1) loglog

1 1
2w 2w

n<zx n<x
- f(n)<2g(1)loglog x

d’autre part on a

v

1
; 2¢g(1)loglog x
f(n)<2g(1)loglogx

1
D E 1.
~ 2¢9(1)loglogx ;
f(n)<2g(1)loglog x
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Mais
ORI SIS R S
n<x n<x n<z
F(n)<2g(1) log log @ £(n)>29(1) loglog @
Donc
Z S _ T+ o(x)
o f(n) = 2g(1)loglogz
T
— 2¢g(1)loglogz
Alors

T < Z 1 < x
2¢g(1)loglogx — f(n) = 2g(1)loglogz

n<x

L’application de ce théoréme fourni le résultat suivant :

Proposition 2.1. Soitn > l,etx > 2ona

1T Co
— < <
loglogx — ; w(n) ~ loglogx

Preuve. Pour tout entier n = p{'p3%..p% > l,onaw(n)=1+14+..+1=r.

Si on pose g(n) = 1, alors

w(n) = g(a1) + g(az) + ... + gla,) =7
Ona
g(a;) =1 pour tout i=1,2,...,r,

donc, si g(n) = O(b2),0 < b < 2,onag(n) = O(1) = O(12), alors par le théoréme président,

il existe ¢y, ¢ > 0 telle que

T CoX
— < <
loglogz — ; w(n) ~ loglogx
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2.5 Quelques estimations effectives de la fonction w(n)

Dans [[4]], on les inégalités suivantes :

win) <1, 384110:’1%, pour n > 3. (2.12)
w(n) < b;% +1, 45743@)5%”)2, pour n > 3. (2.13)
w(n) < Tog loglsg—nl, T4’ pour n > 26. (2.14)
w(n) < 101;1%) Zn (b;ign)Q +2 89726(105%, n>3  (215)

Tout ces formules sont les meilleurs possible puisque pour chacune d’elles il existe un entier n

pour lequel il ya égalité.

Pour (2.12) on a I’égalité, sin = A,.

Pour (2.13) on a I’égalité, sin = Ayr.
Pour (2.14)) on a I’égalité, si n = A;gy.
Pour ([2.15)) on a I'égalité, sin = Ayyo.

Tel que Aj, est le nombre défini par

A = pip2.--P-
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Chapitre 3

Quelques résultats liés avec la fonction

w(n)

3.1 Nombres w-intéressants

Définition 3.1. On dit que n est w-intéressants, l'on a

(VmEN*,m>n):>w

Interprétation géométrique : Pour m > n, le point (m,w(m)) est situé sous la droite

joignant lorigine a (n,w(n)).

Proposition 3.1. Pour k > 1, le nombre A, = 2.3...py, est w-intéressant.

Preuve. Siw(m) < k,ona

w(m) _ w(Ag)

< pour m > Ayg.
m Ak

Siw(m)=k+h,h>1 ie w(m) >k, onaalorsm > A;3" etona

wim) _ k+h _ w(Ay) <1+%>

m Ath N Ak 3h
etona
1+2 14h
3" < 3 < 1.
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Donc

Proposition 3.2. Soit n un entier > 1 vérifiant

1
Ak<n<Ak+1(1—E) et w(n)==k

alors n est w-intéressant.

Preuve. Soit m un entier tel que m > n, on a deux cas :

Sim > Ak, alors d’aprés proposition (3.1) on a

w<m>§w(AkH)§(/c+1)<1—%> w(n)

m Apaq n n

Sin <m < Ay, alors

]

Proposition 3.3. Pour infinité de valeurs de k, il existe un nombre w-intéressant, plus

grand que Ay, et ayant (k — 1) facteurs premiers.

Preuve. Soit k£ > 2 un entier vérifier

Alors I'entier n = 2.3...px_1(pr + 1) est w-intéressant.

Akpk+1
Pk '

En effet : remarquons que n < h =
Pour k > 2,onah = Ay_1pyy1, alorsw(h) = ketona

1 1 1
Ay <h<Ag1 [1— - car —<1——.
k Pk k

Par la proposition (3.2), h est w-intéressant.
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Quelques résultats liés avec la fonction w(n)

Et comme n = 2.3...px_1(px + 1) et (pr + 1) < pg41, donc
w(n)=Fk—1.

Sin<m < h,onaw(m) <k —1etsim > h et comme h est w-intéressant.

Alors
w(m) w(h) k k
i S/ Qi e/ S
m ~ h h Bhil
Pr
Et comme 1 > 1 + L (hypothese), donc
pr+1 k—1
1 1 k-1
De alors L& < P i < .
Dk+1 Dr+1 DPk+1 k
D’ou
w(m) k

3.2 La fonctions nombre des diviseurs unitaires d’un en-

tier

Définition 3.2. Soit un entiern > 1, un diviseur d de est dit unitaire si
n

d, —> —1
(4.

Exemple 3.1. n = 12, les diviseurs unitaires den sont : 1,3,4,12.

On note par d* la fonction des diviseurs unitaires on a
d'(n)= Y 1
d|n
(1)

remarquons que d*(n) < d(n).
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Quelques résultats liés avec la fonction w(n)

Théoréme 3.1. Pour tout entiern > 1, on a

d*(n) = 2™

Preuve.
Soit n = p{'py...por.

les diviseurs unitaires de n sont seulement les éléments de ’ensemble :
{1, p{'p2..p0" }.

ou bien le produit de combinaisons de ces éléments.
Alors
d*(n)=1+Cr+C>+ ...+ C!

= iq’f =9r = v,
k=0

O
Proposition 3.4. La fonction d*(n) est multiplicative.
Preuve. Soient n, m deux entiers tel que (n,m) = 1, donc
d*(nm) = 24
Comme w(n) est additive, alors
d* (nm) — 2w(n)+w(m)
—  gw(n)guw(m)
= d'(n)d"(m)
O

Théoréme 3.2. Soit F'(n) = d(n?), pour tout entiern > 1, on a

F(n) =) d(d) =) 2@

dn dn
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Preuve.

On sait que la fonction d*(n) est multiplicative, alors la fonction F'(n) = Z d*(d) est aussi

dn
multiplicative, pour tout entier n = pi" p5?...p%" on a

F(n) = F(p;'ps2..pk)

— F(pi)F(pk2)... F(plr)

=) 2y " oeld N " geld),

k k ko
d‘pll d|p22 d|pr7

et comme tous diviseurs de pf sont :
17pi7p?7p?7p?7 7pf7
Alorson a
F(n) = (1+2k1)(1 + 2k2)...(1 + 2k,),

Car
Y 2e@ = 9 4 et gw(p;")
dlpl
=242t 4 . 2t =14 2k,.

Et comme n? = p?klpgl” ...p%kr alors

d(n?) = (2ky + 1)(2ky + 1)...(2k, + 1).

Par conséquent

d(n®) =) d*(d).
din

Proposition 3.5. Axd* =1 ie VnéeN*(Axd*)(n)=1(n)

Preuve.

comme \(n) et d*(n) sont des fonctions multiplicatives, alors la fonction F'(n) = (A * d*)(n)

Master 2 AMA 44




Quelques résultats liés avec la fonction w(n)

est multiplicative, donc nous montrons cette identité pour n = p*.Ona

FO*) = (Axd)(")

k
— p_ *( k
= ZA(d)d@)
dlp*
k
— P\ o)
(%)
d|p*

k k k
o (B ) e oy (B ) e ooz () oWl
1 p P

Si k est pair, alors on a
Si k est impair , alors on a

Fipfy=-1+2=1.

Par conséquent F'(p*) = 1 pour tout facteur premier p* et alors si n = p%'ph*...pfr on a

F(n) = F(p{")F(p5)...F (p}7)

D’ou

Alors A xd* = 1. O]

Théoréme 3.3. Pour tout entiern > 1, on a

> p(d)A(d) = 220
din

Preuve. La fonction p(n)\(n) est multiplicative, alors la fonction

F(n) =) u(n)A(n),
din
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est aussi multiplicative pour cela , nous montrons que F'(p*) = 2w(p") pour tout facteur premier

p*

On posen = p*ona

> u(@A(d) = p(HA(L) + p(p)APp) + .. + p")AP")

dn

et autre part on a ow(P*) — 9l — 2, alors
F(pk) = 240",
Alors pour n = p’fl Dy p’“ ona

F(n) = F(phpk. pk)
= (2)(2)..(2)

= 2" =2~

3.3 La fonction k£~

Définition 3.3. on dit que f € M si f est non négative et multiplicative telle que pour

iZf(p)logpga

pszT

ZZ f P logp <b

p<x =2

toutx > 1,0na

a, b sont indépendant de x

Théoréme 3.4. [10] Soit f € M, pourtoutx > 1,0na

Do fm) < efat bt )
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Proposition 3.6. [10]

w(n)
ZkW(n) < eb(a+b+1)l ©_exp (Zk )
og ex

n<T

Lemme 3.1. Soit f une fonction multiplicative satisfaite
0<f (") <A™

pour tout facteur premier p® et pour \y > 0 et 0 < \y < 2 alors f € M tel que

(a,b) = (A1 log 4, M)

(2= Ao)*
Démonstration du proposition c’est une application direct du lemme.
la fonction k% satisfaite les conditions.

) =k telgue M=k et =1

Donc
a = klog4 et b= 3klog4
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