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SE %;’ ans ce mémoire, on s'intéresse a I’étude des inégalités fractionnaires avec généralisa-
tions de Chebyshev et Griiss, en utilisant les différents méthodes avec les fonctions

synchrones a 'aide de I'intégrale fractionnaire (k, h)-Riemann-Liouville ot h est une fonction po-

sitive, strictement croissante sur (a,b] et h € C'((a, b)) .

Mots clés : Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, intégrale fractionnaire (k, h)

Riemann-Liouville, inégalités fractionnaires de Chebysheyv, inégalités fractionnaires de Griiss.

Atvrer

In this thesis we are intested in the study of fractional inequalities with Chebyshev and Griiss
generalization, using different methods with synchronous functions using the fractional integral

(k,h) Riemann-Liouville, where h is a positive function, increasing on (a, b] and h € C'((a, b)) .
u&.‘.ﬂ
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Introduction

Le concept de fonctions synchrones défini par

[f ) =f ()]lg(x)—g(¥)]=0,

ou f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], a une place importante dans le cas des
inégalités fractionnaires et les mathématiques modernes.

Aussi le fontionnel défini au dessous est bien connue dans la littérature comme le fontionnel
de Chebyshev

1 (P 1 (P 1 (P
T(f,g)==b—f f(X)g(X)dX——J f(x)dx J g (x)dx
—a /, b—a . b—a "

Ensuite beaucoup de mathématiciens ont consacré leurs efforts a généraliser cette améliora-

tion en considérant la version pondérée

b b

p(x)f (x)de p(x)g(x)dx

a

b b
p(X)dXJ p(x)f (X)g(X)dX—J

a

T(f,g;p) :=J

a

ol p est une fonction positif intégrable sur [a, b] ( fonction de poids ) et en fin, ils ont fait une

extension a deux fonctions positifs intégrables p et q sur [a, b] définie par

b b b b
T(f,g;p;q) : =J p(X)dXJ q(X)f(X)g(X)dX+J q(X)dXJ p(x)f(x)g(x)dx
b

b b b
—f p(X)f(X)de Q(X)g(X)dx—J q(X)f(X)dXJ p(x)g(x)dx

a

Le présent mémoire a pour objectif d’étudier quelques nouvelles extensions des inégalités
fractionnaires a l'aide de l'opérateur intégrale gy ol h est une fonction positive, strictement
croissante sur (a,b] et h € C*((a, b)). Pour cette raison nous subdivisons le travail

en 3 principaux chapitres a savoir :

Le premier chapitre a pour apercevoir quelques notions et propriétés de bases.

Le deuxiéme chapitre a pour but d’établir un raffinement des inégalités de Chebyshev via de
lintégrale fractionnaire ;JZ, .

Le chapitre troisieme a pour but d’étudier des nouveaux extensions et principaux résultats

. e, e , s «
pour certainnes inégalités de type de Griiss impliquant 'opérateur Won
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hapitre 71

Préliminaires sur le calciul fractionnaire

Ce chapitre constitue une partie préliminaire, dans laquelle on rappelle des notions et des
résultats fondamentaux de la théorie du calcul fractionnaire. Dans la premiére section de ce cha-
pitre, on présente les fonctions spéciales (fonction Gamma d’Euler et fonction Béta d’Euler) et
les fonctions k-spéciales (fonction k-Gamma et fonction k—-Béta ) et leurs propriétés. Dans la
deuxieme section, on introduit les définitions des intégrales fractionnaires généralisées ainsi que

ses propriétés.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Permi les fonctions fondamentales qui interviennent dans la définition de I'intégrale fraction-

naire, la fonction Gamma d’ Euler qui généralise le factoriel d’'un entier.

Définition 1.1.1

La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :

+00
I(a)= f x* e dx, a>0.
0

Proposition 1.1.1

La fonction Gamma est bien définie pour tout o > 0 .
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Fonctions spéciales Qﬁ Chapitre 1. Préliminaires sur le

calcul fractionnaire

Preuve.
, . T a—1_—x
On va étudier la convergence de f o X¥edx.

Sia=1,ona

+00
r(1)= J e *dx =1,
0

+ 00 A + 00
I'(a)= f x%le™dx = f x e dx + f x* e ¥dx,
0 0 A

la premiére integrale existe puisque la fonction x® 1e™ est continue sur [0,A],

sia>1,ona

il reste a montre que la deuxieme intégral est bien définie.
Ona lim x?x*le™*=0<=Ve>0, 3B(¢)>0, x >B(e)= x*x*1e ™ < ¢,

X—+00

L
X2

pour ¢=1, 3B(1)>0 tq:VYx>B(1), onax*le™ <

+00 S . L 400 4 .
comme fA J%dx existe, il en résulte que I'intégrale f A X le™dx existe.

D’ou I'(a) est bien définie.

Si0<a<1l,ona
+00 A +00
T(a)= f x*te¥dx = J x*te™dx + f x*te¥dx,
0 0 A

L 400 4 . A
l'intégrale f A Xt le™dx existe ( méme preuve que a > 1).

A 41 — 1 — _
Pourfoxa le™*dx ,ona x* e ™ ~ x*1 |

A
@’

: A 41 _ A
ce qui donne fo x% e xdx:fo x* ldx =

1

(4o A g4 .
on en déduit que : fo x*“ e *dx existe.

Alors, T'(a) est définie pour tout a > 0. O

M2.AMA 8 UKHM



Fonctions spéciales
calcul fractionnaire

Chapitre 1. Préliminaires sur le

Propriétiés 1.1.1

e La relation Récursive
Pour tout a > 0, on a
IlNa+1)=al(a).

Démonstration. On utilisant 'intégrale par partie
+00

+00
I(a+1) =f x% *dx = [—x“e_"];oo + aJ x* e dx
0

0

=0+ al'(a).
]

e la fonction Gamma généralise le factoriel d’un entier car I'(n+ 1) =n!, Vne€N.

0! =T(1)= f0+o° x%e*dx = f0+oo e “dx = 1.

o1!=T(2)= f0+oo xe¥dx = [—xe ][ + f0+oo e *dx =1.
1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.2
La fonction Béta d’Euler est définie par la formule d’intégration suivante :
1
B(p,q) = J tP'(1—¢)dt,  p>0,qg>0.
0

La forme trigonométrique de Béta

On pose

t =sin?0 => dt = 2sin 6 cos 6d 6,
sitzlalors@zﬁ,
2
sit =0alors 6 =0.
Ona
1
B(p,q) = J P (1—t)7dt,
0

alors
M2.AMA 9 UKHM



Fonctions spéciales Chapitre 1. Préliminaires sur le

calcul fractionnaire

B(p,q) = f (sin? 9)p_1 (cos? Q)q_l (2sin6 cos0)d6
0
=2 J (sin 0)?®~Y(cos 6)*9V(sin 6 cos 0)d O
0
=2 J (sin0)**~'(cos 0)%171d 6.
0

Propriétiés 1.1.2
pour tout p,q, telsque, p>0,g>0,0ona

1. La commutativité

B(p,q) = B(q,p).

2. Liens entre la fonction Gamma et la fonction Béta

B0 = 1y
p+4q)
Preuve.
Ona
+00 +00 +00 +00
I'(p)'(q) = f xP e ™dx J yileVdy = f f xP Lyl dxdy,
0 0 0 0

+00 1
pour : fo xP~le™*dx, on pose x = t2,
+00 1
et pour :fo y9le™dy, on pose y =s2,

on obtient oo oo
I'(p)l'(q) = 4f J t2p—152q—1e—(52+t2)d5d t,
0 0

on pose t =rcos6f,s =rsinb,

on trouve

+oo O
I'(p)'(q) = 4J f r221(cos 0)21r2 Y (sin )2 e " rdrd6
0 0

+00 +00
= (2[ (rz)p“l_lre_rzdr) (ZJ (cos )’ 1(sin e)Zq—lde)
0 0

+00
=2 U (rz)“q‘lre‘rzdr)B(p,q),
0

M2.AMA 10 UKHM



2 UL
Fonctions spéciales Q—*" ? Chapitre 1. Préliminaires sur le

calcul fractionnaire

on pose r? =R, on obtient

T(p)I'(q) = U R(p”)‘le‘RdR)B(p,q)
0

I'(p)T'(q) =T(p + )B(p,q)-

D’ou le résultat. Ll

Récemment, Diaz et Pariguan ont défini de nouvelles fonctions appelées fonctions k-Gamma et

k-Béta qui sont respectivement la généralisation des fonctions Gamma et Béta classiques.

Définition 1.1.3: [11]

La fonction k-Gamma est définie par 'intégrale suivante :

+00 .
L(x) = J t* e~ % dt, x>0,k>0.
0

Propriétiés 1.1.3

Pour tout x >0,k>0,ona (voir [11])
1. T(x) = %1_1’)1‘11 T(x)
2. T(x) =ki™r ()
3. T(x+k)=xT(x)

Définition 1.1.4: [10]

La fonction k-Béta est définie comme suite :

1
1 x
Bk(x,y)zif tF_l(l—t)%_ldt, x>0,y>0,k>0.
0

Propriétiés 1.1.4

Pour toutx >0,y >0,k>0,ona (voir [10])
1. Bi(x,y)=+B (%, %)
2. Bi(x,y)=B(y,x)

M2.AMA 11 UKHM



Intégrale fractionnaire au sens de Chapitre 1. Préliminaires sur le
Riemann-Liouville calcul fractionnaire

L COT ()
3. Bk(x;}’):%

1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1: [12]

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b]. On appelle intégrale fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville de f d’ordre a > 0 I'intégrale définie par :
1 X
JIf(x)=—— | (x—6)*'f(t)dt, a>0,x€[a,b],
¢ I'(a) J,

avec JOf (x) = f(x), a=0.

Exemple

f! Soit f(x) = (x —a)P, avec f > —1
Calculer l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f

On appliquant la définition on obtient :

(J;"f)(X)=ﬁ J (x— 0%t — )P dt.

En utilisant le changement de variable suivante :
t=a+(x—a)y =dt =(x—a)dy,

on obtient
1
(Jff)(x) = ﬁjo (x—a—(x—a)y)* Ya+(x—a)y —a)’(x —a)dy

1
- ﬁfo [(x =)= (x—a) " yPdy

—q)etb !
= %J (1—y)yPdy
0
_ \a+p 1
_ (x F(C(i)) J 1 —y)“_ly(ﬁﬂ)_ldy.
0

M2.AMA 12 UKHM



Intégrale fractionnaire au sens de Chapitre 1. Préliminaires sur le
Riemann-Liouville calcul fractionnaire

D’apres la propriété de la fonction Béta on obtient :

uﬁﬂﬂ=cﬁ€KWMmﬂ+n
 (x=a)*PT(a)T(B+1)
 I(a) T(a+B+1)

I CES P
F(a+p+1) ’

Donc rCB+1)

a _ B — —+ _ B+a
Ji(x—a) _F(a+/3+1)(x a)lre.

Proposition 1.2.1

Soit f € C([a, b]), on a pour tout a >0, >0
LJe[(JPF))]=0P[(v2f)(x)]  x€lab]
2. JE[(JPF) ()] =T P £ (x), x €[a,b]

Preuve.

La preuve découle directement de la définition
a(yh R N PR
%UJMM_Hwﬁfxt)(%numt
:fo(x—t)a—l(Lft(t—r)ﬁ—lf(f)dfc)dt
I'(a) J, rp) J,
S S () PRI
F(a)l"(ﬁ)fa Ja(x ) (t—1)P " f(r)dTdt

— 1 i i a1 _ p—1
_F(a)F(ﬁ)Lf(T)[L (x—t)*(t—1) dt]dT,

on pose t =T+ (x — 1)y, alors

J(x—t)"‘_l(t—f)ﬁ_ldtzj (x—(’l,'+(X—T)y)a_1(’l,'+(X—T)y—T)ﬁ_1(X—T)dy
=J [(x =) (A=) [(x— )y (x —1)dy

1
= (x—7)* J 1-y)*"yFdy
0

= (x —1)*P7'B(B, a),

M2.AMA 13 UKHM



Intégrale fractionnaire au sens de Chapitre 1. Préliminaires sur le
Riemann-Liouville par rapport a calcul fractionnaire
une autre fonction

donc
T2 (IPF) (x) = m f F(2)(x — 7)*P-1B(B, a)d

B S PPN
- l"(a+/3)Ja f(o)(x—7)*Pldr
= (I(‘I"+ﬁf)(x).

1.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville par
rapport a une autre fonction

En 1993 [12], Samko, Kilbas et Marichev ont introduit 'intégrale fractionnaire par rapport a

une autre fonction comme suit
Définition 1.3.1

Soient f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], h une fonction positive, stricte-

ment croissante sur (a, b] et h € C'((a, b)), on appelle intégrale fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville de f d’ordre a > 0 par rapport a la fonction h

1

Jonf (x) = )

J (h(x) —h())* 'R ()f (t)dt.

-‘@’-Remarque
| Sion prend h(x) = x dans la définition 1.3.1, on obtient la définition 1.2.1

1.4 Intégrale fractionnaire k—~Riemann-Liouville

Plus tard, a 'aide des définitions des fonctions k-spéciales, Mubeen et Habibullah ont introduit

l'intégrale fractionnaire k- Riemann-Liouville [8] comme suite

M2.AMA 14 UKHM



Intégrale fractionnaire Chapitre 1. Préliminaires sur le
(k, h)-Riemann-Liouville calcul fractionnaire

Définition 1.4.1: [3]

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b], k > 0, on appelle intégrale fractionnaire

k-Riemann-Liouville de f d’ordre a > 0

1 (7 -
—t)x t)dt >0,x>a,k>0.

W f(x)=

Notez quand k — 1, I'ntégrale k— Riemann-Liouville se réduit a I'intégrale fractionnaire clas-

sique de Riemann-Liouville.

1.5 Intégrale fractionnaire (k, h)-Riemann-Liouville

Définition 1.5.1: [3]

Soient f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b], h une fonction positive, strictement
croissante sur (a,b] et h € C'((a, b)), on appelle intégrale fractionnaire (k,h)-Riemann-
Liouville de f d’ordre a > 0

1

I ) =1

Théoréme 1.5.1

Soit f € L'([a, b]) et k > 0. Alors l'intégrale fractionnaire ngh( f(x)) existe pour tout
x €[a,blet J&,(f(x)) € L'([a, b)), a > 0.

f (h(x)—h(EDFH () f (t)dt, k> 0.

Preuve.

Soit P : [a,b]*> — R, la fonction définie par

P(x,t) = (h(x)_h(t))%_l h/(t), a<t<x<b
v 0 a<x<t<b

On a h € C((a, b)), alors nous pouvons écrire

[PPx, 00t = [ P(x,0)de = [ (h(x)— () R (0)d¢,

par le changement de variable suivent

__ h(t)—h(a) (D)
T_—h(x)—h(a) = dr

= o —h@ P

M2.AMA 15 UKHM



Intégrale fractionnaire Chapitre 1. Préliminaires sur le
(k, h)-Riemann-Liouville calcul fractionnaire

sit=aalors T =0,
sit=xalorst =1,

on obtient )

f (h(x) —h(e) R (t)dt = f [h(x) —h(a) — T (h(x) —h(a)]* " K'(t)

0

h(x)—h(a) it
h'(¢)

1
=f (h(x) —h(a)) " (1 — 1) (h(x) —h(a))dT
0
=(h(x)—h(a))%f (1—1)idr
0

= (h(x) —h(a))* [_(%ﬂ%];
K

Kk (h(x)—h(a))*
_ : ,

b b
f (f (h(X)—h(t))%_lh’(t)f(t)dt)dx
a b a .
J f(X)(f (h(X)—h(t))%_lh/(t)dt)dx

b X

sf |f(x)|( J (h(x)—h(r))%‘lh’(t)dt)dx
ab ‘ a

- f | f(x)|(k(h(x);h(a)) ) n

b a
Sf |f(x)|(k(h(b);h(a)) )dx

- k (h(b) —h(a))*

etona:

1 f lli< 0.

D’aprés le théoréme de Tonelli on a P(x, t)f (x) est intégrable sur [a, b]? et par le théoréme

de Fubini on peut écrire fab P(x,t)f(x)e L' ([a,b]).

d’ou l'existance de ;J 7, f (x),

Maintenant, nous donnons les propriétés de semi-groupe et de commutativité de I'intégrale

fractionnaire (k, h)-Riemann-Liouville

M2.AMA 16 UKHM



Intégrale fractionnaire Chapitre 1. Préliminaires sur le
(k, h)-Riemann-Liouville calcul fractionnaire

Théoréme 1.5.2

Soient f une fonction continue sur [a, b] et h une fonction positive, strictement croissante
sur (a,b] et h € C'((a, b)). Alors
I (2O =TGP (F () = 7, (12, (F (x))), pour tout @, >0, 0<a <x < b,

Preuve.

On a par définition

k‘]ah (k‘]a hf(x))

kr( ) f (h(x) = () T R (DI, (F () d

f (h(x)— h(t))rlh(t)[ J(h(t) h(r))rlh(r)f(r)dr]dt

kL.(B)
h'(r)f (r) U (h(x) —h(E) T (R(6) —h(r)F! h’(t)dt] dr.

kl"k( )

- kzrk(a)rk(/s) J
Pour l'intégrale frx (h(x) —h(t))%_1 (h(t) —h(r))%_1 h'(t)dt, en utilise le changement de va-

riable suivant
_ h(t)—h(r)

~ h(x)—h(r)’

sit=ralorst=0,
sit=xalorst=1,

on trouve

f (h(x) = h(E) T (h(6) — ()T R (6)dt

RC)—h(r)

1
ZJ (h(x) —h(r)F (1 —7)F! (h(X)—h(r))g_l (T)%_lh/( t)
0 h'(t)

1
= (h(x) —h(r)) T J (1—7)i e ldr
0

= (h(x)—h(r))F " kB(a, B),

alors
I () = m(h(x)—h(r))#‘l kB, (a )
e ﬁ)f (h(x)—h(r)) T R ()f (r)dr
= W (FOO).

M2.AMA 17 UKHM



hapitre 2

Inégalités fractionnaires de type Chebyshev

2.1 Introduction

Le but principal de ce chapitre est d’introduire les inégalités de type de Chebyshev pour I'opé-

a
rateur k‘]a,h‘

2.2 Les fonctions synchrones

Définition 2.2.1

Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b]. Les fonctions f et g sont dites synchrones
sur [a, b] si

(f(r)—=f(p)(g(r)—g(p)) =0, T,p €[a,b].

2.3 Principaux résultats

2.3.1 Inégalité fractionnaire pondérées avec un parametre

On présente notre premier résultat

18



Principaux résultats

Théoréeme 2.3.1

Soient f et g deux fonctions continues et synchrones sur [a, b] et soient r,p,q : [a,b] —

Chapitre 2. Inégalités fractionnaires
de type Chebyshev

[0, oo[ sont intégrables. Alors pour tout t > a, a > 0, on a

2%, 1 (O WP (O (0 8)0) + 8, a(OTE (f ()]

+2uJ 5, p(E)d 3 () I3 (rf g)(8) =

JET O] PFOIE@R)0) + T4 (@ NI (pg)(D) ] 2.1)
PO W2 (ORI E @RI + & (@f NI (rg)()]

4 q (O] I FIOTE (PR + & (PF )OI (rg)(D) ]

Pour montrer ce théoréme on a besoin le lemme suivant

Lemme 2.3.1:
Soient f et g deux fonctions continues et synchrones sur [a, b] et soient v,w : [a, b] — [0, co[

sont intégrables. Alors pour toutt >a,a>0,ona:

anV (OIS wf g)(t) + 1 J 3wt J 2, (v g)(t) =

(2.2)
kJa,h(vf)(t)kJ;fh(wg)(t) 8 (X, (v8)(D).
Preuve.
Puisque f et g sont synchrones sur [a, b], alors pour tout 7,p € [a,b],on a:
(f (7)) = f(p))(g(r)—g(p)) =0, (2.3)
par conséquent
f(D)g(v) + f(p)g(p) = f(7)8(p) = f(p)g(7) = 0, (2.4)
donc
f(0)g()+ f(p)glp) = f(7)g(p) + £ (p)g(T). (2.5)
Multiplier (2.5) par %h’(r)v(f), T € (a, t) on obtient :
O (2 ()f (1)) + LR R (2)u()f (p)g(0) 2 06
GO 1)y (1)f (2)g(p) + B (2)u(2)f () ().
En intégrant (2.6) par rapport a T sur (a, t), on trouve
mfat(h(t)—h(T))%_1h’(T)V(T)f(T)g(T)dT
e[S (R — ()R (2 )v(2)f (p)g(p)dT = @.7)

o [ (h(6) = h(2)E R (1) (2)f (1)g(p)d
s [ (RO = ()R (v (2)f (p)g(P)dr,
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de type Chebyshev

alors

kJ“h(Vfg)(t)+f(p)g(p)krk( )f (h(t) —h(T))*H (t)v(T)dT > 2.8

EoL [ (h(6) — h(T) R (T)V(T)f (T)d T + 485 [ (h() — h(z) R (2)v(T)g(T)dT,

donc nous avons

a0 O+ F(P)g(PIILMD) = g(II SO + f(P)IL D, (29)

2
En multipliant maintenant (2.9) par : %h’ (p)w(p), p €(a,t), on peut écrire

%E’(p)w(p)kufzh(vf g)(1)
+ MO 1 (pYw(p)f (p)g (PN & (V)(1) =

(h()—h(EN k" 7, a (2.10)
T (Iw(p)g(pd g, (V1)
+ Db (p)w(p)f (P )] &, (vE)(E).
En intégrant (2.10) par rapport a p sur (a, t) on obtient
KT (o )f (h(t)—h(p))E '’ (PIw(p)d g, (vfg)(t)dp
f (h(t)— h(P))rlh’(P)W(P)f(P)g(P)kah(V)(t)dP =
") (2.11)

1 (h() = h(p))EH (0 Iw(p)g (P I, (vF)(t)dp

Ja () = h(p)EH (pI)w(p)f (P, (v8)(t)dp,

kF()

kF( )
ce qui implique

TP a
G e O —RE) TR (o)

JEO0 .
kk;Tf (h(6)=h(p)='h (pIw(p)f (p)g(p)dp =

IO a 2.12)
% [L ()= () E 1 (pIw(p)g(p)dp

kJ“h( vg)(t)

ey Jo B =R H(P)w(p)f (p)dp.

donc

WO 3, (VF (1) + 1 5 (V) (wf g)(t) =
1 o n (VOIS (wg)(t) + 15 (WS (), (vE)(1).

Et ceci termine la preuve du lemme 2.3.1. ]

(2.13)
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Chapitre 2. Inégalités fractionnaires

“¢Remarque
1. En appliquant le lemme 2.3.1 pour v = 1, nous obtenons

e n(Did 3y (wf )(6) + 1 J 5 wlt)J 2 (f g)(8) =
1 on () (0] h(Wg)(t)JrkJ“h(Wf)(t)k arn(8)(1).

2. En appliquant le lemme 2.3.1 pour w =1, on trouve

kW an V(ORI (F &I(0) + 1 3 (DI (v g)(t) =
1 o n (VORI (8)(0) + 15 (PRI, (vE)(2).

3. En appliquant le lemme 2.3.1 pourv=w=1,0na

Wan(F (O = (I3, (D) 2, (F(OT 5, (8)(0)

Preuve du théoréme 2.3.1.

En utilisant le lemme 2.3.1 avec v = p, w = g, nous pouvons écrire

WanP (O3 (af g)(6) +1d 5 q(t)d S (pf )(8) =
Won (P, (q8)(8) + 1 g (af ) () 2, (P ().

En multipliant (2.17) par ,J "‘h(r)(t) on obtient

4O W EP(OTEf 8O + (DI (pf £)()] 2

IO T4 P NOTE @)D + 4 (@ NI (p)(D)]

En remplacant v par r et w par q dans le lemme 2.3.1 , on trouve

W an (MO g5 (af g)(0) + 1T 3 (), (r f g)(8) =
kW on (TS 55, (ag)(8) + 15 (af )i 5, (rg) ().

En multipliant (2.19) par J, p(t), on obtient :

kJth(t)[kJ (OIS (af () + 1 g q(Eid 3 (r f g)(t)]
kJ;fhp(t)[kJa,h(rf)(t)kJ;fhmg)(t) + 8@ )OI (rg)(D) .

En mettant v = r,w = p et en utilisant a nouveau le lemme 2.3.1 , on a

W T (O, (Pf () + 13, p(O) I3 (rf g)(8) =
kJah(rf)(t)k h(pg)(t) + kJah(pf)(t)k h(rg)(t)-

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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de type Chebyshev

En multipliant (2.21) par ,J,q(t), on peut écrire

JEAO[ I8 (OJTE (P O+ 4 p(OJE (rf)()] =
T[T PO (PO + I8, (O r)() ]

En sommant les inégalités (2.18),(2.20) et (2.22) , on obtient I'inégalité (2.1).

-@’- Remarque

1. En appliquant le théoreme 2.3.1 pour r =1, on a

+2uJ 3P (O 3 (I 3, (f 8)(E) =

2. En appliquant le théoreme 2.3.1 pour p =1, on trouve

+2,J5, (D (@) () 5 (rf g)(8) =

3. En appliquant le théoreme 2.3.1 pour ¢ = 1, nous obtenons

+2kjahp(t)k an (i h(rfg)(t) =
kJ“hr(t)[kJ“h(pf)(r)k 480+ 8 (O (P)(O)
+kJa,hp(t)[kJ“h(rf)(t)ng‘hg(t) + kJahf(f)kah(rg)(t)

4. En appliquant le théoreme 2.3.1 pour p =q =1, on peut écrire

2 (O g (D 3, (f 8)(6) + G 2, (1) 54 (r £ 8)(8) =

204 (O W4 (DT (af £)(8) + a4 (F )]

(O F (D2, (ag)(0) + 12, @F N8 ()]
18 (D[0P XOTE,@8)(O) + I (af NI

(2.22)

28, (D[ WP (OWE(af )0 + 18 a(D I (P )(1)]

T D[ O, @8)(0) + I (@ )OI (p)(D)]
1T 2P (O] & f (T2 (080 + & (af N hg(r)}
0 (O] WS (OTEPEO) + I (P IE(0)].

()]

TGO PO 8(0) + o F (0% ()0 ]

28, r (O PO 8O + I & (DT (P )(0)]

18 (D[4S () + 5 (PN (re)(0)]

kJ“h(l)[kJ (r ORI G,8(6) +1d g f (ORI (@) ()] + 4 3 r (ORI F f (i 7 8 (1),
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de type Chebyshev

5. En appliquant le théoreme 2.3.1 pour p =r =1, nous obtenons

(el (D)@ f 8)(6) + 24, (1 1, a (0T 3, (f 8)(8) =
kJ“h(l)[k onf (I 5,(a8)(0) + 1T 55 (af ) hg(t)] + 10Ok f (01,8 (0.

6. En appliquant le théoréme 2.3.1 pour ¢ =r =1, on obtient
Gl g (DI (P () + 20 3 (W &P () &, (f £)(8) =
kJ “h(l)[kJ nPFEI F,8(6) + 4 1 f ()d h(pg)(t)] + WP (ORI 5 f (T8 (2).

7. En appliquant le théoreme 2.3.1 pour p =q =r = 1, on trouve l'inégalité (2.16).

Notre deuxiéme résultat est :

Théoréme 2.3.2

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b], telles que f est croissante, g est différen-

tiable et il existe un nombre réel m := i1>1f g’(t). Alors
t=za

JEEDO 2 (D) W F (O 8(0) = e, F () +md (£ (1)
pour toute t > a,a > 0.

(2.23)

Preuve .
Nous considérons la fonction R(t) := g(t) —mt. Il est clair que R est différentiable et croissante

sur [a, b]. Ensuite, en utilisant I'inégalités (2.16), nous pouvons écrire
(g —mOF ()= (W5,(1) W f O (880 —m%,e)
> (W4 0) WEF (O (0—m (J51D) T WIEf (%t

Maintenant , en calculant  J7, t

Ona
Want = oL ( ) f (h(t)—h(7))F "W (7)rdr,
k
en utilise le changement de variable x = MO —s g W) g

h(t)=h(a) ~ h(O—h(a)

siT=0alors x =0,

siT=talorsx=1,
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Principaux résultats Chapitre 2. Inégalités fractionnaires

de type Chebyshev
on trouve
—11,/
k(o )J (h(¢) —h(T)) 'R (1)TdT
@y s1preny O —h(@) |
e )J (h(t) —h(a)¥ (1 —x) 'R ()T TR dx
_ (0 =)t (h()a))k f (1-x)fdx
k (2.24)
_ (h(t)—h(a))kf[_(l—X) ]
krk(a) % 0
_ k(h(t) —h(a))f .
akTi(a)
_ (A(t)—h(a))f .
Donc nons avons
JE (g —mOF ()= (WD) WG (80— mu %)
g m (&) () —h@)fe
2 (WD) Winf (OH8(0 - eET R CU
1 mT(a + k) (h(t) —h(a)) ¢
1) WJe J - e
> (W2(D) W f (OTE,8(0) @O —rayf e ©
> (% (D) W f (ORI 8(0) —me I £ (2).
Par conséquent
Wen(f8)(t) = (ijj‘,h(l))_1 Wonf (Odg,8(t) —mt &, f () + myJ 2, (ef (£))
pour toute t > a,a >0
O

2.3.2 Inégalités fractionnaires pondérées avec deux parametres

Théoréme 2.3.3

Soient f et g deux fonctions continues et synchrones sur [a, b] et soient r,p,q : [a,b] —

M2.AMA 24 UKHM



Principaux résultats Chapitre 2. Inégalités fractionnaires

de type Chebyshev

[0, oo[ sont intégrables. Alors pour tout t > a, a > 0, # > 0, nous avons

202, (O] &P E(af 2)() + 1 4a(0) T, (pF ()]

2. 3P (O 3 (@) ¢ (T f g)(8) =

ORI + 12, (@F O, (p2)(O)] (2.26)
+kJ“hp(t)[kJ“h(rf)(t)kJ:h(qg)(t)+kJ“h(qf)(r)kJ“h(rg)(t)}

I 2O 2 FOTE (PRI + 14 (NI re)(D) ]

Pour montrer ce théoréme on a besoin le lemme suivant

Lemme 2.3.2: Soient f et g deux fonctions continues et synchrones sur [a, b] et soient

v,w:[a,b] — [0, co[ sont intégrables. Alors pour tout t >a,a> 0,8 >0o0na:

WAL (W () + I () (vF &)(E) =

(2.27)
WO W) () + L (wf )OI, (vg)(D).

Preuve .

B4
En multipliant (2.9) par %h’(p)w(p), p € (a,t), on obtient

B, %71
QO (p)w(p) 2, (vf &) + %h’(p)y(pv(p)g(p)kJ;fh(v)(t) > .
(h(t)—h(p)) E (o) Ja (h(t)—h(p))*! " Ja (2.28)
N ewlp)g(p)d (v () + 0 (PIw(p)f (Pl (vg)(t).
En intégrant (2.28) par rapport a p sur (a, t), on obtient
T (ﬁ)f (h(t)—h(p))* T (pIw(p ) ¢y (vf g)(t)dp
[0 = h(p)) 7 (pIw(p)f (0)g(p ) & v(t)dp =
k{ KT () ’ (2.29)
[ = () 1 (pIw(p)g (0 )i &, (v (D)
kT (B) :

+ kT () fat(h(t) - h(p))g_lh/(l))W(P)f(p)szh(vg)(t)dp,

par conséquent

ko n(Vf8)(1)

kF()

q, (016
+kk;( [ (h(t) = Rh(p))FH (p)w(p)f (p)g(p)dp =

100 (2:30)
e LG~ ) e w(p)e o)

Wan(vg)(t)
kT.(B)
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Chapitre 2. Inégalités fractionnaires

Donc
kJﬁhw(t)szh(vfg)(t) + kJahv(t)kJa Z(wfg)(t) =

WO (W) () + I8, (wf ()&, (ve)(E)

O
Preuve du théoréme 2.3.3 .
En utilisant le lemme 2.3.2 avec v = p, w = g, nous pouvons écrire
Wi PO ,(af )0 + 1, (@O, (f )(6) = 231)
@A @g)(0) + 18, (@ )OI, (p)(),
en multipliant (2.31) par ,J;, r(t), on obtient
nghr(t)[k']ahp(t)k']aﬁh(qfg)(t) + k']aﬁhq(t)k ah(pfg)(t)] = (2 32)
SO EE O (a8)(0) + 17 (aF )DL (D)
En remplacant v par r et w par q dans le lemme 2.3.2, on trouve
WO (af )(0) + I a(OI 2, (rf &)(E) = 2.33)
WO, @8O + T (af N OIS (rg)(E),
en multipliant les deux c6tés de (2.33) par ;,J, p(t), nous avons
PO T8O (@f 8)(0) + 0 a0 T8 (rf ) (0) | > .34
4O L (8)(0) + T (@ IO (rg)(D)].
En utilisant a nouveau le lemme 2.3.2 avec v =r, w = p, on trouve
WO (pf () + L p( T8 (rf 8)(8) = 2.35)
T OIE () + P (IO, (rg)(D),
en multipliant (2.35) par \J;,q(t), on peut écrire
JEAO[ T8O (pf () + I8 p(OIE(rf &)1 = .36
JEAO[ IO (PO + L ()OI (rg)(D)].
Par la somme des inégalités (2.32), (2.34) et (2.36), on trouve I'inégalité (2.26) O
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-¢"Remarque
Les inégalités (2.1) et (2.26) sont inversées dans les cas suivants :

1. Les fonctions f et g ne sont pas synchrones sur [a, b].

2. Les fonctions r, p et g sont négatives sur [a, b].

3. Deux des fonctions r, p et q sont positives et la troisiéme est négative sur [a, b].

2.3.3 Inégalité fractionnaire de n fonctions

Théoréme 2.3.4

Soit (f;);—; __, n fonctions croissantes, positives et continues sur [a, b]. Alors pour tout t > a,

a > 0, nous avons

n

I (]_[ fl) ©= (5 0) [ [wefio: (2.37)

i=1

Preuve .
On utilise le principe de récurrence .

Pour n =1, nons avons

Wan F)(0) 25 ()0, t>a, a>0,

pour n = 2, en appliquant I'inégalité (2.16), on obtient

JEARO = (WD) WEAOULLD, t>a a>0,

maintenant on suppose que (I'hypothese de récurrence )

n—1
kJ“h(]_[fl)(t) > (e, @) s, (2.38)

i=1

. . . ops -1 .
Puisque (f;),_; , sont des fonctions croissantes positives, alors (]_[?:1 fi)(t) est une fonction

.....

croissante.

On peut donc appliquer I'inégalité (2.16) aux fonctions ]_[;:11 f; =g et f,=f, on obtient

kJ“h(l_[ﬁ)(r) JEEDD = (M) kJ“h(l_[ﬁ)(r)kJ:h(fn)(r) (2.39)



D’aprés I'inégalité (2.38), on trouve

n—1

kJ“h(]_[fl)(r)>(kJah(1)) ((20) ([ s ) o)z (£)o, (2.40)

i=1

ce qui donne

n

kJah(]_[f )©) = (W5@) T [

i=1

Corollaire 2.3.1

Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b].

(A) Supposons que f est une fonction décroissante, g est une fonction différentiable et il

existe un nombre réel M := sup,., &'(t) . Alors pour tout t >a, a >0, on a
A0 = (W5D) T W F (O 8(0)— MEJEF(E) + M2, (£ (2)). (2.41)

(B) Supposons que f et g sont différentiables et il existe m; := inf,o, f'(x),

m, :=inf,, g’(t), alors nons avons

Jonlf OO —mued; “ g (t) =My J%, tF (£) + mymyy Je, ¢

> (Je,() (kJ“hf(r)k 44800 =y, 64,8 (0 = Moy, 68 F () + mymy (1%,6))
(2.42)

(C) Supposons que f et g sont différentiables et il existe M; := sup,s, f'(t),
M, :=sup,-, &'(t). Alors I'inégalité on a
Jf’h(fg)(t)_Ml pt8(t) = MpJ &, tf (£) + MyMyJ ¢, t2

> (J;ﬁh(l))_ ( J& F (T2, 8(6) = My %, t7%, 8 (£) — MyJ &, 63 (£) + My M, (Jgfht)z)
(2.43)

Preuve. (A) On applique l'inégalité (2.16) aux fonctions f et G(t) := g(t) —m,t.

(B) On applique aussi I'inégalité (2.16) aux fonctions F et G, ou : F(t) := f(t) —m,t,
G(t) := g(t) —myt.

(C) Maintenant, on applique l'inégalité (2.16) aux fonctions

F(t):=f(t)—Mt, G(t):=g(t)—M,t.



hapitre 3

Inégalités fractionnaires de type Griss

3.1 Introduction

Le but principal de ce chapitre est d’introduire les inégalités de type de Griiss pour 'opérateur

a
kJa,h'

3.2 Principaux résultats

3.2.1 Inégalité fractionnaire avec un parametre

Théoréme 3.2.1

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], satisfaisant les conditions

m<f(x)<M,p<g(x)<P mM,p,PeR. (3.1)

Alors pour tout t >a, a >0, 0n a

(h(t) —h(a))¥

p ((h(t)—h(a))%
T(a+k)

2
2L (a+k) ) (M —m)(P—p). (3.2)

W onf 8(0) =i g f (01 5, 8(1)

Pour montrer ce théoréme on a besoin le lemme suivant
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Lemme 3.2.1:
Soit f une fonction intégrable sur [a, b], satisfaisant les conditions (3.1) sur [a, b]. Alors pour

toutt >a,a>0,ona
h(t)—h(a)) & 2
GOHEDE g F A — (WG ()
h(t)—h(a)) &
= (MU — 2 F(O) (W f (D —m

~BHEE, ya (0 — £ () (6 —m).

(h(t) —h(a))*
Th@rR ) 33

Preuve .
Soit f une fonction intégrable sur [a, b], satisfaisant les conditions (3.1) sur [a, b], pour tout
T,p €[a,b],on a
M —f(p)N(f () —m)+ (M — f())(f (p) —m)
—(M = f(D)f () —m)—=(M — f(p))(f (p) —m) (3.4)
= f2(0) + f2(p)—2f ()f (p)s

(h(t)—h(z)) %!
kT (a)

(h(t) —h(z))*~?
kT (a)

—(M—f(T))(f(T)—m)—(M—f(p))(f(p)—m)} (3.5)

_ (h())=h(z))F"
kTi(a)

en multipliant (3.4) par h'(t), 7 €(a,t), t > a, on obtient

h’(T){(M —f(ENf (7)=m) + (M — f())(f (p) —m)

R (O{F2() + F2(p) — 2 (1)f (p)},
par conséquent

a_y oy
(M — £ (p)) (LD ()7 (7) — COLEDE_pr(7)m)

B 21 —h(t 21
+(f (p) —m)( I p/ (r)M — WO R/ (7)f (7))

N 0 ) )= m)~ = F ()~ m) By
= GO i 2)p2(2) 4 £2(p) LMD () 0 (o) Oy )1 (),
en intégrant (3.6) par rapport a T sur (a, t), on trouve
M — £ (p)) (7 [ (M) = h()EH (2)f (1)d T — s [ (h(6) = h(z))E 2 (z)d 7 )
+(f(p)—m) (7 [o (h(6) = R(E)EH (1)d T — ks [ (A(6) — (2 ()f (7)d7)
— s [ (R(6) = h()E R (T)(M — F(D))(f (1) —m)d T a7

_(M_f(fl"):(({(gp)_m) fat(h(t) _ h(T))%_lh/(T)dT
= tbay [ () =R E R (D) 2(0)d T + L8 [ (h(6) —h(x)E W (r)d

~ ) [ (R(t) — h(0))E W (2)f ()d,
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alors

M = NI (O 17 1o f (h(t)—h(v)F R (7)d7)
+ (@ [ — R F R (DT — I8 F () (F () —m)

5 (O = O (0 =my) — =L )J(h(r)—h(r))%—lh’(r)dr
f2(p)

KTi(a) L (h(t) = h(T)F 1 (T)d T — 2 (P &4 f (£).

(3.8)

- kJahf (t) to=

Donc

(h(t) h(a)) k ) ( (h(lfk)(; :l_(;{l))) _ kJahf(t))(f (P) m)

(M = F(O)F () —m)) = (M — F(p))(F (p) — m)w

N Fk(a + k)
(h(t) —h(a))®
Fk(a + k)

(M = f(P) (W&, f () —m

(3.9

= &S+ F2(p) —2f (P g f (1),

(h(t)—h(p)) k!

maintenant, en multipliant (3.9) par =755 h'(p), p €(a,t), on peut écrire

e %—1 , a h —h %
PO 1 (p){(M — f (DGI2Af (t)_m%—f]?

GYUOSIOILE Wanf (OIS (P) =m) =3, (M = () () —m)
—(M — £ (p))(f (p) — m) HOHNE )

h h
= COHEDE 1 (0) [, £2(0) + £ ()

(3.10)

(h(t) —h(a))*

Latn Y WL O}

ce qui imlique

« (h(t) —h(a))® \(h(t)—h(pDE"
(W O —m e ) PYM =1 (o)

O-h@f  a (h()—h(p)F ",

H(MUQHDE g (1)) G P EI=m)
—h -1

(M = FO)F () — ))(h(”krk((f)” " (p) -

~ T O ()M — () () — )

(h(t) —h(p))F ™ (h(t) —h(a))* (h(t)—h(p))F"

a / / 2
=3 f2(0) k(@) h'(p)+ T(at k) KT.(@) h'(p)f“(p)
h(t)—h(p))F!
272, O LB (o)1 (o),
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Principaux résultats

en intégrant (3.11) par rapport a p sur (a, t), on obtient

(h(t)—h(a))%
(o + k)

a 1 t =1y _
(kJ Wf () —m krk( )J (h(t) =h(p))¥"h ()M — f(p))dp

H(MOQHDE (1)) J(h(r) R(p)EH (p)(f (0) —m)dp

ey kr( )
8 (M = FO)F ()~ m))krk( )J(h(r) h(p))E ' (p)dp
(h(;j(jf‘;?kkrk(a) JEr(O) = h(p)) ()M — F(p))(f (p) — m)dp (3.12)
= )krk( ; J (h(6)—h(p)) ' (p)dp
SUGEIOLEE e Ja () =h(P)E R (p)f2(p)dp
2kJahf(r)kr( ; J (h(6)—h(p)) K (p)f (p)dp.
Donc nous avons
(W ()~ (h(l“tk)(; TZ)))% )M (h(lfk)(; TZ)D D)
MU C NI NIORICLL SN
I (M — () (O - ))%—if)))% (3.13)
GO LA (1= F () () =m)
= 9t e, 20+ PO g 20~ 208, (O
ce qui prouve le lemme. 0

Preuve du théoréeme 3.2.1 .

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], satisfaisant les conditions (3.1).0On définie

H(t,p):=(f(t)—f(p))(g(r)—g(p)), 7,p €(a,t), t >a, (3.14)

donc

H(t,p)=f(v)g(r)+ f(p)glp)—f()glp)— f(p)g(T), (3.15)

2
en multipliant (3.15) par WY pr(r) ¢ e (g, t), on obtient
P P KT(a)

—(hmkrh((z)))k K(7)H(t,p)
— 1
—(h(f)kﬁ((fx)))" W (0)f (7)g(r) + HEZED ()£ (p)g(p) (3.16)

1 . 2
DT 1 2)f ()5 (p) — P () ()5 ),
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Chapitre 3. Inégalités fractionnaires

en intégrant (3.16) par rapport a 7 sur (a, t), nous avons

wre Jo () —h(e))E ' (2)H(x, p)d
= i@ Ja (O =) (D)f (g (r)dT + BEER [ (h(t) =h(2))F 7 (r)d
_;f%fﬁz) fat(h(t) —h(T))F IR (7)f (v)dT — kfr,E'(o(z) fat(h(t) —h(r)E R (D)g(v)d T

Donc
it Jo () —h(e))E ' (T)H(7, p)d e

h(t)—h(a))*
= 8 fe(0) + ((lfk)(a—f]f)))f(p)g(p) — g(PIIEF ()= F (I (D)

(h(6)—h(p)) k!

en multipliant (3.18) par (@) h'(p), p € (a,t), on trouve

(h(t)—h(p))k 1h(p)f (h(t)—h(T))E R (t)H (7, p)dT

kZFz(a)
(h(t) —h(p))E'H (p) (h(t) —h(a))F
ka(a) Fk(a + k)

(h(t)—h(p))%_l , ,
) @ (Phdg,g(O),

h h a
_( (t)kl“k((‘zox)))k h/(P)kJa,hfg(t) + f(p)g(p)

h(t)—h(p)) k"
OO g () ()
en intégrant (3.19) par rapport a p sur (a, t), on peut écrire

e [ {1 () = h(T)F1(R(E) — h(p))E R (IR (p)H(7, p)ddp

J¢ t a t)—h(a)k [t a9,
=%ﬁmfa(h(t)—h(p))rlh’(p)dp+% o) —h(p)E R (p)f (p)g(p)dp

J¢ t) ¢ a Ja a1y
—%ﬁ)fa(h(t)—h(p))?‘lh’(p)g(p)dp : kr’;(ga) [ () —=h(p)E R (p)f (p)dp,

par conséquent

3 Ju Lo (O =R RO —h(p) TR (2N (p)H (=, p)dTdp

h(t)—h k
= 20T, ya o) 2,59, F(0)I%,8(0),

maintenant, en appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz, nous avons

h(t)—h
(DL a1 o(6)— %, (TE,8(0)) <

(SRR e, 72(6)— (W (1) )(%—hf;‘)”u;hg%o (o))

Puisque (M — f (x))(f (x) —m) = 0 et (P — g(x))(g(x) —p) = 0, alors

(R(t) = h(a))¥

T(a+k) WM —f()(f()—m) =0,

on a aussi )
(h(t)—h(a))x

(o + k) WP —g(0))(g(t)—p) =0,

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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de type Griiss

donc nous avons

oyt e (h(t) —h(a)t
(MEQHDE _ o £(0))(I%, f (6)—m TCTTN

ML ye (01— F()(F(6)—m) < (3.25)
D-h@)k _  a (h(t) —h(a))®
(MO — 0, (I ()= m ),
et .
@)t (h(t) (@)}
(PUEDE e, g (1), SO —pr s
~BUHEE, ja (b g(0))(g(0)—p) < (3.26)

(PUHODE e () (0) —p TRy

I‘k(a + k)
a partir du lemme 3.2.1, on a
WO g £ — (W2 (D) < a 527
(h()—h(a)) ¥ « « (h(t)—h(a))* :
(M IEk(OH’k_) kJa’hf(t))(kJa’hf(t)_ mw),
et ,
%whg%) (&80 < a 28
(h(t)—h(a) a « (h(t) —h(a))* :
(P IEk(a+k) k‘]a,hg(t))(k‘] hg(t) - W)

I'inégalité de Cauchy Schwarz donne

h(t)—h
(MR 2, 90— I, (DT80 <

(% T2 O (W8 () )(Ul(rtk)(a—hfz)))uihgz(t) (kJ“hg(t)) ).

a partir de (3.27) et (3.28), on trouve

(B4R 2, F () = (D 8(0) <
(ORTOE

(M (h(lsz(—ah-’(—(i%)k _kJahf(t))(kJahf(t)_ Fk(a+ k) (329)
ot o) p PO —h(@DE
(pUOHEDE e o(6)) (kP g(t) - W)

Maintenant, en utilisant I'inégalité élémentaire 4rs < (r +s)?, r,s € R, on peut affirmer que
g p q

UOSIO) L o repy_ - (RO —h(a)E
MG~ (D)Wanf (O T(a+k) )= (3.30)

((h(r)—h(a))% M—m))’,

I (a+k)
et 3
(h(t)—h(a)) ¥ « N (h(f) —h(a))*
=] t J t)—p——m | <
4( T, (atk) k hg( ))(k hg( ) [ (a+ k) )_ (3.31)

(h(t)—h(a)) &
( Ti(a+k) (P_P)) >
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de type Griiss

on remplacant (3.30) et (3.31) dans (3.29), nous obtenons

(O =R@)F e (DF

) -h@)f a @ ’
(RGHinf 80 = Wanf (Di4(0) < (Fyrrmms 2l +k)

P-p))”.
Donc

(h(t) —h(a))*

((h(t) —h(a))¥ \2
Fk(a + k)

i §0 =i O 80] < (5 ) W —m)e —p).

3.2.2 Inégalités fractionnaires avec deux parametres

Théoréme 3.2.2

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], satisfaisant les conditions (3.1) sur [a, b]

alors pour tout t >a, a>0, 3 >0,ona:

(h(t) —h(a))F
(B +k)

(h()-h(@) ¥ B
[(M Fk(a+i) _szhf(t))(kJa,hf(t)—m

h(t)—h(a) & 2
(MR eDE Il Fa(t)+ WO 80 = I f (ORIP () =P f (O 28(0) <

B a
(O —hE) (o) HO=H@E

Fk(ﬁ + k) Fk(a + kﬂ)
O)—h(a))? (h(t)—h(a)F (h(t) —h(a))*
(M% k‘]f,hf(t))][(PW_kJ ©8(0) (L8 —p W)
" (h(t)—h(a))f \, (h(t)—h(a))F
+(kJa,hg(t)_p Fk(a+k) )(P Fk(ﬂ'i'k) _k‘]fhg(t)):l

Pour prouver le théoreme 3.2.2, nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 3.2.2:
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], alors pour tout t > a, a >0, > 0,

on a

(COHE g8 g (t)+wkﬂhfg(t) T (O 80— 1P F (O 58 (O) <

I (a+k) Fk(ﬁ+k)
(GOHE, 56 o )+Mkﬂhf (60— 2%, F (T2, £ ()

L(B + k)

t a))k h —h 3
QDL 0 g 2(r)+((r’;)(ﬂ—+(,?kﬂ &0~ 25,800, 8(0).
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de type Griiss

Preuve .

By
(h(t)—h(p)) K

T —'(P), p €(a,t), on obtient

En multipliant (3.18) par

By oo .
(h(ti‘z?,ffﬁ);’fk(a’; 2[5 =D (. p)de a
(h(D) = h(p))F~ W' (p) (h(0) — h(a))f

(h(t)—h(P))k h/(P)kJ;?fg(t)'i' f(p)g(p) (3.32)

KTic(B) kL.(B) , Li(a+k)
k(e E, « (h(t)—h(p)) ", a
DT 1 (p)g () (6) - krk(g) W (p)f (P8 (t),
en intégrant (3.32) par rapport a p sur (a, t), on trouve
m(f{ [1 (= hEN T RO =D (DI (p)H (=, p)dTdp
JY t) ot O—h(@)k (t E_q4s
=% fa(h(t)—h(p))ﬁ—lh’(p)dp+% L) —h(e) R (p)f (p)g(p)dp  (3.33)
_kahf(t) Ko n8(t

Kot (O 14y (o )t (0a o) — 25D [0y — (o)W (p)F (0.
Par conséquent

PR f; J2 () = (=)E (D) — h(p)) F W () (p)H (5, p)dwdp

Ah(an h(t)—h z (3.34)
_ GOk o poe) 4 e A 0= S (O 80— (OO

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz , nous obtenons

(GOHDE 18 rg (t)+wkﬂhfg(t) JEF O 8(O) = F (O 8(0) <

Li(B +K)
(O 58, £2(¢ )+%—Tg)_whf R NIOWNI0)

£)—h(a)) & h(t)—h &
(SO 78 g 2(t)+”rfk)(ﬂ—+(,?kﬂ &0~ 25,800, 8(0).

Lemme 3.2.3:

Soit f une fonction intégrable sur [a, b], satisfaisant les conditions (3.1) sur [a, b]. Alors pour

toutt >a,a>0,6>0,0ona

(h(t)— h(a))
L(B +k)

(g (R(O—h(@)F B
- (M Fk(a+i) _kJ;’hf(t))(kJa’hf(t)—

(h(O)—h@)k B 2
TR kanf (O F

W 2O — 28 f (OIE £ (0
(0= h@)k

L(B+k)
t)—h(a k a h _h 13
HM R — I O)(Winf (0= m : (Ftk)(a +(Z))) )
£)—h(a)) (h(t)—h(a))_ «
——(h(rj(a’l‘k%) JP M= F(O)F () —m)— Tl MM fOO-m)
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Preuve .

B_4
En multipliant (3.9) par %h’(p), p € (a,t), on trouve

(h(t)—h(a))%)

B4
O —H () {(M — £ (0)) (18 f (O = Ti(a+k)

+(M (h(ﬁ,f(ahfﬁ)k Wanf (t))(f (p)—m)

() — h(aE (3.35)
— I8 ((M = F () (O —m)) = (M~ £ (0))(f (p) )((lf:(a—f,f)))}
= 0D e p2y 4 pr(p) BN o seanp),

Fk(a + k)

ce qui implique

(h(t) —h(a))f )(h(t)—h(p))%—1

(Wenf (O =m=2 s a6 H(p)(M ~ £ ()
_ 1
(DL, () B )£ () =)
() —h(p)F"
¢ h
(M = F OIS ()= m)) == () 336)

s —H ()M = £ (P () —m) ﬁ
()= he)E (O = h@)f ()= h(p)E

a / / 2
O o e gy e
—h 71
202, f O (o)1 (o),

maintenant, en intégrant (3.36) par rapport a p sur (a, t), on obtient

(h(t)—h(a))%
L(a+k)

a 1 t _ /%—1 / _
(Wenf () =m ) (mja(h(r) h(p ) H ()M — £ (p))dp

(h(t)—h( ))k
+HM (a+i) kJahf(t))

_ Y _
T (ﬂ)f(th(t) h(p)F " h (p)(f (p) —m)dp

=1l n (M = F()(f (£) —m))

_ iy
o ). (h(t)—h(p))FH (p)dp
—(h(;j@hf,i?kkrk(m (i)~ h(p))rlh’(p)(M — F(EN(f (p)—m)dp
= I f (t)kl“k(ﬁ)J (h(t)—h(p))F 1 (p)dp
+(h(f:@h+(ig)k krk(/s)f (h(t) —h(p ) F 2K (p)f X(p)dp

—2 g f (O =5 J (h(t) —h(p))F R (p)f (p)dp.

(3.37)

krk(ﬁ)
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Principaux résultats Chapitre 3. Inégalités fractionnaires
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Donc nous obtenons

o () —h(@)f = (h(t) = h(@)

a _ _ B
(i (== S M s =W ()
t)—h(a)) k o h _h k
) hf(t)—m—( (rtk)(ﬁ fl‘g) )
(h(t) —h(a))F (3.38)

=1 gy (M — fF (S (£) —m)) T (B + k)

%k (M = F(O)(f (£) = m))

_ (h)-h(a)f A0 + (h(t) —h(a))*

B r2 B
AUz Tt el (O 25 (O, (0.

Le lemme 3.2.3 est donc prouvé. [

Preuve du théoréme 3.2.2 .
Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a, b], satisfaisant la condition (3.1) sur [a, b].

Puisque (M — f (x))(f (x) —m) = 0 et (P — g(x))(g(x) —p) = 0. Alors on peut écrire

(h(t) —h(a))¥ (h(t) —h(a))

WO (M= F()f()—m) + oM —=f(£))(f(£)—m) =0, (3.39)

Ti(a+k) T (a+k)
et
%—ﬁf}ﬁuﬁh@ — (gl —p) + %—_’ii‘;ﬁuﬁh@ —g(O)(g()—p)2 0. (3.40)
Nons avons ,
(MG 72, FO ()= m e
HO D 58 ) hf(t)—m—(h(rtk)(;i(z)”%)
%k (M — £(O)(f (£)—m)
%k & (M — F(O)(F(£) —m) < ﬁ
(MG 7, FON ()= m e
H UG 0 (g0 -m EDHE MY
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et ,

(PR, 0~ S

) W GRS L MY,

—%uﬁh@ — (OO —p)

— DL, e (P —g(1))(8()—p) < ﬁ

(PR 00—

(PO — 1 (050 —p SO MY

a partir du lemme 3.2.3, on obtient

(h(t)—h(a))*

h(t)—h(a)) ¥
k2O + WS () = 2 8 f (ORI (8) <

@0 LB +K) ;
oh@)t g (h(t) — h(a))*
(M%a—hig;kja,hf(t))(kjﬁhf(t)—mT_i_Z))a (3.41)
o-hapt ; (h(t) —h(a)t
+(M%—ka,hf(t))(kJa,hf(t)—mrk(a—+,‘j)),

et
B

—h(a))k h(t) —h(a))*

(OSIENL gz(t)+( (t)—h(a))*

2 B
T (a+k) a, Fk(ﬁ + k) ng’hg (t) _Zk‘]:lz’hg(t)kjh g(t) <

oh@f o (h(t) —h(a))*
(P '(h(rz(:wgk%) - k-]a,hg(f))(kjf,hg(f) _pT-i-Z)) (3.42)
=k . (h(t) —h(a))¥
+(pUUHap? —ka,hg(t))(kJa,hg(t)—p—rk(a+Z) ),

et a partir du lemme 3.2.2, on a

(h(t)—h(a))F

h(t)—h(a) &
(BHEDT P Fa(e) + WO 80 = I f (ORIP () =P F (T2, 8(00) <

Fila+k) L (B + k) ,
oyt O -h@)t .
(SO 8 200+ S 2, 0 = 22, F T, ()

((h(r)—h(a))% JP 2(0)+ (h(t) —h(a))%

2 B
T, (a+k) a, (B + k) szhg (t)_szzhg(t)kJa’hg(t))-

Donc

(h(t)—h(a))*
(B +k)

(h()-h(a))k B
[(M Fk(a+i) _szhf(t))(kJa’hf(t)—m

h(t)—h(a)) &
(W™ P fa(6) +

2
o) W 8O = I F (ORI 80— P F (I8 (D) <

B a
(O M@)o () PO =HEDE )

(B + k) Ti(a+K)
B 2 4
(h(O)-h(a)E _ B (h(t) —h(a))E 4 b v (h(t)—h(a))"
(M L.(B+k) kJa,hf(t))][(P Fk(a+k) ) kJa,hg(t))(kJa,hg(t) p Fk(ﬂ +k) )
¢ o (A =h@)F\ . (h(D)—h@)F g
Heline =P o P o WJEg(®)].
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“¢Remarque
Si on prend a = f3 dans le théoréme 3.2.2, on obtient le théoreme 3.2.1
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