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Résumé

Ce travail a pour but d'actualiser de la formule de masse de Bethe-Weizsacker, Pour cela, il était nécessaire
Un ajustement des données expérimentales des énergies de liaison au sens des moindres carrés sur la base
des derniéres mises a jours des masses atomiques d'AMPE2016 a été considéré, le nouvel ensemble de
parametres de cette formule, obtenu dans ce travail, peut réduire I'erreur relative dans les énergies de
liaison lorsqu'il est calculé dans le cadre de la formule de masse. Un traitement spécial a été fait pour les
noyaux moyens et lourds ayant des masses atomiques supérieures a 50.

Mots Clés : Formule de masse, énergie de liaison, les moindres carrés
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Abstract

The aim of this work is to upddate the Bethe-Weizsacker mass formula. To this end, it was necessary to
adjust the experimental data of least-squares binding energies on the basis of the latest atomic mass
updates. AMPE2016 has been considered, the new set of parameters of this formula, obtained in this work,
can reduce the relative error in binding energies when calculated as part of the mass formula. Special
treatment has been made for medium and heavy cores having atomic masses greater than 50.

Records : mass formula ,binding energies, least-squares.



Table des matieres

[Table des figures| 8
[Liste des tableaux] 9
[1 Formule Semi-Empirique de Masse de Bethe-Weizsacker| 14
|1.1 Energie de Volume| .................................. 15
[1.2 Energie de surface]. . . . . . . . .. 15
|1.3 Energie coulombienne| ................................. 16
(1.4 Terme d’asymeétrie] . . . . . . . . . . L 17
(1.5 Terme d’appariement| . . . . . . . . . ... 18
B Mdthodes Utilisées 21




TABLE DES MATIERES

[Bibliographie|

48



Table des figures

(1.1 Contribution de chaque terme dans la formule de Bethe-Weizsacker pour I'énergie |

de liaison par nucléon, en MeV. Les parametres utilisés sont ceux de I'éq. (1.18), |

et la valeur de Z choisie pour chaque valeur de A est celle qui maximise B=A.[6]] 19

[2.1 fonction linéaire y =ax+0. . . . . . . . .. 22
[2.2 fonction exponentielle y = ax®|. . . . . . . ... 22
2.3 Exemple]. . . . . . . 26
|3.1 Energie de liaison par nucléon en fonction de A | .................. 41

(3.2  Comparaison des énergies de liaison par nucléon expérimentales[10] (les pellets) |

| et des valeurs calculée a partir de la formule de Bethe-Weizsicker (les spheres) |

| dans touts les noyaux.| . . . . . .. ... 41
[3.3  Différant contribution de I’énergie de liaison par nucléon| . . . . . . . . .. . .. 42
[3.4  Erreur relative de I'énergie de liaison par nucléon en fonction de A.| . . . . . .. 43
(3.5 Erreur relative de I'énergie de liaison par nucléon en fonction de A.[11] . . . . . 44
[3.6  Comparaison des erreurs relatives que nous avons calculés et de référence [L1]. . 44




Liste des tableaux

2.1  Exemple d’application| . . . . . . .. ... o o 25
2.2 Schéma de division unique| . . . . . . . . ... 29
2.3 Reésolution d’un systeme d’apres le schéma de division unique.| . . . . . 30
(3.1 Table des données nucléaire de la référence[lOl| . . . . . . . ... ... ... ... 39
[3.2  Quelque valeurs des énergies de liaison calculées et expérimentales avec I'erreur

relativel . . .. 45




Introduction

10



Introduction

Le noyau, comme ’atome est un objet composite. Ses constituants sont des nucléons Z
protons et N neutrons.
La structure nucléaire permet de comprendre pourquoi et comment les protons et les neutrons
sont maintenus en cohésion dans un noyau et étudier les phénomenes générés.
Les outils les plus utilisés en physique nucléaire est le modele de la goutte liquide, élaboré
par Carl Friedrich von Weizsédcker (1935) et Niels Bohr (1937) permettant de retrouver cer-
taines propriétés des noyaux, comme 1’énergie de liaison. Le modele conduit a une excellente
paramétrisation des énergies de liaison.
La premiere formule de masse développée est celle du modele de la goutte liquide de Bethe et
Weizsacker permet de retrouver la masse d'un noyau, qui ont considérés la masse d’un noyau
sphérique comme une goutte de liquide incompressible.
Ce travail est une nouvelle contribution pour I'amélioration de la formule semi-empirique de
masse de Bethe-Weizsacker, permet une actualisation des parametres fondamentaux, a savoir
de volume, de surface, de Coulomb, d’asymétrie et d’appariement.
Dans le cadre de ce mémoire, on s’est particulierement intéressé au dernier terme de cette for-

mule.
Le premier chapitre, contient un rappel sur la formule semi-empirique de Bethe-Weizséacker,
nous avons donné la forme de chaque terme et leur explication, a la fin, nous allons donné la

formule final de I’énergie de liaison des noyaux.

Dans le deuxieme chapitre, nous exposons les méthodes que nous utilisons dans notre tra-

vail. La premiere méthode est la méthode des moindres carrés qui permet d’aboutir un systeme

11



LISTE DES TABLEAUX 12

d’équations linéaires a cinq inconnus . La deuxieme méthode est la méthode de Gauss, permet

de résolution de systemes d’équations linéaires. Nous allons exposé en détail les deux méthodes.
Le dernier chapitre présente les résultats que nous allons obtenus par différents méthodes,
la détermination des parametres de la formule de Bethe-Weizsacker, basé sur des dernieres mises

a jours des masses atomiques d’AME2016 sur une comparaison est faite entre les calculs.

Enfin, ce mémoire se termine par une conclusion.

12
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Chapitre

Formule Semi-Empirique de Masse de

Bethe-Weizsacker

Les formules semi-empiriques de masse permettent de calculer 1’énergie de liaison des
noyaux atomiques. La premiere formule de masse développée est celle du modele de la goutte
liquide. En se basant sur cette idée Bethe et Weizsacker établirent une expression semi-empirique

permettant le calcul de la masse exact d’un noyau moyennant les hypotheses suivantes|l] :

— Le noyau atomique est une sphere semblable a une goutte liquide incompressible de

rayon R donné par :

ro = cte, parametre de rayon nucléaire, A est le nombre de masse.

— Les forces nucléaires sont saturées et possedent une courte portée (court rayon d’ac-

tion) ; autrement dit un nucléon n’interagit qu’avec les nucléons les plus proches.

— Les forces nucléaires sont indépendantes de la charge nucléaire; autrement dit les
interactions proton-proton, neutron-neutron ou proton-neutron sont identiques
La masse atomique des éléments en termes d’énergie stockée dans le noyau écrit comme
ci-dessous :[2]

m (7X) = Zmy + Nm,, — C%B(Z, A) (1.2)

Z, mpyg et m, sont le nombre atomique, masse du proton et masse du neutron respec-

14



CHAPITRE 1. FORMULE SEMI-EMPIRIQUE DE MASSE DE BETHE-WEIZSACKER 15

tivement. B(Z, A) est I’énergie de liaison d’un noyau. L’énergie de liaison totale d’'un
noyau est la contribution de plusieurs aspects différents. On peut mettre cette énergie

sous la forme générale suivante :
B(Z,A)=By+ By + By +--- (1.3)

Dans le paragraphe suivant les différentes contribution sont présentées.

1.1 Energie de volume

C’est le terme principal qui résulte des forces d’interaction nucléaire (attractives). En
raison de la saturation de ces forces, I’énergie de liaison qui en résulte est la méme pour tous
les nucléons. Si 'on suppose qu’'une énergie moyenne par nucléon, a,, est affectée pour chaque
nucléon, une premiere approximation pour I’énergie de liaison totale est obtenue si 'on re-
groupe tous les nucléons du noyau dans le volume le plus petit. Cette énergie nucléaire est
proportionnelle au volume [3].

BO = CLWA (14)

1.2 Energie de surface

Les nucléons qui sont visualisés comme étant a la surface nucléaire ont moins de voisins
proches que les nucléons qui sont profonds dans le volume nucléaire. Nous pouvons s’attendre a
un déficit d’énergie de liaison pour ces nucléons de surface. Nous interprétons le terme d’énergie
d’échange B comme ”énergie de volume” représentant la liaison des nucléons qui sont totalement
dans le volume nucléaire. Alors nous nous déduisons un terme de correction pour les nucléons qui
stabilisent la surface nucléaire. Le rayon d’un noyau est donné par R = TOA% sous 1’hypothese
d’une densité constante. Si la gamme des forces nucléaires est b, nous pouvons prendre le rayon
effectif d’un nucléon comme environ b/2 si les nucléons sont supposés étre essentiellement sans

contact avec les autres. Alors le volume d’un noyau serait :[2]

dr o Am g ar (b\?
—RP=—pA=—1(=-] A 1.
3 R 570 3 (2) (1.5)

15



CHAPITRE 1. FORMULE SEMI-EMPIRIQUE DE MASSE DE BETHE-WEIZSACKER 16

et le rayon effectif d’'un nucléon b/2 est environ égal a celui du rayon nucléaire unité ro ~

1,5 x 107 Bem. La surface du noyau est :
4TR* = 47?7“314% (1.6)

Alors le nombre de nucléons sur la surface serait approximativement :

2
4rriAs

2
g

Wl

= 44 (1.7)

Ainsi pour les noyaux légers, presque tous les nucléons sont a la surface, alors que pour les
noyaux lourds environ la moitié des nucléons sont a la surface et la moitié sont dans la partie
intérieure du noyau. Nous introduisons un terme de correction négatif B; représentant la perte

d’énergie de liaison par les nucléons a la surface
B, = —a,As (1.8)

ol ag est une constante arbitraire a évaluer a partir de données empiriques. L’indice s signifie
"énergie de surface”. Parfois cette énergie de surface est appelée "tension de surface” par
analogie avec ces deux concepts dans les liquides ordinaires. Il faut cependant se rappeler
que " énergie de surface” est généralement une quantité supérieure a ”tension de surface” méme

si les deux ont les mémes dimensions physiques .

1.3 Energie coulombienne

Cependant, comme les noyaux sont chargés, ’énergie de liaison doit aussi étre diminuée
par I’énergie potentielle électrostatique.|4] Par exemple, une sphere uniformément chargée de

charge q et de rayon R crée un champ électrique donné par

E — 47('1(7(;,3 (T < ) (1 9)
471(']r2 (7’ > R>

et I’énergie emmagasinée dans ce champ dans tout 1'espace est

1
vl [ B 10
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CHAPITRE 1. FORMULE SEMI-EMPIRIQUE DE MASSE DE BETHE-WEIZSACKER 17

De toute maniere, quelle que soit la distribution de charge a l'intérieur de la sphere, cette
énergie doit étre proportionnelle au carré de la charge et inversement proportionnelle au rayon
de la sphere (ou a une taille caractéristique), ne serait-ce que pour des raisons dimensionnelles.
Cette énergie électrostatique est 1’énergie nécessaire pour assembler la distribution de charge a
partir de constituants initialement infiniment éloignés. On ajoute donc un terme électrostatique
A I'énergie de liaison nucléaire, dit terme de Coulomb, proportionnel & la charge au carré (Z?)

et inversement proportionnel au rayon (Al/ 3) du noyau :

ZQ
By =—tcip3 (1.11)
Dans ce cas I’énergie de liaison totale va prendre la formule suivante :
2/3 z?
B(A,Z) = a,A — a, A% — N (1.12)

1.4 Terme d’asymétrie

Les trois contributions a 1’énergie de liaison que nous avons identifiées jusqu’ici pro-
viennent toutes d'une forme d’énergie potentielle.[4] Or I’énergie cinétique des constituants
des nucléons va aussi diminuer I’énergie de liaison. Cette contribution doit étre évaluée en
mécanique quantique. Le modele utilisé a cette fin est celui d’'un gaz de fermions dégénéré. Un
calcul soigné, dans le cadre de ce modele, montre que 1’énergie de liaison doit étre diminuée
encore d'un terme proportionnel & (N —Z)?/A. On peut intuitivement comprendre la nécessité
de ce terme par 'argument suivant. En supposant qu’on puisse représenter les états quantiques
d’un noyau comme ceux d'un atome, c’est-a-dire par un ensemble de niveaux d’énergie occupés
par des particules obéissant au principe d’exclusion de Pauli, on arrive a la conclusion que, pour
une valeur fixe de A, ce sont les noyaux qui ont N = Z qui ont la plus basse énergie. En effet,

. R o , .
les protons et les neutrons sont des fermions de spin 3 qui obéissent au principe d’exclusion.
On ne peut donc placer plus de deux protons (de spins opposés) dans un méme niveau, ou plus

7
de deux neutrons, mais les protons et les neutrons ne s’excluent pas mutuellement. Un niveau
d’énergie donné peut donc contenir au plus 2 protons et 2 neutrons. Si un noyau contient trop
de protons par rapport au nombre de neutrons, alors le dernier niveau occupé est plus élevé, en
raison de 'accumulation des protons et de leur exclusion mutuelle dans les niveaux. La méme

chose se dit des noyaux qui contiennent un nombre trop élevé de neutrons. La modélisation

17



CHAPITRE 1. FORMULE SEMI-EMPIRIQUE DE MASSE DE BETHE-WEIZSACKER 18

quantitative de cet effet se fait dans le cadre d’un modele tres simple ou les nucléons sont traités
comme des particules libres dans un volume restreint (celui du noyau). L’énergie de ce gaz de
nucléons comporte deux termes (en supposant que N — Z n’est pas trop grand) : (i) un terme
de volume proportionnel a A et qui s’ajoute au terme de volume déja obtenu plus haut et (ii)

une correction en (N — Z)2/A, qui définit ce qu’on appelle le terme d’asymétrie.

B (N-2)* (A—22)?
B3 = —a, " = —a, 1 (1.13)
2 _ 972
B(A, Z) = a,A — a,AY? —a, z —aaM (1.14)

Al/3 A

1.5 Terme d’appariement

Enfin, on ajoute un dernier terme a I’énergie de liaison, lié a I’observation que cette énergie
est toujours plus grande quand le nombre de protons ou le nombre de neutrons est pair. On

note cette contribution

+6 pour Z pair et N pair
By = -6 pour Z impair et N impair (1.15)
0 = 0 pour A impair

et ¢ est le terme d’appariement donné par[2] :
§ = a,A%* (1.16)
dans notre travail on adopte une forme plus récente de ’énergie d’appariement ¢ définie par[5] :
§(A,Z) = a,A”"? (1.17)

le terme B, intervient comme une contribution a I’énergie de liaison B, qui augmente celle-ci
pour les noyaux pair-pair (les plus stables), la diminue pour les noyaux impair-impair (les moins
stables, en général) et qui n’a pas d’influence (6 = 0) sur les noyaux de A impair possédant un
nombre pair d'une espece de nucléons et un nombre impair de 'autre espece.

Enfin en combinant ces différents termes, 'expression (1.3) donnant B d’un noyau (A, Z) peut

18



CHAPITRE 1. FORMULE SEMI-EMPIRIQUE DE MASSE DE BETHE-WEIZSACKER 19

étre définie par :
B(A, Z) = a,A — a,A*? — 0, Z2A7Y? — a,(A = 22)%JA %+ 6(A) (1.18)

et I’énergie moyenne de liaison par nucléons s’en déduit en divisant par A. L’importance relative

des différents termes, a part celui d’appariement, est montrée sur la figure 1.1

16
Energie de volume
4 ::,".f L
EF . / snerges de surlpee
E = .
L /
= Fncr 1 coulombis n|1|_
2ol [ e -'f-’-"frrfm
E g i — Encrpic ds L
E ;i [ liwisom netig _r:"'".l""' |
& 5 dasymetme
.EI =
Gomo
5
= ] O **Mn . :
- g BEC 12 I o i I*IEL

0 | .I ||| i || I i |
(b M} & W 120 |5l:|‘ H'.-'L'I X0y 240 270

Nombre de mases, A

Fi1GURE 1.1 — Contribution de chaque terme dans la formule de Bethe-Weizsacker pour 1’énergie
de liaison par nucléon, en MeV. Les parametres utilisés sont ceux de I'éq. (1.18), et la valeur
de Z choisie pour chaque valeur de A est celle qui maximise B=A.[0]
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Chapitre

Méthodes Utilisées

Dans ce chapitre, nous aborderons deux méthodes mathématique que nous avons utilisées
pour la détermination des cing parametres. La méthode des moindres carrés qui permet de
construire un systeme d’équations linéaires dont les inconnues sont les parametres de la formule

de masse. La méthode de Gauss qui permet la résolution du systeme précédent.

2.1 Méthode des Moindres carrés

Supposons que 1’on doive utiliser les résultats de I'expérience pour établir la dépendance

fonctionnelle de la grandeur y de la grandeur z[7] :

y = o(x) (2.1)

Supposons encore que les expériences réalisées nous aient fourni n valeurs de la fonction y pour
les valeurs correspondantes de 'argument. Les résultats peuvent étre représentés dans la table

suivante :

X T | T2 oo | Iy
Yy Y2 || Un

On établit la forme de la fonction (2.1) soit a partir de considération théoriques, soit sur
la base du caractere de la disposition sur le plan de coordonnées des points correspondant aux
valeurs expérimentales. Nous appellerons ces ” points expérimentaux ”. Supposons, par exemple,
que les points expérimentaux soient disposés sur le plan de coordonnées comme l'indique la

Fig. [77] Tenant compte du fait que les résultats de 'expérience sont entachés d’erreurs il est

21



CHAPITRE 2. METHODES UTILISEES 29

naturel de supposer que la fonction cherchée y = ¢(x) peut étre recherchée sous forme de la

fonction linéaire y = ax + b.

FIGURE 2.1 — fonction linéaire y = ax + b.

Si les points expérimentaux sont disposés comme l'indique la Fig 2.2, il est naturel de

rechercher la fonction y = ¢(z) sous la forme y = ax?, etc.

1.0 1.5 20 25 30 35 4,0

FIGURE 2.2 — fonction exponentielle y = az®.

Quand la forme de la fonction y = ¢(x,a,b,c,...) est adoptée, il reste a choisir les va-
leurs des parametres a,b,c,... de sorte que la fonction obtenue décrive dans un certain sens

de la meilleure maniere possible le processus considéré. Une méthode largement répandue de

22



CHAPITRE 2. METHODES UTILISEES 23

résolution de ce probleme est la méthode dite des moindres carrés, elle consiste en ce qui suit.
Considérons la somme des carrés des différences entre les valeurs expérimentales y; et celles de

la fonction ¢(z,a,b,c,...) aux points correspondants :

n

XPlabe,..)=> [yi— ¢ (xi,a,bc,..) (2.2)

=1

Choisissons les parametres a,b,c,... de maniére que cette somme ait la plus petite valeur possible :

n

’(a,b,c,...) = Z [y — ¢ (x;,a,b,c,...)]° = min (2.3)

=1

Le probleme se ramene ainsi a trouver les valeurs des parametres a,b.c,... pour lesquelles la

fonction x(a, b, c,...) admet un minimum. On donne :

o> ox? o>
= = =0,.... 2.4
Oa 0, ob 0, oc 0, (2.4)
Ou sous forme détaillée :
a 06 (x;,a,b,c,...) )
T I3 7b7 PRI =
2= o abe. ) > 0
2 0¢ (x;,a,b,c,. ..
Z[yz — ¢ (z4,a,b,¢,...)] o o ) =0 (2.5)
i=1
2 0¢ (vs,a,b,c,...)
Z[?/z ¢ (zi,a,b,c,...)] P =0

=1 J

IL y a ici autant d’équations que d’inconnues. En chaque cas concret on étudie le probleme de
'existence de la solution du systeme d’équation (2.5) et de 'existence du minimum de la fonction
x(a,b,c,...). Considérons certains cas de détermination de la fonction y = ¢(z, a,b,¢c,...).

1. Soit y = ax + b la fonction ¢(a,b) s’écrit alors dans ce cas :

X*(a,b0) =Y [y — (azi + b)) (2.6)

i=1

C’est une fonction des deux variable a et b (x; et y; sont des nombres donnés dans table(2.1)),

23



CHAPITRE 2. METHODES UTILISEES 24

par conséquent on a :

Ix? &
X :—QZ[yi—(aa:i—f—b)] z; =0

Erip
B (2.7)
N S s (ax, 1 )] 0
—_— = — ; — \ax; =
b 21
autrement dit, le systéme d’équation (2.5) s’écrit dans ce cas :
Sown a3 n =0
i=1 i=1 i=1 (2.8)

zn:yi —azn:xi — bn=0
i=1 i=1

Nous avons obtenu un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues, a et b. Il est
évident, que ce systeme possede une solution déterminée et que pour les valeurs trouvées de a
et b la fonction x(a,b) admet un minimum.

2. Supposons, que 'on ait adopté en qualité de fonction d’approximation le trinome du second

degré y = az® + bx + ¢ dans ce cas Pexpression (2.2) s’écrit :

n

x*(a,b,c) = Z [y — (ax? + bx; + c)}2 =0 (2.9)

i=1
C’est une fonction des trois variables a, b et c. Le systeme d’équations(2.5) devient :

n )

Z [yi— (ax?—l—bxi—i—c)] ri =0

i=1
n

> [y — (aa? +bas + )] 2 = 0 (2.10)
i=1

Z [yz — (a:cf + bx; +c)} =0

i=1 y,

Ou sous forme développée :

n n n n 3\
E yix?—ag xf—bg x?—cg 77 =0
i=1 i=1 i=1 i=1

iyixi—aixf—bix?—cixizo (2.11)

i=1 i=1 i=1 i=1
iyi—aimg—bi.’m—cnzo
i=1 i=1 i=1 )
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Nous obtenons un systeme d’équations linéaires pour déterminer les inconnues a, b et c. Il
découle du caractere du probleme, que le systeme possede une solution déterminée et que pour

les valeurs obtenues a, b et ¢, la fonction y(a, b, ¢) admet un minimum.

2.1.1 Exemple d’application

Supposons a guise d’exemple, que I'expérience nous ait fourni cinq valeurs de la fonction

cherché y = ¢(z) pour les cinq valeurs de 'argument (n=>5), ainsi que l'indique le tableau.

T 1 2 3 4 5
y || 500 | 580 | 650 | 690 | 740

TABLE 2.1 — Exemple d’application

Nous recherchons la fonction ¢ sous forme de la fonction linéaire y = ax + b. Composons

I'expression de x(a,b) :

— (az; + b))

Mm

=1

Pour composer le systeme(2.2) servant a déterminer les coefficients a et b calculons au préalable :
4

5 4 4
> oy =10070,) a7 =55, x; =15, y; = 3160
=1 i=1 i=1

i=1

Le systeme (2.2) s’écrit alors :

10070 — 55a — 156 = 0
3160 — 15a — 5b =0

Résolvant ce systeme nous trouvons a et b :

a = 59,b = 455. La droite recherché Fig. (2.3) est :

y = 59x + 455
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a0 S
£00 4

500 4

FIGURE 2.3 — Exemple.

2.2 Meéthode de Gauss

La méthode la plus usitée de résolution de systeme d’équation linéaires est 1’algorithme
d’élimination successive des inconnues. Cette méthode s’appelle méthode de Gauss. Pour sim-
plifier les raisonnements, bornons-nous a considérer un systeme de quatre équations a quatre
inconnues|§].

1121 + 1202 + Q1373 + A14T4 = 15
(21%1 + A22T2 + A23T3 + A24T4 = Q25

(2.12)
a31T1 + G32T2 + G333 + A34T4 = G35

[ au1 + Q409 + A43T3 + 4474 = Qy5

Soit a1 # 0 (élément générateur). Divisant les coefficients de la premiere équation du systéme

(2.10) par aj;, on obtient :

x1 + b1oTa + bigxs + brazy = b5 (2.13)
ou :
ali, .
bij=—2(j > 1)
ai

En appliquant I’équation (2.13) on élimine facilement I'inconnue du systeme (2.12). A cette fin
il suffit de soustraire de la deuxieme équation de (2.12) le produit de I’équation (2.13) par as,

de la troisieme équation de (2.12) le produit de ’équation (2.13) par asy, etc. Il en résulte un
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systeme de trois équations

aglz):vg + a%)xg + aé?m = aé?
agé)xg + a%)xg + agi)m = a%) (2.14)

aip e+ alg s + ajyes = afy

(1)

dont les coefficients a;;" avec (4,7 > 2) se calculent d’apres la formule :

CLS) = ai; — anb;.(i,j > 2)

Apres avoir divisé ensuite les coefficients de la premiere équation du systeme (2.14) par ”1I’élément

générateur” a%) # 0, on a ’équation :
2o + b g + b8y = bV (2.15)

ou

(1) a;;) :
b2j = (i) ) (] > 2)
Qg9

Eliminons maintenant x, de la méme fagon que x; pour aboutir au systeme :

o+ ol =

a5 + 0wy = aff)

(2.16)

ou

2 1 D1 . .
az(j) = agj) — aZ(Q)bgj), (1,7 >3)

les coefficients de la premiere équation de I’équation(2.16) divisés par "I’élément générateur”
2
aéz«z) # 0

ou
(2)

2 as; .
bi(’)]) = (_5)7 (.] > 3)
Q33

En éliminant maintenant d’une facon analogue z3 du systeme ’équation(2.16),on obtient :

aﬁ)u = afé) (2.18)
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ol
3 2 2 2
agj) = afj) - ES)bi(’)j)u (27] > 4)
D’ou
@z(f? (3)
Aayq

Les autres inconnues sont données successivement par les équations (2.17) et (2.15) et (2.13) :

75 = V) — b5

21 = bis — bjary — bi3x3 — b1owo

Ainsi la procédure de résolution d’un systeme linéaire d’apres la méthode de Gauss se ramene
a la construction d'un systeme équivalent (2.13), (2.15), (2.17) et (2.19) a matrice triangulaire.
la condition nécessaire et suffisante pour ’application de la méthode est que tous les ” éléments

Y

générateurs ” soient non nuls. Il est commode de ranger les résultats des calculs dans le tableau
(2.2). Le schéma donné par ce tableau s’appelle schéma de division unique. La procédure de
recherche des coefficients bg_l) du systeme triangulaire s’appelle dans le cas général marche
directe, celle d’obtention des valeurs des inconnues, marche inverse. La marche directe débute

par I'inscription des coefficients du systéme, y compris des termes constants (section A). Sur la

derniere ligne de la section A figure le résultat de la division de la premiere ligne de la section

(1)
ij

par ”1" élément générateur”a;;. Les éléments a,;’ (7,7 > 2) de la section suivante A; du schéma
sont égaux aux éléments correspondants a,;; de la section précédente diminués du produit de
leurs ”projection” par les colonnes de la section A qui portent I’élément 1 (c’est-a-dire par la
premiere colonne et la dernieére ligne). La derniére ligne de la section A; s’obtient en divisant la
premiere ligne de la section par ”1’élément générateur” aglz). D’une fagon analogue on construit
les sections suivantes. La marche directe s’arréte lorsque’on atteint la section composée d’'une
ligne sans compter la ligne transformée (dans le cas concerné c’est la section Asz). La marche
inverse ne fait appel qu’aux lignes des section A; qui contiennent les unités (lignes marquées)
en commencant par la derniere. L’élément bfg) de la section Aj figurant a lintersection de
z4. Ensuite, toutes les autres inconnues x;(i = 3;2;1) se trouvent de proche en proche en
retranchant du terme constant de la ligne marquée la somme des produits de ses coefficients

par les valeurs correspondantes des inconnues trouvées auparavant. Les valeurs des inconnues

sont portées successivement sur la derniere section B. Les unités qui y figurent aident a trouver
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pour z; les coefficients respectifs dans les lignes marquées.

TABLE 2.2 — Schéma de division unique

ry | 3 | x3 | x4 | termes constantes | Y. | sections du schéma
11 | G12 | A13 | Q14 Q15 16
G21 | G22 | 423 | G24 Q25 Q26
31 | G32 | A3z | 434 a3s Q36 A
Q41 | Qa2 | Q43 | Q44 Q45 Q46
I | bia | biz | by bis big
wlo o
D) B S by "
Quo | Qg3 | Qyq Ay Qy6
L] o) | by b bis
afy | afy) agy) aly
a® | aff aly) aly A
Cd g
al aly) ale
1 by by Ay
Ty Ty
1 Ty Ty
1 T3 xTs3 B
1 i) )
1 T Tt

2.2.1 Exemple d’application

Soit le systeme a 4 inconnues suivant :

(

$1+$2+$3+l‘4:5
131—.7}2+273+.7}4:3

ZE1+$2—$3+ZE4:3

$1+ZE2+1’3—5E4:1

solution

portons sur la section A du table. (2.2) la matrice des coefficients du systéme, ses termes
constante et les sommes de controle. Inscrivons ensuite la derniere (cinquieme) ligne de la

section A en divisant la premieére ligne par 2.25 (par a;; ). Passons maintenant a la section
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du tableau. Prenons un élément quelconque de la section A (absent dans la premiere ligne) et
retranchons le produit du premier élément de sa ligne par le dernier élément de sa colonne pour
inscrire le résultat dans la case correspondante de la section A; du schéma. Par exemple, en
choisissant a43 = 1, on aura :

aly) = ags —apbis =1—(1)(1) =0

Pour obtenir la derniere ligne de la section , divisons tous les éléments de la premiere ligne
1 _

de cette section par ay, = —2. Par exemple,
(1)
a 0
b(zé) = % == 0 on remplit d’une fagon analogue les autre sections du tableau par exemple
4 _

92
2 1 1, (1
GSA) = 4(L4) + @5:2)17%4) =—-2+0(-2)=-2

2.2.2 SUBROUTINE GAUSS

Ce module est un sous programme fortran toujours appelé par un CALL a partir d'un
autre module de type programme ou sous programme.congue spécialement pour résoudre ces
types d’équations linéaires par la méthode de Gauss. L’introduction des parametres constants

du systeme (2.21) dans la SUBROUTINE permet d’obtenir les résultats du tableau (£2.3)).

Les valeurs des inconnues (marche inverse) xq, s , T3 , T4 est :

TABLE 2.3 — Résolution d’un systéme d’apres le schéma de division unique.

1| e | w3 | x4 | termes constantes | Y | sections du schéma

1 1 1 1 5 9
1 |-1]1 1 3 5

1 1 | -1 1 3 5 A
1 1 1 | -1 1 3
1 1 1 1 5 9
210 -2 —4
0 |—-2] 0 -2 —2

0 0 | =2 —4 —4 Ay
1 0 0 1 2
—-21 0 —2 -2

0 | -2 —4 —4 Ay
1 0 1 1
-2 —4 —4

1 2 0 Az
2 2
1 2 3

1 1 2 B
1 1 2
1 1 2
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=1
To =1
T3 =
Ty =2

La matrice triangulaire supérieure obtenue :

1 1 1 1 7 5
1 -1 1 1 To 3
- (2.21)
1 1 -1 1 T3 3
1 1 1 -1 T4 1

La solution du systeme sont :

z1 =1
To =1
r3 =1
Ty =2

Rappelons que la division sur I’'élément générateur expliqué en détail dans la résolution par la
méthode de Gauss des systemes linéaire implique que cet élément doit étre non nul. Dans le
cas contraire la méthode permet la permutation entre lignes et colonnes pour que la condition

sur les éléments générateur, pour chaque étape, soit satisfaite.
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Chapitre

Détermination des Parametres de la formule de

masse de Bethe-Weizsacker

D’apres les deux méthodes précédentes, on introduit la détermination des cinq parametres
de la formule de masse de Bethe-Weizsiacker se fait en ajustant les données expérimentales a
I’expression.

Le terme général pour chaque erreur dans la méthode de moindre carrée de type linéaire
est une fonctionne comme 1'équation (2.2) en substituant 'expression de I’énergie de liaison.
Il s’agit ici de minimiser :

n
2 c ey ey - _ E ' A; 2
X (av7a87a67 aa7ap) - [El _ZZ B(avaasaamaaaap)} (31)
i=1
ou F; représente les valeurs expérimentales de ’énergie de liaison des noyaux et B; est 1’énergie
de liaison donnée par la formule semi-empirique en fonction des différents parametres. Concer-
nant les fonctions numériques a cing variables, une condition nécessaire (non suffisante) d’ex-
tremum en un point (a,, as, ae, aq, a,) est que toutes les dérivées partielles de x?, & savoir
ox? ox? o> ox? x>

0, 0, 0, 50 =0 5a 0 (3.2)

soient nulles en ce point.

Avec comme condition pour avoir un minimum sur la dérivée seconde qui doit étre positive :

62 XQ
da?

>0 (3.3)
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DE BETHE-WEIZSACKER 34
Le calcul conduit au systeme :
' Y E - (avA@- —a, A} — af—/ — 4, WY 4 50,4 1/2): [—Ai] =0
Y E - (avAi . —ac s — AT 4 by A 1/2): 4] =0
> i Ez - (avAi —a A — ac% - a(mzaf + 5iapA._1/2): Azlj3 =0 (3.4)
S E - (avAi —a, AP aAZ—/ — a, WA 51»%14.—1/2): :<Ai—2fi>2] —0
S E - (avAi — 0, A — 0 — 0, U 4 50,4 1/2): [+5iA;1/2} —0

\

ce qui permet d’écrire le systeme final suivant :

34




CHAPITRE 3. DET_ERMINATION DES PARAMETRES DE LA FORMULE DE MASSE
DE BETHE-WEIZSACKER 35

35



N

’

CHAPITRE 3. DETERMINATION DES PARAMETRES DE LA FORMULE DE MASSE

DE BETHE-WEIZSACKER

36

=
[£5)

=2

Hoy V10 K

1=2
mm\mdx H:W

=2

'qa'y <

=2

v K

u

=1
@\mvﬂ@ m:w

=1

N\H:M

?p

Py

Py

?p

o)V .
(ze—7) =
Nsv\ =2
(‘zz— V) M
M\Ma\ 7 =
(ze -1 %
gV =
(‘72— V) M
HHh

(‘zze—'v) X

D

D

D

°D

D

eV eZ N

I=1

o/ Vi M

S

D

p

Sp

Sp

=2

oV

u

—
Il
<

p

p

p

p

p

=2

(3
V'
=1
(‘72 —"V) m:w
- =2
¢/cVeZ m:w
. =2
Q&mm%
. T=?
v

u

36



CHAPITRE 3. DET_ERMINATION DES PARAMETRES DE LA FORMULE DE MASSE
DE BETHE-WEIZSACKER 37

37



CHAPITRE 3. DET.ERMINATION DES PARAMETRES DE LA FORMULE DE MASSE
DE BETHE-WEIZSACKER 38

Le systeme (3.5) contient cing inconnues (a,, as, a., a, €t a,). Pour le résoudre on utilise le
code de résolution qui a été concu spécialement pour cette fin avec bien entendu la modification
de la partie nous concernant pour le faire adapter avec notre cas dans notre travail. Le code
consiste a lire les valeurs expérimentales des énergies de liaison des noyaux disponibles ainsi que
les nombres de neutrons de protons et de masse atomique a partir d’un fichier, puis calculer les
parametres constants du systeme représentés par les différentes sommes, et enfin appliquer la

méthode de Gauss pour le calcul définitif des parametres de la formule de masse.

3.1 Données utilisées dans ce travail

Le document principal de notre travail est le papier de la référence[10] ou sont présentées
les énergies de liaison ainsi que d’autre caractéristiques relatives aux noyaux atomiques. Pour
le calcul de I’énergie de liaison donnée par I'expression (3.5) nous avons besoin des nombres de
neutron N, de proton Z, de masse A et de I’énergie de liaison expérimentale, que nous avons
notée E;, pour chaque atome. Le tableau est un extrait du ficher que nous avons utilisé.

Le tableau contient également les masses et les exces de masses.
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3.2 Résultats

Les résultats que nous avons obtenus pour le terme d’appariement
§ = +a,A™1/? sont les suivants :
a, = 15,56 MeV
as = 16,87 MeV
a.=0,71 MeV (3.6)
a, = 23,02 MeV
a, = 10,02 MeV

et par conséquent la formule de masse peut étre s’écrit définitivement comme :

B(A,Z) =15.56A — 16.87A%3 — 0.7122A7Y® — 23.02(N — Z)?/A + 10.0247Y%  (3.7)

3.3 Discussion et Comparaison des résultats

Le tableau suivant donne les valeurs déterminées des parametres de la formule de masse

de Bethe et Weizsédcker pour les deux formes du terme d’appariement :

Parametres (MeV) Ay Qg Qe Qg ap,
notre résultat pour 6 = +a, A~"/? || 15,56 | 16,87 | 0,71 | 23,02 | 10,02
résultat pourd = +a, A~**[1]] 15,27 | 16,91 | 0,71 | 23,04 | 19,37

Remarquons la grande différence quant au terme d’appariement, ce qui est tout a fait

légitime car ce sont deux terme de formes completement différentes.

3.4 Energie de liaison calculée

La Fig.3.1 représente I'énergie de liaison par nucléon calculée en utilisant les valeurs des

parametres que nous avons obtenues en fonction de A.
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10

L'énergie de liaison par nucléon

2 <)
EO
0 f
0

FIGURE 3.1 — Energie de liaison par nucléon en fonction de A

50 100 150 200 250 300

Dans cette courbe, nous remarquons que 1’énergie moyenne de liaison par nucléon aug-
mente d’abord tres rapidement avec A pour les noyaux des nombres de masse 0 < A < 50
jusqu’a B,y = 8MeV puis atteint une valeur constante autour de B,,,, = 8.5MeV, au voisi-
nage de A = 50 puis diminue lentement et de facon monotone jusqu’a la valeur B,,,, = 7TMeV.
Plus généralement nous pouvons tracer les noyaux de la charte en fonction de leur énergie de

liaison par nucléon comme c’est représenté fig.3.2.

FIGURE 3.2 — Comparaison des énergies de liaison par nucléon expérimentales[10] (les pellets)
et des valeurs calculée a partir de la formule de Bethe-Weizsécker (les spheres) dans touts les
noyaux.
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FI1GURE 3.3 — Différant contribution de I’énergie de liaison par nucléon

3.5 Erreur relative

Soit  un nombre réel, et x;, une approximation de ce nombre . L’erreur relative est définie

par :
dr  |r—
i 3.8
- (38)
De plus, en multipliant par 100, on obtient I’erreur relative en pourcentage
b _ |z
dr _lr=al o0y (3.9)

T T

Le tableau suivant donne la comparaison de nos valeurs avec autre référance.

paramétresr (U g Qe Qg ap
nos valeurs | 15.56 | 16.87 | 0.71 | 23.02 | 10.02
référanceld] | 15.78 | 18.34 | 0.71 | 23.21 12
Aa 0.22 | 1.47 0 0.19 1.8
(Aa/a) x 100 | 1.44 | 8.71 0 0.82 | 17.96

La premiere remarque que nous voulons faire a propos des nouvelles valeurs des parametres

de la formule de Bethe-Weizsécker et leur comparaison avec celle de la référence[9].

Notons que nos valeurs des cinq parametres sont plus proches des valeurs de la référence[9],

tel que le pourcentage d’erreur relative calculées est tres faible.
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pour calculer I'erreur relative de ’énergie de liaison il faut utilisée la formule suivante :

5E o |Eexp - Bcal|

100 3.10
E By % (3.10)

ou Eeyp et By sont les énergies de liaison expérimentale et calculée respectivement.
Le tableau(3.2) contient Quelque valeur des énergies de liaison calculées et expérimentales avec
I’erreur relative.

Le fig.3.4, représente la variation de 'erreur relative de 1’énergie de liaison en fonction

de A

2,0

1,5 I

1,0 LIl

Erreur relative

0,5

0,0 T
50 100 150 200 250 300

FIGURE 3.4 — Erreur relative de I’énergie de liaison par nucléon en fonction de A.

ePour A < 50 lerreur relative est trop grand ,au voisinage de2.2%
ePour 50 < A < 100 lerreur relative est autours de 1.6%
ePour 50 < A < 120 lerreur relative est diminue jusqu’a 0.25%
ePour120 < A < 130 'erreur relative est augment a 1.26%
ePour 130 < A < 210 elle est autours de 0.75%.

ePour A > 130 elle est diminus de fagon monotone jusqu’a 0.05%.

La fig.3.5 , représente la variation de 'erreur relative de 1'énergie de liaison en fonction

de A pour § = +a,A=3/*
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FIGURE 3.5 — Erreur relative de 'énergie de liaison par nucléon en fonction de A.[11]

ERREUR RELATIVE

FIGURE 3.6 — Comparaison des erreurs relatives que nous avons calculés et de référence [11]

La courbe en noir représente la variation de I'erreur relative que nous avons calculé.
la courbe en rouge représente la variation de l'erreurs relative de la référence [11]
Notons que les deux courbes de fig 3.6 sont presque identiques.
Finalement on peut conclure que la formule de Bethe-Weizsicker peut étre appliquée avec les
parametres que nous avons calculés avec une précision inférieure a 2.2% que la masse du noyau

dépasse A = 50 et les masses de référence [10] sont parfaitement reproduites.
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N | Z | A | énergie de liaison expérimentale[10] | énergie de liaison calculée | dE/FE
33 | 17| 50 7,50959 7,601 1,84832
32 | 18| 50 7,89882 8,056 1,95112
31 | 19| 30 8,2917 8, 28858 0,03763
30 |20 | 50 8, 48985 8,55016 0, 70545
29 | 21| 50 8,71998 8, 63368 0,99962
28 | 22| 50 8, 75538 8, 75572 0,00383
27 | 23| 50 8, 82277 8, 69592 1,45879
26 | 24| 50 8,69543 8,70103 0,06442
25 | 25| 50 8,60007 8,05327 0, 78962
24 126 | 50 8, 30998 8, 35403 0,52725
23 | 27| 50 8,05188 8,001 0,6359
22 |28 | 50 7,59904 7,716 1,5158
34 | 17| 51 7,39572 7,953 1,78326
33 | 18| 51 7,80325 7,926 1, 54873
32 | 19| 51 8, 15997 8,22135 0, 74654
39 | 21| 60 7,84599 7,865 0,2417
38 | 22| 60 8,12928 8,157 0, 33984
37 | 23| 60 8,42004 8, 32545 1,13621
46 | 24 | 70 7,77522 7,867 1,16668
45 | 25 | 70 8, 06636 8,07 0,0451
44 126 | 70 8,26367 8,302 0,46168
02 | 28 | 80 7,95821 8,08 1,5073
51 (29| 80 8,18572 8,24 0, 65869
50 [ 30| 80 8, 33833 8,42354 1,01161
o8 | 32| 90 8,07177 8,118 0, 56948
o7 | 33| 90 8,25328 8,244 0,11257
56 | 34| 90 8,37333 8,39577 0,26727
64 | 36 | 100 8, 13828 8,14 0,0212
63 | 37 | 100 8,28525 8,24432 0,49641
62 | 38 | 100 8, 38068 8,37223 0,10091
68 | 42 | 110 8, 36807 8, 35935 0,10426
66 | 44 | 110 8,50164 8,48631 0, 18067
72 |48 | 120 8, 4476 8, 45802 0,12324
71 |49 | 120 8,49356 8,46626 0,32245
783 | 47 | 130 8, 08293 8,14 0, 70106
74 | 56 | 130 8,40075 8,40555 0,0571

TABLE 3.2 — Quelque valeurs des énergies de liaison calculées et expérimentales avec I'erreur
relative
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Conclusion

Ce travail de mémoire s’attache a 1’étude de la formule de masse de Bethe-Weizsacker
et tout en se concentrant sur le dernier terme d’appariement. L’objectif de ce travail est 'ac-
tualisation des parametres de cette formule sur la base des masses et des énergies de liaison
nucléaires parues dans la derniere publication sur les masses atomiques qui est celle d’AME2016.
La méthode de travail s’est basée sur, principalement, deux méthodes mathématiques, a savoir
la méthode des moindres carrés et la méthode de Gauss. La premiere méthode a permis, d’une
part d’ajuster les données expérimentales des énergies de liaison en adoptant la formule de
masse de Bethe-Weizsacker et d’autre part d’aboutir un systeme d’équations linéaires en les
parametres de cette formule. La seconde méthode , quant a elle a permis de résoudre le dernier
systeme. Les résultats que nous avons obtenus pour les parametres de la formule de masse
nous ont permis de reproduire pratiquement presque toutes les valeurs des énergies de liaison
expérimentales hormis celle relatives au noyaux de masse inférieure a 50. L’erreur relative pour
ces noyaux oscille entre 0.05% et 1.5%.

Enfin, nous avons comparé nos résultats avec les résultats obtenue dans [11] et avons conclu

que les deux résultats sont en tres bon accord.
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