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Résumé :

Classiquement, I'intérét du modele de 'oscillateur harmonique réside dans son attitude a décrire la
plupart des petits mouvements oscillants observés.

Quantiquement, I'oscillateur harmonique présente le méme intérét de par la nature de son spectre
en énergie, une infinité- bornée inférieurement- de ses valeurs propres régulierement espacées.
L'oscillateur harmonique quantique s’avere toutefois d’une importance bien plus supérieure que son
parent classique. L’algébre de I'oscillateur harmonique quantique fournit I'outillage formel
nécessaire a la description de tout systéme dont une grandeur physique a la méme propriété. Ainsi,
les états cohérents de I'oscillateur harmonique quantique seront construits en utilisant la méthode
basée sur les opérateurs en portant une attention particuliére aux trajectoires et aux dispersions afin
de confirmer la quasi- classiciste de ces états

Mots clés :Oscillateur HarmoniqueQuantique,Etats Cohérents, Dispersions, Relation d’incertitude de
Heisenberg

Abstract :

Classically, the interest of the harmoni coscillator model lies in its attitude to describemost of the
smalloscillat ingmovements observed. In quantum mechanics, the harmonic oscillatorpresents the
sameinterest by the nature of itsspectrum in energy, an infinity-bounde dinferiorly—ofits
eigenvaluesre gularly spaced. The quantum harmonicos cillatorismuch more important
thanitsclassical parent. The algebra of the quantum harmonicos cillatorprovides the
formaltoolingneeded to describeany system including a physic alquantityhaving the sameproperty.
Thus, the coherent states of the quantum harmonicos cillatorwillbe construct edusing operator
method with special attention to trajectories and dispersions to confirm the quasi-classicity of
these states.

Keywords :harmoni coscillator, coheren tstates, dispersions, Heisenberg incertitude
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Introduction

La mécanique quantique est née au début du XXeéme siécle suite & de nombreux question-
nements ; Face a un certain nombre de phénomeénes physiques inexpliqués par la théorie
classique, elle n’a pas été crée par une seule personne maispar beaucoup de physiciens,
tel Albert Einstein, qui a eu un grand role dans sa création mais sa naissance s’étale sur
plusieurs décennies. Une fois les bases de la mécanique quantique mises en place, plusieurs
physiciens se penchérent sur la question du lien entre cette nouvelle théorie et celle de la
mécanique classique. C’est dans ce contexte qu’apparurent les états cohérents introduits
par Schrodinger en 1926 [1], 11 les décrivit comme des états quantiques de 1'oscillateur har-
monique ayant la propriété de se comporter de facon semblable aux états classiques du
modele équivalent.

C’est dans les années 60 qu’ils sont redevenus populaires auprés d’autres physiciens tels
que Glauber et Klauder. Le premier construisit les états cohérents comme des états propres
de Vopérateur d’annihilation de l'oscillateur harmonique [2, 3] , alors que le deuxiéme les
analysa sous un coté plus algébrique [4, 5]. Beaucoup d’autres scientifiques les ont alors
suivis sur cette voie ce qui a permi de grandes avancées.

L’utilisation des états cohérents, de 'oscillateur harmonique, s’est révélée extrémement
féconde en optique quantique [6],ces états étant les états propres de 'opérateur d’annihilation
de l'oscillateur harmonique ont pour propriété principale d’étre des états d’extension min-
imum, c’est-a-dire que le produit des écarts quadratiques moyens de la position et de
I'impulsion est minimum pour ces états. Pour cette raison, les états cohérents se sont
révélés particuliérement bien adaptés a la description quantique d’un champ électromagné-
tique classique, et ont été abondamment utilisés dans I’étude de ’émission laser.

Ce présent travail s’articule autour de trois chapitres :

Le premier chapitre se concentre sur I'oscillateur harmonique quantique, sa construction

via son parent classique en introduisant la notion d’opérateur pour les variables coordonnée
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et moment. Il permettra d’introduire les notions dont on aura besoin par la suite comme
les valeurs moyennes et les dispersions.

Le second chapitre abordera les bases des états cohérents, bases nécessaires a leur utilité
par la suite. Nous verrons comment ces états peuvent étre exprimés dans les différentes
représentations de la mécanique quantique ainsi que les différentes facons de les définir et
de les construire.

Enfin le dernier chapitre sera consacré a la construction de ces états pour 'oscillateur
harmonique & une dimension. Construction qui se basera sur une approche plus physique
basée sur les opérateurs d’échelle. Nous discuterons également de leur propriété en étudiant
leur localisation au niveau de la position, leurs dispersions et leurs trajectoires dans 1’espace

des phases.



1

L’oscillateur harmonique

1.1 Introduction

Le concept d’oscillateur harmonique joue un réle majeur dans de nombreuses applications
de la physique, nous nous sommes concentrés dans ce chapitre sur ’étude de 'oscillateur
harmonique, du passage de sa version classique a sa version quantique a travers les opérateurs
de création et d’annihilation et en mettant en avant le calcul des valeurs moyennes et des

dispersions [7]

1.2 Définition de l’oscillateur harmonique classique et

quantique

1.2.1 Définition de l’'oscillateur harmonique classique

un oscillateur harmonique classique & une dimension est défini par un potentiel quadratique

v(z) = %mw2x2 (1.1)

m est la masse du systéme

w est la pulsation propre

Le Hamiltonien classique de l'osillateur harmonique :

2
1
H = 22)—; + §mw2$2 (1.2)

ol p, est la quantité de muovement



1.2. Définition de l'oscillateur harmonique classique et quantique

1.2.2 Le lagrangien

Lagrange a montré que toutes les équations différentielles du mouvement du second ordre

par rapport au temps que ’on connaissait en mécanique pouvaient se mettre sous la
forme:

d (0L oL

Le L lagrangien est défini comme:

=T-V (1.4)
1

ou ¢ est la coordonnée généralisée
Le moment conjugué appelé quantité de mouvement associée ou impulsion généralisée :

. (15)
dq

p

p m
N
k

On remplace dans notre cas:

H=q—-1L (q7q;t> (L.7)
= %p— %méz2+V(Q)

Denc:

On a également :



1.2. Définition de l'oscillateur harmonique classique et quantique

. O0H p
q = — = —
D m
¢ 0 I v
e = —— mqg = ——
p dq q Bq
Les équestions du mouvement de Hamilton pour le Hamiltonien classique
dr  p,
dt  m
dp. = —muw’x
dt
On a
2
H= 217_; + §mw2x2
w 2
= — ( P | mwmz)
2 \muw
w D 2 2
=—||{—==) + (Vmuwz
2 [(\/mw) ( ) ]
On pose:

P:\/]:;—wet X = Vmwzx

Nous trouvons:
w
H=—(P*>+ X? 1.
2( + X?) (1.8)

1.2.3 Définition de l’oscillateur harmonique quantique

Par “oscillateur harmonique quantique” on entend un systéme dont I'amplitude de proba-

bilité W(x,t) est solution de I’équation de Schrodinger

2
1
H= 2]9—;1 + §mw2a:2 (1.9)

A
- Opérateur X et P et @

En introduisant les notations suivantes :



1.2. Définition de l'oscillateur harmonique classique et quantique

H = hw(@ (1.10)
A 1
= —H
@ hw
pg mw? 22
2wm  2hw

(1.11)
Avec:
mhw V &
Calcul le communtateur [X, P]
[X,P]=XP—-PX
w mwx
n \/hmw \/hmw h
h( xp) — ﬁ(px) 7 [( zp) — (pz)]
1 1. , .
== [z, p] = ﬁzh =1 avec [x,p| =ih
Donc:
[X,P] =i (1.12)

-Opérateur a a et N :

Opérateur d’annihilation :

maw . P
a = 2hx+zm

mw h hmw
N %* MX+Z 2hme
:iX—i—iiP

V2 V2



1.2. Définition de l'oscillateur harmonique classique et quantique

Donc:
1
a=—|X+iP 1.13
X +ir) (1.13)
Opérateur de criation :
o — muw i 1
2h Vi 2mwhp
h 1
_ * —1 hmwP
2h mw 2mwh
1 1
= —X —i—P
V2 V2
Donc:
1
-‘- o .
a'=—1X —iP 1.14
X P (1.14)

-Le commutateur [a,aT] :

[a,aw:a(ﬂ—cﬂa

1 1 1 1 1 1 1 1

=|—=X+i—=P)x|—=X—i—=P)—|—=X—i—=P)*|—=X+i—=P
() () - () ()
1

=5 [(X +iP), (X —iP)]
1

:§[X2—z’XP+iPX+P2—X2—iXP+z'PX—P2]
1

= 5 [2iPX = 2iXP]

=i[PX - XP]= [P, X] = —i

Donc:
[a,a’] =1 (1.15)

-Action des opérateurs a et al sur les états propres:

Etudions I’action de a|n) pour cela

On pose:
aln) = aln — 1) (1.16)

Le conjugué de (1.16) est :

(n|a" = a*(n — 1] (1.17)



1.2. Définition de l'oscillateur harmonique classique et quantique

Multiplions (1.16) et (1.17) :
(n|a’aln) = |a*(n — 1|n — 1) (1.18)

Avec: [a, aﬂ =aat —ata =1

Soit :
ala =N
11 vient :
(n|Nn) = lal*(n — 1jn — 1)
avec:(n —1ljn — 1) =1
n{n|n) = |a|?, avec N|n) = n|n) et (n|n) =1
n=la*=a=vn
Donc:
aln) = +/n|n — 1) (1.19)
-L’action de a' sur |n) :
On pose :
a'ln) = Bln + 1) (1.20)
Le conjugué de (1.20) est:
(nla = p*(n + 1 (1.21)
Et multiplions (1.20) et(1.21) :
(n|aa’n) = |B)*(n + 1|n + 1) (1.22)

Avec: aat = N +1

I'équetion(1.22) se réecrit:

(n| (N +1) In) = |5’
(n+1) (n|n) = |B*
(N+1)|n) = (n+1)[n) et (nn) =1
n+l1=[pP=p=vVn+1

10



1.2. Définition de l'oscillateur harmonique classique et quantique

Donc:

a'ln) = vn +1jn + 1) (1.23)

- Calcul de aa' :

CL(IT =

(X +1iP) (X —iP)

N =N =N -

(X? —iXP+iPX + P?)

(X?+P*—i[XP—XP))

=5 (X*+ PP —i[X, P])

(X?+P?+1)

N | —

I e N
_2(X+P)+2

A 1
H=a'a+ 5 (1.24)
Donc:
1
H=N + 5 (1.25)

11



1.3. Calcul de la valeur moyenne de (X) et (P)

1.3 Calcul de la valeur moyenne de (X) et (P)

(X)) n|X\n

(a+a')|n)

= (n|

—&w (a+a') )

nlaln) + (nlaf|n))

(nlvnn — 1) + (n|vn +1 |n—1—1>>

(
s (¢

= <\/ﬁn!n—1 )+ vVn+1{nln + ))
(\/ﬁdnn 1+ Vn+ 6%“)

Donc:

(X =y e (0) = 0 = {(X) =0 (1.26)
-Calcul de (X?) :

X?2=Xx%xX= <\/%)2(GT+CZ)*<GT+G)

_ [a? +a'a + aa® + a?

2mw
(X*)ny = (n| X?|n)

= 5 [{nlaln) + (nla'aln) + nlaalln) + (nla?lr)]

= % -\/ L(nla'|n 4 1) + vn{n|a’|n) + vn + L{n|a|n + 1) + v/n(nlajn — 1)}

- % V4 1vn + 2(njn 4 2) + vnvn(n|n) + vV + 1vn + 1{njn) + vVnvn — L{n|n — >}
(1.27)

= % :v n+1vVn+ 20, 510 + Vnvndn, + Vo + 1vVn + 16,, + vVnvn — 15n,n,2]
(1.28)

Donc:
<X2>_%[n+n+1]:>%[2n+1] (1.29)

12



1.3. Calcul de la valeur moyenne de (X) et (P)

-Les dispersions:
AX = /(X?) — (X)? (1.30)

Nous avons vu que :(X) =0 = (X)?> =0

Donc:

AX = /(X2 (1.31)

h (2n+1)
=41/ —(2n
2muw

AX? = N (n%—l)
muw 2

-Calcul de (P) :

(Pny = (n|Pln)

hmw

(a' — a) |n)

2
hmw
=4/ T(n\ (a' —a) |n)
hmw

=iy “22 [{nlatln) — (ala]n)]

(n[Vn+ Tl + 1) = (nlv/aln - 1)]

:\/n T nln+1) — valnln — 1>]

_V n + 15n,n+1 - \/ﬁén,n—l}

[0] = (P)my =0

Calcul de (P?) :

13



1.3. Calcul de la valeur moyenne de (X) et (P)

Donc:

——[n—(n+1)]:>mn7w[2n+1]:>hmw (n—i——)

2
(n[P?|n)
hmw 12 T T 2
~5— [(nla™n) — (nla'aln) — (nlaa'|n) + (nla?|n)
I (VA Tnlat o + 1) = Vaala'l — 1) = Vi alalo + 1) + Varleln — 1)
Y L TV Sl 4 2) — Vav/a(nln) — Vi § IV Tnfn) + Vv Znln - 2)]
I [V TV B = ViV = Vi IV T+ Vi = 2

1
2

(P?) = hmw (n + %) (1.32)

-Calcul des dispersions:

AP = /(%) = (PP

Nous avons vu que:

AP = /(P?) (1.33)

i

1
AP? = hmw (n - —)

les dispersions :

14



1.3. Calcul de la valeur moyenne de (X) et (P)

AM? = AX?2AP?
S P 41
= mw n 2 Amw L n 2

2 2 1 2
AM = h n+§

15



2

Les états cohérents

2.1 Introduction

Les états cohérent ont d’abord été étudiés par Schrodinger en 1926 [1] et ont été redécouverts
par Klauder, Glauber et Sudarshan au début des années soixantes. Les états cohérents ont
été introduits en physique(mécanique, quantique, optique quantique) pour représenter des
paquets d’onde possédant de bonnes propriétés de « cohérence »recherchées par exemple
dans les rayons laser. La terminologie a été introduite par R.Glauber en 1963 qui a mis en

évidence leur role fondamental dans sa théorie de 'optique quantique [8].

2.2 Définition de Schrodinger

Les états cohérents, tels qu’ils ont été trouvés par Schrodinger, sont notés |z) en nota-
tion de Dirac, oul z = |z[e™ est un parameétre complexe. Ce sont des états pour lesquels
les valeurs moyennes sont les solutions sinusoidales classiques d’un oscillateur harmonique

unidimensionnel de masse m et de fréquence w [9]:
(z|p () |2) = 2l.|z| cos (wt — @) (2.1)

Les différents symboles intervenant dans cette définition sont les suivants:

e la longueur caractéristique [, = —Q,Zw

e les états quantiques de l’espace de Hilbert pour un objet qui serait classiquement
considéré comme une particule ponctuelle de masse m, se déplagant sur la droite réelle, et

soumis & un potentiel harmonique de constante k = mw?

16



2.3. Représentation des états quantiques

oH = % + smwa?est Phamiltonien,
e les opérateurs «position» X et «impulsion» P sont auto-adjoints dans les états quan-
tiques de ’espace de Hilbert,

e leur régle de commutation est canonique, c¢’est-a-dire [X, P] = ikl

e I’évolution temporelle de 'opérateur de position est définie comme X (¢) = er Htg=i Ht

.Dans la suite, nous présentons les différentes maniéres de construire ces états spécifiques

et leurs propriétés fondamentales

2.3 Représentation des états quantiques

Le formalisme de la mécanique quantique permet la représentations des differents états
quantiques : « position », « impulsion » ou « moment », « énergie » ou « nombre »
ou représentation de Fock, et « espace de phase » ou « analytique » ou représentation de

Fock-Bargmann.

2.3.1 Représentation position

L’approche originale de Schrodinger a été réalisée dans la représentation de position. L’opérateur
X est un opérateur de multiplication agissant dans l'espace H des fonctions d’ondet) (x,t)

comme suit:

Xt (z,t) =2V (z,1) (2.2)
0
P (x,t) = —zh%\lf (x,t) (2.3)

L’évolution temporelle de la fonction d’onde est gouvernée par ’équation de Schrodinger
L0
Hy (z,t) = zhaw (x,t) (2.4)

Ou de maniére équivalente 1 (z,t) = e~ i Hn(t=t)q) (1 £4)

Les solutions stationnaires sont ¢ (z,t) = e~ Zriy) (z) , o les valeurs propres d’énergie
sont réparties d’une maniére égale sur la droite positivelF,, = hw (n + %) ,n=0,1,2,.... Pour

chaque valeur propre correspond un état propre normalisé ¢, (z), H ¢, = E,,,

17



2.3. Représentation des états quantiques

1 2 x
= ¢ — 2 H, (— 2.5
Vo0 =\ 22 o (2zc> 29

19 = / " b (@) Pz = 1 (2.6)

Ici, H,, désigne le polynome d’Hermite de degré n, avec n noeuds. Les fonctions{¥, n € N}
forment une base orthonormale de Iespace de Hilbert H = L? (R)

—+00

= Wltn) = | W (2) ¥ (2) du (2.7)

Vi€ Hop = cathy, en = (P, [) (2.8)
nenN

Notez que la longueur caractéristique est I’écart-type de la position dans I’état fondamental,n =
0

o (thola2[tho) (2.9)

2.3.2 Représentation impulsion

Dans la représentation de la quantité de mouvement, c’est le tour de 'opérateur P d’étre
réalisé comme opérateur de multiplication sur H = L* (R):

Py (p,t) = pyY (p,t)

(2.10)
L0
x
fonction 1 (p,t) , est la transformée de Fourier de ¢ (x,t) a temps fixe
400 )
z,t) = 1) e 1P 2.12
¥ (,1) N ¥ (p,t) p (2.12)
+o00
ot (x,t) eiPedy 2.13
Ou
1 1 P22 < P )
= & apz [ nl| — 2.14
0= o v Va 21
ou I'impulsion caractéristique P, = ,/mw

5% est I'écart-type de 'opérateur de quantité de
mouvement dans ’état fondamental

18



2.3. Représentation des états quantiques

2.3.3 Représentation de Fock ou Nombre

L’espace H des états est considéré ici d’une maniére plus abstraite ou les kets|t), ) vont étre
remplacés par|n) ,n € N .C’est les modeles de tous les espaces séparables de Hilbert & savoir,
'espace L? (N)de carréessommables.

Les Opérateurs X et P seront exprimés maintenant a I’aide de deux opérateurs, l‘opérateur

d’annihilation et son adjoint , 'opérateur de création, définis par :

1
a=——(wmX +iP) (2.15)
2mwh
1 ‘
ol = —— (mwX —iP) (2.16)
2mwh
Cest;
X =1.(a+d) (2.17)
P =—ip. (a— a') (2.18)

Les actions respectives de a et de a! sur la base du nombre se lisent comme:

aln) = +/n|n — 1) (2.19)
a'ln) = vn +1jn + 1) (2.20)
al0)y =0

en plus , en appliquantn fois 'opérateura’ a 1‘état |0), dit état du vide, nous engendrons

I’état donné par

In) = w!@ (2.21)
7 .

Les vecteurs|n) obéissent aux relations d’orthonormalité et de complétude suivantes :

(njn'y =6 (2.22)

nn

Y In)(n| =1

Par ailleurs, I’Hamiltonien s’écrit :
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2.3. Représentation des états quantiques

1 1
H= §hw (ata + aaT) = hw (N + 5) . (2.23)

ouN = a'a est Popérateur "nombre", diagonale dans la base {|n),n € N}, avec le spectreN:

N|n) = n|n).

2.3.4 représentation analytique ou de Fock-Bargmann

La représentation de Fock-Bargmann est un outil mathématique utilisé fréquemment pour
résoudre les équations aux valeurs propres. Cette représentation s’appuie sur I’exploitation
de la théorie  des fonctions entiéres analytiques.

A partir de la représentation position, appliquons la transformation intégrale

f(z)= /Rk (x,2) Ydx (2.24)

Ou Dans (2.24), z est un élément du plan complexe C avec une dimension physique de la
racine carrée d’une action, et le noyau de l'intégrale est défini comme la fonction génératrice

des Polyndémes d’Hermite

g-Faw_ rab(Z-(E)] ew

Vu la transformation(2.24), ’état propre v, (x)est simplement proportionnel & la niéme

puissance de z:
1 P n
fu(2) = Rk (z,2) ¢, (x) de = N <ﬁ> (2.26)

La transformation inverse de (2.24) est donnée comme suit :

/K z,2) f(2)usdz (2.27)

Ici, ug est la mesure gaussienne dans le plan :

ug (x) = Wih - dxdy = %6_ L dz N dz (2.28)
Avec z = x + iy La transformation (2.24) trace 'espace de Hilbert L? (R) sur I'espace
FB des fonctions entiéres analytiques de carré sommable :
f(z2) Jioanz"Converge absolument pour tout z € C

n=0
C’est-a-dire que son rayon de convergence est infini, et

| fl5n = /|f Pusdz (oo (2.29)
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2.4. Les états cohérents de Schrodinger

L’espace de Hilbert FB est connu sous le nom de I’espace de Fock-Bargmann. Il est muni

du produit scalaire

ilfa) = / 11(2) fo (2) s (d2) = B nlas,an, (2.30)

aqpet asy, la solution ];1 (2) et fo(2)

De (2.26) une base orthonormée de FB est immédiatement trouvée :

fa(2) = —= (—)n (2.31)

2.3.5 Les opérateurs dans la représentation Fock-Bargmann

L’opérateur d’annihilation a est représenté comme une dérivation, alors que son adjoint

comme opérateur de multiplication.

af () = VR £ (2) (2.32)

a'f (z) = ﬁf (2) (2.33)

En conséquence, 'opérateur nombre N deviendra une dilatation ,N = z% , et le Hamil-
tonien un opérateur différentiel de premier ordre :
d 1
H=hw!|z—+ = 2.34
( dz 2> (2:34)
La position et I'impulsion auront alors la forme quasi-symétrique :

X = 1 (\/ﬁd%ju%i) (2.35)

2.4 Les états cohérents de Schrodinger

Equipé des bases de la mécanique quantique présentés dans la section précédente, nous
sommes dans la possibilité de décrire les états cohérents . Notons tous d’abord que dans la

représentation position (comme en représentation impulsion), 1’état du fondamental

| 1 -z
o (2) = ([ 5me (2.36)
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2.4. Les états cohérents de Schrodinger

Est une gaussienne centrée a l'origine. Posons-nous la question suivante : Quels états
quantiques pourraient garder ce genre de gaussienne dans d’autres points sur le plan des

réels

[V (%) 2ae” cst@=02 ¢ c R? (2.37)

Dans notre cadre Fock Hilbertian, la question revient & trouver les coefficients d’expansion

b,, tels que
+oo
[Tg) = baln) (2.38)
n=0

La réponse est immédiate aprés avoir regardé le noyau de Bergman K (z, 2)

2.4.1 Noyau de Bergmann comme état cohérent

Simplifions d’abord notre notation en mettant a partir de maintenant h = 1,m = 1,w =

1=l = \%2 = pc. Considérons a nouveau l'expansion (2.25) du noyau K (z, 2)

K (z,2) = ;Eexp [(%2 — (%m — z) )] = ;}\j—%wn (x) (2.39)

oll nous avons noté que ¥, = 1&7” Soit z = \/LE (¢ + ip) et adoptons la notation

1 22 ;i qp
K (@,2) = gze® ere He e = (5,]2) = (3,]q.p) (2.40)

Ce sont les états cohérents Schrodinger ou non normalisés dans la représentation de position

(I'indice "s" est pour "Schrodinger"). Dans la représentation de Fock ils seront comme

2) = la.p) = Z\jmlm (2.41)

S
Nous avons obtenu une famile d’état continu en tous point du plan complexe, et les

éléments de l‘espace de Hilbert avec une base orthonormée de I’ensemble des kets .|n),n € N

2.4.2 Les états cohérents de Schrodinger dans les autres représen-

tations

Dans la représentation impulsion, avec la variable k, les états cohérents|z) = | p, ¢) sont des
S S
gaussiennes centrées dans k :
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2.5. Glauber-Klauder-Sudarshan ou Etats cohérents normalisés

k : est le nombre de d’onde

1 2|2 ; -qp
dklz) = e T e thremi % o3 (k—p)" (2.42)

2
=]

phase : e 2 e H®

Dans celle de Fock-Bargmann avec variable ¢ = \/Li (x 4+ ik) € C ils s’écrivent :

n too  n C

+oo
_ < _ < _ nC L (zq+ap) , 1 (zptaq)
Z_E z_g——_e 2 ez 2.43
<<l ) p— vn! <CL ) “—vnlvn! ( )

Nous obtenons ainsi une gaussienne selon 2z

I
o

Notons que les états cohérents de Schrodinger ne sont pas normalisables

2.5 Glauber-Klauder-Sudarshan ou Etats cohérents nor-
malisés

Compte tenu de la derniére remarque sur la normalisation des états cohérents, nous nous
tournons vers les états cohérents normalisés ou standard, ceux introduits pas Glauber,
Klauder et Sudarshan .. Ils sont obtenus a partir des états cohérents de Schrodinger en

2
E2]

incluant dans I’expression de ces derniers. le facteur gaussiene e 2~ sont désignés par

) = ellz_; \j%\m (2.44)

Par conséquent, le chevauchement entre deux de ces états suit une loi gaussienne modulée

par un facteur de phase "symplectique":

_le=¢?
2

(C|z) = eilh9e (2.45)

2.6 Construction des états cohérents

Dans la littérature, il existe trois approches qui permettent la construction des états co-

hérents, que nous allons exposés dans ce qui va suivre.
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2.6. Construction des états cohérents

2.6.1 Définitionl

Cette définition est basée sur la minimisation de la relation d’incertitude de Heisenberg

AXAP + % ou les opérateurs de position. X et de I'impulsion P sont donnés par :

X = (a+al) (2.46)

(a —af)

Les opérateurs aet a' sont appelés respectivementopérateur de d’annihilationet decréa-

pP—

ST

tion des états quantiques de l'oscillateur harmonique.Ils satisfont & la relation de commuta-

tion suivante :

la,a"] =1 (2.47)

Les états cohérents selon cette définition sont définit comme ceux permettant d’avoir

légalité AXAP = % tout en garantissant 'invariance de cette relation au cours du temps

2.6.2 Définition2

La seconde définition de ces états consiste & les définir comme des états propres de I'opérateur

d’annihilation

alz) = z|z) (2.48)

Commencgons par écrire ces états |z)comme une superposition des états propre del’Hamiltonien

de l'oscillateur harmonique :

|2) =) Culn) (2.49)

On obtient alors :

+o0 +00 +oo oo
alz) = Cuzlz) =Y Cuvnln—1) =Y 2CqVn+1n) = 2C,|2) (2.50)
n=0 n=1 n=0 n=0

Comme les vecteurs |n)sont linéairement indépendants, les deux expressions doivent étre

identiques terme & terme, ce qui implique :

vn+1

A partir de cette relation de récurrence, il est aisé d’exprimer C),en fonction dez et Cy:
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2.6. Construction des états cohérents

z
\/ﬁ—an (2.52)
Z’l’l
= N (2.53)
Par conséquent, suivant :
Z?’l
2) = Coy = In) (2.54)
n=0 '
Nous choisissonsCj de fagon a ce que
00 2\ "
() = 1= (PSS = 1eoPS L et ()
n=0m=0 Y 'n n=0 n
On aura :
G2 = 1 = Cpelle'7 (2.56)

Les fonctions d’onde étant toujours définies & un coefficient e’ prés, qui ne change rien &

physique du probléme, nous pouvons donc choisir ¢ = 1Les états cohérents satisfont donc

_lz? o
=e 2 ) \/HW (2.57)
N=0

Ces états sont les états introduits séparément par Glauber , Klauder, Sudarshan , connus

sous le nom d’états cohérents standard.

Pzl e e 22"
(z1]22) = € 2 ZZm<n’m>

n=0m=0

el +\ZQ|2 2122 2112z
E 3 TALE2 (2.58)

Si les états |z1) et |z2) étaient orthogonaux, alors(z;|zs) serait nul quand est différent de

.79 Or il vient ici

(2] 20)[? = el (2.59)
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2.7. Propriétés des états cohérents

2.6.3 Définition 3

La derniére définition repose sur l'existence d’un opérateur unitaire « dit opérateur de
déplacement » noté D (z) et dont 'action sur I’état de référence « état du vide » génére
les états cohérents

En effet, moyennant a relation et le fait que a|0) est nul, nous avons :

[e'e] 1- n
za
2) = e72l7Y %m = e 21720 |0) (2.60)
n=0 ’

Grace aux relations , et la formule de Baker-Campbell-Hausdorff

M = APl O = LA, B + = (A[A, B] ~ B, [B,A]) + .. (2.61)
Alors,
2) = D (2)0) (2.62)

leT .
Ou D (z) = e ~*%est dit opérateur de déplacement.

2.7 Propriétés des états cohérents

Les états cohérents jouissent d’un ensemble de propriétés remarquables qui ont un intérét

aussi bien physique que mathématique a savoir :

1- La continuité.

2- La résolution de 'identité.

3- La stabilité temporelle.

4- L’action a l'identité.

Les deux premiéres propriétés sont standard tandis que les deux derniéres dépendent de

la nature du systéme physique étudié.
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3

Les états cohérents de 1’oscillateur

harmonique

3.1 Introduction

Les états cohérents sont des états quantiques, décrits théoriquement une premiére fois par
Erwin Schrodinger [1], ayant la propriété de se comporter de fagon semblable aux états
classiques du modéle équivalent ,en effet les états cohérents ont la propriété de minimiser

Iincertitude de Heisenberg.

3.2 Définition des états cohérents

Comme nous I’avons énoncé dans le premier chapitre, il existe trois approches qui permettent
la construction des états cohérents,

e A l’aide de l'opérateur déplacement D (z) = e(za’-="a) appliqué a I’état fondamental
|0).

e En cherchant & minimiser la relation d’incertitude de Heisenberg (Az)? (Ap)* > ’1—2 ol
(Am)z et (Ap)2 représentent les dispersions de la position et de 'impulsion respectivement.

e Comme états propres de 'opérateur d’annihilation a, c’est-a-dire des états |z) tels que

alz) = z|z).[§]
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3.3. Le modéle

3.3 Le modéle

Le Hamiltonien de l'oscillateur harmonique s’écrit:
2

. I
H—2m+2mwx (3.1)

Les états propres de cet hamiltonien sont les états

(ah)"
In) = 210

Ils ont comme valeurs propres associées les énergies F, = hw (n + %) .En introduisant

la notation ®,, (x) = (x|x) , les états propres s’écrivent dans la représentation {|z)} sous la

1 mw i mw 1 mw .2
o, (z) = (—) ()2 ) emae 3.2
0) = o= () 1 ({5 ) (32)
Soient les opérateurs de création et d’annihilation qui s’écrivent suivant les relations
maw 1
= — - — 3.3
¢ V' 2h (x mwp) (3:3)
o = me T+ !
N 2h mwp

Et satisfont les relations (3.2) :

forme:

3.4 Valeurs moyennes et dispersions

Les états cohérents sont définis comme des états quasi-classiques, car ils minimisent la
relation d’incertitude d’Heisenberg. C’est ce que nous allons étudier.

De fagon générale, on définit la valeur moyenne d’une observabley dans les états cohérent
comme ¢(z;t) = (Y (z;x;t) ||t (2;25t)) onl'évolution temporelle de ces états est donnée

par :

U (z;x;t) = \/%szjq;_:l)e_i?@"(:”) (3.4)

n=0

On obtient donc :
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3.4. Valeurs moyennes et dispersions

¢(z;t) fZZ Zz;n,—k(z 1) ot V@l er) (3.5)

A partir de ces valeurs moyennes, on peut calculer les dispersions de x, p et 22, p?> Nous

obtenons alors les relations suivantes :

Calcul de la valeur moyenne de l'opérateur z :

(altlod = \/5{oal (at +a) loy) (3.6
alrlo) = A5 [lgalallion) + (galalio)]

(altlo) = g [(0ulVET Thpi) + (VT )]

Donc:

h
(alelon) = |/ o [VEF Tonss + Vi (37)

Calcul de la valeur moyenne de I'opérateur p :

hmw

(palpleon) = i[5 —{pal (a" = ) i) (3.8)

ealplen) = i/ [(pulatlon) — (ealalen)]

ealplen) = iy o VR T Tlorn) — (ulVElors)]

Donc:

(enlpler) = thw [\/ﬁénm—\/_énk 1] (3.9)

Calcul de la valeur moyenne de I'opérateur 2 :

h

(ale®lor) = 5 —(eul (a" + )" lioy) (3.10)
alt?lod) = oo [{oala +ala+aal +a?lp,)]

(pul2®lor) = % [(nla®pp) + (pnlatal o) + (pulaa’lon) + (pala’|pp)]

alt?loe) = g [VEF Tpylallouan) + VElgalallo) + VET Lipylaloen) + Vilpalalors)]
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3.4. Valeurs moyennes et dispersions

Donc:
h
(pula?lor) = 3o | VR IVE+ 20002 + VEVE + 100+ VE+ 1VRO + VEVE = 101
(3.11)
Calcul de la valeur moyenne de 'opérateur p? :
hmw 2
(alp’lon) = ——=—{pal (a" = ) |) (3.12)
hmw
(al®lon) = === [{pala” — ala — ad® + ?|¢)]
hmw
(enlDlor) = 5 [(pnla®loy) — (ealataley) — (@alaallog) + (p,la®|ey)]
hmw
(eul®ln) = = |VEFLealallora) = VElpalallee) = VE+ Lpalaloin) + Vilelalee )]
Donc:
hi
(enlp®lor) = —% [\/k T AVEF 200440 — VEVE £ 100 — VE - 1VES, + VEVE = 15,%,6,1}
(3.13)

Nous pouvons maintenant calculer facilement les valeurs moyennes ainsi que les disper-
sions pour les états cohérents a t = 0:

Calcul de 'operateur x :

h

[2): = {elele) =[5 (el (aF ) ) = \ e [(elallz) + (2lal2)] (314)

Sachant que:

(zla" = (z]2* et alz) = 2|2)

Donc:
(zlzlz) = " [2"(2]2) + 2(2|2)] (3.15)
—V 2mw '
h *
(clals) = /oo [ +7]
(z|x|z) = LQ Re (z)
B 2mw
Calcul de 2? :
(z]2?|2) = _h ((z|a'® + a'a + aa® + a?|2)) (3.16)
2mw
Ou:
2 h
v =zax=(a"+a) = Dy (a™ +2a'a+ 1+ a®) (3.17)
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3.5. Les dispersions

Avec:

aat —afa=1=ad =N=1+d'a

Donc:

h
(z|2?|2) = S [ 4+ 22+ 1+ 27 (3.18)

On pent I’écrire de deux maniéres:

D22+ 22+ 142 = 22 4+22+2)22P+1
= 2Re(2*) +22[*+1

Ou bien:
2242224+ 224+1 = (2427 +1
= [2Re(2)]?+1
= 4Re*(2)+1
Donc:
h h
2y _ 2 2\y _ 2
(x)—zmw(Z\z] +1+2Re(2%)) 2mw<4Re (2)+1)

3.5 Les dispersions

3.5.1 La dispersion (Az)’

(Az)* = (a%) — (x)’

_ ﬁ‘l Re? (2) — ( Ti—ZRe(z))Q
- % (4Re’ (z) +1) — ;—Z Re” (2)
- % (4Re’(2) + 1 — 4Re* (2))
Donc
(Az)? = % (3.19)
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3.5. Les dispersions

Calcul (p) :
. Jhmw hm t
Wy = (elple) = it/ 2 el — alz) = iy | T (el 2) — (zlale))
= iy U el) — a1} = T2 ()
Donc:
(z|p|lz) = V2hmw Im (2)
Calcul de (p?) :
I
(ol = ——5—{el(a’ - a)?lz)
(z]p*|z) = _hn;w (z|a™ — a'a — aa® + a?|2)
Gl = T3 el2ata+ 1 - o -l
Ge) = Tl 41— 2 - 2e)
Donc:
(z]p°|z) = (2|z|* + 1 — Re (27)) (3.20)
Ot bien:
hmTw (22*2 — 2?22 1)
_ hmwr ey
= = (z* = 2)" +1]
(z]p|z) = —— [4Im® () + 1]
Donc:
(z|p?|2) = fimw [4Im? (2) + 1] = fanw (2]2[* 4+ 1 —Re (2%)) (3.21)
3.5.2 La dispersion (Ap)’
(Ap)* = ()~ »)?
(Ap)® = ﬁmTw [4Im® () + 1] — 2Amw Im® (z)
(Ap)? = hmTw [4Tm? (2) + 1 — 4Tm? (2)]
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3.6. Etats cohérents dépendants du temps

Donc:
hmw

(Ap)? = - (3.22)

Ce qui minimise bien la relation d’incertitude de Heisenberg, puisque le produit des disper-

sions est minimal : )

(82) = (A0 (Ap)? =

On remarque que les dispersions ne dépendent pas de z, qu’en est-il si ’on tenait compte
du temps ?

Pour ce faire, nous allons refaire la méme procédure précédente mais en tenant compte
du temps afin de voir si les propriétés précédentes sont toujours vraies & un temps différent
de 0.

rajouter la partie ou c’est dépendant du temps

3.6 Etats cohérents dépendants du temps

En suivant le méme raisonnement et les mémes étapes de calculs que précédemment sauf

qu’on va utiliser les relations :

alz) = ze "z (t)) (3.23)
(z(t)]a" = (2(t) "™

Ce qui donne les valeurs moyennes suivantes :

(X) = 2Re(z)coswt+ 2Im (z)sinwt (3.24)
(P) = 2Im(z)coswt—2Re(z)sinwt
(X?) = 2Re(2%)cos2wt + 2Im (2°) sin 2wt + 2|z|* + 1

(P*) = —2Re(z?)cos2wt — 2Im (2*) sin 2wt + 2|z|* + 1

Et les dispresions:

(AX?) =1 (3.25)
(AP?) = 1
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3.6. Etats cohérents dépendants du temps

On voit bien que les dispersions prises séparément ou bien leur produit restent constantes

en z ainsi que du temps(Figurel)

Figure 1. Densité de probabilité pour |¢ (1,2,0,z,t) [*pour t = 0,5, %, ..., 27
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3.7. Trajectoires

3.7 Trajectoires

3.7.1 Cas classique:

Les équations dans le cas de I'oscillateur harmonique classique nous montrent une description
plus précise du mouvement oscillatoire,

Prenons un oscillateur harmonique de masse m et de fréquence angulaire w décrit par

I’hamiltonien

2
b (t) 1 2 2
H = 5 + 5w x (t) (3.26)

et Nous écrivons les quantités X et P proportionnelles & la position X et & 'impulsion P

telles que:

X (t) = /mwz (t) (3.27)

Nous écrivons I’équation suivante:

d d w
=X (t) = y (Vmwz (t)) < NCTTI0)

%P(t) = % (\/%p (t)) & —wy/muwp (t) = —wX (t)

Pour connaitre ’état du corps en termes classiques, nous devons étudier sa position et sa

= wP (1) (3.28)

motivation On peut donc réunir ces deux quantités dans une

nouvelle quantité complexe z (t) définie ainsi

2 (t) = w (3.29)

Avec compensation des deux équation X et P Nous obtenons le:

%z () = % (%X () + z%P(t))
L (1) = 5 (wP (1)~ iwX (1)
C2(t) = 5 (PwP (1) + X (1)
jt % (iwX (t) +i*wP (1))
<) (X( >;z‘P<t>>
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3.7. Trajectoires

donc:

d
at”

et solution cette équation de la forme z (t) = 2pe~"*, d’un mouvement sinusoidal.

(t) = iwz (t) (3.30)

Il est possiblel de trouver I’évolution temporelle des quantités Xet P ,Par équation z ()

et solution z (t) = zge™ !

3.7.2 Cas quantique

Sur le plan quantique , nous pouvons calculer les valeurs moyennes de X et P et cela a

travers la formule (3.28)

Nous trouvons:

(X (1)) = zoe” ™" + zpe™" (3.31)

(P (1)) = —i (zoe—iwt - z‘oeiwt) (3.32)

On voit bien que les états cohérents se comportent de la méme facon que les états
classiques de 'oscillateur harmonique de méme fréquence. Toutefois, il est utile de rappeler
qu’on a calcul I'évolution temporelle des valeurs moyennes et non pas les valeurs exactes
puisque quantiquement elles ne sont pas connues. Il faut donc tenir compte des dispersions.
On aura alors un « cercle d’erreur » autour de chaque point de la trajectoire dans I’espace
des phases. Ce cercle va délimiter I’espace dans lequel la particule pourrait réellement se
trouver. Puisque la dispersion est constante dans le temps, on aura bel est bien des « cercles

d’erreur » en tout point de la trajectoire comme le montre la Figure2
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3.7. Trajectoires
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Figure2. Trajectoire décrite pour un état cohérent avec w = 1 et z = 3. La courbe pleine

représente la trajectoire et les cercles sont les « cercles d’erreur ».
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Conclusion

Ce travail est une contribution a I’étude des états cohérents de 1’oscillateur harmonique
Apres avoir étudié l'oscillateur harmonique quantique en utilisant la méthode de fac-
torisation, nous nous sommes attelés a vérifier qu’effectivement les états cohérents sont des
états qui se comportent de fagons semblables aux états classiques en minimisant la relation
d’incertitude de Heisenberg, et cela en étudiant les valeurs moyennes ainsi que les disper-
sions. Nous avons pu également vérifier la quasi-classicité de ces états en faisant varier le
temps et on a pu montrer qu’'un état cohérent restait toujours un état cohérent a travers le

temps.

38



Bibliographie

[1] Schrodinger E. Der stetige “Ubergang von der Mikro- zur Makromechanik. Na-
turwissenschaften, 14 (1926) 664.

[2] Glauber R J. The Quantum Theory of Optical Coherence. Physial Review,130 (1963)
2529

[3] Glauber R J. Coherent and incoherent states of the radiation field. PhysialReview, 131
(1963) 2766.

auder, J. R. Continuous-representation theory. Journal o athematical Physics,
4] Klauder, J. R. Conti i h J 1 of Math: icalPhysi 4
(1963) 1055 (Part I); 1058 (Part II)

[5] Klauder J R. The action option and a Feynman quantization of spinor fieldsin terms of
ordinary c-numbers. Annals of Physics, 11 (1960) 123.

[6] Glauber, R. J., in Quantum Optics and Electronics, édité par De witt, C., blandin, A.
et cohen-tannoudji C., (Gordon and Breach, New York, 1965)

[7] Rozet. J.P, L'oscillateur harmonique en mécanique quantique ; LP317 2006
[8] Walls D F and Milburn G J. Quantum Optics, 2nd Edition (Springer, Berlin)(2008).

[9] Gazeau J P. Coherent states in Quantum Physics (Wiley, New York) (2009)

39



	Résumé corrigé
	dédicaces
	Remerciement(1)
	résumé bekki final
	Okm

