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Résumé

Ce mémoire est consacré à une étude approfondie de certaines congruences célèbres relatives à
des coefficients binomiaux et à des sommes harmoniques. Il s’agit de congruences dûes à J.
Wolstenholme (1862), F. Morley (1895).

Nous étudions les preuves de ces congruences ainsi que des généralisations et améliorations
successives de ces congruences jusqu'à nos jours dont les plus récentes datent de 2016.

Ce mémoire comporte trois chapitres. Le premier chapitre est consacré à des rappels et à des
compléments utiles à la compréhension des nombreux articles que l'on a du étudier. Dans le second
chapitre nous étudions les congruences de J. Wolstenholme et de F. Morley et quelques unes de ses
améliorations et extensions. Le troisième chapitre est consacré à une congruence dûe à F. Bencherif
et R. Boumahdi et quelques unes de ses résultats.

Abstract

This memoir is devoted to an in-depth study of some famous congruences relating to binomial
coefficients and harmonic sums. These are congruences due to J. Wolstenholme (1862), F. Morley
(1895).

We study the proofs of these congruences and some of its generalizations and successive
improvements until our days.

This memoir has three chapters. The first one is devoted to reminders useful for understanding
the many articles that we have to study. In the second chapter we study the congruences of J.
Wolstenholme and F. Morley and some of its improvements and extensions. The third chapter is
devoted to a congruence due to F. Bencherif and R. Boumahdi and some of its results.
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Notations

1. N; Z;Q;R et C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des entiers
relatifs, des rationnels, des réels et des complexes.

2. deg(P (x)) : degré du polynôme P (x).

3. a j b où a et b sont deux entiers signi�e : "a divise b":
4. a - b où a et b sont deux entiers signi�e : "a ne divise pas b"

5. Pour x 2 Q, denom(x) désigne le dénominateur de x. denom(x) := min fn 2 N�= nx 2 Zg.
6. La lettre p désigne toujours un nombre premier.

7. Pour x 2 Z � f0g, vp(x) := max fm 2 N = pmjxg, vp(x) est appelé valuation p-adique
de x:

8. Pour x = a
b
2 Q � f0g, avec a; b 2 Z � f0g, vp(x) := vp(a) � vp(b), vp(x) est appelé

valuation p-adique de x:

9. Pour x 2 Q, num(x) désigne le numérateur de x. num(x) := x denom(x).
10. Z(n) désigne l�anneau des n-entiers, un n-entier étant un nombre rationnel dont le dé-

nominateur (de sa forme réduite) est premier avec n:

11. Pour a 2 Q et b 2 Q et n 2 N�, n � 2, a � b (modn) signi�e que a� b 2 nZ(n) et se
lit : a congru à b modulo n:

12. Pour a 2 Q et b 2 Q et n 2 N�, n � 2, a 6� b (modn) signi�e que a� b =2 nZ(n) et se
lit : a est non congru à b modulo n:

13.
�
n
k

�
coe¢ cient binomial, tel que n et k deux entier où 0 � k � n:

14. Bn(x) : n-ième polynôme de Bernoulli.

15. Bn : n-ième nombre de Bernoulli : Bn = Bn(0):

16. Pm(n) = 0m + 1m + 2m + � � �+ nm:
17. Pour tout nombre réel x :

[x] désigne la partie entiére de x, c�est à dire l�unique nombre entier k véri�ant
x� 1 < k � x:
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Introduction

Le théorème connu sous le nom de théorème de Wilson (1770) a¢ rme que si p est un nombre
entier supérieur ou égal à 2, alors p est premier si et seulement si

(p� 1)! � �1 (mod p):

Dans une recherche d�une caractérisation des nombres premiers analogue au théorème de
Wilson, C. Babage [2] établit en 1819 la congruence suivante.

�
2p� 1
p� 1

�
� 1(mod p2) (p � 3):

En 1862; J. Wolstenholme [35] améliora la congruence de Babbage en prouvant que si p est
premier, alors �

2p� 1
p� 1

�
� 1(mod p3) (p � 5): (1)

Pour établir ce résulat, J. Wolstenholme avait d�abord prouvé les congruences suivantes
concernant certains nombres harmoniques

1 +
1

2
+ � � �+ 1

p� 1 � 0 (mod p
2) (p � 5);

1 +
1

22
+ � � �+ 1

(p� 1)2
� 0 (mod p) (p � 5):

Les congruences de Babbage et de Wolstenholme furent le point de départ d�une intense
recherche, qui continue de nos jours, sur les congruences pour certains coe¢ cinets binomiaux
et certaines sommes harmoniques. Ainsi, en 1861; J.J. Sylvester [1] prouva la congruence
suivante, pour tout nombre premier p

(p�1)=2X
k=1

1

k
� �2q (mod p) ; où q = 2p�1 � 1

p
: (p � 5): (2)

En 1895; F. Morley [24] prouva par une méthode surprenante, en exploitant des relations
trigonométriques, la congruence suivante

(�1)
p�1
2

�
p� 1
p�1
2

�
� 4p�1 (mod p3) (p � 5): (3)
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En 2016; F. Bencherif et R. Boumahdi [7] ont trouvé une généralisation de (1), pour tout
p-entier � � 1 et pour tout nombre premier impair p, on a�

�p� 1
p� 1

�
� 1� �(�� 1)(�2 � �� 1)p

p�1X
k=1

1

k
+ �2(�� 1)2p2

X
1�i<j�p�1

1

ij
(mod pm): (4)

où m = 7 si p 6= 7 et m = 6 si p = 7:

Ce mémoire est consacré à une étude des preuves et amélioartions successives des congruences
de Wolstenholme (1) et de Morley (3). Il comporte trois chapitres. Le premier chapitre est
consacré à des rappels de certains théorèmes classiques d�arihmétique et à une brêve étude des
congruences dans l�anneau Z(p) des p-entiers. Dans ce chapitre, nous dé�nissons les nombres
et polynômes de Bernoulli et étudions certaines de leurs propriétés. Au second chapitre nous
étudions le théorème de J. Wolstenholme et quelques unes de ses généralisations et extensions.
Au troisième chapitre, nous étudions une généralisation plus fortes des congruences de J.
Wolstenholme et de F. Morley dûe à F. Bencherif et R. Boumahdi [7].



Chapitre 1

Généralités

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les principales propriétés de la congruence modulo n dans
l�anneau Z, n étant un entier et n � 2. Nous citons les principaux théorèmes classiques d�arith-
métique : théorème de Fermat, d�Euler, de Von-Staudt et Clausen, de Wolstenholme et de
Glaisher. Nous précisons ensuite la notion de congruence modulo n entre nombres rationnels.
Nous nous intéresserons plus particulièrement au cas où n est un nombre premier (ou une
puissance d�un nombre premier). Nous rappelons aussi la dé�nition et quelques propriétés
des coe¢ cients binomiaux. Nous dé�nissons les nombres et les polynômes de Bernoulli. Nous
prouvons la formule de Faulhaber qui permet d�exprimer la somme des puissances m-ièmes
des n premiers entiers à l�aide du (m+1)-ième polynôme de Bernoulli. A la �n de ce chapitre,
nous présentons les congruences de Kummer concernant les nombres de Bernoulli et certaines
de ses généralisations et applications.

1.2 Congruences dans Z

Historiquement, la notion de congruence sur les entiers relatives a été introduite par Gauss
vers 1801. Si a et b sont deux entiers et si n � 2 est un entier, on convient d�écrire :
a � b (modn) si et seulement si a � b 2 nZ. On dit alors que les entiers a et b sont congrus
modulo n. La relation de congruence modulo n ainsi dé�nie est une relation d�équivalence
dé�nie sur l�anneau Z, compatible avec l�addition et la multiplication dé�nies sur Z. Voici
maintenant les principaux théorèmes d�arithmétique qui nous seront utiles. Nous commençons
par un théorème de Lagrange qui nous permettra de prouver aisément le théorème de Wilson,
le petit théorème de Fermat et qui nous fournira d�intéressantes relations sur des sommes
d�entiers

8
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1.3 Théorème de Lagrange

Le théorème 1 qui suit va nous être très utile pour prouver un théorème établi par Lagrange
en 1768.

Théorème 1 Pour tout nombre premier p et pour tout k 2 f1; 2; : : : ; p� 1g , p j
�
p
k

�
Preuve. Soit k 2 f1; 2; : : : ; p� 1g. On a

p! = k! (p� k)!
�
p

k

�
: (1.1)

Nous constatons alors que le nombre premier p j p!, p divise donc le premier membre de (1.1).
On en déduit que p divise le second membre de (1.1). Autrement dit, p j k! (p� k)!

�
p
k

�
. Comme

de plus, le nombre premier p - k! (p� k)! car k 2 f1; 2; : : : ; p� 1g, on a (p; k!(p� k)!) = 1. Le
théorème bien connu de Gauss permet d�a¢ rmer que p j

�
p
k

�
. �

Théorème 2 Soit p � 3 un nombre premier et f(x) = (x+ 1) (x+ 2) � � � (x+ p� 1). Alors,
dans le développement de f(x)

f (x) = xp�1 + a1x
p�2 + � � �+ ap�2x+ ap�1; (1.2)

les coe¢ cients a1; a2; : : : ; ap�2 sont divisibles par p.

Preuve. On constate que l�on peut écrire

(x+ p) f (x) = (x+ 1) f (x+ 1) ;

on en déduit que
pf (x) = (x+ 1) f (x+ 1)� xf (x) :

Autrement dit, en posant a0 = 1, on a

p�1X
k=0

pakx
p�1�k =

p�1X
k=0

ak
�
(x+ 1)p�k � xp�k

�
: (1.3)

En identi�ant les coe¢ cients de xp�1�k dans chacun des deux membres de (1.3), on obtient
pour 1 � k � p� 1

pak =

�
p

k + 1

�
+ a1

�
p� 1
k

�
+ � � �+ ak�1

�
p� 2
2

�
+ ak

�
p� k
1

�
; (1.4)

on en déduit que

pak � ak
�
p� k
1

�
=

�
p

k + 1

�
+ a1

�
p� 1
k

�
+ � � �+ ak�1

�
p� 2
2

�
;
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ainsi, on a

kak =

�
p

k + 1

�
+ a1

�
p� 1
k

�
+ � � �+ ak�1

�
p� 2
2

�
: (1.5)

On en déduit que pour k = 1

a1 =

�
p

2

�
: (1.6)

Comme d�après le théorème 1, p j
�
p
k

�
pour 1 � k � p � 1, on déduit de (1.6) que p j a1. On

peut alors raisonner par récurrence. En e¤et, la relation (1.5) montre que si a1; a2; :::; ak�1
sont divisibles par p, alors il est de même pour ak, pour 2 � k � p�2. La preuve du théorème
de Lagrange est complète. �
Remarquons qu�on déduit de ce qui précède que

ap�1 = (p� 1)! � �1 (mod p) :

Ce résultat nous permet de prouver le célèbre théorème de Wilson suivant

Théorème 3 Pout tout entier p � 2, on a l�équivalence suivante

(p� 1)! � �1 (mod p)() p est un nombre premier.

Nous allons maintenant reformuler le théorème 2 d�une autre manière. Pour cela, nous utili-
sons les polynômes symétriques de C [x1; x2; :::; xn] suivants. Soit s 2 N�, on peut les dé�nir
par

Pm : = Pm(x1; x2; :::; xs) = x
m
1 + x

m
2 ++ � � �+ xms ; (m � 0); (1.7)

Am : = Am(x1; x2; :::; xs) =
X

1�i1<i2<���<im�s
xi1xi2 � � �xim (1 � m � s) et A0 := 1.(1.8)

Nous posons

G(x) : = (x+ x1) (x+ x2) � � � (x+ xs) ;
H(x) : = (x� x1) (x� x2) � � � (x� xs) :

On a alors les résultats bien connus suivants

(x+ x1) (x+ x2) � � � (x+ xs) = xn + A1xn�1 + A2xn�2 + � � �+ An;

(x� x1) (x� x2) � � � (x� xs) = xn � A1xn�1 + A2xn�2 + � � �+ (�1)nAn:
En particulier, on a

(x+ 1) (x+ 2) � � � (x+ (p� 1)) = xn + a1xn�1 + a2xn�2 + � � �+ ap�2x+ ap�1;

avec
ar = Ar(1; 2; :::; p� 1) =

X
1�i1<i2<���<ir�p�1

i1i2 � � � ir:

Le théorème de Lagrange s�énonce donc aussi de la manière suivante
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Théorème 4 Pour tout p � 3 et tout entier r tel que 1 � r � p� 2, on a
ar :=

X
1�i1<i2<���<ir�p�1

i1i2 � � � ir � 0 (mod p) :

1.4 Congruences dans Z [x] et petit théorème de Fermat

Soit n � 2 un entier On dit que deux polynômes A(x) et B(x) de Z [x] sont congrus modulo
n et on écrit alors A(x) � B(x) (modn) si et seulement si le polynôme A(x)�B(x) 2 nZ [x].
Ainsi, si A(x) =

Pm
k=0 akx

k, on a A(x) � 0 (modn) si et seulement si ak � 0 (modn)

pour tout k compris entre 0 et m. On véri�e que la relation de congruence ainsi dé�nie sur
l�anneau Z [x] est une relation d�équivalence compatible avec l�addition et la multiplication
des polynômes. Remarquons aussi que si deux polynômes A(x) et B(x) de Z [x] sont congrus
modulo n, alors pour tout entier a 2 Z, les entiers A(a) et B(a) sont aussi congrus modulo n.
Grâce à cette dé�nition, on peut déduire des théorème de Lagrange et de Wilson les résultats
suivants

Théorème 5 Pour tout nombre premier p, on a la congruence suivante entre polynômes de
Z [x]

(x� 1) (x� 2) � � � (x� (p� 1)) � xp�1 � 1 (mod p) :

Preuve. Pour p = 2, le résulat est immédait et pour p � 3, il traduit les théorèmes de
Lagrange et Wilson. �
Le petit théorème de Fermat qui suit est un corollaire immédait au théorème 5

Théorème 6 Pour tout nombre premier p et tout entier a premier avec p; on a

ap�1 � 1 (mod p) :

Preuve. Soit a un entier premier avec p. Alors a � r (mod p) avec r 2 f1; 2; : : : ; p� 1g. On
a donc

ap�1 � rp�1 (mod p) :
or d�après le théorème 5, on a rp�1 � 1 � 0 (mod p), il en résulte qu�on a bien ap�1 � 1

(mod p). �
Remarquons qu�on peut aussi énoncer le petit théorème de Fermat sous la forme équivalente
suivante

Théorème 7 Pour tout nombre p et pour tout entier a, on a

ap � a (mod p) :

Le théorème d�Euler que nous prouvons au paragraphe suivant est une généralisation du
petit théoème de Fermat.
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1.5 Fonction indicatrice ' d�Euler et théorème d�Euler

1.5.1 Fonction indicatrice ' d�Euler

On appelle fonction arithmétique toute fonction dé�nie sur l�ensemble des entiers naturels
non nuls N� à valeurs dans l�ensemble des nombres complexes C. La fonction indicatrice
d�Euler que l�on note ', est une fonction arithmétique importante. Elle est dé�nie comme suit

'(n) = Card fm 2 N�=1 � m � n et pgcd(n;m) = 1g .

Notation 8 Notons par U(Z=nZ); n 2 N; l�ensemble des éléments inversibles de Z=nZ.

Remarque 9 On dit que a 2 Z=nZ est inversible si 9b 2 Z=nZ tels que : a� b = 1:

U(Z=nZ) = fk 2 Z=nZ : (k; n) = 1g

Pour tout entier n � 2, '(n) est égal au nombre d�entiers naturels compris entre 1 et n et
premiers avec n. On démontre que

'(n) = CardU(Z=nZ):

On montre que si pgcd(n;m) = 1, alors les anneaux Z=nmZ et Z=nZ�Z=mZ sont isomorphes.
On en déduit que l�on a alors [25]

(n;m) = 1 =) '(nm) = '(n)'(m)�

On a pour tout nombre premier p et pour tout entier � � 0; on a

'(p�) = p� � p��1

= p�
�
1� 1

p

�
;

il en résulte que l�on a pour tout entier n � 2

'(n) = n
Y
pjn

�
1� 1

p

�
;

le produit étant étendu à tous les nombres premiers p divisant n:
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1.5.2 Théorème d�Euler

Théorème 10 Pour tout entier n � 2 et pour tout entier a; tel que (a; n) = 1, on a

a'(n) � 1 (modn) �

Preuve. Soit a un entier tel que (a; n) = 1. Alors a 2 U(Z=nZ). Comme U(Z=nZ) est un
groupe multiplicatif d�ordre '(n), on a

a'(n) = 1

c�est à dire a'(n) � 1 (modn). �
Soit p un nombre premier. Alors '(p) = p � 1. L�application du théorème d�Euler dans le
cas particulier où n est un nombre premier p fournit le petit théorème de Fermat.iUne étude
de la fonction d�Euler permet de prouver le théorème suivant

Théorème 11 Pour tout nombre premier p, le groupe multiplicative U(Z=pZ) = (Z=pZ)� est
un groupe cyclique d�ordre p� 1�

Preuve. cf [14]. �

Dé�nition 12 Soit m et a deux entiers tels que m � 2 et (a;m) = 1. Le plus petit entier
d � 1 tel que ad � 1 (modm) est appelé ordre de a modulo m. On appelle racine primitive
de l�unité modulo m tout entier a premier avec m dont l�ordre est égal à '(m):

Remarque 13 Il résulte du théorème 11 et de la dé�nition 12 que pour tout nombre premier
p, il existe au moins une racine primitive modulo p, c�est à dire un entier g dont l�ordre est
égal à '(p) = p� 1. Il su¢ t pour cela que g soit un générateur du groupe cyclique (Z=pZ)�:

1.5.3 Formules de Newton

Rappelons qu�on a déjà dé�nit les polynômes symétriques de C [x1; x2; :::; xs] (1.7) et (1.8),

alors on a

Théorème 14 Pour tout entier naturel non nul n et s 2 N�, on a

1. Pour n � s
Pn � A1Pn�1 + A2Pn�2 + � � �+ (�1)sAsPn�s = 0: (1.9)
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2. Pour n � s

Pn � A1Pn�1 + A2Pn�2 + � � �+ (�1)n�1An�1P1 + (�1)nnAn = 0: (1.10)

Preuve. Considérons le polynôme Q(x) = (x� x1) (x� x2) � � � (x� xs). On a

Q(x) =

sY
n=1

(x� xn) = xs � A1xs�1 + A2xs�2 + � � �+ (�1)sAs =
sX
k=0

(�1)kAkxs�k: (1.11)

1. Si n � s; en multipliant par xn�si la relation Q(xi) = 0, on obtient

sX
k=0

(�1)kAkxn�ki = 0 pour i = 1:::s: (1.12)

En ajoutant membre à membre les relations obtenues en donnant à i les valeurs de 1 à
s, dans (1.12), on trouve

sX
k=0

(�1)kAkPn�k = 0,

c�est à dire
Pn � A1Pn�1 + A2Pn�2 + � � �+ (�1)sAsPn�s = 0:

La relation (1.9) est ainsi prouvée.

2. Prouvons maintenant la relation (1.10), remarquons tout d�abord que pour tout 1 �
` � s, on a Q(x`) = 0 et que par conséquent, on a

Q(x)

x� x`
=

Q(x)�Q(x`)
x� x`

=
sX
k=0

(�1)kAk
xs�k � xs�k`

x� x`
:

En remarquant encore que pour tout entier naturel m, on a

xm � xm`
x� x`

=
X

i+j=m�1
i;j�0

xixj`;

on en déduit que
Q(x)

x� x`
=

sX
k=0

(�1)kAk
X

i+j=s�k�1
i;j�0

xixj`: (1.13)

Compte tenu de cette remarque, la dérivée du polynôme Q(x) peut s�exprimer de deux
manières. D�une part, avec la règle de dérivation d�un produit, on a

Q0(x) =

sX
`=0

Q(x)

x� x`
:
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Compte tenu des relations (1.13) et (1.7), on a alors

Q0(x) =

sX
k=0

(�1)kAk
X

i+j=s�k�1
i;j�0

xiPj: (1.14)

D�autre part, en dérivant l�expression développée (1.11) de Q(x), on obtient

Q0(x) =
s�1X
`=0

(�1)`(s� `)xs�1�`A`: (1.15)

En égalant les deux expressions Q0(x) obtenues (1.14) et (1.15), on obtient

sX
k=0

(�1)kAk
X

i+j=s�k�1
i;j�0

xiPj =
s�1X
`=0

(�1)`(s� `)xs�1�`A`: (1.16)

En égalant les coe¢ cients de xs�1�n dans chacun des deux membres de (1.16), on obtient

nX
k=0

(�1)kAkPn�k = (�1)n(s� n)An:

Comme on a P0 = s, on en déduit que

(�1)nsAn + Pn +
n�1X
`=1

(�1)`AlPn�` = (�1)n(s� n)An:

Ainsi Pn�A1Pn�1+A2Pn�2+ � � �+ (�1)nnAn = 0:La relation (1.10) est ainsi prouvée.

�

1.5.4 Congruences dans le groupe Q et dans l�anneau Z(p)

Tout nombre rationnel x s�écrit de manière unique x = u
v
avec (u; v) 2 Z�N� et pgcd(u; v) =

1. Cette écriture unique est appelée forme réduite de x, u et v sont respectivement le numé-
rateur et le dénominateur de x. Nous notons

u = num(x) et v = denom(x).

Pour tout entier n � 2, nous dirons que deux nombres rationnels x et y sont congrus modulo
n et nous écrirons alors " x � y (modn)" si et seulement si le numérateur de x � y est
divisible par n (dans Z). Ainsi

x � y (modn) () num(x� y) 2 nZ. (1.17)
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Il est facile de constater que la relation de congruence modulo n dé�nie sur Q prolonge à Q
la relation de congruence dé�nie sur Z. En e¤et, si x et y sont entiers, alors num(x � y) =
x � y et la relation (1.17) dé�nie dans Q est exactement la dé�ntion de la congruence
modulo n dé�nie dans Z. De plus la relation de congruence modulo n dé�nie dans Q est
une relation d�équivalence compatible avec l�addition du groupe Q, mais non compatible avec
la multiplication dé�nie sur Q. Nous allons maintenant examiner quelques propriétés des
congruences modulo n dé�nies dans Q.

Désignons par Z(n) l�ensemble des nombres rationnels dont le dénominateur est premier avec
n. Autrement dit

Z(n) = fx 2 Q= (denom(x); n) = 1g :

Un élément de Z(n) est appelé un n- entier. Remarquons que Z � Z(n) � Q. De plus si
fq1; q2; :::; qrg désigne l�ensemble des diviseurs premiers de n, alors Z(n) = Z(q1q2:::qr). Remar-
quons aussi que pour qu�un nombre rationnel x soit un élément de Z(n), il faut et il su¢ t qu�il
puisse s�écrire comme le quotient de deux entiers p et q, x = p

q
, q étant un entier premier

avec n; p
q
n�étant pas nécessairement la forme réduite de x. Cette dernière remarque permet

de prouver aisément que Z(n) est un sous anneau de Q. Il est aussi facile de constater que le
groupe des unités de cet anneau est

U(Z(n)) = fx 2 Q = (num(x); n) = 1 et (denom(x); n) = 1 g :

Dans le cas où n = pm, p étant un nombre premier et m un entier naturel non nul, on a

Z(pm) = Z(p);

Z(pm) = fx 2 Q= p - denom(x)g ;

U(Z(pm)) = fx 2 Q= p - num(x) et p - denom(x)g :

1.5.5 Congruences pour les sommes de puissances
Pp�1

k=1 k
m, m 2 Z

Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier. L�étude des sommes de Newton nous
permet d�obtenir aisément le résulat suivant

Théorème 15 Pour tout nombre premier p et pour tout entier r 2 f0; 1; 2; : : : ; p� 2g, on a

p�1X
k=1

kr �
�

�1 (mod p) si r = p� 1
0 (mod p) si 1 � r � p� 2

Preuve. Si r = 0, le résulat est immédiat.
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Si 1 � r � p� 2, alors avec s = p� 1 et xk = k, les expressions (1.7) et (1.8)) deviennent.

Pm = 1m + 2m ++ � � �+ (p� 1)m; (m � 0);
Am = am =

X
1�i1<i2<���<im�p�1

i1i2 � � � im (1 � m � p� 1)

la formule de Newton (1.10) s�écrit

Pn � a1Pn�1 + a2Pn�2 + � � � (�1)n�1an�1P1 + (�1)nnan = 0 pour n � p� 1: (1.18)

Le théorème 4 a¢ rme que pour tout p � 3 et tout entier r tel que 1 � r � p� 2, on a

ar :=
X

1�i1<i2<���<ir�p�1
i1i2 � � � ir � 0 (mod p) : (1.19)

On déduit de (1.18) et (1.19) que si r 2 f1; 2; :::p� 2g, alors

p�1X
k=1

km � Pr � 0 (mod p) :

Le théorème 15 admet la généralisation suivante �

Théorème 16 Soit p un nombre premier et m 2 Z, on a

p�1X
k=1

km �
�
�1 (mod p) si p� 1 j m;
0 (mod p) si p� 1 - m: (1.20)

Preuve. Soit m 2 Z. La division euclidienne de m par p� 1 s�écrit

m = q(p� 1) + r avec r 2 f0; 1; 2; :::p� 2g :

On a alors, pour 1 � k � p� 1, k est un p-entier, et on a d�après le petit théorème de Fermat

km =
�
kp�1

�q
kr � kr (mod p) :

Il en résulte que
p�1X
k=1

km �
p�1X
k=1

kr (mod p) :

L�application du théorème (15) permet de conclure. �
Nous pouvons déduire du théorème 16 un corollaire qui nous sera untile pour prouver d�autres
résultats dont le théorème de Wolstenholme.
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Corollaire 17 Pour tout nombre premier p � 5, on a

p�1X
k=1

1

k2
� 0 (mod p) ; (1.21)

p�1X
k=1

1

k
� 0

�
mod p2

�
; (1.22)

X
1�k<`�p�1

1

k`
� 0 (mod p) : (1.23)

Preuve. Soit p � 5 un nombre premier, en appliquant le théorème 16, on a

p�1X
k=1

1

k2
=

p�1X
k=1

k�2 � 0 (mod p) ;

pourvu que le nombre p�1 - (�2), ce qui est véri�ée pour p � 5. La relation (1.21) est établie.

Prouvons (1.22). On a pour p � 5 et en exploitant la relation (1.21) qu�on vient de prouver

p�1X
k=1

1

k
=

1

2

p�1X
k=1

�
1

k
+

1

p� k

�

=
p

2

p�1X
k=1

1

k(p� k)

� �p
2

p�1X
k=1

1

k2

� 0
�
mod p2

�
:

La relation (1.22) est ainsi prouvée. Signalons que cette relation (1.22) a été prouvée par
Wolstenholme en 1862 [35].

En�n, en remarquant que pour p � 5, on a

X
1�k<`�p�1

1

k`
=

1

2

 
p�1X
k=1

1

k

!2
� 1
2

p�1X
k=1

1

k2

� 0 (mod p) :

on en déduit que X
1�k<`�p�1

1

k`
� 0 (mod p) :

�
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Remarque 18 Remarquons que si h 2 N�, on a, d�après le théorème d�Euler

k'(p
h) � 1 (mod ph); avec '(ph) = ph�1(p� 1):

On en déduit que pour n 2 N

1

kn
� k'(ph)�n (mod ph); où '(ph) = ph�1(p� 1):

Par suite
p�1X
k=1

1

kn
�

p�1X
k=1

k'(p
h)�n (mod ph): (1.24)

1.6 Les nombres et polynômes de Bernoulli

C�est à Jacques Bernoulli qu�on doit l�introduction d�une suite de nombres rationnels qu�Abra-
ham de Moivre a désigné par "nombres de Bernoulli". Ces nombres ont été introduit par
Jacques Bernoulli pour pouvoir écrire une formule générale exprimant la somme,
n�1P
k=0

km = 0m + 1m + � � � + (n� 1)m comme un polynôme en n. Cette formule que nous

établirons dans ce chapitre porte aujourd�hui de nom de formule de Faulhaber.

1.6.1 Les nombres de Bernoulli

Dé�nition 19 [5] On appelle suite des nombres de Bernoulli la suite (Bn)n2N des nombres
rationnels dé�nie par la relation de récurrence suivante

B0 = 1 et Bn = �
1

n+ 1

n�1X
k=0

�
n+ 1

k

�
Bk pour n � 1: (1.25)

Pour tout entier naturel n; Bn est appelé n-ième nombre de Bernoulli.

On montre facilement que la dé�nition précédente est équivalente à dé�nir la suite (Bn)n2N
des nombres de Bernoulli par la realtion suivante dans l�anneau C [z]

1X
n=0

Bn
n!
zn =

z

ez � 1 :

Les premiers valeurs des nombres de Bernoulli de n = 1 a n = 14 sont

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Bn 1 �1
2

1
6
0 � 1

30
0 1

42
0 � 1

30
0 5

66
0 � 691

2730
0 7

6
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Théorème 20 Pour tout entier n � 1; on a B2n+1 = 0:

Preuve. Il su¢ t de remarquer que la série formelle de la fonction suivante z
ez�1+

1
2
z = z

2 tanh( z
2
)

est paire. �

1.6.2 Les polynômes de Bernoulli

Dé�nition 21 [6] La suite des polynômes de Bernoulli, notée (Bn (x))n2N, est dé�nie par la
relation

1X
n=0

Bn (x)

n!
zn =

zezx

ez � 1 ;

pour tout entier naturel n, Bn (x) est appelé n-ième polynôme de Bernoulli.

Théorème 22 Pour tout entier naturel n; on a

Bn (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
Bkx

n�k: (1.26)

Preuve. En e¤et, d�après le produit de Cauchy de deux séries entières, on a

1X
n=0

Bn (x)

n!
zn =

 1X
n=0

Bn
n!
zn

! 1X
n=0

xn

n!
zn

!
; (1.27)

en identi�ant le coe¢ cient de zn dans chacun des deux membres de (1.27), on obtient

Bn (x)

n!
=

nX
k=0

Bk
k!

xn�k

(n� k)! ;

ce qui permet d�obtenir la relation (1.26). Les premières valeurs des polynômes de Bernoulli
sont

n Bn (x)

0 1

1 x� 1
2

2 x2 � x+ 1
6

3 x3 � 3
2
x2 + 1

2
x

4 x4 � 2x3 + x2 � 1
30

5 x5 � 5
2
x3 + 5

3
x3 � 1

6
x

6 x6 � 3x5 + 5
2
x4 � 1

2
x2 + 1

42

�
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Théorème 23 On a, pour tout nombre entier positif n où n > 1

Bn (x+ 1)�Bn (x) = nxn�1: (1.28)

Preuve. On a
1X
n=0

Bn (x+ 1)�Bn (x)
n!

zn =

1X
n=0

Bn (x+ 1)

n!
zn �

1X
n=0

Bn (x)

n!
zn

=
zez(x+1)

ez � 1 � zezx

ez � 1
= zezx

=
1X
n=0

xn

n!
zn+1:

Ainsi, on a
1X
n=0

Bn (x+ 1)�Bn (x)
n!

zn =
1X
n=0

nxn�1

n!
zn: (1.29)

On obtient ainsi la relation recherchée en identi�ant les coe¢ cients de zn dans chacun des
deux membres de (1.29). �

1.6.3 La formule de Faulhaber

La formule de Faulhaber, nommée en l�honneur de Johann Faulhaber (1580-1635) exprime
la somme Pm (n) =

Pn
k=1 k

m où n;m 2 N à l�aide d�un polynôme en n de degré m + 1.
Faulhaber ne connaissait pas la formule sous la forme que nous connaissons aujourd�hui mais
il connaissait des expressions de Pm (n) pour 1 � m � 17. Jacques Bernoulli, dans son
Academia Algebrae, publié en 1631 donne les coe¢ cients de ce polynôme.

Commençons par la première application historique, la relation de la formule de Faulhaber
avec les nombres de Bernoulli.

Théorème 24 [8](formule de Faulhaber) Pour tout entiers n � 1 et m � 0, on a

n�1X
k=1

km =
1

m+ 1

mX
k=0

�
m+ 1

k

�
Bkn

m+1�k: (1.30)
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Preuve. En exploitant les formules (1.28) et (1.26), on obtient

n�1X
k=0

km =
n�1X
k=0

Bm+1 (k + 1)�Bm+1 (k)
m+ 1

=
Bm+1 (n)�Bm+1 (0)

m+ 1

=
Bm+1 (n)�Bm+1(0)

m+ 1

=
1

m+ 1

 
m+1X
k=0

�
m+ 1

k

�
Bkn

m+1�k �Bm+1 (0)
!

=
1

m+ 1

mX
k=0

�
m+ 1

k

�
Bkn

m+1�k:

�

Remarque 25 On utilise le fait que�
m+ 1

k

�
=

m+ 1

m� k + 1

�
m

k

�

la relation (1.30) devient

Pm (n� 1) =
mX
k=0

�
m

k

�
Bk

nm+1�k

m� k + 1 :

Maintenant, on utilise aussi le fait que
�
m
k

�
=
�
m
m�k
�
, nous obtenons

nX
k=1

km =

mX
k=0

�
m

k

�
Bm�k

nk+1

k + 1

=
mX
k=0

�
m

k

�
Bm�k

nk+1

k + 1

=

m+1X
r=1

1

r

�
m

r � 1

�
Bm�r+1n

r;

donc on a
nX
k=1

km =
m+1X
r=1

1

r

�
m

r � 1

�
Bm�r+1n

r: (1.31)
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1.6.4 Théorème de Von-Staudt et Clausen

Introduction

En 1840, Karl Georg Von Staudt [27] et Thomas Clausen [9] découvrent indépendamment
l�un de l�autre une remarquable propriété des nombres de Bernoulli. Cette propriété est au-
jourd�hui appelée théorème de Von-Staudt et Clausen.

Théorème 26 [17] Théorème de Von-Staudt et Clausen (1840) : pour tout entier pair n
où n � 2 et p un nombre premier on a

B2n +
X

p�1 j 2n

1

p
2 Z:

Corollaire 27 [17] Pour tout entier positif n et p un nombre premier on a pBn 2 Z(p); et si
p� 1 - n on a

B2n 2 Z(p) et
B2n
2n

2 Z(p):

Le dénominateur du nombre B2n

Les nombres de Bernoulli sont des nombres rationnels i.e. B2n = Nn
Dn

Les numérateurs Nn ont un rôle important dans la théorie des nombres en grande partie
grâce à leur connexion avec le dernier théorème de Fermat.

Les dénominateurs Dn ont joué un rôle moins important en mathématique même si elles
peuvent être décrites clairement. Von Staudt et Clausen stipulent que Dn est le produit de
tous les nombres premiers p avec p� 1 j n; où n est pair.

Une conséquence intéressante est que Dn est sans carré pour tout n:

Corollaire 28 Pour tout entier pair n; n � 2 on a

denom (B2n) =
Y

p�1 j 2n

p: (1.32)

Preuve. C�est une conséquence de théorème de Von-Staudt et Clausen
Soient p1; p2; : : : ; pm les nombres premiers tels que pour tout i = 1; 2; : : : ;m on a pi � 1 j 2n:

B2n +
P

p�1 j 2n

1
p
2 Z alors il existe un N 2 Z tel que : B2n +

P
p�1 j 2n

1
p
= N
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On remarque alors que

B2n = N �
X

p�1 j 2n

1

p
; où N 2 Z

= N �
�
1

p1
+
1

p2
+ � � �+ 1

Pm

�

=

p1p2 � � � pmN �
mX
i=1

mY
j=1;j 6=i

pj

p1p2 � � � pm
=

M

p1p2 � � � pm
:

Comme (M; pi) = 1 on obtient

denom (Bn) = p1p2 � � � pm:

Ceci complète la preuve. �

1.6.5 Théorème de Kummer

Les congruences de Kummer décrivent les propriétés arithmétiques les plus importantes des
nombres de Bernoulli qui donnent une relation modulaire entre ces nombres.

Théorème 29 [15] Page 239. Pour tout nombre premier impair p et tout nombre entier pair
m � 2 où p� 1 - m; on dé�nit Cm = (1� pm�1)Bm=m: Si m � m0(mod'(pn)); n 2 N�, alors

Cm � Cm0(mod pn)

Preuve. cf [15] �

Corollaire 30 Soient p un nombre premier impair, m;m0et n sont des entiers tels que m;m0

sont pairs, n � m0 � 1 � m� 1 et p� 1 - m: Si m � m0(mod'(pn)); où

'(pn) = pn�1(p� 1):

Alors
Bm
m

� Bm0

m0 (mod p
n): (1.33)

Preuve. On utilise le fait que pm�1 � pm0�1 � 0(mod pn) (car n � m0 � 1 � m � 1) dans le
théorème 29. �
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1.6.6 Généralisation du théorème de Kummer

Théorème 31 [30] p.193. Pour tout nombre premier impair p et tout nombre entier pair b
où p� 1 - b on a

Bk(p�1)+b
k (p� 1) + b � k

Bp�1+b
p� 1 + b � (k � 1)

�
1� pb�1

� Bb
b

�
mod p2

�
pour k 2 N�: (1.34)

1.6.7 Application du théorème de Kummer

Lemme 32 On a pour tout nombre premier p

pB'(p3)�k �
�kp�B2p�2�k

2p�2�k
� 2Bp�1�k

p�1�k

�
(mod p3) si k < p� 3;

(p� 3) p
�
Bp+1
p+1

� 2 (1� p) B2
2

�
(mod p3) si k = p� 3:

(1.35)

Preuve. On a d�après la formule (1.34) du théorème généralisé de Kummer 31 si on remplace
k par p2 � 1 et b par p� 1� k on obtient

B'(p3)�k

'(p3)�k
=

Bp2(p�1)�k
p2 (p� 1)� k =

B(p2�1)(p�1)+p�1�k
(p2 � 1) (p� 1) + p� 1� k

�
�
p2 � 1

� B2p�2�k
2p�2�k

�
�
p2 � 2

� �
1� pp�2�k

� Bp�1�k
p�1�k

� �B2p�2�k
2p�2�k

+ 2
�
1� pp�2�k

� Bp�1�k
p�1�k

�
mod p2

�
;

donc on a deux cas
si p� 2� k � 2 c�est à dire, k < p� 3 on a

B'(p3)�k � �k
�
�B2p�2�k

2p�2�k
+ 2

Bp�1�k

p�1�k

��
mod p2

�
car pp�2�k � 0

�
mod p2

�
; (1.36)

et si k = p� 3 on a

B'(p3)�k � (p� 3)
�
Bp+1
p+ 1

� 2 (1� p) B2
2

��
mod p2

�
: (1.37)

En multipliant les deux nombres des formules (1.36) et (1.37) par p on obtient

pB'(p3)�k �
�kp�B2p�2�k

2p�2�k
� 2Bp�1�k

p�1�k

�
(mod p3) si k < p� 3;

(p� 3) p
�
Bp+1
p+1

� 2 (1� p) B2
2

�
(mod p3) si k = p� 3:

�



Chapitre 2

Congruences de Wostenholme et de
Morley

2.1 Introduction :

Dans tout ce chapitre p désigne un nombre premier.

En 1819, C.Babbage [2] prouva que

�
2p� 1
p� 1

�
� 1(mod p2) (p � 3):

En 1862 ; J. Wolstenholme (1829-1891) améliora ce résultat en prouvant que :

�
2p� 1
p� 1

�
� 1(mod p3) (p � 5):

En 1895; F. Morley [1] prouva sa congruence célèbre, pour tout p � 5

(�1)
p�1
2

�
p� 1
p�1
2

�
� 4p�1 (mod p3); (2.1)

Dans ce qui suit dans ce mémoire nous nous intéréssons à des généralisations et extensions
de ces deux dernières congruences depuis 1862 jusqu�à nos jours.

26
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2.2 Congruence de Wolstenholme et de Morley

2.2.1 Théorème de Wostenholme

Théorème 33 pour tout p � 5 on a cette congruence :�
2p� 1
p� 1

�
� 1(mod p3) (2.2)

Preuve. On sait que :�
2p� 1
p� 1

�
= (�1)p�1 (1�2p)(2�2p):::((p�1)�2p)

1:2:::(p�1) =

p�1Y
i=1

(1� 2p
i
)

� 1� 2p
X

1�k�l�p�1

1
k
+ 4p2

 X
1�k�l�p�1

1
kl

!
(mod p3)

En utilisant les relations (1.22) et (1.23) pour terminer la preuve de (2.2), alors :

�
2p� 1
p� 1

�
� 1(mod p3)

�
En 1900 ; Glaisher généralisa le théorème de Wolstenholme comme suit :

2.2.2 Théorème de Glaisher

Théorème 34 Pour tout nombre premier p � 5 et tout entier n � 1 on a :�
np� 1
p� 1

�
� 1

�
mod p3

�
(2.3)

Le lemme suivant nous sera utile pour prouver le théorème de Glaisher.

Lemme 35 Pour tout nombre premier p, pour tout entier k� f1; 2; :::; pg et pour tout entier
n � 1 on a :

�
np� 1
k � 1

�
� (�1)k�1

 
1� np

k�1X
i=1

1

i
+ n2p2

X
1�i�j�k�1

1

ij

!
(mod p3)

Preuve. En posant pour r� f1; 2; :::; k � 1g
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Ar = Ar

�
1

1
;
1

2
; :::;

1

k � 1

�
=

X
1�i1<i2<:::<ir�k�1

1

i1i2:::ir
;

en remarquant que les Ar sont alors des p-entiers, donc :�
np� 1
k � 1

�
=

(np� 1)(np� 2):::(np� j):::(np� (k � 1))
1:2:::j:::(k � 1)

=
�np
1
� 1
��np

2
� 1
�
:::

�
np

j
� 1
�
:::

�
np

k � 1 � 1
�

= (�1)k�1
�
1� np

1

��
1� np

2

�
:::

�
1� np

j

�
:::

�
1� np

k � 1

�
= (�1)k�1

�
1� npA1 + n2p2A2 + :::+ (�1)k�1(np)k�1An

�
= (�1)k�1(1� np

k�1X
i�1

1

i
+ n2p2

X
1�i<j�k�1

1

ij
)(mod p3)

�
Preuve du théorème de Glaisher. Dans le cas où k = p avec p � 5 et p premier, le lemme
précédent implique�

np� 1
p� 1

�
� (�1)p�1

 
1� np

p�1X
i=1

1

i
+ n2p2

X
1�i<j�p�1

1

ij

!
(2.4)

� 1� np
p�1X
i=1

1

i
+ n2p2

X
1�i<j�p�1

1

ij
(mod p3)

Or, on sait d�aprés le corollaire 17 que l�on a
p�1X
i=1

1
i
� 0(mod p2) et

X
1�i<j�p�1

1
ij
� p(mod p);

donc le théorème de Glaisher résulte de (2.4) de manière immédiate. �

2.2.3 Théorème de Morley

Théorème 36 Pour tout nombre premier p � 5 on a

(�1)
p�1
2

�
p� 1
p�1
2

�
� 4p�1 (mod p3): (2.5)

Le lemme suivant nous sera utile pour la preuve, considérons la notation suivante ;

S =
X
0<i<p

1

i
; Sa =

X
0<i<p

i�a(mod 2)

1

i
et Sab =

X
0<i<j<p

i�a ; j�b(mod 2)

1

ij
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Lemme 37 Soit p un nombre premier impair, on a

1. S0 � �S1(mod p2):
2. S20 � �S01 � S10(mod p):
3. S00 � S11(mod p):
4. 2S00 � �S01(mod p):

Preuve.

1. D�après la relation (1.22) de Wolstenholme, on obtient

S =
X
0<i<p

1

i
= S0 + S1 � 0 (mod p2);

alors
S0 � �S1 (mod p2):

2. On a

S20 � S0(�S1) �

0BB@ X
0<i<p

i�0(mod 2)

1

i

1CCA :
0BB@� X

0<i<p
j�1(mod 2)

1

i

1CCA
� �

X
0< i ; j <p

i�0 ; j�1(mod 2)

1

ij
� �

X
0<i<j<p

i�0 ; j�1(mod 2)

1

ij
�

X
0<j<i<p

i�0 ; j�1(mod 2)

1

ij

� �S01 � S10 (mod p):

3. On sait que i � i� p (mod p); donc

S00 =
X

0<i<j<p
i�0 ; j�0(mod 2)

1

ij
�

X
0<i<j<p

i�0 ; j�0(mod 2)

1

(i� p)(j � p)

�
X

0<i<j<p
i�0 ; j�0(mod 2)

(�1)(�1)
(p� i)(p� j) , ( p� i = k � 1(mod 2); p� j = l � 1(mod 2))

�
X

0<k<l<p
k�1 ; l�1(mod 2)

1

kl
� S11 (mod p):

4. on a

S00 =
X

0<i<j<p
i�0 ; j�0(mod 2)

1

ij
�

X
0<i<j<p

i�0 ; j�0(mod 2)

1

i(j � p)

� �
X

0<i<j<p
i�0 ; j�0(mod 2)

1

i(p� j) ;
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Posons p � j = k donc k � 1(mod 2): On a i < j donc p � i > p � j; p � i > k; alors
p > i+ k:

Ainsi, nous obtenons

S00 = �
X

0<i<i+k<p
i�0 ; k�1(mod 2)

1

ik
� �

X
0<k<l<p

k�1 ; l�1(mod 2)

1

k(l � k)

� �
X

0<k<l<p
k�1; l�1(mod 2)

�
1

kl
+

1

(l � k)l

�

� �
X

0<k<l<p
k�1; l�1(mod 2)

1

kl
�

X
0<m<l<p

m�0; l�1(mod 2)

1

ml

� �S11 � S01(mod p):

�

Remarque 38 1. Soient ai, x; des nombres réels, i et n sont des entiers où 1 � i � n;

on a cette relation ;

(1 + a1x)(1 + a2x):::::(1 + anx) = 1 + A1x+ A2x
2 + :::+ Anx

n; (2.6)

où ;

A1 =
X

1 �i� n

ai; A2 =
X

1 �i<j� n

aiaj; A3 =
X

1 �i<j<k� n

aiajak; :::; An =
nY
i=1

ai:

2. Pour i; j deux entiers on a

2
X

1�i<j�p�1

1

ij
=

 
p�1X
i=1

1

i

!2
�

X
1�i�p�1

1

i2
(2.7)

Preuve du théorème de Morley. On sait que�
p

i

�
=
p:(p� 1):(p� 2):::(p� (i� 1))

i:1:2:::(i� 1) ;

donc �
p

i

�
= (�1)i�1:p

i
:
�
1� p

1

�
:
�
1� p

2

�
:
�
1� p

3

�
:::

�
1� p

i� 1

�
:

En appliquant la relation (2.6) de la remarque 38, on obtient�
p

i

�
� (�1)i

 
�p
i
+ p2

i�1X
j=1

1

ij

!
(mod p3):
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Puisque

2p = 2 +

p�1X
i=1

�
p

i

�
, alors

d�après 1 et 3 du lemme 37 , nous déduisons

2p�1 � 1� p
2

X
1�i�p�1

(�1)i
i

+
p2

2

X
1�j<i�p�1

(�1)i
ij

� 1� pS0 +
p2

2
(S10 � S01)(mod p3);

l�application de 2 et 4 du lemme 37, donne

4p�1 � 1� 2pS0 + p2(S10 � S01 + S20)
� 1� 2pS0 + 2p2(�S01)
� 1� 2pS0 + 4p2S00 (mod p3);

par ailleurs

(�1)
p�1
2

�
p� 1
p�1
2

�
= (�1)

p�1
2

�
1� p

1

��
1� p

2

�
:::

 
1� p

p�1
2

!
� 1� p

X
1�i� p�1

2

1

i
+ p2

X
1�j<i� p�1

2

1

ij
(mod p3);

mais
S00 =

X
1 �j<i� p�1
i�0(mod 2)
j�0(mod 2)

1

ij
=

X
1 �2J<2I� p�1

1

2I2J
=
1

4

X
1 �j<i� p�1

2

1

ij
et,

S0 =
X

1 �i� p�1
i�0(mod 2)

1

i
=

X
1 �2I� p�1

1

2I
=
1

2

X
1 �i� p�1

2

1

i
alors ;

(�1)
p�1
2

�
p� 1
p�1
2

�
� 1� p

X
1�i� p�1

2

1

i
+ p2

X
1�j<i� p�1

2

1

ij

� 1� 2pS0 + 4p2S00 (mod p3);

nous terminons la preuve, alors

(�1)
p�1
2

�
p� 1
p�1
2

�
� 4p�1 (mod p3):

�
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2.2.4 Certaines extensions

En 1900, J.W.L. Glaisher [17] trouva que pour tout p � 5 on a

�
2p� 1
p� 1

�
� 1 + 2p

p�1X
k=1

1

k
(mod p4) (2.8)

En 1995, R.J. McIntosh [17] établit une généralisation de (2.8) modulo p5 ; il prouva que si
p � 7 alors

�
2p� 1
p� 1

�
� 1� p2

p�1X
k=1

1

k2
(mod p5) (2.9)

En 2007, J. Zhao [34] trouva une autre congruence modulo p5 comme suit,

�
2p� 1
p� 1

�
� 1 + 2p

p�1X
k=1

1

k
(mod p5) (2.10)

En 2010, R. Tauraso [31] prouva que pour tout p � 5

�
2p� 1
p� 1

�
� 1 + 2p

p�1X
k=1

1

k
+
2p3

3

p�1X
k=1

1

k3
(mod p6); (2.11)

aussi on peut ecrire (2.11) comme suit [20]

�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2p

p�1X
k=1

1

k
� 2p2

p�1X
k=1

1

k2
(mod p6) (2.12)

En 2014 ; R. Me�trovi´c [20] a amélioré (2.12) avec une méthode claire, il prouva que pour
tout

p � 11 on a :

�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2p

p�1X
k=1

1

k
+ 4p2

X
1�i<j�p�1

1

ij
(mod p7): (2.13)

Dans ce qui suit, nous expliquons particulièrement cette méthode et donnons plusieurs
congruences de Wolstenholme modulo pk où k� f5; 6; 7g concernant des nombres de Bernoulli.
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2.3 Extension de la congruence de Wolstenholme mo-
dulo p7

Posons

Rn(p) =

p�1X
i=1

1

in
; et Hn(p) =

X
1�i1<i2<i3:::<in�p�1

1

i1i2i3:::in
:

Si pas de confusion, on écrit Rn et Hn:

Lemme 39 [17] Pour tout premier p � 5 et n 2 N� où n � p� 3, on a

Rn �
�
0 (mod p) si 2 j n;
0 (mod p2) si 2 - n:

(2.14)

Lemme 40 Pour tout premier p � 7, on a

H3 �
R3
3
� R1R2

2
(mod p6) (2.15)

H4 � �
R4
4
+
R22
8
(mod p4) (2.16)

En particulier, p2jH3,pjH2 et pjH4:

Preuve. On sait que

3H3 = R3 �R1R2 +H2R1; où H2 = (R21 �R2)=2;

donc

3H3 = R3 �R1R2 +
R31
2
� R1R2

2
= R3 �

3R1R2
2

+
R31
2
;

Alors

H3 =
R3
3
� R1R2

2
+
R31
6
� R3
3
� R1R2

2
(mod p6);

ainsi, p2jH3:

De même, par la formule de Newton (2.21),on a

4H4 = �R4 +H1R3 �H2R2 +H3R1:

Par ailleurs, par le lemme 39, p4jR1R3 = H1R3 (car R1 = H1), et puisque p2jH3 on a aussi
p4jH3R1,
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par suite

4H4 = �R4 +H1R3 �H2R2 +H3R1
� �R4 �H2R2

� �R4 �
R2R

2
1

2
+
R22
2
(mod p4);

puisque, par le lemme 39, p5jR2R21, alors on peut enlever le terme
R2R21
2

de la congruence
précédente pour obtenir (2.16), ainsi pjH4: �

Lemme 41 Pour tout premier p et r 2 N�, on a

2R1 � �
rX
i=1

piRi+1(mod p
r+1) (2.17)

Preuve. En multipliant l�égalité

1 +
p

i
+
p2

i2
+ :::+

pr�1

ir�1
=

pr � ir
ir�1(p� i)

Par �p
i2
(1 � i � p� 1), nous obtenons

�p
i2
(1 +

p

i
+
p2

i2
+ :::+

pr�1

ir�1
) =

�pr+1 + pir
ir+1(p� i) �

p

i(p� i)(mod p
r+1);

donc
1

i
+

1

p� i � �
�
p

i2
+
p2

i3
+ :::+

pr

ir+1

�
(mod pr+1);

alors
p�1X
i=1

1

i
+

1

p� i � �
�
p

i2
+
p2

i3
+ :::+

pr

ir+1

�
(mod pr+1);

ainsi

2R1 � �
rX
i=1

piRi+1(mod p
r+1):

�

Lemme 42 Pour p � 7, on a
2R1 � �pR2(mod p4); (2.18)

et pour p � 11, on a
2R3 � �3pR4(mod p4):
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Preuve. Notons que, par le lemme 41

2R1 � �pR2 � p2R3 � p3R4(mod p4);

puisque, par le lemme 39 on a, p2jH3; et pjH4 pour tout p � 7, alors

2R1 � �pR2(mod p4):

Par suite, pour tout 1 � k � p� 1, on a

1

k3
+

1

(p� k)3 =
p3 � 3p2k + 3pk2
k3(p� k)3 ;

ainsi

2R3 =

p�1X
k=1

�
1

k3
+

1

(p� k)3

�
(2.19)

= p3
p�1X
k=1

1

k3(p� k)3 � 3p
2

p�1X
k=1

1

k2(p� k)3 + 3p
p�1X
k=1

1

k(p� k)3 ;

en appliquant le lemme 39, pour p � 11

p�1X
k=1

1

k3(p� k)3 � �
p�1X
k=1

1

k6
� 0(mod p): (2.20)

Par ailleurs 1
p�k � �

p+k
k2
(mod p2), et pour tout p � 11, pjR6 et p2jR5, par le lemme 39 on a

p�1X
k=1

1

k2(p� k)3 =
p�1X
k=1

1

k3(p� k)2 �
p�1X
k=1

(p+ k)2

k7
(2.21)

�
p�1X
k=1

2p

k6
+

p�1X
k=1

1

k5
� 0(mod p2);

En rempalçant (2.20) et (2.21) dans (2.19), nous trouvons :

2R3 � 3p
p�1X
k=1

1

k(p� k)3 (mod p
4) (2.22)

Maintenant, par l�égalité

1

k(p� k)3 +
1

k4
=

p3

k4(p� k)3 �
3p2

k3(p� k)3 +
3p

k2(p� k)3 ;
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pour k = 1; 2; 3; :::; p� 1, nous obtenons

1

k(p� k)3 +
1

k4
=
3p2

k6
+

3p

k2(p� k)3 (mod p
3);

d�après la sommation de k = 1 à p� 1, la congruence précédente donne
p�1X
k=1

1

k(p� k)3 +R4 � 3p
2R6 + 3p

p�1X
k=1

1

k2(p� k)3 (mod p
3);

puisque, par le lemme 39, pjR6; pour p � 11 et d�après (2.21), cette congruence devient

p�1X
k=1

1

k(p� k)3 � �R4(mod p
3);

On remplace ceci dans (2.22), donc

2R3 � �3pR4(mod p4):

Ceci complète la preuve. �

Théorème 43 Soit p � 11 un nombre premier, alors�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2p

p�1X
k=1

1

k
+ 4p2

X
1�i<j�p�1

1

ij
(mod p7) (2.23)

Preuve. Pour tout premier p � 11 on a

�
2p� 1
p� 1

�
=

(p+ 1)(p+ 2):::(p+ k):::(p+ (p� 1))
1:2:3:::p� 1

= (
p

1
+ 1)(

p

2
+ 1):::(

p

k
+ 1):::(

p

p� 1 + 1)

= 1 +

p�1X
i=1

p

i
+

X
1�i1<i2�p�1

p2

i1i2
+ :::+

X
i�i1<i2<:::jk�p�1

pk

i1i2:::ik
+ :::+

pp�1

(p� 1)!

= 1 +

p�1X
k=1

pkHk = 1 +

6X
k=1

pkHk +

p�1X
k=7

pkHk; (2.24)

par les lemmes 39, et 40, on a R1 � R3 � R5 � H3 � 0(mod p2); et R2 � R4 � R6 � H4 �

0(mod p) pour p � 11.
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Par ailleurs, la formule de Newton (1.10) donne

5H5 = R5 +
4X
i=1

(�1)iHiR5�i ,et 6H6 = �R6 �
5X
k=1

(�1)iHiR6�i;

Ceci implique que, p2jH5 et pjH6 , donc :

p7j
p�1X
i=5

pkHk = p
5H5 + p

6H6 +

p�1X
i=7

pkHk; pour p � 11;

ainsi, le coe¢ cient bilomial
�
2p�1
p�1
�
devient�

2p� 1
p� 1

�
� 1 + pH1 + p2H2 + p3H3 + p4H4(mod p7): (2.25)

Rappelons que, H1 = R1, et H2 = (R21 �R2)=2, les congruences du lemme 40 donnent

H3 � R3
3
� R1R2

2
(mod p4);

H4 � �R4
4
+
R22
8
(mod p3);

alors �
2p� 1
p� 1

�
� 1 + pR1 +

p2

2
(R21 �R2) +

p3

6
(2R3 � 3R1R2) +

p4

8
(R22 � 2R4)(mod p7):

Par ailleurs, le lemme 42 donne

2R1 � �pR2(mod p4); (2.26)

et 2R3 � �3pR4(mod p4); (2.27)

En multipliant (2.26) par p3R2; et (2.27) par p3

p4R22 � �2P 3R1R2(mod p7) ,

et p4R4 � �2
3
p3R3(mod p

7) ,

Ceci implique que�
2p� 1
p� 1

�
� 1 + pR1 +

p2

2
(R21 �R2)�

3p3

4
R1R2 +

p3

2
R3(mod p

7) (2.28)

Maintenant, il nous reste d�enlever R3 à partir de (2.28).
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Par le lemme 41, on a

2R1 � �pR2 � p2R3 � p3R4 � p4R5 � p5R6 (mod p6);

Puisque p2jR5 et pjR6, alors

2R1 � �pR2 � p2R3 � p3R4 � p4R5 � p5R6 (mod p6); (2.29)

Encore, on utilise (2.27) pour obtenir

p3R4 � �
2

3
p2R3 (mod p

6);

donc (2.29) devient

2R1 � �pR2 �
1

3
p2R3 (mod p

6);

En multipliant par 3p, ceci implique que

p3R3 � �6pR1 � 3p2R2 (mod p7); (2.30)

On remplace ceci dans (2.28), nous déduisons�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2pR1 � 2p2R2 +

p2

4
R1(2R1 � 3pR2) (mod p7): (2.31)

Nous écrivons (2.26) sous la forme suivante

2R1 � 3pR2 � 8R1 (mod p4);

En multipliant la congruence précédente par 1
4
p2R1; et on utilise le fait que p2jR1 donc p4jp2R1,

nous trouvons
p2

4
R1(2R1 � 3pR2) � 2p2R21 (mod p7);

On remplace par ce résultat dans (2.31), nous obtenons�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2pR1 + 2p2(R21 �R2) (mod p7); (2.32)

mais R21 �R2 = 2H2, alors�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2pR1 + 4p2H2 (mod p7);

ceci complète la preuve. �
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Corollaire 44 Soit p � 5 un premier, on a�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2p

p�1X
k=1

1

k
� 2p2

p�1X
k=1

1

k2
� 1 + 2p

p�1X
k=1

1

k
+
2p3

3

p�1X
k=1

1

k3
(mod p6):

Preuve. La première congruence du corollaire 44 pour p � 11 est immédiate à partir de
(2.32), en utilisant le fait que p2jR1 et donc p6jp2R21:

D�après (2.30) nous avons

p2R2 � �2pR1 �
p3

3
R3 (mod p

6); (2.33)

l�insertion de cette dernière dans la première congruence du corollaire 44 donne immédiate-
ment �

2p� 1
p� 1

�
� 1 + 2p

p�1X
k=1

1

k
+
2p3

3

p�1X
k=1

1

k3
(mod p6):

�

Corollaire 45 Soit p � 7 un premier, on a�
2p� 1
p� 1

�
� 1 + 2p

p�1X
k=1

1

k
� 1� p2

p�1X
k=1

1

k2
(mod p5):

Preuve. Par le corollaire 44 on a�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2pR1 � 2p2R2 (mod p5): (2.34)

Mais, d�après (2.18) du lemme 42 on a

2R1 � �pR2 (mod p4);

l�insertion de cette dernière dans (2.34) donne�
2p� 1
p� 1

�
� 1 + 2p

p�1X
k=1

1

k
� 1� p2

p�1X
k=1

1

k2
(mod p5):

�
Dans ce qui suit on étude certaines congruences concernant des nombres de Bernoulli.

Rappelons que, d�après la relation (1.24) de la remarque 18 et la relation (1.31), on a
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Théorème 46 Pour tout premier p, et h; n 2 N, avec h � 1;

Rn � P'(ph)�n(mod ph) et

Pm = Pm(p� 1) =
m+1X
r=1

1

r

�
m

r � 1

�
Bm�r+1p

r: (2.35)

D�après (1.32) on peut déduire que : �p(Bk) � �1 si k 2 N, et �p(Bk) � 0 si (p�1) - k [13]:

Donc pour tout m 2 N;

�p

�
1

r

�
m

r � 1

�
prBm�r+1

�
= r � �p

��
m

r � 1

��
+ �p(Bm�r+1)

� r � �p(r)� 1;

ainsi

Pm �
X

r��p(r)�h

1

r

�
m

r � 1

�
Bm�r+1p

r (mod ph): (2.36)

Où la sommation sur tous les entiers 1 � r � m+ 1 tels que r � �p(r) � h:

Lemme 47 Pour tout premier p � 11 on a

(i) R1(p) � �p2

2
Bp4�p3�2 � p4

4
Bp2�p�4 +

p5

6
Bp�3 +

p5

20
Bp�5 (mod p6)

(ii) R21(p) � p4

9
Bp4�p3�2 + p

3Bp4�p3�4 (mod p5)

(iii) R2(p) � pBp4�p3�2 + p3Bp4�p3�4 (mod p5)

Preuve. D�après la relation (2.36), on a

Pm �
X

r��p(r)�6

1

r

�
m

r � 1

�
Bm�r+1p

r(mod p6):

Pour 1 � r � m+1, soit s = �p(r) et r = ups, avec u 6= 0,s 2 N; et p - u alors r� �p(r) � 6

ssi ups � s + 6; ceci implique que ps � s + 6; mais ps > s + 6 pour s � 1, nous déduisons
alors que s = 0; donc r � �p(r) � 6 ssi 1 � r � 6; alors

Pm =
6X
r=1

1

r

�
m

r � 1

�
Bm�r+1p

r (mod p6), pour m = 1; 2; :::
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Posons m = p5(p � 1j) � 1, puisque Bk = 0 pour tout impair k � 3, et m + 1 = p5(p � 1)
est pair >3, alors Bm�r+1 = 0 pour r = 1; 3; 5:

Aussi ,par le corollaire 28, p6 - denom(Bp5(p�1)�6) donc p6jp6Bp5(p�1)�6 pour p � 11; ainsi

Pm �
1

2
(p6�p5�1)p2Bp6�p5�2+

1

4

(p6 � p5 � 1) (p6 � p5 � 2) (p6 � p5 � 3)
6

p4Bp6�p5�4(mod p
6);

alors, par la relation (1.24) de la remarque 18, c�est à dire P'(p6)�1 � R1(mod p6) on a

R1 � Pm � �
p2

2
Bp6�p5�2 �

p4

4
Bp6�p5�4 (mod p

6): (2.37)

Mais, par (1.33) de Kummer, on a

Bp6�p5�2 �
p6 � p5 � 2
p4 � p3 � 2Bp

4�p3�2 �
2Bp4�p3�2
p3 + 2

�
�
1� p

3

2

�
Bp4�p3�2

�
mod p4

�
et

Bp4�p3�2 �
2

3
Bp�3 (mod p) ;

donc (2:37) devient

R1 � �
p2

2
Bp4�p3�2 +

p5

6
Bp�3 �

p4

4
Bp6�p5�4

�
mod p6

�
: (2.38)

et

Bp6�p5�4 � p6 � p5 � 4
p2 � p� 4 Bp

2�p�4 �
4Bp2�p�4
p+ 4

�
�
1� p

4

�
Bp2�p�4

�
mod p2

�
;

En remplaçant cette congruence dans (2.38), nous obtenons :

R1 � �
p2

2
Bp4�p3�2 +

p5

6
Bp�3 �

p4

4
Bp2�p�4 +

p5

16
Bp2�p�4 (mod p

6); (2.39)

Finalement, on sait que :

Bp4�p3�4 �
4

5
Bp�5 (mod p) ;

D�après cette dernière et (2.39), On trouve (i).

Aussi, (2.39) donne immédiatement :

R21 �
p4

4
B2p4�p3�2

�
mod p5

�
;
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Ceci implique que :

R21 �
p4

9
B2p�3

�
mod p5

�
; C�est à dire (ii).

A�n de prouver la congruence (iii), notons que si p � 1 - (m� 4), alors, par le corollaire
28,pour m � 6 pair, et p � 11 on a p5jp5Bm�4t, ainsi que Bm�1 = Bm�s = 0 pour tout m.

Donc pour tout m � 2 pair, la relation (2.36) donne

Pm � pBm +
P 3

6
m(m� 1)Bm�2

�
mod p5

�
:

En particulier, m = ' (p4)� 2: On applique la relation (1.24) de la remarque 18, c�est à dire

P'(p4)�2 � R2
�
mod p4

�
:

Nous trouvons :

R2 � pBp4�p3�2 + p3Bp4�p3�4
�
mod p5

�
; C�est à dire (iii).

�
D�après le théorème 43 et le lemme précédent on a le corollaire suivant :

Corollaire 48 Soit p � 11 un premier, donc�
2p� 1
p� 1

�
� 1� p3Bp4�p3�2 + p5

�
1

2
Bp2�p�4 � 2Bp4�p3�4

�
(2.40)

+p6
�
2

9
B2p�3 �

1

3
Bp�3 �

1

10
Bp�5

� �
mod p7

�
:

Preuve. Il est un résultat immédiat d�inserer les congruences (i) ; (ii) et (iii) du lemme
précédent dans (2.23) du théorème 43.

En e¤et, on a :�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2p

p�1X
k=1

1

k
+ 4p2

X
1�i<j�p�1

1

ij

� 1� 2p
�
�p

2

2
Bp4�p3�2 �

p4

4
Bp2�p�4 +

p5

6
Bp�3 +

p5

20
Bp�5

�
+2p2

�
p4

9
B2p�3 � pBp4�p3�2 � p3Bp4�p3�4

�
� 1� p3Bp4�p3�2 + p5

�
1

2
Bp2�p�4 � 2Bp4�p3�4

�
+p6

�
2

9
B2p�3 �

1

3
Bp�3 �

1

10
Bp�5

��
mod p7

�
:

�



Chapitre 3

Généralisation des congruences de
Wolstenholme et de Morley

3.1 Introduction :

Dans ce chapitre, nous présentons une congruence qui généralise les congruences deWolstenholme(2.2),
Morley(2.5), Glaisher(2.8), McIntosh(2.9), Tauraso(2.11) et Mestrovic(2.13). Elle permet aussi
de retrouver simplement des congruences dûes à Glaisher et Zhao. On commence ce chapitre
par des lemmes utiles pour la preuve de cette congruence.

3.2 Lemmes

Lemme 49 Pour tout entier n � 1 on a :

(�1)n
�
2n

n

�
= 42n

�
n� 1

2

2n

�
(3.1)

Preuve. On a

42n
�
n� 1

2

2n

�
=

42n

(2n)!

(n� 1
2
)(n� 3

2
):::(n� (2n+ 1

2
) + 1)(n� (2n+ 1

2
))!

1:2:3:::(n� (2n+ 1
2
))

=
42n

(2n)!

2nY
k=1

(n+
1

2
� k)

=
42n

(2n)!

2nY
k=1

(2n+ 1� 2k)

43
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= (�1)n 2
2n

(2n)!

nY
k=1

(2(n+ 1� k)� 1)
2nY

k=n+1

(2(k � n)� 1)

ce qui nous donne

42n
�
n� 1

2

2n

�
= (�1)n 2

2n

(2n)!

 
nY
j=1

(2j � 1)
!2

(3.2)

On constate alors que

nY
k=1

(2j � 1) =

nY
j=1

(2j):

nY
j=1

(2j � 1)

nY
j=1

(2j)

=
(2n)!

2nn!
(3.3)

il resulte de (3.2) et (3.3) que

42n
�
n� 1

2

2n

�
= (�1)n 2

2n

(2n)!

�
(2n)!

2nn!

�2
= (�1)n (2n)!

n!n!
= (�1)n

�
2n

n

�
Pour tout nombre premier p et pour tout entier k, nous dé�nissons les nombres harmoniques
généralisés Hm par :

Hm =
X

1�k1<:::<km�p�1

1

k1:::km
; pour 1 � m � p� 1

et par convention
H0 = 1 et Hm = 0 pour m � p (3.4)

Soit P (x) le polynome dé�ni par

P (x) =
(x� 1)(x� 2):::(x� (p� 1))

(p� 1)! (3.5)

On a alors

P (x) = (�1)p�1
p�1Y
k=1

k � x
k

=

p�1Y
i=1

(1� x
k
)

On utilise la même technique que la relation (1.11), donc en deduit que

P (x) =

p�1X
k=0

(�1)kHkxk (3.6)

�
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Lemme 50 Pour tout nombre premier p impair et pour tout entier m � 1, on a :

1.

H2m�1 �mpH2m =
1

2
p2

p�1X
k=2m+1

(�1)k
�

k

2m� 1

�
pk�(2m�1)Hk (3.7)

2.
Hm � 0(mod p) pour m 6= p� 1 (3.8)

3.
Hm � 0(mod p2) pour m impair et m 6= p� 2 (3.9)

4.
H2m�1 �mpH2m � 0(mod p4); pour 2m+ 1 6= p� 2 (3.10)

Preuve.

1. La relation (3.5), nous permet d�obtenir qu�on a :

P (x) = P (p� x)

Ce qui peut s�ecrire en exploitent la relation (3.6) et la convention (3.4) :X
k�0

(�1)kHkxk =
X
k�0

(�1)kHk(p� x)k (3.11)

en identi�ant les coe¢ cients de x2m�1 dans chacun des deux membres de (3.11), on
obtient :

(�1)2m�1H2m�1x2m�1 =
X

k�2m�1

(�1)kHk(p� x)2m�1

�H2m�1x2m�1 =
X

k�2m�1

(�1)kHk
�
2m� 1
k

�
p2m�1�k(�x)k

et puis, on �xe le k qui est egale a 2m� 1 , on trouve :

�H2m�1 =
X

k�2m�1

(�1)kHk
�

k

2m� 1

�
pk�2m+1(�1)2m�1

�H2m�1 = �
X

k�2m�1

(�1)k
�

k

2m� 1

�
pk�2m+1Hk

�H2m�1 = H2m�1 � 2mpH2m � p2
p�1X

k=2m+1

(�1)k
�

k

2m� 1

�
pk�2m+1Hk



Étude de certaines généralisation des congruences de Wolstenholme et de Morley 46

�2H2m�1 = �2mpH2m � p2
p�1X

k=2m+1

(�1)k
�

k

2m� 1

�
pk�2m+1Hk

H2m�1 �mpH2m =
1

2
p2

p�1X
k=2m+1

(�1)k
�

k

2m� 1

�
pk�2m+1Hk

2. Il s�agit d�utiliser un résultat bien connu qu�on peut déduire facilement du fait que le
polynome considéré comme un polynome a coe¢ cients dans le corps (Z=pZ) , et grace
au théoreme de Wilson et le théoreme 5 on a

(x� 1)(x� 2):::(x� p+ 1) � xp�1 � 1(mod p)

en multipliant par 1
(p�1)!

(x� 1)(x� 2):::(x� p+ 1)
(p� 1)! � xp�1 � 1

(p� 1)! (mod p)

P (x) � 1� xp�1(mod p)

car
(p� 1)! � �1(mod p) (Wilson)

On en déduit aussi que

Hp�1 =
1

(p� 1)! � �1(mod p)

3. D�aprés la relation (3.7) on a :

H2m�1 � mpH2m (mod p2) (3.12)

on a alors
H2m�1 � 0(mod p2) pour 2m� 1 6= p� 2

parcequ�on a
H2m � 0(mod p)

Remarquons que si

2m� 1 6= p� 2 , m =
p� 1
2

Donc
H2m�1 = Hp�2 �

p� 1
2
pHp�1 �

p

2
(mod p2)

4. D�aprés la relation (3.7) on a

H2m�1 �mpH2m � �
1

2
p2
�
2m+ 1

2

�
H2m+1 +

1

2
p3
�
2m+ 2

3

�
H2m+2 (mod p

4) (3.13)

Si 2m+ 1 6= p� 2, on alors 2m+ 2 6= p� 1 et on déduit de (3.9) et (3.8) que H2m+1 �
0(mod p2) et H2m+2 � 0(mod p), En tenant compte de ces deux dernières congruences
dans (3.13).
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�

Lemme 51 Pour tout entier m � 1, on a :

1.
p�1X
k=1

1

km
�
�
0 (mod p) si p� 1 - m
�1 (mod p) si p� 2 j m

2.
p�1X
k=1

1

km
�
�

0 (mod p2) si m est impair et p� 1 - m+ 1
1
2
mp (mod p2) si m est impair et p� 1 j m+ 1

3. Pour m impair, on a :

2

p�1X
k=1

1

km
+mp

p�1X
k=1

1

km+1
�

8<:
0 (mod p3)

0 (mod p4) si p� 1 - m+ 3
� 1
12
m(m+ 1)(m+ 2)p3 (mod p4) si p� 1 j m+ 3

(3.14)

4. Pour m impair, on a :

p�1X
k=1

1

km
+
1

2
mp

p�1X
k=1

1

km+1
+
m(m+ 1)

12
p2

p�1X
k=1

1

km+2
� 0(mod p6) si p� 1 - m+ 5

(3.15)

Preuve.

1. Soit g 2 Z tel que g soit un générateur du groupe cyclique (Z=pZ)�: L�application
x �! x�1 de (Z=pZ)� dans lui meme étant bijective, on a :

p�1X
k=1

1

km
�

p�1X
k=1

km �
p�2X
j=0

(gj)m �
p�2X
j=0

(gm)j � 0(mod p)

On a alors :

(gm � 1)
p�1X
k=1

1

km
� (gm � 1)

p�2X
j=0

(gm)j � (gm)p�1 � 1 � 0(mod p)

Ce qui implique que :

(a) Si p� 1 - m, on a gm � 1 ne congrus pas 0 modulo p et
Pp�1

k=1
1
km
� 0(mod p)

(b) Si p � 1 j m, on a 1
km
� 1(mod p) pour 1 � k � p � 1 et

Pp�1
k=1

1
km
�
Pp�1

k=1 1 =

p� 1 � �1(mod p)
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2. Pour m impair, on a :

p�1X
k=1

1

km
=
1

2

p�1X
k=1

1

km
+
1

2

p�1X
k=1

1

(p� k)m

=
1

2

p�1X
k=1

(p� k)m + km
km(p� k)m � �1

2
mp

p�1X
k=1

1

km+1
(mod p2) (3.16)

Ce qui implique :

(a) Si p� 1 - m+ 1, on a
p�1X
k=1

1

km+1
� 0(mod p) et (3.16) donne

p�1X
k=1

1

km
� 0(mod p2)

(b) Si p� 1 j m+ 1 , on a
p�1X
k=1

1

km+1
� �1(mod p) et (3.16) donne

p�1X
k=1

1

km
� 1

2
mp(mod p2)

3. Pour 1 � k � p� 1

1

(1� p
k
)m
� 1 +mp

k
+
m(m+ 1)

2

p2

k2
+
m(m+ 1)(m+ 2)

6

p3

k3
(mod p4)

Pour m impair, on a :

p�1X
k=1

1

(p� k)m = �
p�1X
k=1

1

km(1� p
k
)m

�
p�1X
k=1

�
� 1

km
�m p

km+1
� m(m+ 1)

2

p2

km+2
� m(m+ 1)(m+ 2)

6

p3

km+2

�
(mod p4)

Cela nous donne

2

p�1X
k=1

1

km
=

p�1X
k=1

1

km
+

p�1X
k=1

1

(p� k)m

� �mp
p�1X
k=1

1

km+1
� m(m+ 1)

2
p2

p�1X
k=1

1

km+2
� m(m+ 1)(m+ 2)

6
p3

p�1X
k=1

1

km+3
(mod p4)

(3.17)

Or m+ 2 est impair. On a donc p� 1 - m� 2 et
Pp�1

k=1
1

km+2
� 0(mod p).

Dans ce cas, d�aprs (3.17) on déduit que

2

p�1X
k=1

1

km
+mp

p�1X
k=1

1

km+1
� 0(mod p3)
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Si p � 1 - m + 3 on a à la fois
Pp�1

k=1
1

km+2
� 0(mod p2) et

Pp�1
k=1

1
km+3

� 0(mod p). Dans
ce cas, on déduit de (3.17)

2

p�1X
k=1

1

km
� �mp

p�1X
k=1

1

km+1
(mod p4)

Si p� 1 - m+ 3 on a
Pp�1

k=1
1

km+2
� 1

2
(m+ 2)p (mod p2) et

Pp�1
k=1

1
km+3

� 1(mod p). Dans
ce cas, on déduit de (3.17) que

2

p�1X
k=1

1

km
+mp

p�1X
k=1

1

km+1
� �m(m+ 1)(m+ 2)

4
p3 +

m(m+ 1)(m+ 2)

6
p3

� � 1
12
m(m+ 1)(m+ 2) (mod p4):

4. Si m impair et si p� 1 - m+ 5, on a :

2

p�1X
k=1

1

km
� �mp

p�1X
k=1

1

km+1
�m(m+ 1)

2
p2

p�1X
k=1

1

km+2
�m(m+ 1)(m+ 2)

6
p3

p�1X
k=1

1

km+3
(mod p4)

(3.18)

On a aussi d�aprés (3.14) :

2p2
p�1X
k=1

1

km+2
+ (m+ 2)p3

p�1X
k=1

1

km+3
� 0(mod p6): (3.19)

En déduisant que d�aprés (3.18) et (3.19) :

2

p�1X
k=1

1

km
� �mp

p�1X
k=1

1

km+1
� m(m+ 1)

2
p2

p�1X
k=1

1

km+2
+
m(m+ 1)

3
p2

p�1X
k=1

1

km+2
(mod p4)

�

3.3 Généralisation des congruences deWolstenholme et
de Morley

3.3.1 Théorème

Théorème 52 Pour tout nombre premier impair p et pour tout p-entier � , on a :�
�p� 1
p� 1

�
� 1��(�� 1)(�2��� 1)p

p�1X
k=1

1

k
+�2(�� 1)2p2

X
1�i<j�p�1

1

ij
(mod pm) (3.20)
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où m = 7 si p 6= 7 et m = 6 si p = 7:

Preuve. D�aprés la relation (3.5), on a�
�p� 1
p� 1

�
= P (�p) =

p�1X
k=0

(��)kHkpk

On déduit que�
�p� 1
p� 1

�
=

4X
k=0

(��)kHkpk + (��)5H5p5 + (��)6H6p6(mod p7) (3.21)

Or, d�aprés les relations (3.8) et (3.9), on a

(��)5H5p5 � 0(mod p7) et (��)6H6p6 � 0(mod p7) (3.22)

Pourvu que 5 6= p� 2 et 6 6= p� 1, c.à.d p 6= 7: Il su¢ t donc de choisir p � 11 pour réaliser
ces conditions. Ainsi pour p � 11, Il résulte des relations (3.21) et (3.22) que l�on a�

�p� 1
p� 1

�
=

4X
k=0

(��)kHkpk(mod p7) (3.23)

Pour � = 1; on déduit d�aprés la relation (3.23) que

p�1X
k=1

(��)kHkpk � 0(mod p7) (3.24)

D�autre part, le fait que p � 11, on a d�aprés (3.10) du lemme 50,

p3H3 � 2p4H4 � 0(mod p7) (3.25)

Des relations (3.23),(3.24) et (3.25), on déduit que pour tout p-entiers � et �, on a :�
�p� 1
p� 1

�
�

4X
k=0

(��)kHkpk + �
 

4X
k=1

(��)kHkpk
!
+ �(p3H3 � 2p4H4)(mod p7) (3.26)

Autrement dit, on a : �
�p� 1
p� 1

�
�

4X
k=0

AkHkp
k(mod p7)

avec

A0 = 1

A1 = ��� �
A2 = �2 + �

A3 = ��3 � �+ �
A4 = �4 + �� 2�
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Choisissons � et � tels que : A3 = A4 = 0, on obtient :

� = �4 � 2�3 et � = �4 � �3

Avec ce choix de � et � , la relation (3.26) devient :�
�p� 1
p� 1

�
� 1� (�4 � 2�3 + �)pH1 + (�4 � 2�3 + �2)p2H2 (mod p7)

Ce qui nous fournit bien la relation (3.20), si p = 7, aprés un calcul on obtient

�
�p� 1
p� 1

�
�
 
1� �(�� 1)(�2 � �� 1)p

p�1X
k=1

1

k
+ �2(�� 1)2p2

X
1�i<j�p�1

1

ij

!
=

�3(�� 1)3
720

76 � 0(mod 76)

�

3.3.2 Quelques corollaires

Le théorème 52 permet d�en déduire les résultats suivants

Corollaire 53 Pour tout nombre premier impair, on a�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2p

p�1X
k=1

1

k
+ 4p2

X
1�i<j�p�1

1

ij
(mod pm) (3.27)

(�1)
p�1
2

�
p� 1
p�1
2

�
� 4p�1

 
1� 5

16
p

p�1X
k=1

1

k
+
1

16
p2

X
1�i<j�p�1

1

ij

!
(mod pm) (3.28)

où m = 7 et p 6= 7 et m = 6 si p = 7

On constate ainsi que le théoreme 52 est bien une généralisation des congruences de Wos-
tenholme (2.2) et de Morley(2.5).

En e¤et ces deux congruences se deduisent respectivement de (3.27) et (3.28) en observant
qu�on a d�aprés (3.9) pour m = 1 et (3.8) pour m = 2

p�1X
k=1

1

k
� 0(mod p2) et

X
1�i<j�p�1

1

ij
� 0(mod p), p � 5 (3.29)

En déduisant d�apres le theoreme 52 et de (3.29) le corollaire suivant qui généralise aux
p-entiers, la congruence de Glaisher (2.3).
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Corollaire 54 Pour tout p�entier �, on a�
�p� 1
p� 1

�
� 1(mod p3) p � 5 (3.30)

On en deduit du theoreme 52 les deux relations suivantes�
2p� 1
p� 1

�
� 1� 2p

p�1X
k=1

1

k
+ 4p2

X
1�i<j�p�1

1

ij
(mod p6) (3.31)

(�1)
p�1
2

�
p� 1
p�1
2

�
� 4p�1

 
1� 5

16

p�1X
k=1

1

k
+
1

16
p2

X
1�i<j�p�1

1

ij

!
(mod p6) (3.32)

Comme on a X
1�i<j�p�1

1

ij
=
1

2

 
p�1X
k=1

1

k

!2
� 1
2

p�1X
k=1

1

k2

On en déduit de (3.29) que

p2
X

1�i<j�p�1

1

ij
� �1

2
p2

p�1X
k=1

1

k2
(mod p6)

Corollaire 55 Pour tout p-entier �; on a�
�p� 1
p� 1

�
� 1 + �(�� 1)p

p�1X
k=1

1

k
(mod p5) p � 7 (3.33)

�
�p� 1
p� 1

�
� 1� 1

2
�(�� 1)p2

p�1X
k=1

1

k2
(mod p5) p � 7 (3.34)

Pour � = 2 la relation (3.34) nous permet de retrouver la congruence de R.J McIntosh (2.9)
et la relation (3.33) permet de retrouver la congruence de Zhao (2.10).
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