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Résumé

Ce mémoire est consacré a une étude approfondie de certaines congruences célébres relatives a
des coefficients binomiaux et a des sommes harmoniques. Il s’agit de congruences ddes a J.
Wolstenholme (1862), F. Morley (1895).

Nous étudions les preuves de ces congruences ainsi que des généralisations et améliorations
successives de ces congruences jusgu'a nos jours dont les plus récentes datent de 2016.

Ce mémoire comporte trois chapitres. Le premier chapitre est consacré a des rappels et a des
compléments utiles a la compréhension des nombreux articles que I'on adu étudier. Dans le second
chapitre nous étudions les congruences de J. Wolstenholme et de F. Morley et quelques unes de ses
améliorations et extensions. L e troisiéme chapitre est consacré a une congruence dle a F. Bencherif
et R. Boumahdi et quelques unes de ses résultats.

Abstract

This memoir is devoted to an in-depth study of some famous congruences relating to binomial
coefficients and harmonic sums. These are congruences due to J. Wolstenholme (1862), F. Morley
(1895).

We study the proofs of these congruences and some of its generalizations and successive
Improvements until our days.

This memoir has three chapters. Thefirst oneis devoted to reminders useful for understanding
the many articles that we have to study. In the second chapter we study the congruences of J.
Wolstenholme and F. Morley and some of itsimprovements and extensions. The third chapter is
devoted to a congruence due to F. Bencherif and R. Boumahdi and some of its results.




Table des matiéres

Dédicaces 3
Remerciements 4
Notations 5
Introduction 6
1 Généralités 8
1.1 Imtroduction . . . . . . . . . . e 8

1.2 Congruences dans Z . . . . . .« . oot e e e e 8
1.3 Théoreme de Lagrange . . . . . . . . . . . . . L 9

1.4 Congruences dans Z [z] et petit théoréme de Fermat . . . . . . ... ... ... 11
1.5 Fonction indicatrice ¢ d’Euler et théoréme d’'Euler . . . . . . . . ... .. ... 12
1.5.1 Fonction indicatrice ¢ d’Euler . . . . . . . .. ..o oL 12

1.5.2 Théoreme d’Euler . . . . . . . . ... oo 13

1.5.3 Formules de Newton . . . . .. ... .. ... ... ... ..., 13

1.5.4 Congruences dans le groupe Q et dans 'anneau Z¢y . . . . . . . . . .. 15

1.5.5 Congruences pour les sommes de puissances Zi;} Emmel . ... .. 16

1.6 Les nombres et polynémes de Bernoulli . . . . . . ... ... ... . 0. 19
1.6.1 Les nombresde Bernoulli. . . . . .. ... ... . ... ......... 19

1.6.2 Les polynémes de Bernoulli . . . . . ... .. ... ... ........ 20

1.6.3 La formule de Faulhaber . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 21

1.6.4 Théoréme de Von-Staudt et Clausen . . . . . . ... ... ... .... 23



Etude de certaines généralisation des congruences de Wolstenholme et de Morley

1.6.5 Théoréme de Kummer . . . . . . . . . . . . . . .
1.6.6 Généralisation du théoréme de Kummer . . . . . . . . . . . ... ...

1.6.7 Application du théoreme de Kummer . . . . . . . ... ... ......

2 Congruences de Wostenholme et de Morley

2.1 Introduction : . . . . . . . ..
2.2 Congruence de Wolstenholme et de Morley . . . . . . ... ... ... . ....
2.2.1 Théoréme de Wostenholme . . . . . . . .. ... ... L.
2.2.2  Théoréeme de Glaisher . . . . . .. .. ... . oL
2.2.3 Théoreme de Morley . . . . . . .. .. ... o
2.2.4 Certaines extensions . . . . . . . . . ..o

2.3 Extension de la congruence de Wolstenholme modulo p” . . . . . ... ... ..

Généralisation des congruences de Wolstenholme et de Morley

3.1 Imtroduction : . . . . . . . . .. L

3.2 Lemmes . . . . ... e

3.3 Généralisation des congruences de Wolstenholme et de Morley . . . . . . . ..
3.3.1 Théoréeme . . . . . . . . . ..

3.3.2 Quelques corollaires . . . . . . . .. ... ...

24
25
25

26
26
27
27
27
28
32
33



Dédicaces

a ma chére maman

Aucun dédicace ne saurrait exprimer mon espoir, mon amour étérnel et ma considération
pour les sacrifices que vous avez consenti pour mon instruction et mon bien étre.

je vous remercie pour tout le soutien et l’amour que vous me portez depuis mon enfance et
j’éspére que votre bénédiction m’accompagne toujours.

Je fais un dédicace a H amza qui a crus a mot tout au long de mon parcours scolaire.



Remerciements

La premiére personne que je tiens a remercier est mon encadrant Mr M. HOUASNI, pour
lorientation, la confiance, la patience qui ont constitué un apport considérable sans lequel ce
travail n’aurait pas pu étre mené au bon port. Qu’il trouve dans ce travail un hommage vivant
a sa haute personnalité.

J'exprime toute ma reconnaissance a Monsieur M. HACHAMA pour avoir bien voulu ac-
cepter de présider le jury de ce mémoire. Que Monsieur B. CHAOUCHI et Monsieur M.
KARRAS, des professeurs o l'université de Djilali Bounaama de Khemis Miliana , trouvent
ici 'expression de mes vifs remerciements pour avoir bien voulu juger ce travail.

N .

Je tiens a exprimer mes sincéres remerciements aussi o tous les professeurs qui nous ont
enseigné et qui par leurs compétences nous ont soutenu dans la poursuite de nos études.

Enfin, on remercie tous ceux qui, de prés ou de loin, ont contribué o la réalisation de ce
travail.

A ma chére maman Nadia, pour tous ses sacrifices, son amour, sa tendresse, son soutien et
ses prieres tout au long de mes études,

A mon cher frére Abdelghani pour son encouragement permanent, et son soutien moral.

Je rends hommage aussi & mon papa Djelloul, mon héros mon inspirtation, tu resteras dans
mon ceeur & jamais, que Dieu t’accueille dans son vaste paradis.

Je remercie particuliérement Hamza qui m’a fait encouragé et m’a donné des conseils, sans
oublié mes beaux parents et mes grands parents pour leurs soutien et leurs confiance qui m’ont
fait a moi,

A toute ma famille pour leur soutien tout au long de mon parcours universitaire, mes tante
(Mazori,Hamida amina,Samira et Fouzia) et Amo Boualem, Amo Amar et tout mes oncles
et Khalil qui m’a fait aider, mes cousins et mes cousines,

A tout mes colléques surtout Ahlem et Asmaa,

Enfin, on remercie tous ceuxr qui, de prés ou de loin, ont contribué o la réalisation de ce
travail.

Merci d’étre toujours la pour mot.



Notations

N o

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

. N, Z,Q,R et C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des entiers

relatifs, des rationnels, des réels et des complexes.

deg(P(z)) : degré du polynome P(x).

a|bouaetb sont deux entiers signifie : "a divise b”.

afb ouaetb sont deux entiers signifie : "a ne divise pas b’

Pour z € Q, denom(x) désigne le dénominateur de z. denom(z) := min{n € N*/ nx € Z}.
La lettre p désigne toujours un nombre premier.

Pour x € Z — {0}, vy(z) := max{m € N / p™|z}, v,(x) est appelé valuation p-adique
de z.

Pour v = § € Q — {0}, avec a,b € Z — {0}, v,(z) := v,(a) — v,(b), vp(x) est appelé
valuation p-adique de .

Pour z € Q, num(z) désigne le numérateur de x. num(x) := z denom(z).

Ly désigne I'anneau des n-entiers, un n-entier étant un nombre rationnel dont le dé-
nominateur (de sa forme réduite) est premier avec n.

Poura € Qetbe Qetne N, n>2 a= b (modn) signifie que a — b € nZ,) et se
lit : a congru a b modulo n.

Pourac Qetbe Qetne N n>2 a% b (modn) signifie que a — b ¢ nZ,) et se
lit : @ est non congru a b modulo n.

(Z) coefficient binomial, tel que n et k deux entier ot 0 < k < n.
B, (z) : n-iéme polynome de Bernoulli.

B, : n-iéme nombre de Bernoulli : B,, = B,(0).
Po(n)=0"+1" 42"+ ...+ n™.

Pour tout nombre réel x :

[z] désigne la partie entiére de z, c’est a dire 'unique nombre entier k vérifiant
r—1<k<uz.



Introduction

Le théoréme connu sous le nom de théoréme de Wilson (1770) affirme que si p est un nombre
entier supérieur ou égal a 2, alors p est premier si et seulement si

(p—1)!=—1 (modp).

Dans une recherche d’une caractérisation des nombres premiers analogue au théoreme de
Wilson, C. Babage [2] établit en 1819 la congruence suivante.

(?:f)zlmmm5(p2$-

En 1862, J. Wolstenholme [35] améliora la congruence de Babbage en prouvant que si p est
premier, alors
2p—1
(7)) = 10m0ar) (925 1)
Pour établir ce résulat, J. Wolstenholme avait d’abord prouvé les congruences suivantes
concernant certains nombres harmoniques

1 1
1+=-4+- 4+ —= 2 >
tot +p—1 0 (modp”) (p >5),
1+1—|- + ! 0 (modp) (p>05)
— 4.+ ——— =0 (mo :
22 (p_1)2 p p_

Les congruences de Babbage et de Wolstenholme furent le point de départ d’une intense
recherche, qui continue de nos jours, sur les congruences pour certains coefficinets binomiaux
et certaines sommes harmoniques. Ainsi, en 1861, J.J. Sylvester [1] prouva la congruence
suivante, pour tout nombre premier p

(=12 | =
> =2 (modp), ohg= " (p>5) (2)
k=1

En 1895, F. Morley [24] prouva par une méthode surprenante, en exploitant des relations
trigonométriques, la congruence suivante

(1) (pp‘f) = (modp?) (p>5). 3)

6
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En 2016, F. Bencherif et R. Boumahdi [7] ont trouvé une généralisation de (1), pour tout
p-entier a > 1 et pour tout nombre premier impair p, on a

<ap_1) L-afa- (e —a-1pY 3 +ela— 1% Y %<m°dpm)' o

p—1 k=1 1<i<j<p-1
oum=Tsip#Tetm=6sip="T.

Ce mémoire est consacré a une étude des preuves et amélioartions successives des congruences
de Wolstenholme (1) et de Morley (3). Il comporte trois chapitres. Le premier chapitre est
consacré a des rappels de certains théorémes classiques d’arihmétique et a une bréve étude des
congruences dans I'anneau Z,) des p-entiers. Dans ce chapitre, nous définissons les nombres
et polynomes de Bernoulli et étudions certaines de leurs propriétés. Au second chapitre nous
étudions le théoreme de J. Wolstenholme et quelques unes de ses généralisations et extensions.
Au troisiéme chapitre, nous étudions une généralisation plus fortes des congruences de J.
Wolstenholme et de F. Morley diie a F. Bencherif et R. Boumahdi [7].



Chapitre 1
Généralités

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les principales propriétés de la congruence modulo n dans
I’anneau 7Z, n étant un entier et n > 2. Nous citons les principaux théorémes classiques d’arith-
métique : théoréme de Fermat, d’Euler, de Von-Staudt et Clausen, de Wolstenholme et de
Glaisher. Nous précisons ensuite la notion de congruence modulo n entre nombres rationnels.
Nous nous intéresserons plus particulierement au cas ou n est un nombre premier (ou une
puissance d’'un nombre premier). Nous rappelons aussi la définition et quelques propriétés
des coefficients binomiaux. Nous définissons les nombres et les polynémes de Bernoulli. Nous
prouvons la formule de Faulhaber qui permet d’exprimer la somme des puissances m-iémes
des n premiers entiers a ’aide du (m+ 1)-iéme polyndéme de Bernoulli. A la fin de ce chapitre,
nous présentons les congruences de Kummer concernant les nombres de Bernoulli et certaines
de ses généralisations et applications.

1.2 Congruences dans Z

Historiquement, la notion de congruence sur les entiers relatives a été introduite par Gauss
vers 1801. Si a et b sont deux entiers et si n > 2 est un entier, on convient d’écrire :
a = b(modn) si et seulement si @ — b € nZ. On dit alors que les entiers a et b sont congrus
modulo n. La relation de congruence modulo n ainsi définie est une relation d’équivalence
définie sur I'anneau Z, compatible avec I'addition et la multiplication définies sur Z. Voici
maintenant les principaux théorémes d’arithmétique qui nous seront utiles. Nous commencons
par un théoreme de Lagrange qui nous permettra de prouver aisément le théoreme de Wilson,
le petit théoréme de Fermat et qui nous fournira d’intéressantes relations sur des sommes
d’entiers
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1.3 Théoréme de Lagrange

Le théoréme 1 qui suit va nous étre tres utile pour prouver un théoréme établi par Lagrange
en 1768.

Théoréme 1 Pour tout nombre premier p et pour tout k € {1,2,....,p—1} , p| (i)

Preuve. Soit k € {1,2,...,p—1}. On a

pl = k! (p—k:)!(z). (1.1)

Nous constatons alors que le nombre premier p | p!, p divise donc le premier membre de (1.1).
On en déduit que p divise le second membre de (1.1). Autrement dit, p | k! (p — k)!(%). Comme
de plus, le nombre premier p{ k! (p — k)l car k € {1,2,...,p—1},ona (p,k!(p — k)!) = 1. Le
théoréme bien connu de Gauss permet d’affirmer que p | (i) U

Théoréme 2 Soit p > 3 un nombre premier et f(z) = (x+1)(z+2)---(x +p—1). Alors,
dans le développement de f(x)

f@) =2 +a P2+ +a, o1 +ap (1.2)

les coefficients a1, as, . .., a,—o sont divisibles par p.

Preuve. On constate que I'on peut écrire

(z+p) f(z)=(@+1)f(z+1),

on en déduit que
pf(@)=(z+1)f(z+1)—zf(2).

Autrement dit, en posant ag = 1, on a

p—1 p—1
Zpak:cp’l’k = Zak ((z4+1)P7F —2P7F). (1.3)
k=0 k=0

En identifiant les coefficients de 2P~!1* dans chacun des deux membres de (1.3), on obtient
pour 1 <k <p-1

-1 -2 —k
pak:(kil)—i_al(pk >+...—i—ak_1(p2 )+6Lk(p1 >, (14)

on en déduit que

—k -1 -2
(1)) ) o 05)
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kak:<ki1)+al( ;1>+...+ak1<p;2>. (1.5)

On en déduit que pour k =1
. (g) (16)

Comme d’apres le théoréme 1, p | (1];) pour 1 < k < p—1, on déduit de (1.6) que p | a;. On

ainsi, on a

peut alors raisonner par récurrence. En effet, la relation (1.5) montre que si a1, ag, ..., ax_1
sont divisibles par p, alors il est de méme pour ay, pour 2 < k < p—2. La preuve du théoréme
de Lagrange est compléte. O

Remarquons qu’on déduit de ce qui précede que
ap—1 = (p—1)!=—-1 (modp).

Ce résultat nous permet de prouver le célébre théoréme de Wilson suivant

Théoréme 3 Pout tout entier p > 2, on a l’équivalence suivante

(p—1)!'=—1 (modp) <= p est un nombre premier.

Nous allons maintenant reformuler le théoréme 2 d’une autre maniére. Pour cela, nous utili-
sons les polynomes symétriques de C [xq, 29, ..., ,] suivants. Soit s € N*, on peut les définir
par

P, : =Pu(x1,29,....x5) =z + a5y ++---+ 27, (m>0),
Apn o = An(zy, 29, .0 15) = Z TiZiyxy, (1<m<s) et Ap:=1.(1.8)

1<) <ig < <im <s

Nous posons

Gx) : =@+mz)(r+z2) - (x+x4),

H(x) : =(x—mx)(r—x9) - (x —zy) .
On a alors les résultats bien connus suivants

(x+x) (@ +ag) (2 4+as) =2 + Ag"t + Apz" 2 -+ A,
(x—21)(x—20) - (. — ) = 2™ — A" L+ Agx™ 2 -+ (=1)"A,.
En particulier, on a
(z+1D)(x+2)(z+(p-1)=2"+az" ' +aw" >+ +a, 97 +a, 1,

avec

ap = An(1,2,...,p—1) = > irdn - i

1< <t << <p—1

Le théoréeme de Lagrange s’énonce donc aussi de la maniére suivante
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Théoréme 4 Pour tout p > 3 et tout entier r tel que 1 <r <p—2, on a
a, = Z Q12+, =0 (modp).

1<i1 <ig <+ <ir<p—1

1.4 Congruences dans Z [z] et petit théoréme de Fermat

Soit n > 2 un entier On dit que deux polynémes A(x) et B(z) de Z [x] sont congrus modulo
n et on écrit alors A(z) = B(x) (modn) si et seulement si le polynome A(x) — B(x) € nZ [x].
Ainsi, si A(z) = Y " axz®, on a A(z) = 0 (modn) si et seulement si @, = 0 (modn)
pour tout k compris entre 0 et m. On vérifie que la relation de congruence ainsi définie sur
I'anneau Z [z] est une relation d’équivalence compatible avec 'addition et la multiplication
des polynomes. Remarquons aussi que si deux polynémes A(x) et B(x) de Z [x] sont congrus
modulo 7, alors pour tout entier a € Z, les entiers A(a) et B(a) sont aussi congrus modulo n.
Grace a cette définition, on peut déduire des théoreme de Lagrange et de Wilson les résultats
suivants

Théoréme 5 Pour tout nombre premier p, on a la congruence suivante entre polynomes de
Zx]
(z—1D)(x—-2)(r—(p-1)=2""~1 (modp).

Preuve. Pour p = 2, le résulat est immédait et pour p > 3, il traduit les théorémes de
Lagrange et Wilson. U

Le petit théoreme de Fermat qui suit est un corollaire immédait au théoreme 5

Théoréme 6 Pour tout nombre premier p et tout entier a premier avec p, on a
a?' =1 (modp).
Preuve. Soit a un entier premier avec p. Alors a = r (mod p) avec r € {1,2,...,p—1}. On
a donc
a’ ' = 7P~ (modp).

or d’aprés le théoréme 5, on a v~ — 1 = 0 (modp), il en résulte quon a bien a?~! = 1
(mod p). O

Remarquons qu’on peut aussi énoncer le petit théoréme de Fermat sous la forme équivalente
suivante

Théoréme 7 Pour tout nombre p et pour tout entier a, on a

a’ =a (modp).

Le théoréeme d’Euler que nous prouvons au paragraphe suivant est une généralisation du
petit théoéme de Fermat.
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1.5 Fonction indicatrice ¢ d’Euler et théoréme d’Euler

1.5.1 Fonction indicatrice ¢ d’Euler

On appelle fonction arithmétique toute fonction définie sur I’ensemble des entiers naturels
non nuls N* & valeurs dans l’ensemble des nombres complexes C. La fonction indicatrice
d’Euler que ’on note ¢, est une fonction arithmétique importante. Elle est définie comme suit

o(n) = Card{m € N*/1 <m <n et pged(n,m)=1}.

Notation 8 Notons par U(Z/nZ),n € N, l’ensemble des éléments inversibles de Z/nZ.

Remarque 9 On dit que a € Z/nZ est inversible si 3b € Z/nZ tels que : a x b= 1.

U(Z/nZ) = {k € Z/nZ : (k,n) = 1}

Pour tout entier n > 2, ¢(n) est égal au nombre d’entiers naturels compris entre 1 et n et
premiers avec n. On démontre que

w(n) = CardU(Z/nZ).

On montre que si pged(n, m) = 1, alors les anneaux Z/nmZ et Z/nZ x 7./mZ sont isomorphes.
On en déduit que 1'on a alors [25]

(n,m) = 1= ¢(nm) = p(n)p(m)-

On a pour tout nombre premier p et pour tout entier a > 0, on a

e(@P*) = p*—p

il en résulte que l'on a pour tout entier n > 2
1
pln

le produit étant étendu a tous les nombres premiers p divisant n.
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1.5.2 Théoréme d’Euler

Théoréme 10 Pour tout entier n > 2 et pour tout entier a, tel que (a,n) =1, on a
a?™ =1 (modn)-
Preuve. Soit a un entier tel que (a,n) = 1. Alors @ € U(Z/nZ). Comme U(Z/nZ) est un
groupe multiplicatif d’ordre ¢(n), on a
690(”) =1

c’est a dire a®™ =1 (modn). O

Soit p un nombre premier. Alors ¢(p) = p — 1. L’application du théoréme d’Euler dans le
cas particulier ol n est un nombre premier p fournit le petit théoréme de Fermat.iUne étude
de la fonction d’Euler permet de prouver le théoréme suivant

Théoréme 11 Pour tout nombre premier p, le groupe multiplicative U(Z/pZ) = (Z/pZ)* est
un groupe cyclique d’ordre p — 1-

Preuve. cf [14]. O

Définition 12 Soit m et a deux entiers tels que m > 2 et (a,m) = 1. Le plus petit entier
d > 1 tel que a® = 1 (modm) est appelé ordre de a modulo m. On appelle racine primitive
de l'unité modulo m tout entier a premier avec m dont l'ordre est égal a p(m).

Remarque 13 I résulte du théoréme 11 et de la définition 12 que pour tout nombre premier
p, il existe au moins une racine primitive modulo p, c’est a dire un entier g dont [’ordre est
égal a (p) = p — 1. 1l suffit pour cela que g soit un générateur du groupe cyclique (Z/pZ)*.

1.5.3 Formules de Newton
Rappelons qu’on a déja définit les polynomes symétriques de C [zq, xo, ..., z4] (1.7) et (1.8),
alors on a

Théoréme 14 Pour tout entier naturel non nuln et s € N*, on a

1. Pourn > s
P,— AP, 1+ AP, o+ +(—1)°A;P,_s = 0. (1.9)
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2. Pourn <s

Pn — Alpn—l + AQPn,Q +---+ (—1)”71An,1P1 + (—1)nTLAn = 0.

Preuve. Considérons le polynome Q(z) = (x — x1) (x — x2) - -+ (. — 25). On a

S S

Q(x) — H(‘T _ .lfn) — 5 Almsfl + A2I872 4+ .4+ (_1>SA3 — Z(—l)kAkI37k

n=1 k=0

1. Sin > s, en multipliant par z'® la relation Q(x;) = 0, on obtient

s

Z(—l)kAkw?_k =0 pouri=1..s.

k=0

14

(1.10)

(1.11)

(1.12)

En ajoutant membre & membre les relations obtenues en donnant a ¢ les valeurs de 1 a

s, dans (1.12), on trouve

> (—1)FAP, =0,

k=0
c’est a dire
P, — Alpnfl + A2Pn72 +oee 4+ <_1)8A3Pnfs = 0.

La relation (1.9) est ainsi prouvée.

2. Prouvons maintenant la relation (1.10), remarquons tout d’abord que pour tout 1 <

¢ <s,onaQ(xr,) =0 et que par conséquent, on a

Qlr) _ Qz)— Q)

r — Ty r — Ty
S —k s—k
% —
— § :(_l)kAk J4
r — Xy
k=0

En remarquant encore que pour tout entier naturel m, on a

™ — o

L 2.

— = > e,

¢ itj=m—1
4,720
on en déduit que
S

Qx o
(z) =Y (=1)*4, E r'xy.

k=0 i+j=s—k—1
1,520

(1.13)

Compte tenu de cette remarque, la dérivée du polynéme Q(z) peut s’exprimer de deux

maniéres. D’une part, avec la regle de dérivation d’un produit, on a

Q/(l’) _ Z Q(l‘)

T —x
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Compte tenu des relations (1.13) et (1.7), on a alors

s

Qz)=> (-1)f4A, Y  a'P.
k=0 i+j=s—k—1
,j>0

D’autre part, en dérivant I’expression développée (1.11) de Q(x), on obtient
Q'(z) =) (~1)(s = Oa"" A,

En égalant les deux expressions @'(z) obtenues (1.14) et (1.15), on obtient

s s—1
d=0FA YT 2P =) (1) (s — )AL
k=0 i+j=s—k—1 £=0
1,720

15

(1.14)

(1.15)

(1.16)

En égalant les coefficients de z°~'~" dans chacun des deux membres de (1.16), on obtient

n

Z(_l)kAkPnfk =(=1)"(s —n)A,.

k=0
Comme on a Fy = s, on en déduit que

n—1

(—1)"sAn + Py + > (1) APy = (—1)"(s — ) A,.

Ainsi P, — A1P,—1 + AsP, o+ -+ -+ (—1)"nA, = 0.La relation (1.10) est ainsi prouvée.

1.5.4 Congruences dans le groupe Q et dans ’anneau 7,

g

Tout nombre rationnel = s’écrit de maniére unique x = * avec (u,v) € ZxN* et pged(u,v) =
1. Cette écriture unique est appelée forme réduite de z, u et v sont respectivement le numé-

rateur et le dénominateur de z. Nous notons

u=num(x) et v = denom(x).

Pour tout entier n > 2, nous dirons que deux nombres rationnels x et y sont congrus modulo

n et mnous écrirons alors " z = y (modn)" si et seulement si le numérateur de x — y est

divisible par n (dans Z). Ainsi

r=y (modn) <= num(zx —y) € nZ.

(1.17)
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Il est facile de constater que la relation de congruence modulo n définie sur Q prolonge a Q
la relation de congruence définie sur Z. En effet, si x et y sont entiers, alors num(z — y) =
x — y et la relation (1.17) définie dans Q est exactement la défintion de la congruence
modulo n définie dans Z. De plus la relation de congruence modulo n définie dans Q est
une relation d’équivalence compatible avec I’addition du groupe Q, mais non compatible avec
la multiplication définie sur Q. Nous allons maintenant examiner quelques propriétés des
congruences modulo n définies dans Q.

Désignons par Z,) I’ensemble des nombres rationnels dont le dénominateur est premier avec
n. Autrement dit

Zny = {x € Q/ (denom(z),n) =1} .

Un élément de Z,) est appelé un n- entier. Remarquons que Z C Zg,y C Q. De plus si

{a¢1,42, ..., ¢} désigne 'ensemble des diviseurs premiers de n, alors Z,) = Z . Remar-

q142---qr)
quons aussi que pour qu'un nombre rationnel z soit un élément de Z,), il faut et il suffit qu’il

puisse s’écrire comme le quotient de deux entiers p et ¢, x = g, g étant un entier premier
avec n, § n’étant pas nécessairement la forme réduite de x. Cette derniére remarque permet
de prouver aisément que Z, est un sous anneau de Q. Il est aussi facile de constater que le
groupe des unités de cet anneau est

U(Zpy) ={r € Q/ (num(z),n) =1 et (denom(z),n) =1 }.
Dans le cas ot n = p™, p étant un nombre premier et m un entier naturel non nul, on a
Lipmy = Lgp),

Ly ={z € Q/ p {denom(z)},
U(Zgmy) ={r€Q/ p {num(z)et p {denom(z)}.

1.5.5 Congruences pour les sommes de puissances Zi;i E"yom e Z

Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier. L’étude des sommes de Newton nous
)
permet d’obtenir aisément le résulat suivant

Théoréme 15 Pour tout nombre premier p et pour tout entier r € {0,1,2,...,p— 2}, on a
gkr_ —1 (modp) sir=p—1
— |0 (modp) sil<r<p-—2

Preuve. Si r = 0, le résulat est immédiat.
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Sil<r<p-—2,alors avec s =p —1 et xy = k, les expressions (1.7) et (1.8)) deviennent.

P, = 1™+2"+ 4.+ (p—1)™, (m>0),
Ap = ap= > inig i (1<m <p—1)

1<y <tg <<y <p—1
la formule de Newton (1.10) s’écrit
P, —aP,_y+asP, o+ (=1)"ta,_ P, + (=1)"na, =0 pourn <p— 1. (1.18)

Le théoreme 4 affirme que pour tout p > 3 et tout entier r tel que 1 <r <p—2, on a

a, = Z Q199+ i, =0 (modp). (1.19)

1<11 <2< <1 <p—1

On déduit de (1.18) et (1.19) que si r € {1,2,...p — 2}, alors

p—1
k™ =P, =0 (modp).
k=1
Le théoreme 15 admet la généralisation suivante U

Théoréme 16 Soit p un nombre premier et m € Z, on a

(1.20)

gy

pm — {—1 (modp) sip—1]|m,

p 0 (modp) sip—1tm.

Preuve. Soit m € Z. La division euclidienne de m par p — 1 s’écrit
m=gq(p—1)+r avec re€{0,1,2,..p—2}.
On a alors, pour 1 < k < p—1, k est un p-entier, et on a d’aprées le petit théoréme de Fermat
K™ = (k") k" = k" (mod p) .

Il en résulte que

?
[aay
?
[y

k,m

1

k" (modp).

1

e
Il
e
Il

L’application du théoréme (15) permet de conclure. d

Nous pouvons déduire du théoréme 16 un corollaire qui nous sera untile pour prouver d’autres
résultats dont le théoréme de Wolstenholme.



Etude de certaines généralisation des congruences de Wolstenholme et de Morley 18

Corollaire 17 Pour tout nombre premier p > 5, on a

-1
1
E:%—EEO(Hmdp% (1.21)
k=1
p—ll
— =0 (modp?), 1.22
2.5 (mod p?) (1.22)

=0 (modp). (1.23)

Il

1<k<t<p—1

Preuve. Soit p > 5 un nombre premier, en appliquant le théoréme 16, on a

-1
Zki:ka_2EO (mod p),
k=1

k=1 =
pourvu que le nombre p—11 (—2), ce qui est vérifiée pour p > 5. La relation (1.21) est établie.

Prouvons (1.22). On a pour p > 5 et en exploitant la relation (1.21) qu’on vient de prouver
n 1
p—k

Mp—@

S
—
| =
I
N | —
3
—
VR
| =

B
Il
—

1
k
dp)

N

=0

La relation (1.22) est ainsi prouvée. Signalons que cette relation (1.22) a été prouvée par
Wolstenholme en 1862 [35].

Enfin, en remarquant que pour p > 5, on a
> ==
k¢ 2

0

1<k<t<p—1

on en déduit que

T~

2.

1<k<t<p—1
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Remarque 18 Remarquons que si h € N*, on a, d’aprés le théoréme d’Euler
K0 =1 (mod p), avec o(p") = p"(p — 1).

On en déduit que pour n € N

1 my_p . -
B k2@ (mod p™), ot p(p”) = p"(p —1).
Par suite
p—1 1 p—1 .
= k@)= (mod p"). (1.24)
k=1 k=1

1.6 Les nombres et polynémes de Bernoulli

C’est a Jacques Bernoulli qu’on doit 'introduction d’une suite de nombres rationnels qu’Abra-
ham de Moivre a désigné par "nombres de Bernoulli". Ces nombres ont été introduit par
Jacques Bernoulli pour pouvoir écrire une formule générale exprimant la somme,

n—1
SEm"=0"+1"+---+ (n—1)" comme un polynéme en n. Cette formule que nous
k=0

établirons dans ce chapitre porte aujourd’hui de nom de formule de Faulhaber.

1.6.1 Les nombres de Bernoulli

Définition 19 /5] On appelle suite des nombres de Bernoulli la suite (By), .y des nombres
rationnels définie par la relation de récurrence suivante

n—1

1 1

By=1et B, = — nt By, pour n > 1. (1.25)
n+1 —~ k

Pour tout entier naturel n, B,, est appelé n-iéme nombre de Bernoulli.

On montre facilement que la définition précédente est équivalente & définir la suite (B,,),,cy

des nombres de Bernoulli par la realtion suivante dans 'anneau C [z]

[e.e]

B, z
St
n! er —1
n=0
Les premiers valeurs des nombres de Bernoulli de n =1 a n = 14 sont
n 1 123 4 516 |7 8 9110 11| 12 13| 14
11 1 ) ) 5 691 7
By | 1] =5 5|9 =55 ]0]a5 ][9] —55 0] 10 | —2r36]0 |5
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Théoréme 20 Pour tout entier n > 1, on a By,1 = 0.

Preuve. Il suffit de remarquer que la série formelle de la fonction suivante —* —i—%z :m
2

est paire. U

1.6.2 Les polyndmes de Bernoulli

Définition 21 [6] La suite des polynémes de Bernoulli, notée (B, (z))
relation

nens €St définie par la

zx

= B, (z) , ze
S~ Bala)

n! ez —1’
n=0

pour tout entier naturel n, B, (x) est appelé n-iéme polynome de Bernoulli.

Théoréme 22 Pour tout entier naturel n, on a

B, (z) = zn: (Z) By " (1.26)

k=0

Preuve. En effet, d’apres le produit de Cauchy de deux séries entiéres, on a

le(!x)zn _ (Z %2n> (Z f:l_Tzn> , (1.27)

n=0

en identifiant le coefficient de 2" dans chacun des deux membres de (1.27), on obtient

Bn({lf) = By, ank

nl L=kl (n—k)

k=0

ce qui permet d’obtenir la relation (1.26). Les premiéres valeurs des polynomes de Bernoulli
sont

S UL W N R O3

S

w

|
Nl

8

[\

+
NI

&
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Théoréme 23 On a, pour tout nombre entier positif n oun > 1

B, (v +1) — B, (z) = na" . (1.28)

Preuve. On a

A z
n! n! n!
n=0 n=0 n=0
zez(m—i—l) 2T
o er—1 e —1
= ze™
o n
T
— § _‘ZnJrl
n=0 n:
Ainsi, on a
o0 o0
B, (z + 1 — B, (x na" !
E < ( >z” = § 2" (1.29)
n!
n= n=0

On obtient ainsi la relatlon recherchée en identifiant les coefficients de z" dans chacun des
deux membres de (1.29). O

1.6.3 La formule de Faulhaber

La formule de Faulhaber, nommée en ’honneur de Johann Faulhaber (1580-1635) exprime
la somme P, (n) = Y ,_, k™ ou n,m € N a l'aide d'un polynéme en n de degré m + 1.
Faulhaber ne connaissait pas la formule sous la forme que nous connaissons aujourd’hui mais
il connaissait des expressions de P, (n) pour 1 < m < 17. Jacques Bernoulli, dans son
Academia Algebrae, publié en 1631 donne les coefficients de ce polynéme.

Commencons par la premiére application historique, la relation de la formule de Faulhaber
avec les nombres de Bernoulli.

Théoréme 24 [8/(formule de Faulhaber) Pour tout entiersn > 1 et m > 0, on a

— " m1
BynmH1—k, 1.30
Z m+1 ( k ) K (1.30)

k=
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Preuve. En exploitant les formules (1.28) et (1.26), on obtient

n—1 n—1
S o= 3 Bi1 (k+1) — By (k)
m+ 1
k=0 k=0
Bi1 (1) = B (0)
m+ 1
Bm+1 (n) — Bm+1(0)
m+ 1

1 (S (m+1\, .
= m(z( Bt = B

k=0

1 & /m+1
— B m—i—l—k'
()

Remarque 25 On utilise le fait que

m—+1 B m—+1 m
k Cm—k+1\k

la relation (1.30) devient

donc on a

n m+1 1 m
= - B—rin”. 1.31
Z r (7" — 1) +17 ( 31)
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1.6.4 Théoréme de Von-Staudt et Clausen

Introduction

En 1840, Karl Georg Von Staudt [27] et Thomas Clausen [9] découvrent indépendamment
I'un de 'autre une remarquable propriété des nombres de Bernoulli. Cette propriété est au-
jourd’hui appelée théoréeme de Von-Staudt et Clausen.

Théoréme 26 [17] Théoréme de Von-Staudt et Clausen (1840) : pour tout entier pair n
oun > 2 et p un nombre premier on a

Bont+ Y ez

p—1 | an

Corollaire 27 [17] Pour tout entier positif n et p un nombre premier on a pB,, € Zy,), et si
p—11n ona

BQn
Bgn S Z(p) et % S Z(p)
Le dénominateur du nombre B,,
— Na

Les nombres de Bernoulli sont des nombres rationnels i.e. By, = 5
n

Les numérateurs N,, ont un role important dans la théorie des nombres en grande partie
grace a leur connexion avec le dernier théoréeme de Fermat.

Les dénominateurs D,, ont joué un réle moins important en mathématique méme si elles
peuvent étre décrites clairement. Von Staudt et Clausen stipulent que D,, est le produit de
tous les nombres premiers p avec p — 1 | n, ol n est pair.

Une conséquence intéressante est que D,, est sans carré pour tout n.

Corollaire 28 Pour tout entier pair n, n > 2 on a

denom (By,) = . (1.32)

p—1|2n

Preuve. C’est une conséquence de théoréme de Von-Staudt et Clausen
Soient py, pa, .. ., Pm les nombres premiers tels que pour tout i = 1,2,...,monap; — 1| 2n.

By + D) ]l?EZalorsilexisteunNEZtelque:Bgn—l— > %:N

p—1]2n p—1]2n
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On remarque alors que

, oulN €7Z

=

By, = N— Y
p—1]2n

1 1 1
e N— —+—+...+_
(pl D2 Pm>

pip2-omN => [ »s

i=1 j=1ji

P1DP2 - Pm
M

PiD2 Pm

Comme (M, p;) = 1 on obtient

denom (B,) = p1p2+ ** P

Ceci compléte la preuve. O

1.6.5 Théoréme de Kummer

Les congruences de Kummer décrivent les propriétés arithmétiques les plus importantes des
nombres de Bernoulli qui donnent une relation modulaire entre ces nombres.

Théoréme 29 [15] Page 239. Pour tout nombre premier impair p et tout nombre entier pair
m > 2 otp—11m, on définit C,, = (1 —p™ 1) B,,/m. Si m = m/(mod p(p")), n € N*, alors

Con = Coe(mod p)

Preuve. cf [15] O

Corollaire 30 Soient p un nombre premier impair, m, m’et n sont des entiers tels que m,m’
sont pairs, n <m’' —1<m—1et p—11m. Sim=m'(mod p(p")), ou

e(") =p"'(p—1).

Alors

s/

m Bm’

(mod p"). (1.33)

m m/

!

Preuve. On utilise le fait que p™~ ! = p™ ! = 0(mod p") (car n < m’ —1 < m — 1) dans le
théoréme 29. O
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1.6.6 Généralisation du théoréme de Kummer

Théoréme 31 [30] p.193. Pour tout nombre premier impair p et tout nombre entier pair b
oup—1tbona

Br(p—1)+b Bp_1+4b -1y Db 2
—  =k——— —(k—1) (1 — — d k € N*. 1.34
P Dbty B D @=p) 37 (modp?) pourk € (1.34)

1.6.7 Application du théoréme de Kummer

Lemme 32 On a pour tout nombre premier p

2p—2—k p—1—k

(p—3)p<%—2(1—p)%) (modp3) si k=p—3.

pB(p(ps),k = { (135)

Preuve. On a d’apreés la formule (1.34) du théoréme généralisé de Kummer 31 si on remplace
k par p> — 1 et b par p— 1 — k on obtient

Bk _ Bep-1)-k _ Bp21)(p-1)+p-1-k
o(p%)—k pPre-1)-k @E-1Hp-1)+p-1-k
Bo, o o\ By_1_
= (p2—1)L2k—(p2—2) (1—pr2 k)L’“
2p—2—k p—1—k
Bo,_o_ B, _
= _M + 2 (1 — pp727k) p—lk‘ (modp2) ,
2p—2—k p—1—k
donc on a deux cas
sip—2—k>2cestadire,k<p—3ona
B S B2p727k QBpflfk d 2 —2—k d 2 1.36
o)k = —k | — - (mo p) car p* = (mo p), (1.36)
2p—2—k p—1—k
etsik=p—3ona
_ By By

En multipliant les deux nombres des formules (1.36) et (1.37) par p on obtient

2p—2—k p—1—k

(p—3)p<%—2(1—p)%) (modp®) si k=p—3.

PByps)—k = {



Chapitre 2

Congruences de Wostenholme et de
Morley

2.1 Introduction :

Dans tout ce chapitre p désigne un nombre premier.

En 1819, C.Babbage [2] prouva que

(27 ) = 1000y (623

En 1862; J. Wolstenholme (1829-1891) améliora ce résultat en prouvant que :
2p—1
(7)) = 1tmoas) 29

En 1895, F. Morley [1] prouva sa congruence célébre, pour tout p > 5

(—1)% (pél) = 471 (mod p?), (2.1)

2

Dans ce qui suit dans ce mémoire nous nous intéréssons a des généralisations et extensions
de ces deux dernieres congruences depuis 1862 jusqu’a nos jours.

26
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2.2 Congruence de Wolstenholme et de Morley

2.2.1 Théoréme de Wostenholme

Théoréme 33 pour tout p > 5 on a cette congruence :

( 2;’__11 ) — 1(mod p?) (2.2)

Preuve. On sait que :

p—1

2p—1 (=20 2-2)((p=1)
(7)) - oot Tlo %)
=1

—1_9 Z %—1-41)2( Z %) (mod p?)

1<k<i<p-1 1<k<i<p-1

En utilisant les relations (1.22) et (1.23) pour terminer la preuve de (2.2), alors :

(=) =

p—1
En 1900; Glaisher généralisa le théoréeme de Wolstenholme comme suit :

2.2.2 Théoréme de Glaisher

Théoréme 34 Pour tout nombre premier p > 5 et tout entiern > 1 on a :

(T;p__ll) = 1 (mod p°) (2.3)

Le lemme suivant nous sera utile pour prouver le théoréeme de Glaisher.

Lemme 35 Pour tout nombre premier p, pour tout entier ke{1,2,...,p} et pour tout entier
n>1ona:

(729__11) = (1) (1 3 LIRS %) (mod p*)

i=1 1<i<j<k—1

Preuve. En posant pour re{1,2,....k — 1}
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11 1 1
A=A+ ... —— | = —,
(1 2 k— 1) Z 11790y

1<i1 <i2<... <1, <k—1

en remarquant que les A, sont alors des p-entiers, donc :

(np—1> (np — 1)(np = 2)...(np — j)-..(np — (k — 1))
k—1 12..5..(k—1)

)(%—1)... <%—1) (krfjl —1)
- (- (- (1 - ’;—p) (1 - k”_pl)

= (U (1= npds 0%+ (<) ) 1AL

k—1
B 1 1
= (D" (1-np) ;+n2p2 ) ;)(mode)
i—1

1<i<j<k—1

g

Preuve du théoréme de Glaisher. Dans le cas oul k = p avec p > 5 et p premier, le lemme

précédent implique

()

I
0

p—1
-1 1 2,2 1
11— - — 2.4
(ORI 24)

1<i<j<p—1

p—1
1 1
1-— npz P n’p? Z i—j(modp?’)
i=1

1<i<j<p—1

1
ij

= p(modp),
1<i<j<p-1

-1
Or, on sait d’aprés le corollaire 17 que 'on a Z% = O(mod p?) et
e maniére immédiate. O

donc le théoréme de Glaisher résulte de (2.4) d

2.2.3 Théoréme de Morley

Théoréme 36 Pour tout nombre premier p > 5 on a
p=t (p—1 _
(—1)" < p—1 > = 4" (mod p?). (2.5)

Le lemme suivant nous sera utile pour la preuve, considérons la notation suivante ;

1 1 1
S:Z;,Sa: Z ;et Sab: Z E

0<i<p 0<i<p 0<i<j<p
i=a(mod 2) i=a , j=b(mod 2)



Etude de certaines généralisation des congruences de Wolstenholme et de Morley 29

Lemme 37 Soit p un nombre premier impair, on a
1. Sy = —S;(mod p?).
2. Sg = —801 - Slo(modp).
3. SOO = SH (modp)
4. 2500 = —501 (modp)

Preuve.
1. D’apres la relation (1.22) de Wolstenholme, on obtient

S = Z l:SO+Slzo(modp2),

—
0<i<p
alors
So = —5; (mod p?).
2. On a
9 _ . 1 1
So= SEs= 2 G- X
0<i<p 0<i<p
t=0(mod 2) j=1(mod 2)
1 1 1
SRD YN TR DI S VR
0<i,5<p 0<i<j<p 0<g<i<p
=0, j=1(mod2) i=0 , j=1(mod 2) =0, j=1(mod2)
= —501 — SIO (IIlOdp)
3. On sait que @ =14 — p (mod p), donc
1 1
So = > == D -
o<icj<p 0<i<j<p (i =p)(j —p)
1=0 , j=0(mod 2) =0, j=0(mod 2)
—1)(—1
= M, p—i=k=1(mod2), p—j=1=1(mod2
) j
o, =ip—17)
=0, 7=0(mod 2)
1
= Z = = 511 (mod p).
0<k<I<p
k=1, 1=1(mod 2)
4. on a
o _ 1 1
T
0<i<j<p 0<i<j<p
1=0 , j=0(mod 2) =0, j=0(mod 2)
=- ¥
0<i<j<p ip = J)

1=0 , j=0(mod 2)
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Posons p — j = k donc k = 1(mod2). Onai < jdoncp—1i>p—j, p—i>k, alors
p>i+k.
Ainsi, nous obtenons

1 1
PV

0<i<i+k<p 0<k<lI<p

=0 , k=1(mod 2) k=1, 1=1(mod 2)
== > (ata
- Kl (1= k)l
0<k<i<p

k=1, I=1(mod 2)

Z : Z 1
kl ml
0<k<i<p o<m<iI<p
k=1, I=1(mod 2) m=0, [=1(mod 2)

_Sll — S[)l (modp)

0

Remarque 38 1. Soient a;, x, des nombres réels, i et n sont des entiers ot 1 < i < n,

on a cette relation ;
(14 a12)(1 + ag2).....(1 + apz) = 1+ Ay + Agx® + ... + A2™, (2.6)
ou;

n
Al = E a;, AQ = E a;a;, A3 = E a;a;0k, ..., An = Hai.
i=1

1<i<n 1 <i<j<n 1 <i<j<k< n

2. Pouri,j deux entiers on a
1\ 2
1 — 1 1
2 E == < ;> — E 5 (2.7)
1<i<j<p-1 i=1 1<i<p—1

Preuve du théoréme de Morley. On sait que

(p) _pp—=1).p—2)...(p—(i—-1))
i) i.1.2...(1 — 1) ’

donc

()= b 0-9-0-5-0-9) - (- 25).

En appliquant la relation (2.6) de la remarque 38, on obtient

(f) = (-1)’ (—? +p2§%> (mod ")

J=1
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Puisque
p—1 D
2P =2 E 1
+ 2 (z)’ alors

d’aprés 1 et 3 du lemme 37 , nous déduisons

_ p (=1 »p (=1)
ol = 1% =
2 Z i Ty 2 ij
1<i<p—1 1<j<i<p—1
2
= 1- pS() + _(510 — 5’01)(m0dp3),

lapplication de 2 et 4 du lemme 37, donne

4p—1 1 —2pSo + p*(S10 — So1 + S3)
1-— 2p50 + 2}72(—501)

1 — 2pSy + 4p*Sy0 (modp3),

par ailleurs

31

p=1(p—1 =t p p p
(~1) (p_l) — (-1 (1—1) (1—5)... (1_E>
2 2
= 1-p Z ! + p? Z l(modp?’)
1 1 ’
1<i<est 1<j<i<est
mais
1 1 1 1
S = _— = _ = = J— t7
0 Z ij 2. smiti X ij ©
1 <<l p—1 1 <2J<2I< p—1 1 <j<i< p—1
i=0(mod 2) 2
j=0(mod 2)
1 1 1 1
S = —_ = —_— = — —_ .
DTy > L s
1 <i< p—1 1 <2I< p—-1 1 <i< =1
i=0(mod 2) - 2
(-1)'= p—1y _ 3y L >
) = it ij
1<i<Pot 1<j<i<Prt

nous terminons la preuve, alors
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2.2.4 Certaines extensions

En 1900, J.W.L. Glaisher [17] trouva que pour tout p > 5 on a

(%_l>_1+m§f (mod p?) (2.8)

p—1 k=1

En 1995, R.J. McIntosh [17] établit une généralisation de (2.8) modulo p°; il prouva que si
p > 7 alors

2 — 1 gy |
( > El—pQZﬁ mod p°) (2.9)

En 2007, J. Zhao [34] trouva une autre congruence modulo p® comme suit,

2 — 1 2
(p_1>__1+2p§: (mod p°) (2.10)

En 2010, R. Tauraso [31] prouva que pour tout p > 5

p—1
3 1

9 — 1 1
=1+2p ) —+ = 6 2.11
(7)) =1+ Zk PN L mod ) 2.11)

1

£
Il

aussi on peut ecrire (2.11) comme suit [20]

2 — 1 1 p11
z1—2§ ——22§ — (mod 2.12
(p—1> £ 2 Pk:1k2 mop ( )

En 2014; R. Mestrovi“c [20] a amélioré (2.12) avec une méthode claire, il prouva que pour
tout

p>1lona:

% — 1 1 1
<p—1) El—2ng+4p2 Z i—j(modp7). (2.13)
k=1

1<i<j<p—1

Dans ce qui suit, nous expliquons particuliéerement cette méthode et donnons plusieurs
congruences de Wolstenholme modulo p* ot ke {5, 6,7} concernant des nombres de Bernoulli.
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2.3 Extension de la congruence de Wolstenholme mo-

dulo p’
Posons
gy | 1
R =Y s amm= Y

1<i1 <in<ig...<in<p—1 1°2°3:'n

Si pas de confusion, on écrit R, et H,.

Lemme 39 [17] Pour tout premierp >5 etn € N* oun <p—3, on a

0 (modp) si2 | n,
R, = , 2.14
{O (modp?)  si21n. (2.14)

Lemme 40 Pour tout premier p > 7, on a

Hy = s - Bl a0 (2.15)
3 2

H =—&+ 3( dp* 2.16

1= 3 mod p”) (2.16)

En particulier, p*|Hs,p|Ho et p|Hy.

Preuve. On sait que

3H3 :Rg—R1R2+H2R1, ou H2 = (R%—Rg)/Q,
done R} RiR SRR R}
3Hy = Ry — Ry Ry + — — —— —

-1 _ — R, —
9 2 3 2 9’

Alors

H, = & B RiRy R_:f = & _ Ry Iy (modpG),
3.2 63 2

ainsi, p?| H3.

De méme, par la formule de Newton (2.21),0n a
4Hy = —Ry + H1R3 — HyRy + H3R;.

Par ailleurs, par le lemme 39, p*| R, Rs = H,Rs (car Ry, = H,), et puisque p?|Hs on a aussi
4
p |H3R17
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par suite
4Hy, = —R4+ HR3— HyRy+ H3R;
= —R4 - H2R2
RyR?  R?
= —Ry— 22 -t f(modp“),

puisque, par le lemme 39, p°| Ry R, alors on peut enlever le terme R2TR% de la congruence

précédente pour obtenir (2.16), ainsi p|Hy. O

Lemme 41 Pour tout premier p et r € N*, on a

2Ry ==Y p'Risi(modp™) (2.17)

=1

Preuve. En multipliant I’égalité

2 r—1 T T
1+24 8 4 __ P T
i ir irYp—1)

Par =F(1 <14 < p — 1), nous obtenons

2 r—1 r1 o
R . = el ra]
donc ) g
% + 5 iz = — (z% + I;—3 + ..+ Z'f:‘l) (mod p’ ),
alors - , )
2 % + pii = — <Z% + % + ...+ if“) (mod p"*1),
ainsi )
2R, = — ZpiRHl(modeH).
i=1
O
Lemme 42 Pourp>17, on a
2R, = —pRy(mod p*), (2.18)

et pour p > 11, on a
2R3 = —3pRy(mod p*).
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Preuve. Notons que, par le lemme 41

2R, = —pRy — p*R3 — p® Ry(mod p*),

puisque, par le lemme 39 on a, p?|Hs, et p|H, pour tout p > 7, alors

2R = —pRy(mod p*).

Par suite, pour tout 1 <k <p—1,o0na

1 N 1 p®—3p°k + 3pk?
Bp—kP Ep—k)P
ainsi
Uy 1
2R, = — 2.1
=2, (5 5w) (219)

[aary

o
3 1

p—1
1
= — 3y’ - 43 -
P Y e P =

x>
Il

en appliquant le lemme 39, pour p > 11

p—1 1 p—1 1
= — — =0 dp). 2.20
S = X g = Vnody) (2:20
k=1 k=1
Par ailleurs jﬁ = —2t*(mod p?), et pour tout p > 11, p|Rs et p?|Rs, par le lemme 39 on a
p—1 p—1 p—1 2
1 1 +k
K2(p— k) - Z B(p — k)? = (P L7 : (2.21)
=1 P =1 P k=1
p—1 p—1
2p 1
=) 5235 = 0(mod p?),
k=1 k=1

En rempalgant (2.20) et (2.21) dans (2.19), nous trouvons :
p—1 1
2R3 =3p Yy ————(modp’ 2.22

Maintenant, par ’égalité

1 1 p? 3p? 3p

Kp— kP K Rp-kF K-k Rk
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pour k =1,2,3,...,p — 1, nous obtenons

1 1 3p? 3p 5
_— _ = — _— d
Hp—hF Rk R e o)

d’apres la sommation de £k =1 a p — 1, la congruence précédente donne

—

b 1

"o — k)P (mod p®),

p—1
+ R4 = 3p2R6 + 3pz m
k=1 p

=
Il

1

puisque, par le lemme 39, p|Rg, pour p > 11 et d’aprés (2.21), cette congruence devient

p—1

1
= _Ry(modp?
k’(p — ]{3)3 4(IIIO p )7

k=1
On remplace ceci dans (2.22), donc

2R3 = —3pRy(mod p?).

Ceci compléte la preuve. O

Théoréme 43 Soit p > 11 un nombre premier, alors

S 2§1+42 3 L (modpT) (2.23)
=1- — —(m .
p—1 p 2 p 2 i b
k=1 1<i<j<p—1
Preuve. Pour tout premier p > 11 on a
p-1\ _ @+ +2)..(p+k)..(p+ (1)
p—1 1.23..p—1
p p p p
= (=+D)(=+1)...(+1)..(—+1
E+ DG+ D (F+ D27+ D
p—1 2 k —1
SR D DL D DI ST D A
i1 U 1<ij<ip<p—1 U102 i<ir<ise jp<p—1 102Uk (p—1)!
p—1 6 p—1
= 1+ pHy =1+ p"H.+> p'H;, (2.24)
k=1 k=1 k=7

par les lemmes 39, et 40, on a Ry = R3 = R5 = H3z = 0(mod p?), et Ry = Ry = Rg = H, =

0(mod p) pour p > 11.
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Par ailleurs, la formule de Newton (1.10) donne

4 5

5Hs = Rs+ » (—1)'H;R5_; et 6Hg = —Rg — » _(—1)'H;Rg_;,

=1 k=1

Ceci implique que, p?|H5 et p|Hg , donc :

P’ > p*Hy = p°Hs + p°Hg + Y _ p"Hy, pour p > 11,
= =7

ainsi, le coefficient bilomial (2p 1) devient
2p—1
(;_ ) ) =1+ pH, +p*Hy + p*Hs + p*Hy(mod p"). (2.25)
Rappelons que, H; = Ry, et Hy = (R? — Ry)/2, les congruences du lemme 40 donnent
Rs RiR,

Hy = = 2 (mody!),
Ry R?
Hy = —f + §(modp )
alors
2p—1 2 P’ Pt 7
ho1)= =1+pR +2 (R Ry) + E(2R3 — 3R\ Ry) + (R — 2R,)(mod p").
Par ailleurs, le lemme 42 donne
2R = —pRy(mod p*), (2.26)
et 2R3 = —3pR,y(mod p*), (2.27)

En multipliant (2.26) par p®R,, et (2.27) par p?

p'R2 = —2P3R,Ry(modyp’) ,
2
et p'Ry = —§p3R3(modp7) ,
Ceci implique que
2p—1 p? 3
(;_ 1 ) =1+ph T (R2 Ry) — iR1RQ + 2 Rg(modp ) (2.28)

Maintenant, il nous reste d’enlever Rj3 & partir de (2.28).
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Par le lemme 41, on a
2Ry = —pRy — p’Rs — p’Ry — p*Rs — p°Rg  (mod p°),
Puisque p?|Rs et p|Rg, alors
2R, = —pRy — p*Rs — p’Ry — p*Rs — p° R (mod p?), (2.29)

Encore, on utilise (2.27) pour obtenir
PPRy = —§p2R3 (mod p%),
donc (2.29) devient
2R, = —pRy — %p2R3 (mod p%),
En multipliant par 3p, ceci implique que

p’Rs = —6pR; — 3p°Ry (mod p’), (2.30)

On remplace ceci dans (2.28), nous déduisons

p— l 4

Nous écrivons (2.26) sous la forme suivante
2R, — 3pRy = 8R; (mod p*),

En multipliant la congruence précédente par ;p? Ry, et on utilise le fait que p?| Ry donc p*|p* Ry,

nous trouvons )

%Rl(QRl —3pRy) = 2p°R} (modp’),

On remplace par ce résultat dans (2.31), nous obtenons

( 2;__11 ) =1-2pR; +2p°(R: — Ry) (modp), (2.32)

mais R? — Ry = 2H,, alors

< 2p _11 > =1-2pR; +4p*H, (modp),
p—

ceci compléte la preuve. Il
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Corollaire 44 Soit p > 5 un premier, on a

DO

2 — 1 | | G D Y |
) =1-2 — — =142 —+ 2 " (modp®).
(p_1> P p;k +2p k+3;k(m0p)

Preuve. La premiére congruence du corollaire 44 pour p > 11 est immédiate a partir de
(2.32), en utilisant le fait que p*|R; et donc p®|p? R?.
D’apres (2.30) nous avons
3

PRy = —2pR; — %Rg (mod p®), (2.33)

Iinsertion de cette derniére dans la premiére congruence du corollaire 44 donne immédiate-

ment . .
2p—1 1 2p3 1
=1 -+ — — d
(o) =X i S o o)
O
Corollaire 45 Soit p > 7 un premier, on a
—1 p—1
2p—1 — 1 s 1 5
=142 —=1- — dp’).
(p_1> 20D o P) 5z (modp’)
k=1 k=1
Preuve. Par le corollaire 44 on a
2p —1
< P ) ) =1-2pR; — 2p*Ry (mod p°). (2.34)
p—
Mais, d’apres (2.18) du lemme 42 on a
2R, = —pR, (modp*),
I'insertion de cette derniére dans (2.34) donne
2 —1 1 G|
=1+2 —=1- — dp®).
(p—l) WYy o pzk (mod p°)
k=1 k=1
O

Dans ce qui suit on étude certaines congruences concernant des nombres de Bernoulli.

Rappelons que, d’aprés la relation (1.24) de la remarque 18 et la relation (1.31), on a
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Théoréme 46 Pour tout premier p, et h,n € N, avec h > 1,

R, = P,ny_n(modp”) et

m+1
1/ m
Pp=P.p-1)=)_ —< >Bm_r+1pT. (2.35)

r\r—1
r=1

D’apres (1.32) on peut déduire que : v,(By) > —1sik € N, et v,(Bg) > 0si (p—1) 1k [13].

Donc pour tout m € N,

() = () i

> r—uy(r)—1,

ainsi

Po= Y %( " )Bm_mpr (mod p"). (2.36)

r—1
r—up(r)<h

Ou la sommation sur tous les entiers 1 < r < m + 1 tels que r — v,(r) < h.

Lemme 47 Pour tout premier p > 11 on a

2

(7’) Rl( ) Bp —p3-2 — Z:fB 2 pg + %Bp—3 + 727_(5)Bp_5 (mOdp6)
(’LZ) R%(p) = ij4—p3—2 +p Bp4_p3_4 (modps)
(#it) Ra(p) = pBps_ps o + p*Bpe_ps_4 (mod p®)

Preuve. D’apreés la relation (2.36), on a

1 m
Pm = - ( )erJrlpT (mOdpG)'
r\r—1
)<6

r—up(r

Pour 1 <r <m+1, soit s = v,(r) et r = up®, avec u # 0,s € N, et p{ u alors r — v,(r) < 6

ssi up® < s+ 6, ceci implique que p® < s+ 6, mais p° > s+ 6 pour s > 1, nous déduisons
alors que s = 0, donc 7 — v,(r) < 6 ssi 1 <r <6, alors

1
_ E:_< . > m—rr1p” (modp®), pour m =1,2,..
T \Tr —

r=1
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Posons m = p®(p — 1|) — 1, puisque By, = 0 pour tout impair k > 3, et m+1 = p°(p — 1)
est pair >3, alors B,,,_,+1 = 0 pour r =1, 3, 5.

Aussi ,par le corollaire 28, p° { denom(Bys(,—1)—¢) donc p®|p®Bys(,—1)—6 pour p > 11, ainsi

1 p6_p5_1 pG_p5_2 pﬁ_p5_3
(p6 —P5—1)p23p6p52+1( ) ( 6 ) ( )p4Bp6,p5,4(mOdp6),

P, =

DO | —

alors, par la relation (1.24) de la remarque 18, c’est & dire P61 = Ry(mod p®) on a

P’ P
R =P, = —EBpa_ps_Q — ZBpe_p5_4 (mod p®). (2.37)

Mais, par (1.33) de Kummer, on a

6 5 B 3
_p—p’ =2 _ 2By 3 p 4
Bp6,p5,2 = p—4 — p3 — 2Bp4,p3,2 = —p3 I 9 1 - —2 Bp4,p3,2 (mOdp )

et 2
Bpa_ps_o9 = ngf?, (modp),

donc (2.37) devient

2 4

p

5
R = —%Bp4_p3_2 + %Bp_g ~ By (modpf). (2.38)
et
pP°—p°—4 4By p 4 p 2
Bp6_p5_4 = me2_p_4 = pT = (1 — Z) Bp2—p—4 (mOdp ) s

En remplagant cette congruence dans (2.38), nous obtenons :

2 5 4 5

%Bp2_p_4 + %Bp2_p_4 (mod p®), (2.39)

p p
R1 = —?szl_ps_g + EBP_S —

Finalement, on sait que :

4
By sy = ng,g, (modp),

D’apres cette derniére et (2.39), On trouve (i).

Aussi, (2.39) donne immédiatement :

R} =~ B?

4 pt—p3—2 (modp5),
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Ceci implique que :

4
R = %Bg_g (modp®), Clest & dire (ii).

Afin de prouver la congruence (iii), notons que si p — 1 1 (m — 4), alors, par le corollaire
28,pour m > 6 pair, et p > 11 on a p°|p®B,,_4t, ainsi que B,, 1 = B,,_, = 0 pour tout m.

Donc pour tout m > 2 pair, la relation (2.36) donne
3

P
P, = pB,, + Fm(m — 1)Bp_2 (modp5) )
En particulier, m = ¢ (p*) — 2. On applique la relation (1.24) de la remarque 18, c’est a dire

Popy—2 = Ry (modp4) :

Nous trouvons :

Ry =pBpa_y3_o + p3Bp4,p3,4 (modp5) , Clest a dire (iii).

O
D’apres le théoreme 43 et le lemme précédent on a le corollaire suivant :
Corollaire 48 Soit p > 11 un premier, donc
2p—1 1
< P ) ) = 1-p’Byu s o+p° <§Bp2p4 — 2Bp4p34) (2.40)
p—
2 1 1
+p6 (5353 - ng_g - ]__OBP_E)) (IIlOdp7) .

Preuve. Il est un résultat immédiat d’inserer les congruences (i); (i) et (iii) du lemme
précédent dans (2.23) du théoreme 43.

En effet, on a :
9 — 1 | 1
P = 1-29) S+4? Y —
p—1 k o 1)
k=1 1<i<j<p—1

2 4 5 5
p p p p
<—EBP4—p3—2 ~ g Bt g Bat z—on5)

Il
—_
|
DN
i

4
P
+2p* (5353 —pByt_ps o — p3Bp4p34>

1
1-— prp4,p3,2 +p5 (§Bp2p4 — 2Bp4p34>

2 1 1
+p6 <§BI2)3 — ng_g — l—on_5) (modp7) .



Chapitre 3

Généralisation des congruences de
Wolstenholme et de Morley

3.1 Introduction :
Dans ce chapitre, nous présentons une congruence qui généralise les congruences de Wolstenholme(2.2),
Morley(2.5), Glaisher(2.8), McIntosh(2.9), Tauraso(2.11) et Mestrovic(2.13). Elle permet aussi

de retrouver simplement des congruences dties & Glaisher et Zhao. On commence ce chapitre
par des lemmes utiles pour la preuve de cette congruence.

3.2 Lemmes

Lemme 49 Pour tout entiern >1 on a :

(—1)" (2:) — 420 (”2_”%) (3.1)

Preuve. On a

m(n =13\ 42 (n—D(n—3)(n— 20+ 1)+ 1)(n— 20+ 1))
4 ( o )_ (2n)! 123..(n— (2n+ 1))
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an 2n+1-k)—1) H (2(k —n) —1)

ce qui nous donne

——f<fﬂw—u) (32)

W
(&)
S
VR
3
[\
s |
N |
~
Il
~—~
|
N—
3
—~
N N
S| ¥
=

On constate alors que

n

i H<2j>- [Tei-1
B j=1 ~ (2n)!
[i-1 _ (3.3)

P . ~ 2np)
- (27)

7j=1

il resulte de (3.2) et (3.3) que
1 22/ (2p) 2
42n n 2 — (_1)n ( n)
2n (2n)! \ 27n!

= (4)71@ I <2n)

n

Pour tout nombre premier p et pour tout entier k£, nous définissons les nombres harmoniques
généralisés H,, par :

1
H,, = , our 1<m<p—-1
2 bk P =m=p
1<k1<..<km<p—1

et par convention

Hy=1 e H, =0 pour m>p (3.4)
Soit P(z) le polynome défini par
(=)@ =2)..(— (p—1)
P(z) = 3.5
(@) — (35)
On a alors
Ly N

P@) = (-1

On utilise la méme technique que la relation (1.11), donc en deduit que

bS]

(=) Hya® (3.6)
k=0
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Lemme 50 Pour tout nombre premier p tmpair et pour tout entier m > 1, on a :

1. .
1, « k
H, . — H. — 2 -1 k k_(2m_1)H
2m-1 — MPHam = op >« )(Qm—l)p k
k=2m+1
2.
H,, = 0(modp) pourm #p—1
3.
H,, = 0(mod p?) pour m impair et m # p — 2
4.
Hop_1 — mpHy,, = 0(mod p*), pour 2m +1#p—2
Preuve.

1. La relation (3.5), nous permet d’obtenir qu’on a :
P(z) = P(p— x)
Ce qui peut s’ecrire en exploitent la relation (3.6) et la convention (3.4) :

> (1)FHea* = (=1 Hi(p — 2)*

k>0 k>0

45

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

en identifiant les coefficients de z*"~! dans chacun des deux membres de (3.11), on

obtient :

(_1)2m71H2m71x2m71 _ Z (_1)ka(p . x)2m71

E>2m—1
2m — 1

~Hypaa™ =Y <_1)ka< B )pmlk(_m)k

k>2m—1

et puis, on fixe le k£ qui est egale a 2m — 1 | on trouve :

k —2m m—
—Hyyy 1 = Z (_1)ka(2m_1>pk 2 +1(_1)2 1

k —2m
—Hypq = — Z (_l)k(Qm_1)pk 2mA1py,

k>2m—1

p—1
k

2m —1
k=2m+1
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p—1
k
_2H2m71 = —2mpH2m —p2 Z (_1)k< )pkszrlHk

2m — 1
k=2m-+1
1, = k
Hm— . Hm — 2 _1 k k—2m+1H
2m—1 — MPHom = 5p >« )<2m_1)p i

k=2m+1

2. 1l s’agit d’utiliser un résultat bien connu qu’on peut déduire facilement du fait que le

polynome considéré comme un polynome a coefficients dans le corps (Z/pZ) , et grace
au théoreme de Wilson et le théoreme 5 on a

(z—1)(z—=2)...(z —p+1) =2’ — 1(mod p)

- 1
en multipliant par (=

(x—1)(x—2)..(r—p+1) aP1-1
(p—1)! (p—1)!
P(z) =1 — 2 ! (mod p)

(mod p)

(p— 1) = —1(mod p) (Wilson)

On en déduit aussi que
Hp,1 -

-1 = —1(modp)

3. D’aprés la relation (3.7) on a :

Hyp_1 = mpHy, (mod p?) (3.12)

on a alors
Hyp, 1 = 0(modp®)  pour 2m — 1 # p — 2

parcequ’on a
Hj,, = 0(mod p)

Remarquons que si

—1
2m—-1#p—-2 & m= pT
Donc b1 »
Hyppy = Hp 5 = TpHp—l = 9 (modp2)
4. D’aprés la relation (3.7) on a
1 2m+1 1 2m + 2
Hyy1w — mpHy, = —5292( 9 )H2m+1 + §p3< 3 )H2m+2 (modp4) (3-13)

Si2m+1+#p—2,onalors 2m + 2 # p — 1 et on déduit de (3.9) et (3.8) que Hopy1 =
0(mod p?) et Hy,io = 0(modp), En tenant compte de ces deux derniéres congruences
dans (3.13).
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]
Lemme 51 Pour tout entier m > 1, on a :
1.
p—1 .
ZL:{ 0 (modp) sip—1tm
c~fm— |-1 (modp) sip—2|m
2. ,
— 1 _ [ 0 (modp?) sim est impair et p—1{m+1
e~k ~ limp (modp?) sim est impair etp—1|m+1
3. Pour m impair, on a :
— 1y 0 (mod p?)
ZZk—vamkamHE 1 0 (mod p*) sz: p—1f{m+3
k=1 k=1 —m(m+1)(m+2)p* (modp*) si p—1|m+3
(3.14)
4. Pour m impair, on a :
p—1 p—1 p—1
1 1 1 m(m+1) 4 I 6 ,
= + o™mp pEzES) 5P Ttz = 0(mod p°) si p—1fm+5
k=1 k=1 k=1
(3.15)
Preuve.

1. Soit g € Z tel que g soit un générateur du groupe cyclique (Z/pZ)*. L’application
r — z~ ' de (Z/pZ)* dans lui meme étant bijective, on a :

p—1 1 p—1 p—2 p—2 '
T = E"=Y (@)™ =) (¢™) = 0(modp)
k=1 k=1 3=0 j=0
On a alors :
p—1 1 p—2
(6" =1 7 =" =1 (¢") = (¢")" = 1=0(modp)
k=1 7=0

Ce qui implique que :

(a) Sip—14m, ona g™ — 1 ne congrus pas 0 modulo p et Zi;} 2 = 0(mod p)
(b) Sip—1|m,ona = 1(modp) pour 1 <k <p—Tletdr L =3r"11=

>

km
p—1=—1(modp)
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2. Pour m impair, on a :

— 1 11 +1’”1 1
— kmo 9 p rm 9 £ (p— k)™
1 p—1 (p N k’)m + Lm 1 p—1 1
T2 km(p — k)m = —§mpz Lt (mod p?) (3.16)
k=1 b k=1

Ce qui implique :
(a) Sip—1fm+1,ona

p—1 1 p—1

1
Z R 0(mod p) et (3.16) donne T = 0(mod p?)
k=1 k=1
(b) Sip—1|m+1,ona
— 1 — 1 1
Z ot = —1(modp) et (3.16) donne o = §mp(m0dp2)
k=1 k=1
3. Pour 1 <k<p-1
1) p? 1 2) p?
=1+md+ mlm + 1) p° + m(m + 1)(m + )p—(modp‘l)

(1—2)m 2 2 K2 6 =

p—1 1 B p—1 1
_ m B m __ bP\m
“—~ (p—k) —~km(1-7)
L1 mm+1) p2  mm+1(m+2) p?
— Z L p p- p (mod p*)
Lm Lm+1 9 Lm+2 6 Em+2 p
k=1
Cela nous donne
p—1 1 p—1 1 p—1 1
2N — =" —
k=1 k=1 k=1
p—1 p—1 p—1
1 m(m+1) , 1 m(m+1)(m+2) , 1 A
= —mpz Emtl 2 Z Emt2 6 Z fm+3 (mod p%)

Or m + 2 est impair. On a donc p — 1fm —2 et S0 iz = 0(mod p).
Dans ce cas, d’aprs (3.17) on déduit que

p—1 1 p—1 1
QZ T —|—mpz T = 0(mod p*)
k=1

k=1
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Sip—1fm+3onaalafois P} =iz = 0(mod p?) et S =5 = 0(mod p). Dans
ce cas, on déduit de (3.17)

p—1 1 p—1 1

2 Z o =W ) (mod p*)
k=1

Sip—1fm-+3onad?_! s = 5(m+2)p (mod p?) et St s = 1(mod p). Dans
ce cas, on déduit de (3.17) que

p—1 p—1
2; kim o > kn}ﬂ _ _m(m + 14)(m + 2)p3 N m(m + 16)(m + 2)p3
= —%m(m +1)(m +2) (mod p*).
4. Sim impair et sip—1tm+5, on a :
p—1 p—1
I DL L) S s
. T s
On a aussi d’aprés (3.14) :
p—1 1
2p? Z gz T (m + 2)p 3 = 0(mod p°®) (3.19)
k=1 k=1
En déduisant que d’aprés (3.18) et (3.19) :
p—1 p—1 p—1
22 = —mpz km+1 - szr g QZ km+2 m(m3+ 2y kﬂ}H (mod p')
k=1 k=1
U

3.3 Généralisation des congruences de Wolstenholme et
de Morley

3.3.1 Théoréme

Théoréme 52 Pour tout nombre premier impair p et pour tout p-entier o , on a :

(ap_1> =1-ala-1)(e*-a-1)p Z% ACESIFEDY Zi (modp™)  (3.20)

-1
p k=1 1<i<j<p-1



Etude de certaines généralisation des congruences de Wolstenholme et de Morley

oum="7sip#Tetm=6sip="T.

Preuve. D’aprés la relation (3.5), on a

ap —1 L
(7)) = Plon) = Y-t
p—1 k=0
On déduit que
4
ap—1Y\ k k 5 5 6 6 7
(7)) = Sl gt + () Hup® + (~a)f Hpf mod )

k=0
Or, d’aprés les relations (3.8) et (3.9), on a

(—a)’Hsp® = 0(mod p”) et (—a)®Hgp® = 0(mod p)

20

(3.21)

(3.22)

Pourvu que 5 #p—2et 6 #p—1, c.a.d p # 7. Il suffit donc de choisir p > 11 pour réaliser

ces conditions. Ainsi pour p > 11, Il résulte des relations (3.21) et (3.22) que 'on a

<ap - 1) _ i(_a)kap’“(modﬁ)

p—1 k=0

Pour a = 1, on déduit d’aprés la relation (3.23) que

—_

bS]

(—a)* Hyp* = 0(mod ")
1

i

D’autre part, le fait que p > 11, on a d’aprés (3.10) du lemme 50,

p*Hs — 2p*H, = 0(mod p")

Des relations (3.23),(3.24) et (3.25), on déduit que pour tout p-entiers A et u, on a :

(Qp — 1) = Z(—Q)kﬂkpk + A\ <Z(_O‘)kﬂl€pk> + N(p3H3 — 2p4H4>(mOdp7)

p—1 k=0 k=1

Autrement dit, on a :

4

ap — 1

( p > = ZAkapk(modp7)
k=0

p—1
avec
Ay = 1
A = —a—\
Ay, = o2+ )\
Ay = —a®>=A+pu

A4 = a4—{—)\—2u

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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Choisissons \ et p tels que : A3 = A4 = 0, on obtient :

A=a'—2a® et p=oao*—o?

Avec ce choix de A et i , la relation (3.26) devient :

—1
<ap ) ) =1—(a* =203+ a)pH; + (a* — 2® + ®)p?Hy (mod p")
p—

Ce qui nous fournit bien la relation (3.20), si p = 7, aprés un calcul on obtient

—1 =1 1
(ap ) > — (1 —ala—1)(® —a— 1)pZE + a?(a—1)*p? Z 7> —
p= k=1 1<i<j<p—1
ad(a—1)3
————>7 = 0(mod7°
720 (mod 7)
O
3.3.2 Quelques corollaires
Le théoreme 52 permet d’en déduire les résultats suivants
Corollaire 53 Pour tout nombre premier impair, on a
-1
2 —1 —1 ) 1
=1-2 —+4 —(mod p™ 3.27
<p_1> pY ;A D, —(modp”) (3.27)

k=1 1<i<j<p—1
(-1 Pl [0 pz_l1+12 > ! (mod p™) (3.28)
— = - — -+ — — | (m .
= 167 2% 16" L G P
k=1 1<i<j<p—1
oum=Tetp£Tetm=6sip=7
On constate ainsi que le théoreme 52 est bien une généralisation des congruences de Wos-

tenholme (2.2) et de Morley(2.5).

En effet ces deux congruences se deduisent respectivement de (3.27) et (3.28) en observant
qu’on a d’aprés (3.9) pour m =1 et (3.8) pour m = 2

—_

| =

3

1
= 0(mod p?) et Z — =0(modp), p>5 (3.29)

12‘]

T
I

1<i<j<p—

En déduisant d’apres le theoreme 52 et de (3.29) le corollaire suivant qui généralise aux
p-entiers, la congruence de Glaisher (2.3).
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Corollaire 54 Pour tout p—entier o, on a

—1
(O;p_ , ) = 1(modp®) p>5

On en deduit du theoreme 52 les deux relations suivantes

o2p—1 1 1
-1\ _ 2 6
( ):1—2p§ E—i—élp E Z,j(modp)

p—1 k=1 1<i<j<p—1
1
v (p—1 _ 5e=1 1 1
(—1)2(17;1)54p1(1—ﬁ E+Ep2 Z o (mod p°)
2 k=1 1<i<j<p—1 J

Comme on a

1<i<j<p—1

On en déduit de (3.29) que

1<i<j<p—1

Corollaire 55 Pour tout p-entier o, on a

(%FJ)El+aM—1m

p—1 1
E(mOdPE’) p=>7

p—1 k=1

p—1 2 k2

ap—1 1 — 1
< P ) =1—-afa—1)p*Y —(modp’) p>7
k=1

52

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Pour a = 2 la relation (3.34) nous permet de retrouver la congruence de R.J McIntosh (2.9)

et la relation (3.33) permet de retrouver la congruence de Zhao (2.10).
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