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Mémoire de Master : Résultats asymptotiques pour les sommes
courtes d’'une classe de fonctions arithmétiques.

Résumé

Dans ce travail on s’intéresse aux fonctions arithmétiques multiplicatives, plus pré-
cisément, nous présentons un résultat asymptotique concernant les nombres square-
free dans des intervalles courts, et un autre résultat plus général sur une classe des
fonctions arithmétiques. Ces résultats ont été réalisé par 1'auteur O. Bordellés dans
deux articles différents. Le deuxieme résultat a été généralisé dans un autre article de
O. Bordellés Les démonstration de 1'auteur sont reposé sur les résultats de Filaseta et
Trifonov et sur les résultats de Martin N.Huxley et Patrick Sargos.
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Notations

1. On désigne par p un nombre premier.

2. m et n sont des entiers, on écrit m | n pour indiquer m divise n, et m { n pour
indiquer m ne divise pas n, et (n, m) désigne le pgcd(n, m).

3. p* || n signifie p* | n et p**1 ¢t n.

4. Le symbole Y indiquent une somme de tous les entiers n € [1, x], et

n<x
Y= lim ) ,[[= Ilim T[] indique un produit sur tout les nombres pre-
p X—r+o00 p<x p X—>—+00 p<x
miers p.

5. O est le symbole de Landau. Soient f et ¢ deux fonctions définies sur [a, +oo olt
(a > 0), on dit que :

* f(x) =0(g(x)) quand (f(x) est un grand O de g(x)), il existe une constante
M > 0 et il existe xq; pour quelque soit x > xg, ona | f(x) |[< M | g(x) |-
Dans ce cas on peut écrire f(x) < g(x) (symbole de Vinogradov) .

6. Titchmarsh. f < g est équivalenta f < get g < f.

7. La partie fractionnaire d’un nombre réel est un réel positif strictement inférieur
a 1. Tout réel x vérifier la propriété suivante {x} = x — [x].
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Introduction

Le probleme des sommes courtes d"une fonction arithmétique f apparait naturel-
lement dans certains problémes de théorie analytique des nombres. A titre d’exemple
on s’intéresse ici, aux fonctions multiplicatives. Quelques résultats obtenus sur ces
sommes revient aux arcs majeurs qui correspondent a des groupements de points en-
tiers proches de la courbe y = f(x) qui sont tous sur une méme courbe polynomiale
de degré < r (voir [2]).

On a adopté dans ce travail trois chapitres. Le premier contient quelques définitions
et outils de base qui nous seront utiles par la suite. Le deuxieme , inclut I'énoncé et la
démonstration du premier résultat suivant :

_ Y 1/3
n)=-—-<+4+0(x""logx),
x<f§+ym( ) =72 ( g )

telle que uy(n) est la fonction caractéristique des nombres square-free. Dans ce contexte,
on va détailler dans le dernier chapitre la démonstration du résultat suivant

Y ) =yP(f)+0c (¥ Brey),

x<n<x+y

Avec une application directe sur une fonction liée aux diviseurs d'un entier.

tel que

40 4
P(f) ::H<1—%) (”;ﬂix)

p



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Nous allons présenter ici, quelques définitions et résultats de base. Cela permettra
d’introduire des outils importants pour étre utilisé plus tard.

I Fonctions arithmétiques

Définition 1.1. On appelle fonction arithmétique, toute application f définie de IN* dans C.

* On note par A I’'ensemble des fonctions arithmétiques.

I.1 Quelques Fonctions arithmétiques usuels :
I.1.1  Fonction nombre de diviseurs d(n)

Définition 1.2. Pour tout entier n > 1, d(n) est le nombre de diviseurs d'un entier naturel
n qui est définie par :

d(n) =4 {d e N*, d | n}

=) 1

dn
Exemple :
A7) =4{1,7} =2
d9)=14{1,39} =3.
d(24) =1{1,2,3,4,6,8,12,24} = 8.
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L1.2 Fonction somme de diviseurs (1)

Définition 1.3. Pour tout entier n > 1, la fonction somme des diviseurs o(n) est définie
par :

o(n)=Y_d

d|n

Exemple :

o(5)=1+5=6.
o(8) =1+2+4+8=15
o(10) =1+2+5+10 = 18.

I.1.3 Fonction de Von Mangoldt

Définition 1.4. La fonction de Von Mangoldt, traditionnellement notée A, est définie sur IN*
par :

A(n) = logp sin= p*aveca >1,
1o Sinon.

Quelques valeurs de A(n)

n 1| 2 3 4 5 |6]| 7 8 9 |10
A(n) | o | log2 | log3 | log2 | logs | o | log7 | log2 | log3 | o

I.1.4 Fonction de Mdbius

Définition 1.5. La fonction de Mobius y est définie de IN* dans {—1,0,1} comme suit :
pour tout entier n = p‘i‘l e p,‘f", vaut

1 sin=1,
u(n) = (—1)" Sin=pipa...pPx
0 sinon.

Exemple : u(10) =1,u(20) =0, u(30) = —1.
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I.1.5 Fonction indicatrice d’Euler :

Définition 1.6. La fonction indicatrice d’Euler ¢(n) est définie par :

p(n)=t{meN"/1<m<mnet(mn)=1}

=) 1

m<n
(mmn)=1

Quelques valeurs sur un tableau de la fonction ¢(n) :

8

n (1/2[(3|4|5|6 10

p(n) |1 ]1|2|2(4]2

7 9
6 6

Propriétés
1. Pour tout constant A de R, ona A = O(1).
2. Si fi(x) = O(g(x)) et fo(x) = O(g(x)), alors (f1 + f2)(x) = O(g(x)).
3. Sifi(x) = O(g1(x)) et2(x) = O (g2(x)), alors (f1 + f2)(x) = O (max(| g1(x) [;] g2(x) |))-
4. Si fi(x) = O(g1(x)) et fo(x) = O(g2(x)), alors (f1f2)(x) = O(8182) (x).
5. f(x) = O(g(x)) et g(x) = O(h(x)), alors f(x) = O(h(x)).

I.2 Fonctions arithmétiques multiplicatives

Définition 1.7. Une fonction arithmétique est dite multiplicative si :

f) =1,

et
flnm) = f(n)f(m)  si(nm)=z.  (x)

et pour tout entier n = [] p*, on écrit
pHin

En particulier, f est dite completement multiplicative si la condition (x) est vraie pour tous
m,n dans IN*. Dans ce cas on a
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Théoréme 1.1. Soit f une fonction multiplicative et my,my,...my; k nombres premiers
entre eux deux a deux, on a

k k
f (F{%) qu(mi)-

Démonstration.

On montre le théoreme par récurrence. Puisque les nombres my, my, ... my premiers
entre eux deux a deux, on a :

-Pour k =2: f(mymy) = f(myq)f(my) car (mq,my) =1 et f est multiplicative.

- Pour tout entier k > 1, on suppose que

k k
f (H%) qu(mi)-

Soit my1 un premier avec tous les nombres mq, my, ... my; donc il est premier avec le

k
produit [] m;. Par conséquent
i=1

k1 K K K
f (II mi) =f (mkﬂ qmz> = f(mia)f (]1%) :f(mk+1)nf(mi)-

Alors

Remarque 1.1. Pour tout entier n > 2. On a

1. Une fonction multiplicative f est entierement déterminée par ses valeurs en les puis-
sances non nulles des entiers premiers . En effet, d’apres le théoréme fondamental de
I'arithmétique, tout entier n > 2 admet une décomposition unique en produit de fac-
teurs premier comme suit

_ ki ko k
n=p;yp; o pr.

Comme f est multiplicative, alors on a

F(n) = F(PMF(PR) .. f(p).
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2. Si f est completement multiplicative c-a-d sin = p’{l pgz . p’r‘r, ona

f(n) = f(p1)" f(p2)... f(pr)"

alors f est entierement déterminée par ses valeurs aux nombre premiers .

Remarque 1.2. On remarquons que
1. Les fonctions d, o, y et ¢ sont des fonctions arithmétiques multiplicatives.

2. La fonction I, définie par I(n) =1 pour tout entier n > 1, est une fonction complete-
ment multiplicative.

Remarque 1.3. La fonction de Von Mangoldt n’est pas multiplicative.
En effet, on a A(8) = log2; A(9) = log3, mais A(8.9) = 0, donc A(8.9) # A(8)A(9).

II Produit de convolution

Définition 1.8. Le produit de convolution de Dirichlet de deux fonctions arithmétiques f et
g notée f * g est définie par :

(fre)m) =L f@g(5) =L f (5) 8@

dln dln

Proposition 1.1. Soient f , g et h trois fonctions arithmétiques. On a
1. fxg=gx*f.
2. (fxg)xh=f=*(gxh).
3 fr(g+h) =(fxg)+(f*g)

Démonstration. Soient f, g et h trois fonctions arithmétiques.
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1. La loi * est commutative :

pour tout n € IN* on a

=Y fg(5) =L (5) Fd) = Le@f (5) = g+ f)(n)

d|n d|n d|n

2. La loi * est associative :

((F xg)xh) = 1(f * &) (@) (g) = ¥ (F &) (d)h(m)

dn dm=n
= Y ) fghrm) = Y fk)g(Dh(m)
dm=n kl=d kim=n
=Y f0 ¥ gOh(m) =Y fK) ¥ gk ()
k|n Im=n/k k|n I|(n/k)
=L/®is=h (%) = (Fx(gxm)(n).

3. La loi * est distributive par rapport a ’addition :

Vghe A (fx(gxh))(n)=(f+g)+(f+h)

En effet,
Vne N* fx(g+h)(n)=)_f(d)g((n/d)+h(n/d))
dn
= frg(n) + fxh(n).

]

Remarque 1.4. L'ensemble des fonctions arithmétiques muni de I’addition et de la convolution
de Dirichlet * forme un anneau commutatif.
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Remarque 1.5. L'élément neutre de la loi * dans l'ensemble A est la fonction arithmétique
indicatrice ey définie par
1 sin=1
ej(n) =

Sinon.

En effet; soit f € A, ona
n
(fxen)(n) =¥ f(@der ()
d|n d
= (erx f)(n) = f(n).
Théoréme 1.2. Si f et g deux fonctions multiplicatives , alors f * g est multiplicative.

La preuve est basée sur le lemme suivant.

lemme 1.1. Soient m,n deux entiers positifs tels que (m,n) = 1. Si d un diviseur de mn,
alors d s’écrit de la fagon unique suivante : d = dydp ot dy | met dy | noit (d1,dy) = 1.

Démonstration.

e Prouvons d’abord l'existence de d; et d. Ecrivons

— M ok _ %K+ Ki+r
m=py...py et n=ply...pl,

Notons que comme (m,n) = 1, les nombres premiers qui interviennent dans la
factorisation de m sont tous différents de ceux qui interviennent dans la factori-
sation de n. Alors

_ M X Rkt Xfetr
mn = py ...P " Priq - Prgy -

Si d est un diviseur de mn, alors il s’écrit nécessairement sous la forme

d=p'... pfkpff:f .. pfﬁ‘rr,

ou B; < aj, pour touti =1,2,...,k+ r. Définissons alors

di=pi ... pfk et dy = pffll . pfﬁ‘r’.

Onad = dydyetdy | m,dy | n ce qui prouve l'existence de la décomposi-
tion .
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e Il reste a prouver 'unicité. Soitd = didy = dlldlz, avec dp, et d/1 divisent m et
dy,dy | 1.
Soit § = (dl,d/z). Alors ¢ divise di et donc m et § divise d/z donc n, ainsi
& | (m,n) par conséquent § = (dy,d,) = 1. Comme d, divise did, donc d, | do.
Par la symétrie, on obtient d, | d/z et donc dp, = d/z, et de méme on trouve
dy = d,1 , ce qui prouve l'unicité.

]

Démonstration. (du théoreme (1.2))) Soient m, n deux entiers premiers entre eux et soit
h=f+g.Ona

=) f@) ( ) L fldid2)g (dd)

d|mn dy|m
dz‘n
On utilise I'implication suivante (m,n) =1 = (d1,d) =1 et (;n ; ) = 1. Do
1 a2
h(mm) = (f x g)(nm) = ¥, f(d)g ()
dlnm
T ()
dldz\nm d dz
— ¥ sng () o rias (1)

d1|7’l d2|7’l

= (fx&)(n)(f *g)(m).

Proposition 1.2. (Méthode de sommation) (voir [5])
Soient f , g deux fonctions arithmétiques , et soit x > 1 un nombre réel. On a

Y (fx8)(m) =) ) f(d)g(n/d)

n<x n<x dln

=) fld) ) (k)

d<x k<x/d
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Corollaire 1.3. ey la fonction qui définie par :

e1(n) = {1 Si n=1

0sin>1.

Si f est une fonction multiplicative alors la fonction F définie par F = f * 1 est multiplicative.
Remarquons que pour tout entier n > 1

F(n) =)_f(d).

d|n

Exemple 1.1. Soit u x 1 = ey, on applique la proposition pour ce produit de convolution
on obtient :

Y oen)=1=Y (ux1)(n) =) wud) Y, 1=Y u(d) [g]

n<x n<x d<x k<x/d d<x

alors

¥ [£] =1

n<x

Théoreme 1.4. (Formule d’inversion de Mobius) Soit f une fonction arithmétique, pour tout
n entier positif, on a
F=fx1 & f=Fxu

c-a-d

F(n) =Y f(d) & f(n) =Y pu(d)F (Z)

d|n d|n

Démonstration. Soit F = f * 1.

1. On a

Fap=(Fra)ep=fr(asp) = fren=f.
2. Soit f =Fxpu

f¥1=(Fxu)s1=Fx*(u*x1)=Fxe =F.



Chapitre 2

Résultat asymptotique sur la fonction
1> dans des intervalles courts.

Dans ce chapitre, nous présentons la démonstration en détails d"un résultat concer-
nant la fonction p(n); la fonction caractéristique des nombres square-free, ¢a veut
dire, les entiers qui ne contiennent pas des diviseurs carrés. Ce résultat est la valeur
moyenne pour cette fonction dans des intervalles courts de la forme |x,x + y] , avec
x,y sont des réels positifs vérifient certaines conditions. Tout d’abord, nous notons
que ce résultat a été démontré dans ([2]). Nous présentons également ce résultat

x<7§x+yy2(n) = %2) +0 (x1/3 logx) .

Nous commencons tout d’abord par quelques définitions et un théoreme sur la valeur
moyenne de la fonction ().

Définition 2.1. Soient n > 2 et k > 2 deux entiers, tel quen = [] p*
pin
(la factorisation canonique de n ). L'exposant « est appelé la valuation p — adique de n et noté

vp(n).

1. Si pour tout premier p, vy(n) < k on dit que l'entier n est k-free , en particulier si
k = 2, n est dit square-free.

2. Si pour tout premier p, vy(n) > k on dit que I'entier n est un k-full, en particulier si
k = 2, n est dit square-full.

17
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Exemple 2.1. 1. Soit k > 2 un entier. Tout nombre premier est k-free.

2. Les entiers 6,10,15,21 sont square-free, car pour p € {2,3,5,7} on a vy(n) < 2 =
n squarefree oit n € {6,10,15,21}.

3. Par convention, Le nombre 1 est le seul entier qui est a la fois k-free et k-full pour tout
entier k > 2.

Définition 2.2. La fonction caractéristique de I'ensemble des nombres k-free notée yy définie
par :
1 sinestk— free,

() = { 0 sinon.

Proposition 2.1. Soit k > 2 un entier . On a

u(n) =} p(d)

dk|n

Démonstration.
Il suffit de démontrer que py = fr *e; tel que fi est la fonction multiplicative définie

fin = {1
- (fexer) (n) = %fk(d)
et comme

pa= {0
Alors

(fexer) (n) =Y pu(m).

mk|n
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Pour tout facteur premier p* on a:

Gere)(p) = ¥ filder (2) =er(r) + Y Alper(p) =1+ Y- f(p)
d :

d|p i=1 i=1
alors
0 sia <k 1 sia <k
(fixe)(p") =1+ qet = et = m(p").
u(p) sia > k 0  sinon
Doncon a (fi*e1)(n) = ug(n). O

Proposition 2.2. 1. Soit k > 2 un entier fixé. Alors chaque entier n > 2 est s'écrit sous
une forme unique n = qmk oit g est k-free.

2. Chaque entier n > 2 square-full s'écrit d'une maniere unique n = a®b®, b square-free.

Démonstration.

1. On écrit

r
L & &
n=[1r"=11r"11r"
i=1 zxi2k D(l'<k
Pour chaque entier i tel que «; > k, la division euclidienne de «; par k donne une
couple unique (h;, B;) d’entiers non négatifs tels que o; = B; + hiket 0 < B; < k.
Donc

k
n=(Hm11ﬁ>OTﬁ>-
Déigk w; <k w; =k

Alors nous avons prouvé que la décomposition existe . Pour montrer 1'unicité,
supposons que nous avons 1 = gymk = gomk avec q; k-free.

Pour tout premier pon a:

vp(q1) + kvp(m1) = vp(q2) + kop(m2)
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et donc

k| (op(q1) — (vp(q2))

et puisque les g; sont k-free , on obtient v,(q1) = v,(q2) , par suite g; = g, et
mq = my.

r .
2. Soit n = [] p;" un nombre square-full, donc a; > 2 pour tout entier
i=1
i=1,2,...,r. Ainsi, pour tout «; il existe un entier unique B; tel que

Oéi:ﬁi—FZhi A — D
avec h; = [ !
Bi € {2,3}
Alors
7 I 2, A 7 I 2 3
n= (Hm’) [ = (Hpi’ [1 Pf> [1r
i=1 i=1 =1 pi=2 Bi=3

ce qui prouve l'existence de la décomposition.

o s 213 — 233 .
Pour montrer 1'unicité, supposons que nous avons n = a{bj = asb; tel que b; est
square-free, alors

2(vp (a1) —vp(a2)) =3 (vp(b2) — vp(b1))
par conséquent, 2 | (vp(by) —vp(b1)) . Ce qui implique v, (b2) = v,(b1) pour
tout premier p, et donc by = bp. De méme on trouve a; = a,.

O

Remarque 2.1. Soit n > 2 un entier tel que n = qm* avec k > 2 un entier fixé et q un entier
k-free.
La fonction d i (n) définie par d((n) = Y 1 vérifier dyy(n) = d(m). En effet

dk|n
dig(n) =Y 1=dg(gm)= Y 1=3 1
dk|n dk|gmk K| mk
=) 1=d(m).

dlm
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Définition 2.3. Soit x un nombre réel , on désigne par [x] la partie entiere de x qui est
I'unique entier k , tel que k < x < k+ 1, et on désigne par || x || la distance d (x,Z), ¢a veut
dire || x ||:= min {| x — m | : m un entier}, de plus on remarque que

I f|= min ({x},1—{x}) <

N[~

. 1
Proposition 2.3. Soient x un nombre réel quelconque et 6 un réel tel que 0 < 6 < Sona

1. [x] = x4+ O(1).

2.
x+d]—[x]=1 & {x} >1-0. (2.1)
x] =[x =9 =1 < {x} <. (2.2)
3.

1 Sifx|<o9,

[x+6] —[x—4] = 0 Silx|>9,

Ooul Si | x]=79.

Démonstration.

1. Onax = [x] + {x} , alors [x] = x — {x} et comme 0 < {x} < 1 alors
{x} =0(1), donc [x] = x4+ O(1).

2. Pour (2.1), on démontre les doubles implications
(a) On suppose que [x + 6] — [x] = 1 et comme x = [x] + {x} , alors

[x + 0] = [x] = [[x] + {x} + ] = [x] = [{x} + ]

1
d’autre partona 0 < 6 < 5 et 0 < {x}<1,alors 0< {x}+46< g,et

comme [{x} +6] =1,ilvient 1 < {x} +J < g Donc {x} >1—-4
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(b) Pour l'implication inverse; on suppose que {x} >1—¢.
Onafx+dé]=x+6—{x+} alors

[x+0] —[x] =x+0—[x] — {x+ 7}
=x+0—x+{x} —{x+}
=0+ {x} —{x+}

etcomme 0 < {x+0} <l,alors0> —{x+0} > —-letl <o+ {x} < gce
qui implique 2 >< [x+ 4] — [x] = [x+ ] —[x] =1, etd+{x} — {x+ I} >
0 et comme [x + J] — [x] est un entier, alors on conclure

[x +0] — [x] = 1.
Pour on démontre les doubles implications

e On suppose [x] — [x — ] = 1, et on montre que {x} < .
Ona [x] — [[x] + {x} — & = [x] - [¥] - [{x} 8] = — [{x} — 6. Donc
[x] — [[x] + {x} — ] = 1 implique [{x} —J] = —1 par conséquent
{x} =4 <0, alors {x} <¢.

e l'inverse : on suppose {x} < ¢, et on montre que [x] —[x — ] =1.On a

—% <[{x}—d] <lcar0 < {x} <1, et —% < 0 <0, et comme {x} < ¢
alors —% < [{x} —4] <0,donc [{x} — ] = —1 ,alors [x] — [x — ] = 1.
3. On termine par la troisieme assertion
® Si|x|<dalors {x} <dou 1—{x} <¢ etalors
[x+6] —[x—=6] =[x+ —[x]+[x] - [x—9d] =1
e Si|jx|>dalorsé < {x} <1—4,0ona
x4+ 6] — [x— 8] = [{x} + ] - [{x} — ]
etcomme 0 < {x}+é6<let0O<{x}—-06<{x}+0<1 alors

[{x} +0] = [{x} — 6] = 0 donc [x + 4] — [x — 6] = 0.

® Si||x|=0alors {x} =éou{x} =1-9, donc pour {x} = J trouve
[x+6] —[x—06] =0,etpour {x} =1—Jonalx+J]—[x—4] =1
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]

1
Définition 2.4. Pour tout nombre complexe s tel que Re(s) > 1, la série Z — est conver-
n=1M"
gente, et sa somme est la fonction zéta de Riemann notée {(s). Cette fonction verzﬁer l'égalité

suivante :

) =] (1 _ l) T Re(s) > 1

ps
le mombre a droit est le produit eulérien de la fonction zéta, ([6]]).

Théoréme 2.1. Soit k > 2 un entier, on a

Y m(n) = ﬁ +0 (xl/k) ,

n<x
tel que ( est la fonction zéta de Riemann.

Démonstration. On a

You(m) =) Y ud =) wud ) 1

n<x n<x gk|n d<xl/k k<x/dk

= ¥ w5 = ¥ w@(5+0m)

dgxl/k dgxl/k

—x Y %HDQ y ﬂ(d)!)-

d<xl/k

Comme | u(d) |[< 1, nous avons d’une part :

Y k@< L @< ¥ 1= 2 =2 o),

déxl/k dgxl/k dgxl/k

est d’une autre part | Y u(d) |< x/*.Donc| ¥ u(d) |< x/k, par conséquent

dgxl/k dgxl/k
— H(d) u(d)
o P
X = d>x1/k
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1
et comme O (x Y

— |1 =0 (xl/k) alors
k v
d>x1/k d >

nécyk(n) = ﬁ +0 (xl/k) .

Définition 2.5. Soient N un entier grand et § un réel positif petit tel que 0 < 6 < 1,
et soit f: [N,2N| — R une fonction réguliere. On définie I'ensemble R(f, N, ) par :

R(f/N,8) =t {n € [N,2N]NZ : || f(n) [|< 6}.

Sachant que || x || désigne la distance du réel x a l'ensemble Z.

Remarque 2.2. (voir [3],[4]) Soient f : [N,2N] — R et & un nombre réel, et N un entier
. On peut écrire R (f, N,0) comme suit

R(f,N,8):=t{n € [N,2N]NZ,Im e Z,| f(n) —m |< 5}.

On remarque que si & suffisamment trés petit, le nombre R (f,N,5) compte le nombre des
points entiers (n, m) qui sont plus proches de la courbe d’équation y = f(x).
Si 0 suffisamment tres petite et y = f(x) tel que N < x < 2N alors

y 1= ), r 1

P T N<n<2N f(n)—5<m<f(n)+é
= ), (f(m)+¢]—[f(n)=d]),
N<n<2N
donc
RN =), (fm)+68)—=[f(n)=o)— Y. ([f(n)+6]—[f(n)—23])
N<n<2N I f(n)]|=6
= ), (fm+d-[fm) =)~ Y ([f(n)+d—L[f(n)—2])
N<n<2N I f(n)l|=6

On a les résultats suivants
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lemme 2.1. Soient f : [N,2N| — R une fonction réquliére et 5 , 6, deux nombres réels tels
que :
0<s< % et (On)n une suite des nombres réels tel que n € [N,2N] et 0 < 6, < 6. Ona

([f(n) + 6] = [f(n) = 6u]) S R(f.N,8) <}, ([f(n)+6] = [f(n) —3])

N<n<2N N<n<2N

Démonstration. On écrit, d’apres proposition (2.3

Y, (fm+a]-[fm)—a)= Y} 1+ ) ([f(n)+d]—[f(n)—du])

N<n<2N N<n<2N N<n<2N

llf(n)||<én If(m)l|=én

< Y 1<R(f,N,9).
F o 1<0n

= ), (fm)+é]—[f(n)—4])
N<n<2N

- NZ ([f(n) + 6] = [f(n) —0])
F =3

< ). (fm)+68—[f(n)—4d)).
N<n<2N

lemme 2.2. (voir [2]) Soient M un nombre réel et f(n), 6(n) deux fonctions tels que § =
maxy<p 0(n)et0<6<1/4.0na

Y ([f(n) +9] = [f(n)]) < maxn<m R (f,N, ) log M. (2.3)
n<mM
Remarque 2.3. (voir [2]) Soient k > 2 un entier, et ¢ := c(k) une constante. Si y =

cx/ %K+ \og x sachant que x est suffisamment grand, alors Uintervalle |x, x + y| contient
des nombres k-free.

Nous présentons maintenant 1'énoncé du résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 2.2. Soient x,y deux nombres réels tel que 2 < y < x, on a la formule asympto-
tique suivante

Kné:xwyz(n) = ﬁ +0 <x1/3 logx) .

tel que yy(n) est la fonction caractéristique des nombres square-free.
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Démonstration. d’apreés théoreme (2.1) on a

ngcliz(”) o)) +O(Vx).

Alors, il vient

Y. ma(n)= ) man)— ) pa(n)

x<n<x+y n<x+y n<x
_Xty -
“ ) POV Ty oV
= 2l O (VAT +O(VA).

Comme y < x alors /7 < y/x donc /¥ = O (y/x) , et de plus
y<x=x+y<2x alors \/x Ty <v2y/x donc x+y=0(/x).

Par conséquent, on a

Y pa(n) = 21 +O(V). (2.4)

x<n<x+y 5(2)

Par suite on a

Y, m(n)= ). Y u@)

x<n<x+y x<n<x+y d2|n
= Y ud Y, 1
d<./x+y x/d?2<k<(x+y)/d?
X+ X
-z o[
d<y/x+y

- (Ee L o L Jo([5- 1)

x<n<x+y d<2\/y  2/j<d</x x<d</xFy
=85 +5+ 53
X+y X .
1. Pour S, = ) d ({ 1— —),lefalt ue
1 dgzﬂu( |2 [ dz} q

[x] = x4+ O(1), on obtient
si= ¥ i) (Fnt - % o)

d<2./y

—y ¥ $+O( Y u@) )

d<2./y d<2/y
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et comme | Z V( JIS X Ju@ < ¥ 1=[2yy]=2/7+0(1)
d<2yy d<2./y
alors on a ] Z y( ) | < /¥ Donc

si=y ¥ M54 0(m) = 7+ OV,

dgz\/y g(z
_ x+y X ) .
2. Pour S3—\/§<d§my(d) ({ 7 ]— [ﬁ}) on obtient :
S3| < 1< J/x+ \/_+1_(V —Vx) (VY +VE)
| 3| \/;<d;\/m XTy— \/W‘i‘\/_

— Yy -1/2
=2 1< 1
N Eaa 2[* yr Tt <Yy

VY

car y < x implique -—= < 1. Dans ce cas, on a

Vx
yx—1/2+1=%\/y+1<\/y+1=0(\/y).

c-a-d S3 = O(/y) Alors

Y= @ (S5 -[5]) rowm.

x<n<x+y 2,/y<d</x

Onaéd = EA < % , alors {x + y] — [i} = 0 out 1 ce qui donne le résultat

42 72 72
y
Ha(n) = =2+ O(Vx). (25)
3. Pour S, = Y u(d) ({x ﬁy] — [%}) on applique le lemme (2.2), on ob-
2,/y<d</x d d

tient

xX+y X
| Sy [ max,y 5N ({ } ) log x.
VI S\/EN<dZ:§2N a? [dz}

Pour estimer la somme S, on utilise le lemme suivant
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lemme 2.3. Soient x, y deux réels tels que 16 < y <

VX

Chapitre 2. Résultat asymptotique sur la fonction uy dans des intervalles courts.

<2y/x.0Ona

Y 2= 2+ O((Ry + Ry) logx + A)
x<n<x+y C(Z)
oit Ry = Ry(A, B) et Ry = Rp(B) définis par
y ¥
Ry = _ R, =
! ArgﬂaléBR<n2’N’ N2> et R ngnzii(BZR( n N, \/W)
Démonstration. On a :
Y pa(n) = o5+ 52+ 0(y) (2.6)
x<n<x+y g( )
Soit
X+ X
Spo= ). u(d) <[ dzy} - [ﬁ]) (2.7)
2,/y<d</x
Alors
x + x
|sz<( Yo+ ) =t - [3)
2,/y<d<A A<d<B B<d<f
x+y] X
<A+ ) ( 7| ﬁ_> 1
A<d<B B<d<\/E x/d2<k< (x+y)/d
x+y [ X
<A+ ) ( el il bl > Y o1
A<d<B Mt B<d<\/E x<kd?<x+y
[x+y B
<A+ ) ( | ﬁ_> Y 1
A<d<B /B2 Vx/k<d<+/(x+y)/k
X+y [ X xX+y X
o 502 B 5 () )
A<d<B az L2 k<2x/ B> k k
X A X y
A — | — —— |1
<A+ mex R (7 N.5p ) logx+ max R (fN m) o8
donc

Sy < A+ (R;+ Rp)logx



alors

Y i = =2+ 0 ((Ry + Ry)logx + A) + O(\/7)

x<n<x+y g(z)
et comme on a \/y < A4, alors ,/y < A. On conclure

Z Uy = L+O((R1+R2)logx+A)
x<n<x+y g(z)

X

Soient k €]N,2N] un entier et 16 < y < . On obtient

of%

y

RN S S S VS S
EVET VR T VR(E RV VERYE)

_ Y YV Y

2vVkx  Vkx  V/Nx
Vx y x+y  Jx_ y
vz <= — /=<
Comme y < 1 :>ﬁ<4,alors . kS UNs
x+y X y y 1
—4/+ < < < =
k k = 2v/Nx /Nx 4
Alors
|S2I<A+ Y, 1+ Y 5
A<d<B k<2x/ B2
donc

car par le lemme (2.2) on a

A<d<B
et
x+y [ x] ) (Zx)
y LA =0 ().
k<2x/B2 ( k k B2

et on pose B = x!/3, on trouve

<

| S2 |= O (logx) + O <x1/3> =0 <x1/3logx) :

—_

N

on obtient
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Alors y
gy = =2+ 0 (x2logx + A),
x<n§x+y 2(2) ( )

et comme A < B = x1/3 alors A < x1/3, donc

_ Yy 1/3 1/3
o= —=~+0(x""logx+x
L=l )

et comme x!/3 < x1/31ogx, alors x!/3 < x'/31log x, donc si x,y vérifiant (2.3), alors
on obtient

Kn;(ﬂ pa(n) = ﬁ +0 <x1/3 log x> : (2.8)

Par la remarque (2.3), on remarque qu'il existe cy > 0 tel que si cpx!/3logx <y <

JE

R alors l'intervalle |x, x + y| contient des nombres square-free. O



Chapitre 3

Résultats asymptotiques pour les
sommes courtes d"une classe de
fonctions arithmétiques

Nous proposons dans ce chapitre, une démonstration d'un théoreme concernant
la valeur moyenne dans des intervalles courts d’une fonction arithmétique multipli-
cative f; telle que cette fonction satisfait aux conditions suivantes : pour tout premier
p, f(p) = 1 et pour tout entier non nul n, 0 < f(n) < 1. Ce théoréeme été publier
en 2002 (voir [8]) et sa correction en 2004 (voir [9]). Notons que, le méme auteur, il
a généralisé ces résultats précédents a une classe plus large de fonctions multiplica-
tives, et cela dans deux articles en 2013 et 2015. Dans la preuve, il a utilisé la théorie
récente des points entiers pres des courbes lisses développées par Huxley-Sargos et
Filaseta-Trifonov.

On note par M, I’ensemble des fonctions multiplicatives qui satisfaisant aux condi-
tions suivantes

0<f(n)<1 pour tout nombre entier n.
f(p)=1 pour tout nombre premier p.

Si f € M, on pose

31
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Théoreme 3.1. Soient €,co > 0et 2 < y < cox'/? des réels. Alorssi f € M, et si x — 0.
on a

Y. f(n)=yP(f)+0 <x1/15+ey%>

x<n<x+y

La preuve du théoreme (3.1) repose sur les lemmes suivants :
lemme 3.1. Si f est une fonction de M et z > 1 un nombre réel, alors on a

.a) ¥ 1<3212, b ¥ 1<8712

n<z n>z
n—=2full n—2full

2. Y | (f*p) <322 et & M<8z_1/2.

n<z n>z n

Démonstration.

(a) Pour tout entier n square-full, on pose n = a?b tels que a et b deux entiers
avec b est square-free ( sans facteurs carrés). Donc on a

Li=YisyYi=% 1

n<z 2p3 < 2p3 < 3< 2L 2
w2 full Z—zﬁé a’b3<z b3<z a <3

Y ¥ i<y v

3 1
b<vZ" a<, /35 b<z3
o0

Y. b” 2(5).
b=1

Nl—=

NIw

[T
w

<z =2z

N

Pour ¢ > 1, on utilise la majoration de la fonction zéta suivante {(0) <

3 3
Ui 1 (voir [13]) par conséquent si o = 5 on obtient C(E) < 55— =3

Donc il vient
Yy 1<3:2

n<z
n—2full
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(b) Soit S > z un nombre réel, on a

1 1 1 1 1
) DI~ S DR & D DI~ S D
n s;u<anre§ffull b<z!/3 " /zb-3<a<V/Sh3 Z1/3<b<S1/3 7 q<\/Sp3
1 P 1

<2Zﬁl/2 Z m‘i‘zbz b_3

b<z1/3 >z1/3

1 g2
<6z7 + ?272/3 < 82712,

2. On pose ¢ := f * u. Comme f € M, alors pour tout premier p on a f(p) = 1,
donc

=Y f@u (%) = fup) + fpr)

Par la multiplicativité de la fonction g et la factorisation canonique de I’entier
square-free n; > 1 on trouve | ¢(n1) |=0.

Pour tout entier positif 1, on peut le écrire sous la forme unique n = nyny, tels
que np est square-free et ny est square-full avec (n1,1,) = 1. Par conséquent on
a:

(a) g(n) = g(n1)g(ny) =0 car ny est square-free.
(b) g(n) #0 sisoitn =1ornest2-fulletn > 1.

Donc on a
Yl lmy< ) 1<3272
n<z n<z
n squere— full
et

LA TGS R S

n>z n>z
n squere— full

]

lemme 3.2. Soient k > 1 un entier et € > 0 un nombre réel fixé . Alors, pour tout entier

positif d, on obtient
21/6

2
< €/k
Ay (d) < (ee 10g2) a
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Démonstration.

On sait que, pour tout € > 0, il existe c(e) > 0 tel que d(m) < c(e)m® pour tout
entier m (voir [10]), et comme tout entier d > 2, on peut le représenter sous l'unique
forme d = gm* avec q un entier k — free, alors on a

e/k
d(y(d) = d(m) < c(e)m® = c(e) (g) < c(e)d<’k,
Donc pour certain € on peut choisir ¢(€) := 22¢ (eelog 2)_21/6 : O

Points entiers au voisinage d’une courbe plane de classe C"
Soienta € R, N un entier > 2; f: [a,a + N| — R une fonction de classe C" (n > 2)
et 6 un nombre réel petit. On pose

Fa:{(x,y) e]R2|a<x<a+N, |y — f(x) |<5}

) R(f,N,(S):R(FU):ﬁ<FUﬂZZ>

Dans les problemes des points entiers au voisinage d’une courbe, on cherche des
majorations de la forme

R (f,N,d) < N + N&Pr + termes secondaires,

avec I'hypothese | () (x) [< Ax tel que N < x < 2N ot Ay est un réel positif "petit".
On trouve dans l’article (voir [3]) , les résultats suivants :

Xy dans le cas o1 0 < 6 < 1/4 . On résume ces

B SV Y
résultats dans les lemmes suivants

lemme 3.3. (voir [3]) Soient & > 0 un nombre réel et f € C*(JN,2N] — R) tel que, il
existe un nombre réel Ay > 0, vérifiant

| F9 () 1= A
pour tout nombre réel x €|N,2N]. On a

1. Sik>2

2 2
R(f,N,8) < NATED L NTED 4 (A1) + 1.
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2.8 k>5et]| f*V(x) |x M1 = NA, pour tout réel N < x < 2Net Ap_4
suffisamment petit on a :

(fN5)<<NAk"11+N(5k1k2 + (BA)FT 4 1.

lemme 3.4. (voir [g]) Soit k > 2 un entier et x,co > 0, & > 0 des nombres réels tels que
NF-15 < cpet N < xk, alors on a

25
R (ik, N, 5) < xﬁ + xéklﬁéN&ékﬁ% 1.
n

Démonstration. (du théoreme (3.1)) On pose g = f*u.Ona

Y, flm= ) Y=} gd ) 1

x<n<x+y x<n<x+y dn d<x+y x/d<k<x+y/d

= ). gl ({

d<x+y

- s ([25]- [2])+ z o ([5]-[)

<y y<d<x+y

=514+ 5.

1. Pour S; on obtient

=L ([ [3)

a<y
x+ X (d)
ZZg(d>< 2 -2+0 )—ngT+O< !g(d)|>-
a<y da< a<y
D’aprés le lemme (3.1), on a | g(d) [< 1,donc ¥ | g(d) |< T 1< 3y'/?, alors

<y A<y

O ( Y | g(d) \) = O (y!/?), par conséquent
A<y

512y2¥+0(”2> i% (é'g(j)')JrO(y”z).
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Par le lemme (3.1), et comme ) [s@) ] < 8y~ 1/2,onobtient O [y © L@ _
iy 4 iy d

@) (yl/z) . Donc il vient

On pose h(d) = @ Par la formule du produit eulérien (voir [11]), on a

d

o0

Y ord)=]] <1 —f-;h(p“)) _ 1;[ <1 n i g(zz:"))

n=1 p a=1 p
_ v () (PY)
(L)
et comme
(Fem () = ¥ fldm (2
T ran ()
= fOup) + fP)u* ) +...+ F* Dulp) + F(p*)u(1)
= f(p") = f(p* 1)
alors
s =TT (143 £ —{(p%l)) Lo
p a=1
_ - f(r") f(r* ) 1/2
(s B R0 >+o(y )
_ o f(P")  w f(P")
_yI;[ 1+a§7—0§)p“+1 +o<y1/z)
_ wm_lwf(i?“) 1/2
(e R S >+o(y )
_ _1 Oof(P“)_l 1/2
_yl;[ 1+(1 p); o p>+O(y )
_ 1 o f(p*) 1/2
_yl;[ (1 p) <1+D;1 e >>+O(y )

=yP(f) +O(y'?).
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2. Pour la deuxiéme somme, on a

= ¥ (|55 -[3)

y<d<x+y
xX+y X
5| < s (|5 -[3)-
Py el
d square—full
On pose d = a%b3 tel que u%(b) = 1, alors on obtient
P que p

i< T 1@l (5] - [R])-

y<a?b3<x+y

On remarque que si a*b> >y (y = y*/5y3/5) alors cela implique

2/5, alors a > y'/°

at >y
ou
b® > y3/3, alors b > y'/5.

Pour a > y'/°

(x+y)a—? xa~?
5] < (| - ,
yL/5 <a< (x+y)1/2 ( <§£ 1/3 b3 b3

et comme
(x y)z‘z xa—2 .
b3 b3
; 5 < (r4y)a=?

on a

1/3 1/3
y x+y
() <=(%)

a a b3
= 1
= 1
"2<nz<:"+2y b;;
a ﬁ%>1/3<b<<§%¥>1/3
de plus comme Y 1 < d3)(n). Alors
b3|n
(ﬁ%>1/3<b<<%£1>1/3
| S2] < Y. dan) (3.1)
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de méme pour b >y

donc

1/5

[ S2 | < )

1/5<p< 1/3 it
Yo <b<(x+y) /bls<a< /T3y

Alors on a

| Sy | <

y1/5<b<(x+y)1/3 x <n<7

D’autre part on a Y.

y/3<a<(2y)'?

Alors

y/P<b<(2y)'?

)y + X

| S2 [< Y.

y1/5<b<(2y)1/3 “C <7’l<x+y

Y D

y1/5<a< (2y)1/2 X <n

on a

yl/5<a< (x+y)1/2 X <n

(2)'P<b<(xty)'? ) F<n

(Zy)1/2<a<(x+y)1/3

arithmétiques

(x+y2)b_31 - [xbj])

d(p)(n). (3-2)

Z d(3)(ﬂ)

X+y
a2

Y dpy(n)+
<

+y
b3

)3 Y, dpn)

) P<b<(xy) V<<

2 d(3) (7’1)

(212 <a<(x4y) V2 5 an<ZY



39

1S <Y +)Y +)Y +)..
1 4

2 3

Pour les deux sommes ) et }_ on utilise le lemme (3.2), et pour y < x, donc

1 3
% < 2,alors x +y < 2x = O(x), donc (x +y)¢ < x¢,

Y g4
X

ce qui implique

X € x€
TZ€<< —er) <<ﬁ<<ex€.

Alors on obtient

wr E (E)-6)

/3 <b<(29)112

de plus

=
+
<
| S
|
le =
~_

2
yL/5<a<(2y)1/2 ({ a

)

e x€

yl/5<a<(2y)1/2 (l
Par conséquent

IO I VN (- it RS o (- B 1)

y1/5<b< (2y)1/3

<x6y( )3

b>yl/5 a>yl/5



Chapitre 3. Résultats asymptotiques pour les sommes courtes d’une classe de fonctions
arithmétiques

1 1
etona ¥ ==0(y ") et ¥ —=0(y "), alors
b>yl/5 b a>yl/5 @

Z+Z <. yxezy—l/S <. y4/5x€.
1 3

Pour la somme ), on a

2
; —~ ) Y, dgn)

(2y)1/3<b<(x+y)1/3 x< <x+y

et d’apres le lemme (2.2), tel que log x < 2(ee)'x%, on a

; = )3 Y. dpn)

1/3 X+
(29)! P <b<(x4y)1/? F<n<

coi 5 (-
(2y)1/3<b< (x+y)1/3

< cle)x? (2y)1/3<r%2)((x+y)1/3 R <%, B, %) log x

< 22" (eelog 2)_21/€ 2y1/3<1§1<a(>;+y)1/3 R (%, B, %) 2(e€)'x?

<ot 2y1/3<IBn<a(>;+y)1/3R (b3’B - > !

1
tel que ¢ = 22" (eelog2) "% 2(ee) L.
Par le Lemme (3.3), la partie (i) avec k = 3, on obtient

R () <o () s () e

et comme on a A3 =< xB~°, on obtient

1/3
; < xe (Bx1/6B +B <g3> —|—y1/3x1/3B—{—1)

< x€ <x1/6 +y1/3> , tel que y > x5

Pour la derniére somme ¥, si y < cox'/? tel que ¢y suffisamment petit on
4
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applique le lemme (3.3) et le lemme (3.4) on obtient

; = )3 Y, dn)

(@) <a<(xty)'? H<n<HY
X
< cle)x/3 max R ( A, y2) + max R (—2,A, %) :
(2y)1/2< A<yl A caly<A<(x+y)l/2 a A

D’apres le lemme (3.4) avec k =2 on a

R ( A, 131/2) < x1/5 4 115y A5/ =2 = y1/5 4 1/15, 4-1/3,

Pour A = ¢, 1y on trouve

max R ( A, y2> < x5 M5y 13 = 1/5 4 2171523
6 'y<A<(xty)'? A

et par le lemme (3.3), avec k = 3 il vient

R (5.4, 45) < AN/*+ 4 <yA_2>1/3+ (%A§1>1/3+1.

Comme A3 < xA~% et A = ¢, 'y, on trouve

1/6
Y LR (A ) <A(xAT) T Ay PATR 1y A
2y <A<y Y

< yxl/6y75/6+yyl/3y72/3+x71/3y4/3+1
< x1/6y1/6+y2/3 +y4/3x—1/3+1
< (xy)1/6++y2/3+y4/3x71/3,

par conséquent, on a

Z<< € < 1/6+x1/5+x1/15y2/3)

Finalement, on a
Sy <o x€ <x1/15y2/3 A5 4 ()6 + x5 4 x1/6 +y1/3>
et par les calculs on a I'estimation suivante
X/18Y2/3 L yA/5 ()16 4 x1/5 4 x1/6 1 173 5 1/15,2/3 4 4475

en effet,
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1/3 1/15,,2/3 4/5 _ 1/15 (,,1/3\2 4/5

1/6 < x1/15 1/5

y?/3 +y*/5 comme y < x'/° on a

* (xy)
2 1 1
x1/6 < x1/15y3=4 4 yi—6 < x1/15,1/2 4 19/30
< x1/15x1/10 + x19/150 — x5/30 + x19/150

4_
5

< x1/6 +x19/150.

x1/5 < x1/15y2/3+y4/5 < x1/15x2/15+x4/25 < x1/5_|_x4/25.

° x1/6 < x1/15y2/3+y4/5 < x1/15x2/5+x4/25 < x1/5+x4/25.

on conclure
Sy <o x€ <x1/15y2/3 Jr}/4/5> siy > x5,

Comme y < cox!/2 alors y*/> < x1/152/3 est équivalent a y*/572/3 < x1/15 c-a-d
y?/15 < x1/15 = 42 < x. Dong, y < x'/2. On déduit

Sy e x1/15+€y2/3,

Par conséquent

Y. f(n) =S14 S =yP(f) + Oc(y'/?) + Oc (x1/15+€y2/3)

x<n<x+y

— yP(f) + Oe (x1/15+ey2/3) .

D’autre part si y < x/5, on a y < x/1%y%/3 et alors

Y f(n) —yP(f) <y < xR

x<n<x+y

Application

On applique directement le théoreme du chapitre précédent sur la fonction arith-
métique définie par
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tels que d(n), d*(n) sont le nombre de diviseurs et le nombre de diviseurs unitaires
de l'entier positif n ¢a veut dire

&)=Y 1.
dln

(@1)=1

La fonction f est multiplicative, et pour tout premier p on a f(p) = 1 et comme
d*(n) <d(n),alors 0 < f(n) < 1. Par conséquent, la fonction f satisfait aux conditions
du théoreme (3.1). Alors on a la formule asymptotique suivante

Y f(n) =yP(f) +Oc (x5 y2)

x<n<x+y

On sait que d*(p*) =2, et d(p*) = a + 1, donc
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