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Résumé
L’objectif de ce mémoire est savoir la méthode de ADM qui est une méthode numérique pour
résoudre les équations di�érentielles d’ordre fractionnaires (au sens de Caputo), elle a été pro-
posée par George Adomian en (1923-1996).

Mots clés : Équation Di�érentielles, Dérivée au sens de Caputo, Méthode de décomposition
Adomian, Polynômes Adomian.

Abstract
The objective of this memory is know with the method of Adomian Decomposition Method is a
numerical method to solve the fractional order di�erential equations(in the sense of Caputo),
it is proposed by George Adomian in (1923-1996).

Keywords : di�erential equations, Derivative in the Caputo sense, Adomian Decomposition
Method, Adomian Polynomials.
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Introduction

Le concept de calcul fractionnaire est un ancien sujet, leur but est de prolonger la déri-
vation ou l’intégration d’ordre fractionnaire en utilisant non seulement un ordre entier mais
également des ordres non entiers. De nombreuses tentatives pour résoudre les équations fai-
sant intervenir di�érents types d’opérateurs d’ordre non entier peuvent être trouvées dans la
littérature. Une liste des mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au calcul
fractionnaire jusqu’au milieu du 20ème siècle.

Durant les dernières années, les équations di�érentielles d’ordre fractionnaires ont trouvés
des applications dans beaucoup des problèmes en physique. Comme la plupart du temps, ces
équations di�érentielles d’ordre fractionnaires ne peuvent être résolue exactement Sur cette
base, de nombreux chercheurs dans divers domaines étaient désireux de donner et de modé-
liser de nombreuses méthodes approximatives et quelques méthodes analytiques doivent être
utilisées pour résoudre des problèmes non linéaires incluent ADM.

La méthode ADM consiste en calculer les solutions des équations sous la forme d’une série
in�nie convergente vers la solution du problème donné.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres.
Le premier chapitre est une introduction sur notion de base des fonction, et aussi on parle sur
l’intégrale et la dérivée fractionnaire, on s’intéresse à la dérivée au sens Caputo lesquels ont
été utilisés dans les prochains chapitres de mémoire.

Dans deuxième chapitre, nous parlerons de la méthode de décomposition d’Adomian (le prin-
cipe, les polynômes Adomian et la convergente,..) à l’aide des théorèmes et quelques exemples
illustratif.

Le troisième chapitre, nous étudierons par la méthode ADM des équations di�érentielles frac-
tionnaire de Riccati, des équations aux dérivés partielles et aussi des systèmes d’équations
di�érentielles fractionnaire et on terminera par une comparaison numérique entre la solution
approximative et la solution exacte.
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Chapitre 1

Préliminaire

1 Fonctions spéciales

1.1 Fonction Gamma d’Euler

Permet des fonctions fondamentales qui interviennent dans la dé�nition de la notion de
l’intégration et de la notion de dérivation fractionnaires, la fonction Gamma d’ Euler qui géné-
ralise le factoriel d’un entier.

Dé�nition 1.1. La fonction Gamma-d’Euler est dé�nie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =

∫ ∞
0

e−xxα−1dx, (Re(α) > 0), (α ∈ C) (1.1)

avec Γ(1) = 1, Γ(0) = +∞.

Proposition 1.1. La fonction Gamma est bien dé�nie pour tout (Re(α) > 0), où (α ∈ C)

Preuve 1.1. On va étudier la convergence de l’intégrale Γ(α) =
∫∞

0
e−xxα−1dx

Si α = 1 on a :
Γ(1) =

∫ ∞
0

e−xdx = 1.

Si α > 1 on a :

Γ(α) =

∫ ∞
0

e−xxα−1dx =

∫ A

0

e−xxα−1dx+

∫ ∞
A

e−xxα−1dx

3



Préliminaire

On a la première intégrale existe(bien dé�nie)car xα−1e−x continue sur [0,A],

il reste à montre que la deuxième intégral est bien dé�nie.

on a : limx−→∞ x
2xα−1e−x = 0⇒ ∀ε > 0,∃B(ε) > 0;x > B(ε)⇒ x2xα−1e−x < ε

pour ε = 1,∃B(1) > 0,∀x > B(1) on a : xα−1e−x < 1
x2
;

comme
∫ +∞
A

1
x2
dx existe, il en résulte que l’intégrale

∫ +∞
A

xα−1e−xdx existe.

d’où Γ(α) est bien dé�nie.

Si 0 < α < 1 on a :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx =

∫ A

0

xα−1e−xdx+

∫ +∞

A

xα−1e−xdx

l’intégrale
∫ +∞
A

xα−1e−xdx existe(même preuve que α > 1), et pour l’intégrale
∫ A

0
xα−1e−x

on a : ∫ A

0

xα−1e−xdx <

∫ A

0

xα−1dx =
Aα

α

est converge, on déduit que :∫ A

0

xα−1e−xdx existe

alors, Γ(α) est bien dé�nie pour tout α > 0.

Propriétés de la fonction Gamma :

• Γ(α + 1) = αΓ(α), on utilisant l’intégrale par partie, en e�et :

Γ(α + 1) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx = [−xαe−x]∞0 + α

∫ +∞

0

xα−1e−xdx = αΓ(α).

la fonction Gamma généralise le factoriel d’un entier, il su�t de prendre α = n, pour
avoir Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N.

• n! = Γ(n+ 1)

Master 2 AMA 4



Préliminaire

• 0! = Γ(1) =
∫ +∞

0
x0e−xdx =

∫ +∞
0

e−xdx = 1

• 1! = Γ(2) =
∫ +∞

0
xe−xdx = [−xe−x]+∞0 +

∫ +∞
0

e−x = 1

Prolongement analytique :

On dé�nie par le principe du prolongement analytique, la fonction Gamma au valeur de α
négative sans zéro (α ∈ C \ Z−), comme suit :

−1 < α < 0⇔ 0 < α + 1 < 1

αΓ(α) = Γ(α + 1)

Γ(α) =
Γ(α + 1)

α

On procède de proche en proche alors pour :

−n− 1 < α < −n⇔ 0 < α + n+ 1 < 1 n ∈ N∗

Γ(α + n+ 1) = (α + n)Γ(α + n)

= (α + n)(α + n− 1)Γ(α + n− 1)

= (α + n)(α + n− 1)...(α + 1)αΓ(α)

⇒ Γ(α) =
Γ(α + n+ 1)

(α + n)(α + n− 1)...(α + 1)α
par prolongement analytique, on a vu qu’on peut dé�nir Γ(α), pour α ∈ C \ {Z−}

1.2 Fonction Bêta d’Euler
Dé�nition 1.2. On dé�nit la fonction Bêta d’Euler par la formule d’intégration suivant :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt , Re(x) > 0, Re(y) > 0

Propriété de la fonction Bêta d’Euler :

pour tout x, y, tels que, Re(x) > 0, Re(y) > 0 et m,n ∈ N∗ on a quelques Propriétés pour la

Master 2 AMA 5



Préliminaire

fonction Bêta d’Euler

1. B(x, y) = B(y, x)

2. la fonction Gamma et la fonction Bêta sont liées par la relation suivante :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Preuve de propriété 2 :

On donne l’expression de la fonction Bêta en coordonnés polaires.

on pose t = (sinθ)2 ⇒ dt = 2cos(θ)sin(θ)dθ.

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt = 2

∫ π/2

0

(sinθ)2x−1(cosθ)2y−1dθ.

on commence maintenant par la première propriété :

Γ(x)Γ(y) =
∫ +∞

0
ux−1e−udu

∫ +∞
0

vy−1e−vdv =
∫ +∞

0

∫ +∞
0

ux−1vy−1e−(u+v)du dv.

pour :
∫ +∞

0
ux−1e−udu, on pose u = t2.

et pour :
∫ +∞

0
vy−1e−vdv, on pose v = s2.

on obtient :
Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

t2x−1s2y−1e−(s2+t2)ds dt.

on pose : t = rcosθ, s = rsinθ

Γ(x)Γ(y) =

(
2

∫ +∞

0

r2x−1r2y−1re−r
2

dr

)(
2

∫ +∞

0

(cosθ)2x−1(sinθ)2y−1dθ

)

=

(
2

∫ +∞

0

r2x−1r2y−1re−r
2

dr

)
B(x, y)

on pose : r2 = R

Γ(x)Γ(y) =

(∫ +∞

0

R(x+y)−1e−RdR

)
B(x, y)

Master 2 AMA 6



Préliminaire

Γ(x)Γ(y) = Γ(x+ y)B(x, y)

d’où le résultat.

2 L’intégrale et la dérivée fractionnaire au sens deRiemann-
Liouville
Dé�nition 1.3. Soit f ∈ L1([a, b]), l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la

fonction f d’ordre α ∈ C(Re(α) > 0) notée par Iαa f est dé�nie par :

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt (1.2)

où x > a et Γ(α) est la fonction Gamma donnée par (1.1).

Exemple 1.1. Soient α > 0, β > −1 et f(x) = (s− a)β , alors on a

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt (1.3)

En utilisant le changement de variable suivante :

t = a+ (x− a)y et (0 ≤ y ≤ 1)

Alors l’équation (1.3) devient∫ x

a

|(Iαa f)(x)|dx =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− (a+ (x− a)y))α−1(a+ (x− a)− a)βd(a+ (x− a)y)

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

[(x− a)(1− y)]α−1(x− a)β+1yβdy

=
(x− a)α+1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1yβdy

=
(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1y(β+1)−1dy

Master 2 AMA 7



Préliminaire

D’après la dé�nition de la fonction Bêta et la propriété on obtient

(Iαa f)(x) =
(x− a)α+β

Γ(α)
β(α, β + 1)

=
(x− a)α+β

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)β+α

donc
(Iαa (t− a)β)(x) =

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)β+α (1.4)

Exemple 1.2. Soit f(x) = xβ , β > −1 on a

(Iαa f)(x) := Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1tβdt (1.5)

En fait le changement de variable t = xv, (1.5) devinent

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− v)α−1(xv)βxdv (1.6)

En introduisant la dé�nition de la fonction Bêta et utilisant la relation (1.3) on trouve

Iαa f(x) =
xβ+α

Γ(α)

∫ 1

0

(1− v)α−1vβdv

=
xβ+α

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
xα+β.

3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 1.4. Soit α ∈]m− 1,m[ et supposons que f une fonction de classe Cm([a, b]),
la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo de la fonction f notée (CDαa f) est dé�nie
par.

(CDα
a )(x) = Im−αa (f (m))(x)

=
1

Γ(m− α)

∫ x

a

(x− t)m−α−1f (m)(t)dt.

Master 2 AMA 8



Préliminaire

Proposition 1.2. La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo possède les propriétés
suivants :

1. CDα
a ◦ Iαa (f)(x) = f(x)

2. (Iαa ◦c Dα
a )(f)(x) = f(x)−

∑m−1
j=0

f (j)(a)

j!
(x− a)j

3. Si 0 ≤ α, β ≤ 1, avec α + β ≤ 1 et si f ∈ C1 alors :

(CDα
a ◦C Dβ

a )(f)(x) = (CDβ
a ◦C Dα

a )(f)(x) = (CDα+β
a )(f)(x)

Preuve 1.2. Si f est une fonction continue on a

1.CDα
a ◦ Iαa (f)(x) = Im−αa

[(
d

dx

)m
(Iαa f)(x)

]
= Im−αa

[(
d

dx

)m(
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt

)]
= Im−αa

[
1

Γ(α)

∫ x

a

Γ(α)

Γ(α−m)
(x− t)α−1−mf(t)dt

]
= Im−αa

[
1

Γ(α−m)

∫ x

a

(x− t)(α−m)−1f(t)dt

]
= (Im−αa

[
Iα−ma f

]
)(x)

= I0
af(x)

= f(x)

2. Iαa [CDα
a f ](x) = Iαa [Im−αa f (m)(x)]

= Ima f
(m)(x)

D’abord on montre que

Ima f
(m)(x) = f(x)−

m−1∑
j=0

f (j)(a)(x− a)j

j!

L’égalité précédente a été obtenue après m intégration par parties et pour montrer ça on fait la
démonstration par récurrence, on obtient

Master 2 AMA 9



Préliminaire

pourm = 1

f(x)− f (0)(a)(x− a)0

0!
=
(
I1
af
′) (x)

supposons qu’elle est véri�e pourm et montre qu’elle est vrai pour l’étapem+ 1, dans la suite
on prend f ′(x) = g(x)[
Im+1
a fm+1

]
(x) = I1

a

[
Ima g

(m)
]

(x)

= I1
a

[
g(x)−

m−1∑
j=0

g(j)(a)(x− a)j

j!

]

=

∫ x

a

g(t)dt−
m−1∑
j=0

g(j)(a)(x− a)j+1

j + 1!

=

∫ x

a

f ′(t)dt−
m−1∑
j=0

f (j+1)(a)(x− a)j+1

(j + 1)!

= f(x)− f(a)−
m∑
j=1

f (j)(a)(x− a)j

j!

= f(x)−
m∑
j=0

f (j)(a)(x− a)j

j!

3. (CDα
a ◦C Dβ

a )f = ((I1−α
a ◦D1) ◦ (I1−β

a ◦D1))f

=
(
I1−α−β
a ◦ Iβa ◦D1 ◦ I1−β

a ◦D1
)
f

=
(
I1−α−β
a ◦C D1−β

a ◦ I1−β
a ◦D1

)
f

= (I1−(α+β) ◦D1)f

= CDα+β
a

Exemple 1.3. Soit la fonction f(x) = (x− a)β avec β ≤ 0, on a

CDα
a f(x) =

 0 si β ∈ 0, 1, 2, . . . ,m− 1
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α si β > n− 1

En particulier si f est constante sur [a, b], alors

CDα
a f(x) = 0

Master 2 AMA 10



Chapitre 2

La méthode de décomposition
d’Adomian

La méthode de décomposition d’Adomian (ADM) a été appliquée à des classes très larges
des problèmes dans nombreux domaines, comme les mathématiques, la physique, la biologie
etc...

cette méthode permet de résoudre les équations fonctionnelles de di�érents types. L’avan-
tage de cette méthode est qu’elle permet de résoudre le problème considère par un schéma
directe.

Dans ce chapitre, je vais exposer le principe de cette méthode, je présentais la méthode pra-
tique de calcul des polynômes d’Adomian, ensuite je parlerais de la convergence de la méthode.

1 Principe générale de ADM

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, considérons l’équation di�érentielle non
linéaire suivante :

Au = g (2.1)

Où A : est un opérateur di�érentiel contenant des termes linéaires et non linéaires. Le terme
linéaire est généralement décompose en (L+R), où L est un opérateur inversible et R repré-
sente le reste de l’équation (2.1). Dans ces conditions l’équation précédente peut s’écrire de la
forme suivante :

Lu+Nu+Ru = g

11



La méthode de décomposition d’Adomian

Avec :
Nu : le terme non linéaire, u est la fonction inconnue, g est une fonction donnée.
On prend L−1 aux deux côtés de l’équation (2.1) (après la décomposition), on obtient

L−1(Lu+Nu+Ru) = L−1g

L−1L(u) = L−1g − L−1N(u)− L−1R(u)

D’où
u = L−1(g)− L−1N(u)− L−1R(u) + φ (2.2)

Où φ est obtenue à partir des conditions initiales où des conditions aux limités.
La méthode d’Adomian consiste à chercher la solution u sous la forme d’une séries :

u =
∞∑
n=0

un (2.3)

et à décomposé le terme non linéaire Nu sous forme d’une série Nu =
∑∞

n=0An, où les An
sont des polynômes qui dépendent de u0, u1, . . . , un, appelés les polynômes Adomian.

En remplaçant u dans l’équation (2.2), on obtient

∞∑
n=0

un = L−1g − L−1

∞∑
n=0

An − L−1

∞∑
n=0

R(un) + φ (2.4)

Maintenant, à partir de l’équation (2.4), on peut obtenir l’algorithme de solution comme suit :

u0 = φ+ L−1(g)

u1 = L−1R(u0)− L−1(A0)

u2 = L−1R(u1)− L−1(A1)

...
un+1 = −L−1R(un)− L−1(An)

Étant donné u0, les autres termes de u peuvent être déterminer respectivement. Si un terme de
un est égale à zéro alors les termes suivants sont tous des zéro .
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2 Les polynômes Adomian

Dé�nition 2.1. Les polynômes d’Adomian sont dé�nis par la formule suivante :
A0(u0) = N(u0)

An(u0, u1, u2, . . . , un) =
1

n!

[
dn

dλn
[N(
∑n

i=0 λ
iui)]

]
|λ=0

, n = 0, 1, 2, . . .
(2.5)

La formule proposée par G.Adomian en 1992 pour le calcul des polynômes d’Adomian
(An)n≥0 est la suivante :[1]

A0(u0) = N(u0)

A1(u0, u1) = u1
∂

∂u
N(u0).

A2(u0, u1, u2) = u2
∂

∂u
N(u0) +

1

2!
u2

1

∂2

∂u2
N(u0).

A3(u0, u1, u2, u3) = u3
∂

∂u
N(u0) + u1u2

∂2

∂u2
N(u0) +

1

3!
u3

1

∂3

∂u3
N(u0).

. . .

Cette formule s’écrit sous la forme :

An =
n∑
v=0

c(v, n)N (v)(u0), n ≥ 1. (2.6)

où c(v, n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des v termes ui dont la
somme des indices i est égales à n;m étant le nombre de répétitions des mêmes termes dans le
produit.
La relation (2.6) permet de trouver les polynômes An, mais en pratique, il est di�cile de les dé-
terminer quand n devient grand (n > 5). Par la suite d’autres formule ont été proposées mais
elles s’avèrent ine�caces en pratique vu leur complexité d’une part et l’absence de justi�cation
de l’écriture de ces formules d’autre part.

C’est dans les années 1994 que K.Abbaoui propose et démontre une formule récurrente
pratique de calcul des An.
La formule d’Abbaoui est déduite de la relation (2.5) donnée dans la dé�nition des polynômes
d’Adomian.
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Les autres formules des polynômes d’Adomian :

1. Les polynômes d’Adomian sont déterminés à partir des formules suivantes :

A0(u0) = N(u0)

An(u0, u1, . . . , un) =
∑
|nk|=n

N (|k|)(u0)
uk

k!
, n ≥ 1. (2.7)

où

uk = uk11 u
k2
2 . . . uknn ,

k! = k1!k2! . . . kn!,

|nk| = k1 + 2k2 + · · ·+ nkn.

2. La formule suivante permet également de déterminer les polynômes d’Adomian :

A0(u0) = N(u0)

An(u0, u1, . . . , un) =
∑

α1+α2+···+αn=n

N (α1)u0
u

(α1−α2)
1

(α1 − α2)!
· · ·

u
(αn−1−αn)
n−1

(αn−1 − αn)!

uαnn
αn!

, n ≥ 1. (2.8)

3. La formule suivante est aussi permet de déterminer Les polynômes d’Adomian :

A0(u0) = N(u0)

An+1 =
1

n+ 1

n∑
k=0

(k + 1)uk+1
∂Ak
∂uk

, n ≥ 1. (2.9)

2.1 Exemples

Exemple 2.1. On considère le problème suivant :{
u′ + u2 = 0

u(0) = 1

On a

L(u) = u′ =
du

dx
⇒ L−1(Lu) =

∫ x

0

u′(s)ds
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et
u′ = −u2 /N(u) = u2

donc

L−1u′ = L−1(−u2) = −L−1N(u)

u(x)− u(0) = −L−1N(u)⇒ u(x) = u(0)− L−1N(u).

La solution sera donnée par :

u(x) =
∞∑
0

un

et la relation récurrente donnée comme :{
u0 = u(0)

un+1 = −L−1An

avec :

N(u) = u2 =
∞∑
n=0

An

et on appliquant la formule des polynômes d’Adomian An on trouve :

A0 = N(u0) = u2 = 1

A1 = 2u0u1 = −2x

A2 = u2
1 + 2u0u2 = x2 + 2x2 = 3x2

...

Ce qui implique que :

u1 = −
∫ x

0

A0ds =

∫ x

0

(1)ds = −x

u2 = −
∫ x

0

A1ds = −
∫ x

0

(−2s)ds = x2

u3 = −
∫ x

0

A2ds = −
∫ x

0

(3x2)ds = −x3

...
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Ce qui donne :

u(x) =
∞∑
n=0

un = u0 + u1 + u2 + u3 + u4 + · · ·

= 1− x+ x2 − x3 + · · · =
∞∑
n=0

(−x)n =
1

1 + x
.

Sachant que la solution exacte est :

u(x) =
1

1 + x
.

Exemple 2.2. On considère le problème suivant :{
u′ − 2xu = 0

u(0) = 5

On va résoudre le problème par la méthode d’ADM :
l’équation de problème donnée est équivalente à :

L(u) = −R(u) + g

où R(u) = −2xu est le terme linéaire restant et g = 0.

En appliquant L−1 =
∫ x

0
(.)ds aux deux côtés de l’équation de problème on a∫ x

0

(u′)ds = u(s)|x0 = u(x)− u(0) = L−1R(u) + 0

Alors
u(x)− u(0) = L−1(2xu)

et comme y(0) = 5, on a

u(x) =

∫ x

0

(2su(s))ds+ 5

En substituant la série de décomposition u(x) =
∑+∞

n=0 un(x) dans l’équation ci-dessus, on obtient

+∞∑
n=0

un(x) = L−1(−R
+∞∑
n=0

un(x)) + 5
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Ainsi la relation de récurrente est donnée comme suit :{
u0 = 5

un+1 = L−1(2xun)

Alors les quatre premières termes sont donnés a partir de (2.4) (tous les intégrations suivantes sont
trouvées par l’utilisation de l’intégration par parties) :

u0 = 5

u1 = L−1(2su0) = 10

∫ x

0

(s)ds = 10
x2

2
= 5x2

u2 = L−1(2su1) = 10

∫ x

0

(s3)ds = 5
x4

2
= 5

(x2)2

2

u3 = L−1(2su2) = 10L−1(s
(s2)2

2
) = 10

∫ x

0

(
(s5)

2
)ds = 5

∫ x

0

(s5)ds = 5
x6

6
= 5

x6

3!
= 5

(x3)2

3!

u4 = L−1(2su3) = 10L−1(s
s6

6
) = 10L−1(

s7

6
) = 5

∫ x

0

(
s7

3
)ds = 5

x8

24
= 5

(x2)4

24
= 5

(x2)4

4!
...

A partir de l’équation (2.3) on a

u(x) = u0 + u1 + u2 + u3 + u4 + · · ·

u(x) = 5 + 5x2 + 5
(x2)2

2
+ 5

(x3)2

3!
+ 5

(x4)2

4!
+ · · · = 5(

+∞∑
n=0

(x2)n

n!
) = 5ex

2

.

Exemple 2.3. On considère le problème suivant :[11]
∂u

∂t
= x2 − 1

4
(
∂u

∂x
)2

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1
(2.10)

La solution exacte de problème est :

u(x, t) = x2 tanh(t)

On a :
Nu = φ(u) = (

∂u

∂x
)2, g(x, t) = x2, Ru = 0 , Lu =

∂u

∂t
et φ = u(x, 0) = 0
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En calculant maintenant les polynômes d’Adomian dé�nie comme suit :

An =
1

n!

dn

dλn
[φ(

n∑
i=0

λiui)]|λ=0, n = 0, 1, 2, . . .

On trouve :

A0 = φ(
∂u0

∂x
) = (

∂u0

∂x
)2

A1 =
d

dλ
[φ(

∂u0

∂x
+ λ

∂u1

∂x
)]|λ=0 =

∂u1

∂x
φ′(

∂u0

∂x
) = 2

∂u1

∂x

∂u0

∂x

A2 =
1

2

d2

dλ2
[φ(

∂u0

∂x
+ λ

∂u1

∂x
+ λ2∂u2

∂x
)]|λ=0 = (

∂u1

∂x
)2 + 2

∂u2

∂x

∂u0

∂x

A3 =
1

3!

d3

dλ3
[φ(

∂u0

∂x
+ λ

∂u1

∂x
+ λ2∂u2

∂x
) + λ3∂u3

∂x
)]|λ=0 = 2

∂u1

∂x

∂u2

∂x
+ 2

∂u0

∂x

∂u3

∂x
...

On utilise l’équation (2.4), on obtient

u0 = L−1(g) =

∫ t

0

x2ds = x2

∫ t

0

ds = x2t

u1 = −L−1(A0) =

∫ t

0

A0(s)ds = −1

3
x2t3

u2 = −L−1(A1) =

∫ t

0

A1(s)ds = +
2

15
x2t5

u3 = −L−1(A2) =

∫ t

0

A2(s)ds = − 17

315
x2t7

u4 = −L−1(A3) =

∫ t

0

A3(s)ds = +
62

2835
x2t9

...

A partir de l’équation (2.3) on a :

u(x, t) = x2t− 1

3
x2t3 +

2

15
x2t5 − 17

315
x2t7 +

62

2835
x2t9 + · · ·
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= x2[t− 1

3
t3 +

2

15
t5 − 17

315
t7 +

62

2835
t9 + · · · ].

Et comme (t− 1

3
t3 +

2

15
t5− 17

315
t7 +

62

2835
t9 + · · · ) est le développement de Taylor de la fonction

f(t) = tanh(t),

D’où
u(x, t) = x2 tanh(t)

3 Analyse de convergence

Dans cette section, on étudie la convergence de la méthode ADM([1][10]). Les premières
preuves de la convergence ont été précisées par Y. Cherruault et elles sont basées sur le théo-
rème du point �xe, toujours en travaille sur l’hypothèse que la solution u et le terme non
linéaire N(u) sont décomposés en séries in�nies .
Soit l’équation fonctionnelle général qui est appelée forme canonique d’Adomian :

u−Nu = f , u ∈ H (2.11)

Où

H : est un espace de Hilbert.

N : est un opérateur non linéaire qui est dé�nit de H dans H .

f : est une fonction dé�nie dans H par f = L−1(g).

En substituant les séries de décomposition dans (2.11), on obtient

+∞∑
n=0

un −
+∞∑
n=0

An = f

Alors les termes récursives sont obtenus à partir de cet algorithme{
u0 = f

un+1 = An(u0, u1, u2, . . . , un), pour n = 0, 1, 2, . . .
(2.12)

La solution de l’équation (2.11) obtenue par la méthode ADM est équivalente à la détermination
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de la suite Sn donnée par

Sn = u1 + u2 + · · ·+ un , S0 = 0.

avec S0 = 0 est véri�ant la relation récurrente suivante :{
S0 = 0

Sn+1 = N(Sn + u0).
(2.13)

où N(Sn + u0) =
∑+∞

k=0Ak, si cette limite

S = lim
n→∞

Sn

existe dans un espace de Hilbert, alors S est une solution de l’équation fonctionnelle du point
�xe S = N(u0 + S) dans H .

Théorème 2.1. SoitN un opérateur non linéaire deH , oùN : H → H et u est la solution
exacte de (2.11) .
La série

∑+∞
i=0 ui est converge vers u quand 0 ≤ α < 1, ‖un+1‖ ≤ α‖un‖, ∀n ∈ N ∪ {0}.

Preuve 2.1. On a la suite
Sn = u1 + u2 + · · ·+ un

on va montrer que cette suite est suite de Cauchy dans H .

‖Sn+1 − Sn‖ = ‖un+1‖ ≤ α‖un‖ ≤ α2‖un−1‖ ≤ · · · ≤ αn+1‖u0‖

A�n de prouver que Sn est une suite de Cauchy, on a

pour tout n,m ∈ N

‖Sm − Sn‖ = ‖(Sm − Sm−1) + (Sm−1 − Sm−2) + · · ·+ (Sn+1 − Sn)‖
≤ ‖Sm − Sm−1‖+ ‖Sm−1 − Sm−2‖+ . . .

≤ αm‖u0‖+ αm−1‖u0‖+ . . .

≤ (αm + αm−1 + αm−2 · · ·+ αn+1)‖u0‖
≤ (αn+1 + αn+2 + · · · )‖u0‖
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Ce qui est implique,

‖Sm − Sn‖ =
αn+1

1− α
‖u0‖ , pour tout n,m ∈ N, m ≥ n (2.14)

Ainsi
lim

n.m→0
‖Sm − Sn‖ = 0

Comme α < 1, alors la suite Sn est une suite de Cauchy dans H , elle est convergente par consé-
quence

∃ S ∈ H, avec lim
n→∞

Sn = S =
∞∑
n=0

un , pour tout S ∈ H.

La résolution de (2.11) est équivalente à résoudre l’équation fonctionnelle N(S + u0) = S. Sup-
posons que l’opérateur N est continue, on obtient que

N(S + u0) = N( lim
n→∞

Sn + u0)

= lim
n→∞

N(Sn + u0)

= lim
n→∞

Sn+1 = S

donc on conclure que la limite S est une solution de l’équation (2.11).
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Chapitre 3

Applications de la méthode ADM pour
résoudre des équations di�érentielles
d’ordre fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications de la méthode décompositionnelle
d’Adomian, ces applications sont cités dans ([6][8][4][7]), et on terminera par une comparaison
numérique entre la solution approximative et la solution exacte.

1 Application de la méthode ADM pour les équations de
Riccati

Nous allons considérer dans cette partie que la dérivée fractionnaire utilisée est au sens de
Caputo.

Nous présentons l’équation di�érentielle fractionnaire de Riccati

CDαu(x) = A(t) +B(t)u(t) + C(t)u(t)2 (3.1)

Avec u(j)(0) = cj et m− 1 < α ≤ m, t > 0

ou A(t), B(t), C(t) sont des fonctions données et cj sont des constante arbitraire.
Appliquant l’opérateur inverse de l’opérateur CDα

0 , aux côtés de l’équation (3.1) et en utilisant
les conditions initiales, on trouve

u(t) =
m−1∑
j=0

cj
tj

j!
+ Iα[A(t) +B(t)u(t) + C(t)u(t)2] (3.2)
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fractionnaire

La méthode ADM donnée la solution par la série suivante

u(t) =
∞∑
n=0

un(t) (3.3)

et la fonction non linéaire dé�nie en (3.2) soit décomposée comme suit

N(u) = u2 =
∞∑
n=0

An (3.4)

où les An sont les polynômes Adomian.
Substitution les séries de décomposition (3.3) et (3.4) dans les deux côtes de (3.2), on trouve

∞∑
n=0

un(t) =
m−1∑
j=0

cj
tj

j!
+ Iα[A(t) +B(t)

∞∑
n=0

un(t) + C(t)
∞∑
n=0

An] (3.5)

A partir de cette équation, les itérations sont déterminer par l’algorithme suivant : u0 =
∑m−1

j=0 cj
tj

j!
+ Iα(A(t)),

un+1 = Iα(B(t)un + C(t)An), n ≥ 0
(3.6)

Exemple 3.1. [7] Considérons l’équation fractionnaire suivante de Riccati{
CDαu = −u2(t) + 1

u(0) = 0, 0 < α ≤ 1.
(3.7)

La solution exacte, quand α = 1 est

u(t) =
e2t − 1

e2t + 1
(3.8)

On a quand t→∞, u(t)→ 1.

Pour trouver la solution, nous utilisons le schéma suivant : u0 = u(0) + Iα(1) =
tα

Γ(α + 1)
,

un+1 = −Iα(An), n ≥ 0
(3.9)

où les An sont les polynômes d’Adomian pour le terme non linéaire
tel que

F (u) = u2.
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fractionnaire

En utilisant le schéma ci-dessus et la dé�nition des polynômes d’Adomian, les premiers termes de
la série de décomposition sont donnés par :

u0 =
1

Γ(α + 1)
tα

u1 = −Iα(A0) = −Iα(F (u0)) = −Iα(u2
0) = − Γ(1 + 2α)

α2Γ(1 + 3α)
t3α

u2 = −Iα(A1) = −Iα(u1F
′(u0)) = −Iα(2u0u1) =

16Γ(2α)Γ(4α)

αΓ(1 + 3α)Γ(1 + 5α)
t5α

u3 = −Iα(A2) = −Iα(u2F
′(u0) +

1

2
u2

1F
′′(u0)) = −Iα(2u0u2 + u2

1)

= −(32α2Γ(2α)Γ(4α)Γ(1 + 3α) + Γ(1 + 2α)2Γ(1 + 5α))Γ(1 + 6α)

α4Γ(1 + 3α)2Γ(1 + 5α)Γ(1 + 7α)
t7α

u(t) =
1

Γ(α + 1)
tα − Γ(1 + 2α)

α2Γ(1 + 3α)
t3α +

16Γ(2α)Γ(4α)

αΓ(1 + 3α)Γ(1 + 5α)
t5α + . . . (3.10)

Le premier cas :

remplaçons α = 1 dans (3.10), on obtient la solution approximative sous forme d’une série

u(t) = t−0.333333t3+0.133333t5−0.0539683t7+0.0218695t9−0.00886324t11+0.00359213t13−
0.00145583t15 + 0.000590027t17 − 0.000239129t19 + 0.0000969154t21

Le deuxième cas :

Dans ce cas, nous examinerons l’équation fractionnaire de Riccati (3.10). Pour α =
1

2
, on obtient

u(t) = 2
√
t− 3.00901t3/2 + 7.24332t5/2 − 19.6157t7/2 + 55.9634t9/2 − 164.385t11/2

+491.925t13/2 − 1491.22t15/2 + 4563.65t17/2 − 14068.5t19/2 + 43620.6t21/2.

Pour simpli�er, soit t1/2 = x, alors

u(x) = 2x− 3.00901x3 + 7.24332x5 − 19.6157x7 + 55.9634x9 − 164.385x11

+491.925x13 − 1491.22x15 + 4563.65x17 − 14068.5x19 + 43620.6x21.

Exemple 3.2. [8] Considérons l’équation fractionnaire de Riccati :{
CDαu = 2u(t)− u2(t) + 1

u(0) = 0, 0 < α ≤ 1.
(3.11)
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La solution exacte, où α = 1, est

u(t) = 1 +
√

2 tanh

(
√

2t+
1

2
log

(√
2− 1√
2 + 1

))
. (3.12)

quand t→ +∞, u(t)→ 1 +
√

2 = 2.4142.

Suite à l’analyse présentée ci-dessus, soit la relation de récurrente : u0 = u(0) + Iα(1) =
tα

Γ(α + 1)
,

un+1 = Iα(2un − An), n ≥ 0
(3.13)

où les An sont des polynômes d’Adomian, pour le terme non linéaire
tel que

F (u) = u2.

les premier termes de la série de décomposition sont donnés par :

u0 =
tα

Γ(α + 1)

u1 = Iα(2u0 − A0) = Iα(2u0 − u2
0) =

21−2α cos(πα)Γ(
1

2
− α)

√
παΓ(α)

t2α − 2Γ(2α)

Γ(α)Γ(1 + α)Γ(1 + 3α)
t3α

u2 = Iα(2u1 − A1) = Iα(2u1 − 2u0u1) =
33−2αcos(πα)Γ(

1

2
− α)Γ(2α)

√
πΓ(α)Γ(1 + 3α)

t3α − 2Γ(2α)

Γ(α)Γ(1 + α)Γ(1 + 4α)
t4α

+
4Γ(2α)Γ(1 + 4α)

Γ(α)[Γ(1 + α)]2Γ(1 + 3α)Γ(1 + 5α)
t5α +

12Γ(−2α)Γ(3α)sin(2πα)

πΓ(α)Γ(1 + 4α)
t4α,

et les premiers termes de la série de décomposition sont donnés par :

u(t) =
1

Γ(α + 1)
tα +

21−2α cos(πα)Γ(
1

2
− α)

√
παΓ(α)

t2α − 2Γ(2α)

Γ(α)Γ(1 + α)Γ(1 + 3α)
t3α + · · · (3.14)

Le premier cas :

Remplaçant α = 1 dans (3.14), alors la solution de l’équation de Riccati est :

u(t) = t+ t2 + 0.333333t3 − 0.333333t4 + · · ·+ 0.0000969154t21. (3.15)
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Le deuxième cas :

Dans ce cas, nous examinerons l’équation fractionnaire de Riccati (3.14). Pour α =
1

2
, on obtient

u(t) = 1.1283
√
t+ 2.0t+ 2.05121t3/2 − 0.27324t2 + · · ·+ 80.4206t21/2 (3.16)

Pour simpli�er, soit t1/2 = x, alors

u(x) = 1.1283x+ 2.0x+ 2.05121x2 − 0.27324x3 + · · ·+ 80.4206x21 (3.17)

Exemple 3.3. [8] Considérons l’équation fractionnaire suivante de Riccati{
CDαu = −u2(t) + 1

u(0) = c0, u′(0) = c1, 1 < α ≤ 2
(3.18)

Pour résoudre l’équation (3.18), on utilise la relation récurrente :{
u0 = c0 + c1t+ Iα(1)

un+1 = −Iα(An), n ≥ 0
(3.19)

Nous choisissons c0 =
√

2, c1 = −1 et α =
3

2
.

A partir de (3.19), les premiers termes de la série de décomposition sont donné par :

u(t) =
√

2− t− 0.752253t1.5 + 0.851077t2.5 + 0.471405t3 − 0.171943t3.5 + . . . (3.20)

Pour simpli�er, soit t1/2 = x, alors

u(x) =
√

2− x2 − 0.752253x3 + 0.851077x5 + 0.471405x6 − 0.171943x7 + . . . (3.21)

2 Application de laméthodeADMpour résoudre des équa-
tions aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire

Considérons l’équation di�érentielle

Lu+Ru+Nu = g

L : est un opérateur non linéaire inversible.
R : est l’opérateur linéaire.
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g : une fonction donnée.
Nu est représente le terme non linéaire, la fonction u(t) est supposé être borné pour tous t ∈
I = [0.T ] et le terme non linéaire satisfait la condition de Lipschitz i.e. |Nu−Nv| ≤ L1|u−v|,
où L1 est un constante positive.

Car L est inversible, on a

u = φ+ L−1g − L−1Ru− L−1Nu (3.22)

Où φ est le reste d’intégration , il satisfait Lφ = 0 et on a L−1(.) =
∫ t

0
(.)dt

La fonction inconnu u est obtenue par la série in�nie

u(x, t) =
∞∑
n=0

un(x, t) (3.23)

Nu est décomposée en série in�nie

Nu =
∞∑
n=0

An(u0, . . . , un) (3.24)

Où An sont les polynômes d’Adomian calculons par la formule

An =
1

n!
[
dn

dλn
N(v(λ)]λ=0 n = 0, 1, . . .

En remplaçant (3.23) et (3.24) dans (3.22), on trouve

∞∑
n=0

un(x, t) = φ+ L−1g − L−1R(
∞∑
n=0

un(x, t))− L−1(
∞∑
n=0

An(u0, u1, . . . , un)) (3.25)

2.1 Équations aux dérivées partielles de deuxième ordre fractionnaire

Exemple 3.4. [6] Considérons l’équation suivante :
∂αu(x, t)

∂tα
= (Lxxu(x, t))− (u(x, t)Lxu(x, t))

u(x, 0) = sin x, (x, t) ∈ [0, 1]× (0, T ],
(3.26)

tel que Lxx =
∂2

∂x2
, Lx =

∂

∂x

et
∂α

∂tα
est un opérateur di�érentiel fractionnaire.
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Soit Iα est l’inverse de l’opérateur
∂α

∂tα
, maintenant en appliquant Iα à l’équation de problème

(3.26), on obtient
u(x, t) = φ+ Iα(Lxxu)− Iα(Nu)

tel que Nu = uLxu

Pour résoudre le problème (3.26), on doit généraliser ces polynômes d’Adomian par :

An =
1

n!

[
dn

dλn
N

(
∞∑
i=0

λiui

)(
∂

∂x

∞∑
i=0

λiui

)]
λ=0

, n ≥ 0

Les premiers termes des polynômes d’Adomian sont donnés par :

A0 = u0
∂u0

∂x

A1 =
1

1!

[
d

dλ
[(u0 + λu1)(

∂u0

∂x
+ λ

∂u1

∂x
)]

]
λ=0

= u0
∂u1

∂x
+ u1

∂u0

∂x

A2 =
1

2!

[
d2

dλ2
[(u0 + λu1 + λ2u2)(

∂u0

∂x
+ λ

∂u1

∂x
+ λ2∂u2

∂x
)]

]
λ=0

= u0
∂u2

∂x
+ u1

∂u1

∂x
+ u2

∂u0

∂x

A3 = u0
∂u3

∂x
+ u1

∂u2

∂x
+ u2

∂u1

∂x
+ u3

∂u0

∂x
...

A partir de (3.25), on trouve

u(x, t) =
∞∑
n=0

un(x, t) = φ+ Iα(
∞∑
n=0

(Lxxun))− Iα(
∞∑
n=0

(An)), (3.27)

u0 = ϕ = u(x, 0)

u1 = Iα(Lxxu0)− Iα(A0)

u2 = Iα(Lxxu1)− Iα(A1)
...

un+1 = Iα(Lxxun)− Iα(An)

En substituant les valeurs de u0, u1, . . . dans (3.27), on obtient la solution de problème (3.26)

u(x, t) = u0 + u1 + · · ·+ un + . . .
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tel que :

u0 = u(x, 0) = f0(x) = sin x

u1 = Iα(Lxxu0)− Iα(A0)

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− θ)α−1f ′′(x)dθ − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− θ)α−1f(x)f ′(x)dθ =
f1(x)

Γ(α + 1)
tα

u2 = Iα(Lxxu1)− Iα(A1) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− θ)α−1f ′′(x)dθ − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− θ)α−1f(x)f ′(x)dθ

=
f2(x)

Γ(2α + 1)
t2α

u3 = Iα(Lxxu2)− Iα(A2) = Iα(Lxxu2)− 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− θ)α−1

[
u0
∂u2

∂x
+ u1

∂u1

∂x
+ u2

∂u0

∂x

]
dθ

=
f3(x)

Γ(3α + 1)
t3α

u4 = Iα(Lxxu3)− Iα(A3) =
f4(x)

Γ(4α + 1)
t4α

...

un =
fn(x)

Γ(nα + 1)
tnα

et :

f1(x) = −f ′′(x) + f(x)f ′(x) = sin(x)(1 + cos x)

f2(x) = f ′′1 (x)− f(x)f ′1 − f1(x)f ′(x) = sin3(x) + [−1− 5 cosx− cos2 x− (1 + cos x) cosx] sinx

...

La solution de problème (3.26) est donnée par :

u(x, t) = f0(x) +
tα

Γ(α + 1)
f1(x) +

t2α

Γ(2α + 1)
f2(x) +

t3α

Γ(3α + 1)
f3(x) + · · ·+ tnα

Γ(nα + 1)
fn(x) + · · ·

=
∞∑
n=0

tnα

Γ(nα + 1)
fn(x)

où f0(x) est la condition initiale.
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Exemple 3.5. [6] Considérons l’équation fractionnaire non linéaire suivante :
Dα
t u+D2

xu−Dxu+ u2 = 0

u(x, 0) = ϕ = f(x) = x2, (x, t) ∈ Ω× [0, T ]

0 < x ≤ 1, 0 < t ≤ 1, 0 ≤ α ≤ 1.

(3.28)

tel que Ω = (0, 1)

La forme standard de l’équation fractionnaire au une forme d’opérateur est

Dα
t u = −[u(x, t)]2 − Lxxu(x, t) + Lxu(x, t)

où :

Lxx =
∂2

∂x2
, Lx =

∂

∂x

En appliquant Iα à l’équation (3.26), on obtient

u(x, t) = φ− Iα(Nu)− Iα(Lxxu(x, t)) + Iα(Lxu(x, t)) (3.29)

oùNu = u2, selon la méthode de décomposition, on suppose une solution en série pour la fonction
inconnue u(x, t) sous la forme

u(x, t) =
∞∑
n=0

un(x, t) (3.30)

A�n de résoudre le problème (3.28), généralisons ces polynômes d’Adomian comme par :

An =
1

n!

[
dn

dλn

(
∞∑
i=0

λiui

)(
∞∑
i=0

λiui

)]
λ=0

, n ≥ 0
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Les premiers termes des polynômes d’Adomian sont donnés comme suit :

A0 = u0.u0 = u2
0

A1 =
d

dλ
[(u0 + λu1)(u0 + λu1)]λ=0 = u0u1 + u1u0

= 2u0u1

A2 =
1

2!

d2

dλ2
[(u0 + λu1 + λ2u2)(u0 + λu1 + λ2u2)]λ=0 = u0u1 + u1u0

= 2u0u2 + u2
1

A3 =
1

3!

d3

dλ3
[(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)]λ=0 = u0u1 + u1u0

= 2u0u3 + 2u1u2

...

A partir de (3.25), on a

∞∑
n=0

un(x, 0) = ϕ− Iα(
∞∑
n=0

An(u0, u1, . . . , un))− Iα(
∞∑
n=0

Lxxun) + Iα(
∞∑
n=0

Lxun),

d’après l’équation ci-dessus, on a

u0 = u(x, t) = f0(x)

u1 = −Iα(A0)− Iα(Lxxu0) + Iα(Lxu0)

u2 = −Iα(A1)− Iα(Lxxu1) + Iα(Lxu1)

...

un+1 = −Iα(An)− Iα(Lxxun) + Iα(Lxun)

En substituant les valeurs de u0, u1, . . . , on trouve que la solution de problème (3.28) est :

u(x, t) = u0 + u1 + u2 + · · ·+ un + · · · (3.31)
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Où :

u0 = u(x, 0) = f0(x) = x2

u1 = −IαA0 − IαLxxu0 + IαLxu0 =
f1(x)

Γ(α + 1)
tα

u2 = −Iα(A1)− IαLxxu1 + IαLxu1 =
f2(x)

Γ(2α + 1)
t2α

u3 = −Iα(A2)− IαLxxu2 + IαLxu2 =
f3

Γ(3α + 1)
t3α

...

un =
fn(x)

Γ(2α + 1)
tnα

tel que :

f1(x) = (f(x))2 + f ′′(x)− f ′(x) = x4 − 2x+ 2

f2(x) = −[2f(x)f1(x) + f ′′1 (x)− f ′1(x)] = −2x6 + 8x2 + 2

f3(x) = −2f(x)f2(x)− 2f 2
1 (x)− 2f ′′2 (x) + f ′2(x) = 3x8 − 8x5 + 40x4 − 8x2 + 24x− 20

...

donc (3.29) devient

u(x, t) = f0(x)+
tα

Γ(α + 1)
f1(x)+

t2α

Γ(2α + 1)
f2(x)+

t3α

Γ(3α + 1)
f3(x)+· · ·+ tnα

Γ(2α + 1)
fn(x)+· · ·

où f0(x) est la condition initiale.

Exemple 3.6. [6] Considérons le problème de la valeur initiale (IVP) pour l’équation fraction-
naire BBM-Buger de la forme

∂αu

∂tα
− ∂2u

∂x2
+ u

∂u

∂x
, 0 < α ≤ 1

u(x, 0) = ϕ = f(x) = sin(x), x ∈ Ω× (0, T ], ou Ω = (0, 1)
(3.32)
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La forme standard de l’équation de BBM-Buger fractionnaire sous forme d’opérateur :

∂αu

∂tα
=
∂2u

∂x2
− u∂u

∂x

∂α

∂tα
u(x, t) = (Lxxu(x, t))− (u(x, t)Lxu(x, t)) (3.33)

où :

Lxx =
∂2

∂x2
, Lx =

∂

∂x

En appliquant Iα à l’équation (3.33), on trouve

u(x, t) = φ+ Iα(Lxxu)− Iα(Nu)

tel que :

Nu = u
∂u

∂x

Soit les polynômes d’Adomian donnés par :

An =
1

n!

dn

dλn

[
(
n∑
i=0

λiui)
∂

∂x
(
n∑
i=0

λiui)

]
|λ=0

, n = 0, 1, 2, . . .

A0 = u0
∂u0

∂x

A1 = u0
∂u1

∂x
+ u1

∂u0

∂x

A2 = u0
∂u2

∂x
+ u1

∂u1

∂x
+ u2

∂u0

∂x

A3 = u0
∂u3

∂x
+ v0

∂u3

∂y
+ u1

∂u2

∂x
+ v1

∂u2

∂y
+ u2

∂u1

∂x
+ v2

∂u1

∂y
+ u3

∂u0

∂x
+ v3

∂u0

∂y
...

Ainsi

u(x, t) = φ+ Iα(
∞∑
n=0

(Lxxun))− Iα(
∞∑
n=0

(An))
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tel que :

u0 = ϕ = u(x, 0) = f0(x) = sin x

u1 = Iα(Lxxu0)− Iα(A0) =
f1(x)

Γ(α + 1)
tα

u2 = Iα(Lxxu1)− Iα(A1) =
f2(x)

Γ(2α + 1)
t2α

u3 = Iα(Lxxu2)− Iα(A2) =
f3(x)

Γ(3α + 1)
t3α

...

un+1 = Iα(Lxxun)− Iα(An) =
fn(x)

Γ(nα + 1)
tnα

Où

f1(x) = −f ′′(x) + f(x)f ′(x) = sin(x)(1 + cos x)

f2(x) = f ′′1 (x)− f(x)f ′1(x)− f1(x)f ′(x) = sin3(x) + [−1− 5 cosx− cos2 x− (1 + cos x) cosx]

...

Par conséquent u(x, t) = u0 + u1 + u2 + · · ·+ un + · · ·

Donc la solution de problème (IVP) est donnée par :

u(x, t) = f0(x) +
f1(x)

Γ(α + 1)
tα +

f2(x)

Γ(2α + 1)
t2α +

f3(x)

Γ(3α + 1)
t3α + · · ·+ fn(x)

Γ(nα + 1)
tnα + · · ·

=
∞∑
n=0

tnα

Γ(nα + 1)
fn(x)

où f0(x) est la condition initiale.

2.2 Équations aux dérivées partielles du troisième ordre fractionnaire

Exemple 3.7. [6] 
∂αu

∂tα
− ∂3u

∂x3
+
∂2u

∂x2
− ∂u

∂x
+ u

∂u

∂x
= 0

(x, t) ∈ Ω× (0, T ] et 0 < α ≤ 1
(3.34)
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Avec la condition initiale u(x, 0) = f(x), tel que f(x) = cos x

∂αu

∂tα
= −u∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
− ∂2u

∂x2
+
∂u

∂x

= −u(x, t)Lxu(x, t) + Lxxxu(x, t)− Lxxu(x, t) + Lxu(x, t)

tel que

Lxxx =
∂3

∂x3
, Lxx =

∂2

∂x2
, Lx =

∂

∂x

Dα est l’opérateur fractionnaire, on sait que Iα est l’opérateur inverse deDα, alors en appliquant
Iα aux deux cotés de l’équation donnée, on obtient

u(x, t) = φ− Iα(Nu) + Iα(Lxxxu)− Iα(Lxxu) + Iα(Lxu) (3.35)

où Nu = u
∂u

∂x
Les premiers termes des polynômes d’Adomian sont donnés par :

A0 = u0
∂u0

∂x

A1 = u0
∂u1

∂x
+ u1

∂u0

∂x

A2 = u0
∂u2

∂x
+ u1

∂u1

∂x
+ u2

∂u0

∂x
...

A partir de (3.25),on obtient

∞∑
n=0

un(x, t) = ϕ−Iα(
∞∑
n=0

An(u0, u1, . . . , un))+Iα(
∞∑
n=0

Lxxxun)−Iα(
∞∑
n=0

Lxxun)+Iα(
∞∑
n=0

Lxun),

u0 = u(x, 0) = f0(x) = cos x

u1 = −IαA0 + Iα(Lxxxu0)− Iα(Lxxu0) + Iα(Lxu0)

u2 = −IαA1 + Iα(Lxxxu1)− Iα(Lxxu1) + Iα(Lxu1)
...

un+1 = −IαAn + Iα(Lxxxun)− Iα(Lxxun) + Iα(Lxun)
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En substituant les valeurs de u0, u1, . . . dans (3.35), on obtient la solution de problème

u(x, t) = u0 + u1 + u2 + · · ·+ un + · · · (3.36)

Où

u0 = u(x, 0) = f0(x) = cos x

u1 = −IαA0 + IαLxxx(u0)− Iα(Lxxu0) + Iα(Lxu0) =
f(x)f ′(x)− f ′′′(x) + f ′′(x)− f ′(x)

Γ(α + 1
tα

= f1(x)
tα

Γ(α + 1)

u2 = −Iα(A1) + Iα(Lxxxu1)− Iα(Lxxu1) + Iα(Lxu1)

= f2(x)
f2

Γ(2α + 1)
t2α

u3 = −IαA2 + Iα(Lxxxu2)− Iα(Lxxu2) + Iα(Lxu2) =
f3

Γ(3α + 1)
t3α

...

un = −IαAn−1 + Iα(Lxxxun−1)− Iα(Lxxun−1) + Iα(Lxun−1) =
fn

Γ(2α + 1)
tnα

Et

f1(x) = f(x)f ′(x)− f ′′′(x) + f ′′(x)− f ′(x) = (− sinx− 1) cosx− 2 sinx

f2(x) = −[f(x) + f ′1(x) + f1(x)f ′(x)− f ′′′1 (x) + f ′′1 (x)− f ′1(x)]

= cos3 x+ 3 cos2 x+ ((− sinx− 1) sinx− 2 sinx− 1) cosx− 5 sin2 x− 2 sinx,

donc (3.36) devient

u(x, t) = f0(x)+
tα

Γ(α + 1)
f1(x)+

t2α

Γ(2α + 1)
f2(x)+

t3α

Γ(3α + 1)
f3(x)+· · ·+ tnα

Γ(2α + 1)
fn(x)+· · ·

=
∞∑
n=0

tnα

Γ(nα + 1)
fn(x).

où f0(x) est la condition initiale.
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3 ADM pour résoudre des systèmes

3.1 Exemples

I. Considérons le système d’équations fractionnaires non-linéaires :[4]{
Dαu1(t) = u2

1 + u2

Dβu2(t) = u2 cosu1, u1(0) = 0, u2(0) = 1,
(3.37)

où α, β ∈ (0, 1). d’après les résultats obtenus par Daftardar-Gejji et Babakhani [9], ce sys-
tème admet une solution unique. pour de résoudre le système ci-dessus, on dé�nissons les
termes non linéaires par

N1(ū) = u2
1 + u2 =

∞∑
j=0

A1j, N2(ū) = u2 cosu1 =
∞∑
j=0

A2j.

on évaluons les polynômes d’Adomian par :

A10 = u2
10 + u20

A11 = 2u10u11 + u21

A12 = 2u2
11 + 2u10u12 + u22

A13 = 2u11u12 + 2u10u13 + u23

A14 = u2
12 + 2u11u13 + 2u10u14 + u24

...
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et

A20 = u20 cosu10

A21 = −u11u12 sinu10 + u21 cosu10

A22 =
1

2
u2

11u20 cosu10 − u12u20 sinu10 − u11u21 sinu10 + u21 cosu10

A23 =
1

6
((u3

11u20 sinu10 − 6u11u12 sinu10 − 6u13 sinu10)u20 − 3(u2
11 cosu10 + u12 sinu10)u21

− 6u11u22 sinu10 + 6u23 cosu10)

A24 =
1

24
((u4

11 cosu10 + 12u2
11u12 sinu10 − 24u11u13 cosu10 − 12(u2

12 cosu10

+ 2u14 sinu10))u20 + 4(u3
11 sinu10 − 6y11u12 cosu10 − 6u13 sinu10)u21

− 12(u2
11 cosu10 + u12 sinu10)u22 − 24u11u23 sinu10 + 24u24 cosu10)

...

La décomposition Adomian conduit au schéma suivant :{
u10 = 0, u1,m+1 = IαA1m

u20 = 1, u2,m+1 = IβA2m, m = 0, 1, . . .

Dans la première itération on a

u11 = IαA10 et u21 = −IβA20 =
tβ

Γ(β + 1)
.

Les termes suivants sont :

u12 = IαA11 = Iα
tβ

Γ(β + 1)
=

tα+β

Γ(α + β + 1)

u22 = IβA21 = Iβ
tβ

Γ(β + 1)
=

t2β

Γ(2β + 1)

u13 = IαA12 = Iα
(

t2α

[Γ(α + 1)]2
+

t2β

Γ(2β + 1)

)
=

Γ(2α + 1)t3α

[Γ(α + 1)]2Γ(3α + 1)
+

tα+2β

Γ(α + 2β + 1)

u23 = IβA22 = Iβ
(
− t2α

2[Γ(α + 1)]2
+

t2β

Γ(2β + 1)

)
= − Γ(2α + 1)t2α+β

[Γ(α + 1)]2Γ(2α + β + 1)
+

t3β

Γ(3β + 1)
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En utilisant les termes ci-dessus

u1 =
tα

Γ(α + 1)
+

tα+β

Γ(α + β + 1)
+

Γ(2α + 1)t3α

[Γ(α + 1)]2Γ(3α + 1)
+

tα+2β

Γ(α + 2β + 1)
+ · · ·

u2 = 1 +
tβ

Γ(β + 1)
+

t2β

Γ(2β + 1)
− Γ(2α + 1)t2α+β

[Γ(α + 1)]2Γ(2α + β + 1)
+

t3β

Γ(3β + 1)
+ · · ·

II. Considérons le système d’équations fractionnaires non-linéaires[4]
Dαu1 = 2u2

2

Dβu2 = tu1, u1(0) = 0, u2(0) = 1, u3(0) = 1,

Dγu3 = u2u3

où α, β, γ ∈ (0, 1).Pour résoudre le système précédent, on dé�nie les termes non linéaires par

N1(ū) = 2u2
2 =

∞∑
j=0

A1j, N2(ū) = tu1 =
∞∑
j=0

A2j, N3(ū) = u2u3 =
∞∑
j=0

A3j.

A10 = 2u2
20 A20 = tu10

A11 = 4u20u21 A21 = tu11

A12 = 2u2
21 + 4u20u22 A22 = tu12

A13 = 4u21u22 + 4u20u23 A23 = tu13

A14 = 2u2
22 + 4u21u23 + 4u20u24 A24 = tu14

... ...
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A30 = u20u30

A31 = u21u30 + u20u31

A32 = u22u30 + u21u31 + u20u32

A33 = u23u30 + u22u31 + u21u32 + u20u33

A34 = u24u30 + u23u31 + u22u32 + u21u33 + u20u34

...

La décomposition Adomian conduit au l’algorithme suivant :{
u10 = 0,

u1,m+1 = IαA1m,

{
u20 = 1,

u2,m+1 = IβA2m,

{
u30 = 1,

u3,m+1 = IγA3m, m = 0, 1, . . .

Dans la première itération, on a

u11 = IαA10 =
2tα

γ(α + 1)
, u21 = Iβu20 = 0 et u31 = IγA30

tγ

Γ(γ + 1)
.

Exemple 3.8. [6] Considérons le système de problème (IVP) de valeur initiale des équations
fractionnaires {

CDα
t u = uDxu+ vDyu

CDα
t v = uDxu+ vDyv

(3.38)

où 0 < α ≤ 1 et (x, t) ∈ Ωx(0, T ], et avec les conditions initiales suivantes
u(x, y, 0) = f(x, y)

v(x, y, 0) = g(x, y) ,x, y ∈ Ω = (0, 1)

Le système (3.38) peut être écrit sous la forme suivant :
CDα

t = u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
CDα

t = u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

(3.39)

N1(u, v) = u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= Lu

N2(u, v) = u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= Lv

Appliquant L−1(.) = Iα à (3.39), on obtient{
u(x, y, t) = φ+ IαN1(u, v)

v(x, y, t) = φ+ IαN2(u, v)
(3.40)

Master 2 AMA 40



Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations di�érentielles d’ordre
fractionnaire

où l’opérateur non linéaireN1(u, v) etN2(u, v) sont eux écrits dans le formulaire de décomposition

N1(u, v) =
∑∞

n=0An(u0, u1, . . . , un)

N2(u, v) =
∑∞

n=0Bn(v0, v1, . . . , vn)

tel que An et Bn sont les polynômes d’Adomian

An =
1

n!

[
dn

dλn
N1(u, v)

(
∞∑
i=0

λiui

)]
|λ=0

Bn =
1

n!

[
dn

dλn
N2(u, v)

(
∞∑
i=0

λivi

)]
|λ=0

, n = 0, 1, 2, . . .

Les polynômes d’Adomian sont donnés par :

An =
1

n!

[
dn

dλn
(
∞∑
i=0

λiui)(
∂

∂x

∞∑
i=0

λiui) + (
∞∑
i=0

λivi)(
∂

∂y

∞∑
i=0

λiui)

]
|λ=0

, n = 0, 1, 2, . . .

A0 = u0
∂u0

∂x
+ v0

∂u0

∂y

A1 = u0
∂u1

∂x
+ v0

∂u1

∂y
+ u1

∂u0

∂x
+ v1

∂u0

∂y

A2 = u0
∂u2

∂x
+ v0

∂u2

∂y
+ u1

∂u1

∂x
+ v1

∂u1

∂y
+ u2

∂u0

∂x
+ v2

∂u0

∂y

A3 = u0
∂u3

∂x
+ v0

∂u3

∂y
+ u1

∂u2

∂x
+ v1

∂u2

∂y
+ u2

∂u1

∂x
+ v2

∂u1

∂y
+ u3

∂u0

∂x
+ v3

∂u0

∂y
...
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Maintenant, pour calculer les termes de la solutions, on doit généraliser ces polynômes d’Adomian
dans ce qui suit.

Bn =
1

n!

[
dn

dλn
(
∞∑
i=0

λiui)(
∂

∂x

∞∑
i=0

λivi) + (
∞∑
i=0

λivi)(
∂

∂y

∞∑
i=0

λivi)

]
|λ=0

, n = 0, 1, 2, . . .

B0 = u0
∂u0

∂x
+ v0

∂v0

∂y

B1 = u0
∂v1

∂x
+ v0

∂v1

∂y
+ u1

∂v0

∂x
+ v1

∂v0

∂y

B2 = u0
∂v2

∂x
+ v0

∂v2

∂y
+ u1

∂v1

∂x
+ v1

∂v1

∂y
+ u2

∂v0

∂x
+ v2

∂v0

∂y

B3 = u0
∂v3

∂x
+ v0

∂v3

∂y
+ u1

∂v2

∂x
+ v1

∂v2

∂y
+ u2

∂v1

∂x
+ v2

∂v1

∂y
+ u3

∂v0

∂x
+ v3

∂v0

∂y
...

A partir de (3.25), on a

∞∑
n

un(x, y, t) = u(x, y, 0) + Iα(
∞∑
n=0

An(u0, u1, . . . , un))

∞∑
n

un(x, y, t) = v(x, y, 0) + Iα(
∞∑
n=0

Bn(u0, u1, . . . , un))

La décomposition associée est donnée par :
u0 = u(x, y, 0), un+1 = Iα(N1(un, vn))

v0 = v(x, y, 0), vn+1 = Iα(N2(un, vn)), n = 0, 1, . . .

Ensuite, selon l’équation ci-dessus, on obtient

u0 = u(x, y, 0) v0 = v(x, y, 0)

u1 = IαA0 v1 = IαB0

u2 = IαA1 v2 = IαB1

...
...

un+1 = IαAn vn+1 = IαBn
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En substituant les valeurs précédent, on obtient la solution de problème (IVP).

u0 = u(x, y, 0) = f(x, y)

v0 = v(x, y, 0) = g(x, y)

u1 = IαA0 =
1

γ(α)

∫ t

0

1

(t− θ)1−α

[
u0
∂u0

∂x
+ v0

∂u0

∂y

]
dθ = f1(x, y)

tα

Γ(α + 1)

v1 = IαB0 =
1

γ(α)

∫ t

0

1

(t− θ)1−α

[
u0
∂v0

∂x
+ v0

∂v0

∂y

]
dθ = g1(x, y)

tα

Γ(α + 1)

u2 = IαA1 = f2(x, y)
t2α

Γ(2α + 1)

v2 = IαB1 = g2(x, y)
t2α

Γ(2α + 1)
...

tel que

f1(x, y) = −
[
fx, y)

∂f(x, y)

∂x
+ g(x, y)

∂f(x, y)

∂y

]
g1(x, y) = −

[
fx, y)

∂g(x, y)

∂x
+ g(x, y)

∂g(x, y)

∂y

]
f2(x, y) = fx, y)

∂f1(x, y)

∂x
+ g(x, y)

∂f1(x, y)

∂y
+ f1(x, y)

f(x, y)

∂x
+ g1(x, y)

∂f(x, y)

∂y

g2(x, y) = fx, y)
∂g1(x, y)

∂x
+ g(x, y)

∂g1(x, y)

∂y
+ f1(x, y)

g(x, y)

∂x
+ g1(x, y)

∂g(x, y)

∂y

On obtient

u(x, y, t) =
∞∑
n=0

un = u0+u1+· · ·+un+· · · = f(x, y)+f1(x, y)
tα

Γ(α + 1)
+· · ·+fn(x, y)

tnα

Γ(nα + 1)
+· · ·

v(x, y, t) =
∞∑
n=0

vn = v0+v1+· · ·+vn+· · · = g(x, y)+g1(x, y)
tα

Γ(α + 1)
+· · ·+gn(x, y)

tnα

Γ(nα + 1)
+· · ·
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4 Comparaison numérique

Dans cette partie on va faire une comparaison entre la solution approximative par la mé-
thode ADM et la solution exacte.

tous les calculs présentés dans cette partie ont été obtenus par logiciels maple.

Exemple 3.9. Soit l’équation {
CDαu = −u2(t) + 1

u(0) = 0, 0 < α ≤ 1.

La solution exacte, quand α = 1 est

u(t) =
e2t − 1

e2t + 1

la Solution exacte ADM
t U(t) U(t)
0 0 0
0.5 0.4621171572 0.4621171881
1 0.7615941560 0.7616220734
1.5 0.9051482536 1.135710936
2 0.9640275801 126.6692882
2.5 0.9866142982 15799.86150
3 0.9950547537 7.956412541 105

3.5 0.9981778976 2.148457529 107

4 0.9993292997 3.692894155 108

4.5 0.9997532108 4.507357447 109

5 0.9999092043 4.206155770 1010

Tableau 1 : les résultats numériques de l’exemple (3.9) pour α = 1.

Dans Tableau 1, nous comparons la solution de l’exemple (3.9) avec la solution exacte pour t dans
[0, 5] et pour α = 1.
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Figure 3.1 : Montre la solution obtenue en utilisant ADM par rapport à la solution exacte quand
α = 1

Exemple 3.10. Soit l’équation{
CDαu(t) = 2u(t)− u2(t) + 1

u(0) = 0, 0 < α ≤ 1.

La solution exacte pour α = 1, est donnée par

u(t) = 1 +
√

2 tanh

(
√

2t+
1

2
log

(√
2− 1√
2 + 1

))
.

la Solution exacte ADM
t U(t) U(t)
0 0.4836486197 0
0.5 1.443239780 0.7708333125
1 2.095286316 2.000000000
1.5 2.329442246 3.187500563
2 2.393125869 3.333336000
2.5 2.409057696 0.93750781
3 2.412958353 -5.99998200
3.5 2.413908297 -19.97913093
4 2.414139341 -43.99993600
4.5 2.414195517 -81.56239368
5 2.414209175 -136.6665000

Tableau 2 : les résultats numériques de l’exemple (3.10) pour α = 1.
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Dans le Tableau 2, nous comparons la solution de l’exemple (qui est résolu par la méthode ADM)
avec la solution exacte. En utilisant la subdivision de l’intervalle pour ∆t = 0.5

Figure 3.2 : Montre la solution obtenue en utilisant ADM par rapport à la solution exacte quand
α = 1

Remarque : Remarquons que à partir de la comparaison entre la méthode ADM et la solution exacte
que la méthode ADM est divergent juste après t = 1.
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Conclusion générale :
Ce mémoire a pour but l’étude des équations di�érentielles d’ordre fractionnaire.

Dans le premier chapitre on a rassemblé les outils de base pour cette étude, dans le deuxième
chapitre on a présenté la méthode ADM pour résoudre les équations di�érentielles d’ordre
fractionnaire.
Dans le dernier chapitre nous avons présenté quelques applications de la méthode ADM et on
a terminé ce chapitre par une comparaison numérique.
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