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Résumé

L’objectif de ce mémoire est savoir la méthode de ADM qui est une méthode numérique pour
résoudre les équations différentielles d’ordre fractionnaires (au sens de Caputo), elle a été pro-

posée par George Adomian en (1923-1996).

Mots clés : Equation Différentielles, Dérivée au sens de Caputo, Méthode de décomposition

Adomian, Polynomes Adomian.

Abstract

The objective of this memory is know with the method of Adomian Decomposition Method is a
numerical method to solve the fractional order differential equations(in the sense of Caputo),

it is proposed by George Adomian in (1923-1996).

Keywords : differential equations, Derivative in the Caputo sense, Adomian Decomposition

sale

Method, Adomian Polynomials.
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Introduction

Le concept de calcul fractionnaire est un ancien sujet, leur but est de prolonger la déri-
vation ou l'intégration d’ordre fractionnaire en utilisant non seulement un ordre entier mais
également des ordres non entiers. De nombreuses tentatives pour résoudre les équations fai-
sant intervenir différents types d’opérateurs d’ordre non entier peuvent étre trouvées dans la
littérature. Une liste des mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au calcul
fractionnaire jusqu’au milieu du 20°™¢ siécle.

Durant les derniéres années, les équations différentielles d’ordre fractionnaires ont trouvés
des applications dans beaucoup des problémes en physique. Comme la plupart du temps, ces
équations différentielles d’ordre fractionnaires ne peuvent étre résolue exactement Sur cette
base, de nombreux chercheurs dans divers domaines étaient désireux de donner et de modé-
liser de nombreuses méthodes approximatives et quelques méthodes analytiques doivent étre
utilisées pour résoudre des problémes non linéaires incluent ADM.

La méthode ADM consiste en calculer les solutions des équations sous la forme d’une série

infinie convergente vers la solution du probléeme donné.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres.
Le premier chapitre est une introduction sur notion de base des fonction, et aussi on parle sur
Pintégrale et la dérivée fractionnaire, on s’intéresse a la dérivée au sens Caputo lesquels ont

été utilisés dans les prochains chapitres de mémoire.

Dans deuxiéme chapitre, nous parlerons de la méthode de décomposition d’Adomian (le prin-
cipe, les polynomes Adomian et la convergente,..) a ’aide des théorémes et quelques exemples
illustratif.

Le troisieme chapitre, nous étudierons par la méthode ADM des équations différentielles frac-
tionnaire de Riccati, des équations aux dérivés partielles et aussi des systemes d’équations
différentielles fractionnaire et on terminera par une comparaison numérique entre la solution

approximative et la solution exacte.



Chapitre 1
Préliminaire

1 Fonctions spéciales

1.1 Fonction Gamma d’Euler

Permet des fonctions fondamentales qui interviennent dans la définition de la notion de
I'intégration et de la notion de dérivation fractionnaires, la fonction Gamma d’ Euler qui géné-

ralise le factoriel d’un entier.

Définition 1.1. La fonction Gamma-d’Euler est définie par l'intégrale suivante :

I(a) = /0 01y (Re(a) > 0),  (a € C) (L.1)

Proposition 1.1. La fonction Gamma est bien définie pour tout (Re(a) > 0), ot (o € C)

Preuve 1.1. On va étudier la convergence de 'intégrale I' (o) = fooo e Txeldxy

Siao=1ona:

Sia>1ona:



Préliminaire

1

On a la premiére intégrale existe(bien définie)car x® e~ " continue sur [0,A],

il reste a montre que la deuxiéme intégral est bien définie.
ona:lim, 2?2 le™ =0=Ve>0,3B(c) > 0;2 > B(e) = 2%2* e " < ¢

poure =1,3B(1) > 0,V > B(1) ona: 2% te™® < %;

T

«

+00 . . . . +o00 —1 - .
comme [, z—gda: existe, il en résulte que Uintégrale [~ x* 'e™"dx existe.

d’ouT'(«) est bien définie.

Si0<a<lona:

() :/ v e dy :/ e dx —|—/ v e dx
0 0

A

I -1 - . A 20 Lz A a1 —
Vintégrale [, x°~'e~*dx existe(méme preuve que o > 1), et pour l'intégrale [z le~"

A A Aa
/ 2 e dx < / 9 dr =
0 0 Q

est converge, on déduit que :

ona:

A
/ e dx existe
0

alors, I'(«) est bien définie pour tout o > 0.

Propriétés de la fonction Gamma :

« I'(a+ 1) = al'(«), on utilisant I'intégrale par partie, en effet :
+00 +o0
MNa+1) = / v e dr = [—a%e ") + a/ v e dr = al'(a).
0 0

la fonction Gamma généralise le factoriel d’un entier, il suffit de prendre & = n, pour
avoirI'(n+ 1) =n!, Vn € N.

en!l=T(n+1)

Master 2 AMA 4



Préliminaire

<0l =T(1) = f0+oo Ve *dr = O+oo e Fdr =1

- 11=T(2) = f0+oo re tdr = [—xe "|{™ + f0+oo et =1

Prolongement analytique :

On définie par le principe du prolongement analytique, la fonction Gamma au valeur de «

négative sans zéro (o € C \ Z~), comme suit :
—I<a<lel0<at+l<]

al'(a) =T'(a+1)
I(a) = Fla+1)

On procede de proche en proche alors pour : )
—n—-1l<a<-ne0<a+n+1<1l neN

Na+n+1)=(a+n)(a+n)

=(a+n)(a+n—DN(a+n—-1)

=(a+n)(a+n—1)..(a+1)al(a)

MNa+n+1)
(a+n)a+n—1)..(a+ 1)
par prolongement analytique, on a vu qu’on peut définir I'(«), pour a« € C\ {Z™}

= [(a) =

1.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.2. On définit la fonction Béta d’Euler par la formule d’intégration suivant :

1
B(z,y) = / t" Y1 —t)¥"'dt , Re(x)>0,Re(y) >0
0

Propriété de la fonction Béta d’Euler :

pour tout z, y, tels que, Re(x) > 0, Re(y) > 0 et m,n € N* on a quelques Propriétés pour la

Master 2 AMA 5



Préliminaire

fonction Béta d’Euler

1. B(z,y) = B(y, )

2. la fonction Gamma et la fonction Béta sont liées par la relation suivante :

L(2)C(y)

S )

Preuve de propriété 2 :
On donne I'expression de la fonction Béta en coordonnés polaires.

on pose t = (sinf)? = dt = 2cos(8)sin(0)db.

1 w/2
B(z,y) = / (1 - )Y dt = 2/ (sinf)* ' (cosh)* " db.
0 0

on commence maintenant par la premiére propriété :

+oo [+ Lol
o0 [T Ly le=(wtv) gy do.

D(@)(y) = [ u e du [ 00 te vdv = [ [

0
“+o0o -1 —
pour:f0 u®te"du, on pose u = t>.

+oo —-1 -
etpour: [[" v e Vdv, on pose v = s°.

on obtient : o e
['(z)[(y) = / / 2121 () g it
0 0

on pose : t = rcost, s = rsinf

+oo +00
[(z)['(y) = (2/ T2x_1r2y_1r6_7"2dr> (2/ (0059)2r_1(8in9)2y_1d6>
0 0

+o0
= (2/ r2“1r2y1rer2dr> B(z,y)
0

I(2)T(y) = ( /0 m R(“y)leRdR) Blz,y)

onpose:7?’ =R

Master 2 AMA 6



Préliminaire

D(z)(y) = T'(x + y)B(z,y)

d’ou le résultat.

2 L’intégrale etla dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

Définition 1.3. Soit f € L'([a,b]), l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la
fonction f d’ordre a € C(Re(«) > 0) notée par I f est définie par :

1206 = 575 | "o — 0 fla)e (12)

ouz > aet(«) est la fonction Gamma donnée par (1.1).

Exemple 1.1. Soienta > 0,3 > —1 et f(x) = (s — a), alorson a
1@ = s [ =07 - 13
I(a) Jo
En utilisant le changement de variable suivante :
t=a+(x—a)yet (0<y<1)

Alors Iéquation devient

/|fa |dx—%/ 0 - a)dt
FL /O (z —a)y)* (a+ (v — a) — a)?dla+ (x — a)y)
FL/O (2 — a)(1 — )]z — a)* ' yPdy
_ (Z))a /01( y)*yldy

Master 2 AMA 7



Préliminaire

D’apres la définition de la fonction Béta et la propriété on obtient

M@(a B+1)
I'(a) ’
_ (=) Tl (B +1)
[a) T(a+p+1)
_ ]X6+1)(x_ayﬁ

(Ia f)(@) =

[Na+B+1)
donc MG+ 1)
(Ig(t — a)’)(z) = m(ﬂv —a)7te (1.4)
Exemple 1.2. Soit f(z) =2°, 8> —1ona
I @) = 125 = s [ =0 v (15)
En fait le changement de variablet = xv, devinent
I f(x) = ﬁ /01(1 —0)* Y (2v)Pzdy (1.6)

En introduisant la définition de la fonction Béta et utilisant la relation on trouve

I f(x) = %/0 (1 —v)* "Pdv
Bt
= () B(B+1,a)
_ B+ Lo+B
MNa+5+1) '

3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.4. Soit « €]m — 1, m|[ et supposons que f une fonction de classe C™([a, b]),

la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction [ notée (DY) est définie
par.

(“Dg)(x) = I~ “(f(m)(m)

/x:v—tm‘”f )(t)at

Master 2 AMA 8



Préliminaire

Proposition 1.2. La dérivée fractionnaire d'ordre o au sens de Caputo posséde les propriétés

suivants :

1 D5 o I3(H)@) = £(2)
o |
2 (13 o D(Nle) = S(0) - Syt Lo -y

3.S5i0<a,B<1,aveca+ B <1letsifecC"alors:

(“Dg o D7)(f)(x) = (“Dg o D)(f)(x) = (“D*?)(f)(x)

Preuve 1.2. Si f est une fonction continue on a
C na o m—a ([ d " o
1 Dao[a(f)(x)zja % ([af)<x)

- [(4)" (g fe-rso0)

- | <1>/ (a@m)( S

=" T )/ (z — 1) 1f(t)dt}
= (I 15~ ’"fD(ﬂs)

=I,f(x)

= f(x)

2. IO D2 (@) = L5 ) o)
— 1)

D’abord on montre que

mlf- x—a)J

[mfm

j=0

L’égalité précédente a été obtenue aprés m intégration par parties et pour montrer ¢a on fait la

démonstration par récurrence, on obtient

Master 2 AMA 9



Préliminaire

pourm =1

fOa)(z — a)°

= (L) (z)

supposons qu’elle est vérifie pour m et montre qu’elle est vrai pour I’étape m + 1, dans la suite

on prend f'(x) = g(x)

j=0 J!
= / " g(t)dt - g g‘j)(a;(i - a)it!
= f(x) = f(a) - i f(j)(&)f —a)
-3 O a)o - o)

3.(“Dg o D) f = ((I;7*o DY o (I, 7o DY) f

= (];_a_ﬁ o]f o D! O];_’B oDl) f
= (I;_a_ﬂ o¢ DOIL_B o I;_B o Dl) f
_ ([17(a+ﬁ) o Dl)f

— Cpots

Exemple 1.3. Soit la fonction f(z) = (z — a)® avec 3 < 0,0na
0 st €0,1,2,...,m—1
C o
Dif)={ T(+1) L
Bl Ve S Y —1
F(@—i—l—a)(x a) siff>n

En particulier si [ est constante sur [a, b], alors

“Dgf(x) =0

Master 2 AMA 10



Chapitre 2

La méthode de décomposition

d’Adomian

La méthode de décomposition d’Adomian (ADM) a été appliquée a des classes tres larges
des problemes dans nombreux domaines, comme les mathématiques, la physique, la biologie

etc...

cette méthode permet de résoudre les équations fonctionnelles de différents types. L’avan-
tage de cette méthode est qu’elle permet de résoudre le probleme considére par un schéma

directe.

Dans ce chapitre, je vais exposer le principe de cette méthode, je présentais la méthode pra-

tique de calcul des polynémes d’Adomian, ensuite je parlerais de la convergence de la méthode.

1 Principe générale de ADM

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, considérons I’équation différentielle non
linéaire suivante :
Au=yg (2.1)

Ou A : est un opérateur différentiel contenant des termes linéaires et non linéaires. Le terme
linéaire est généralement décompose en (L + R), ou L est un opérateur inversible et R repré-
sente le reste de I’équation (2.1). Dans ces conditions I’équation précédente peut s’écrire de la
forme suivante :

Lu+ Nu+Ru=g

11



La méthode de décomposition d’Adomian

Avec :
Nu : le terme non linéaire, u est la fonction inconnue, g est une fonction donnée.

On prend L' aux deux cotés de 'équation (apres la décomposition), on obtient
L™ Y(Lu+ Nu+ Ru) = L™'g

L'L(u)=L"'g— L 'N(u) — L' R(u)

D’ou
u=L"g)— L 'N(u) — L"'R(u) + ¢ (2.2)

Ou ¢ est obtenue a partir des conditions initiales ou des conditions aux limités.

La méthode d’Adomian consiste a chercher la solution u sous la forme d’une séries :

u = i Up (2.3)
n=0

et a décomposé le terme non linéaire Nu sous forme d’une série Nu = >~ ' A,, ou les A4,

sont des polyndmes qui dépendent de ug, uq, . .., u,, appelés les polyndémes Adomian.

En remplacant u dans I’équation (2.2)), on obtient

iun =L 'g— L7 i A, —L! i R(u,) + ¢ (2.4)
n=0 n=0 n=0

Maintenant, a partir de I’équation (2.4), on peut obtenir I’algorithme de solution comme suit :

ug = ¢+ L7 (g)
up = L' R(ug) — L™ (Ap)
U9y = L_IR(Ul) - L_I(Al)

Uny1 = —L 'R(u,) — L7 A,)

Etant donné u, les autres termes de u peuvent étre déterminer respectivement. Si un terme de

u, est égale a zéro alors les termes suivants sont tous des zéro .

Master 2 AMA 12



La méthode de décomposition d’Adomian

2 Les polynéomes Adomian

Définition 2.1. Les polynomes d’Adomian sont définis par la formule suivante :

Ao(uO) = N(Uo)
1 [d (2.5)

A, (ug, uy, ug, ..., Uy) = il o N Ny ., n=20,1,2,...
~ IA=0

La formule proposée par G.Adomian en 1992 pour le calcul des polynémes d’Adomian

(An)n>0 est la suivante :[1]

AO(U()) = N(Uo)

0
Al(UO, Ul) = U,laN(U())

1 2
A2(U07 Uy, u2) = U2—N(U0) + QU%@N(UO)-

ou
2 1 3
Ag(UO, Uy, U2, U3) = ’U@aN(Uo) + lbﬂlng(Ug) + guif%N(UO)
Cette formule s’écrit sous la forme :
A, = c(v,n)N® (uy), n > 1. (2.6)
v=0

ou ¢(v,n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des v termes u; dont la
somme des indices ¢ est égales a n; m étant le nombre de répétitions des mémes termes dans le
produit.

La relation permet de trouver les polynémes A,,, mais en pratique, il est difficile de les dé-
terminer quand n devient grand (n > 5). Par la suite d’autres formule ont été proposées mais
elles s’averent inefficaces en pratique vu leur complexité d'une part et I’absence de justification

de I’écriture de ces formules d’autre part.

C’est dans les années 1994 que K.Abbaoui propose et démontre une formule récurrente
pratique de calcul des A,,.
La formule d’Abbaoui est déduite de la relation donnée dans la définition des polynomes
d’Adomian.

Master 2 AMA 13



La méthode de décomposition d’Adomian

Les autres formules des polynomes d’Adomian :

1. Les polynomes d’Adomian sont déterminés a partir des formules suivantes :

Ao(uO) = N(Uo)

k
u
An<u07u17"'7un) = Z NW{D(“O)H) n Z L. (27)
Ink|=n
ou
uf = u’fluI;Q . .uﬁ”,

[nk| = ki + 2ky + - - - + nk,.
2. La formule suivante permet également de déterminer les polyndmes d’Adomian :

Ao(UO) = N(UQ)

(@) ugmfaz) u(anfl_a7l) un
_ a1 ... n—- _n_
Ap(ug, g, ..o uy) = Z Ny (o, — o)l oy — ol n>1. (2.8)

altagttan=n

3. La formule suivante est aussi permet de déterminer Les polyndmes d’Adomian :

Ao(UO) = N(UO)

1
A1 = " Z(k? + 1)Uk+18—7 n=>1. (2.9)

2.1 Exemples

Exemple 2.1. On considére le probléeme suivant :

W +u?=0
u(0) =1

Master 2 AMA 14



La méthode de décomposition d’Adomian

et
u' = —u? /N(u) = u?

donc

L = L' (—u?) = —L 'N(u)
u(z) — u(0) = —L7'N(u) = u(x) = u(0) — L7'N(u).

La solution sera donnée par :
o
u(z) = E Un,
0

et la relation récurrente donnée comme :

avec :

N(u) = u? = Z A,
n=0
et on appliquant la formule des polynémes d’Adomian A,, on trouve :

A0:N<U0):U2:1
Al = 2UOU1 = -2z

Ay = uf + 2uguy = % + 222 = 322

Ce qui implique que :

Master 2 AMA 15



La méthode de décomposition d’Adomian

Ce qui donne :

u(l’):Zun=U0+U1+U2+U3+U4+"'

n=0
:1—x+x2—x3+~":i(—x)": !
— 14+
Sachant que la solution exacte est :
1
€Tr) =
u(x) 1+x

Exemple 2.2. On consideére le probleme suivant :

u —2zu=0
u(0) =5
On va résoudre le probléme par la méthode d’ADM :

I’équation de probleme donnée est équivalente a :

ou R(u) = —2xu est le terme linéaire restant et g = 0.
En appliquant L = [(.)ds aux deux cotés de I’équation de probléme on a
/ (u)ds = u(s)]E = u(x) —u(0) = L™ R(u) + 0
0

Alors

et comme y(0) =5, on a

() = /0 *(2su(s))ds + 5

En substituant la série de décomposition u(z) = 3% u,,(z) dans I'équation ci-dessus, on obtient

Zun(x) = L_l(—RZun(x)) +5

Master 2 AMA 16



La méthode de décomposition d’Adomian

Ainsi la relation de récurrente est donnée comme suit :

Uy = 5
Uny1 = L71(2zu,)

Alors les quatre premiéres termes sont donnés a partir de (tous les intégrations suivantes sont

trouvées par l'utilisation de I'intégration par parties) :

'LL(]:5
T 22'2
ulzL_l(quo)zlo/ (s)ds:l()?:E)x2
0
@ 4 22
u2:L1(25u1):10/ (53)ds:5x—:5<x)
; 2 2
2)\2 T 5 T 6 6 3)2
=L Y2 =10L7" (s) =1 ) :/ 5)ds = 5o = 5 — (z”)
ug (2sug) = 10 (32) 00(2)(15 O(S)ds 56 53! 53!
6 7 z 7 8 214 2\4
= L7 (2su3) = 1007 (s) = 1007} (%) = / S yds =55 = 58S _ 5 @)
“’4 (2515) (55 (5) =5 (§)ds =551 =5 41
A partir de I’équation ona
u(x) = uo + uy + up + ug 4+ ug + - - -
2\2 3\2 4\2 +oo . 2\n
_ R G Y o) R C ) _ (25)" a2
u(w) =5+ 50 + 52— + 55— + 5+ _5(7; =) =5e
Exemple 2.3. On considére le probleme suivant :[11]
ou , 1,0u,
a =" 1) (2.10)
u(z,0)=0, 0<z<1 0<t<1

La solution exacte de probléme est :

u(z,t) = 2% tanh(t)

Ona:
— () — (P2 2 P _ou _
Nu—qb(u)—(ax) ,9(z,t) =2, Ru =0, Lu = Y et =u(z,0) =0
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La méthode de décomposition d’Adomian

En calculant maintenant les polynomes d’Adomian définie comme suit :

Ldw &
An_n'd)\n Z/\uz [A=0> n=0,1,2,.

On trouve :

. 6u0 o 8u0 2

Ao—¢(%)—<ax)
8U() 8u1 _8u1 ,8U0 B 8U1 8u0

A= dAWa A e = B G ) = 2

o 1 d2 8 Uo 8 26’&2 o 8u1 2 81@ 8u0
Ao = 5 amlol Gy + A g, H NG e = (G + 252 50

o 1 dS 6u0 8u1 2(9712 38U3 . 8U1 8U2 aUO 8U3
s= gl T T ) T I = 25 a2 e

On utilise I’équation (2.4), on obtient

¢ ¢
uy = L~ Y(g) = / rids = x2/ ds = 2°t
0 0

t
1
uy = —Lil(A0> = / Ao(S)dS = —g.ﬁlfztg
0

A partir de léquation ona:

1 2 7 62
t) = 2.[: _ = 2t3 = 2t5 o 2t7 =
u( t) = a7t = a4 et = gl 5

x2t9+...
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La méthode de décomposition d’Adomian

1 2 17 62
2 3 5 7 9
=2t — P P T 0
U U U TC L
1, 2. 17T. 62 , , '
Et comme (t — —t° + —t° — —t"+ ——1t" + - - - ) est le développement de Taylor de la fonction

15 315 2835
f(t) = tanh(¢),

D’ou

u(z,t) = x* tanh(t)

3 Analyse de convergence

Dans cette section, on étudie la convergence de la méthode ADM([[1][10]). Les premiéres
preuves de la convergence ont été précisées par Y. Cherruault et elles sont basées sur le théo-
réme du point fixe, toujours en travaille sur I'hypothése que la solution u et le terme non
linéaire N (u) sont décomposés en séries infinies .

Soit I’équation fonctionnelle général qui est appelée forme canonique d’Adomian :

u— Nu=f , ue H (2.11)

H : est un espace de Hilbert.
N : est un opérateur non linéaire qui est définit de / dans H.
f : est une fonction définie dans H par f = L™ !(g).
En substituant les séries de décomposition dans (2.11), on obtient
+oo +o00
D un =) A=
n=0 n=0
Alors les termes récursives sont obtenus a partir de cet algorithme

{ =1 (2.12)

Ups1 = An(uo, ut, us, ..., uy,), pour n=0,1,2 ...

La solution de I’équation (2.11) obtenue par la méthode ADM est équivalente a la détermination
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La méthode de décomposition d’Adomian

de la suite .S,, donnée par
Sp=u+us+---+u, , So=0.

avec So = 0 est vérifiant la relation récurrente suivante :

S0 =0 (2.13)
Sn+1 = N(Sn + UO).

ol N (S, + ug) = 3725 Ay, si cette limite

S = lim S,

n—oo

existe dans un espace de Hilbert, alors S est une solution de I’équation fonctionnelle du point
fixe S = N(ug + S) dans H.

Théoreme 2.1. Soit N un opérateur non linéaire de H, ou N : H — H et u est la solution

exacte de (2.11) .

La série " u; est converge versu quand 0 < o < 1, ||[up 11| < aluy,

,¥n € NU{0}.

Preuve 2.1. On a la suite

Su=ur+uz+ - +uy,

on va montrer que cette suite est suite de Cauchy dans H.
1Sns1 = Sull = llunsall < allunll < @®[lup—s] <+ < o™ uol

Afin de prouver que S,, est une suite de Cauchy, on a

pour toutn,m € N

1Sm = Sull = 11(Sm = Sm1) + (St = Smes) + -+ + (Sny1 — S|
< 1S = St || + 1St — Sl + - .
< a™[Juo|| + o™ Hlug| + ...
< (o™ a4 am e ) |

S (Ocn+1 +an+2 +)||UOH
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La méthode de décomposition d’Adomian

Ce qui est implique,

n+1

o
HSm - Sn” =

up|| , pour tout n,m e N, m>n (2.14)
1
—

Ainsi
lim ||.S,, —S,||=0
n.m—0

Comme o < 1, alors la suite S,, est une suite de Cauchy dans H, elle est convergente par consé-
quence
o0
15 € H, avec lim S, =95 = Zun , pourtout S € H.
n—oo
n=0
La résolution de (2.11) est équivalente a résoudre I’équation fonctionnelle N (S + ug) = S. Sup-

posons que l'opérateur N est continue, on obtient que

N(S + up) = N(lim S, + up)

n—oo

n—oo

= lim Sn+1 = S
n—00

donc on conclure que la limite S est une solution de I'équation (2.11).
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Chapitre 3

Applications de la méthode ADM pour
résoudre des équations différentielles

d’ordre fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications de la méthode décompositionnelle
d’Adomian, ces applications sont cités dans ([6] [8] (4] [7]), et on terminera par une comparaison

numérique entre la solution approximative et la solution exacte.

1 Application de la méthode ADM pour les équations de

Riccati

Nous allons considérer dans cette partie que la dérivée fractionnaire utilisée est au sens de

Caputo.
Nous présentons 1’équation différentielle fractionnaire de Riccati
“Du(x) = A(t) + B(t)u(t) + C(t)u(t)? (3.1)
Avecu(0) =cjetm—1<a<m, t>0
ou A(t), B(t), C(t) sont des fonctions données et ¢; sont des constante arbitraire.

Appliquant 'opérateur inverse de I'opérateur © Dg, aux cotés de I’équation (3.1) et en utilisant

les conditions initiales, on trouve
tj «@ 2
u(t) =Y ¢j= + I*[A(t) + B(t)u(t) + C(t)u(t)’] (3.2)
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

La méthode ADM donnée la solution par la série suivante

= un(t) (3.3)
n=0

et la fonction non linéaire définie en (3.2) soit décomposée comme suit

u)=u’ =Y A, (3.4)
n=0

ou les A,, sont les polynémes Adomian.
Substitution les séries de décomposition (3.3) et (3.4) dans les deux cotes de (3.2), on trouve

9] m—1 )
D un(t) =) ¢ t—| ) + B(t Zun +C()> A (3.5)
n=0 n=0

7=0

A partir de cette équation, les itérations sont déterminer par I’algorithme suivant :

m—1 tj a
U= i, CjﬁﬂLf( (),

(3.6)
Ups1 = 1*(B(t)u, + C(t)A,), n>0
Exemple 3.1. [7] Considérons [’équation fractionnaire suivante de Riccati
“Dou = —u(t) +1
u u?(t) + (3.7)
u(0) =0, 0<a<l.
La solution exacte, quand o = 1 est
e?t —1
t) = 3.8
On a quandt — oo, u(t) — 1.
Pour trouver la solution, nous utilisons le schéma suivant :
(0)+1°(1) = ——
U = U = T
0 T(a+1) (3.9)

Unr1 = —1%(4,), n>0

ou les A,, sont les polynomes d’Adomian pour le terme non linéaire
tel que
F(u) = u®.
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

En utilisant le schéma ci-dessus et la définition des polynomes d’Adomian, les premiers termes de
la série de décomposition sont donnés par :
1

S Tarn
u = —I%(Ao) = —1°(F(uo)) = —1"(ug) = ——afﬁf 4—2 gifga
16I'(2a)I " (4a) o

al' (1 + 3a)T'(1 + 5a)
1
ug = —I1%(Ag) = —I%(ua F'(uo) + §U%F”(“0)) = —1°(2uguz + uf)

(320°T (20)T(4)T(1 + 3a) + T'(1 + 2a)?T(1 + 5a))T(1 + 6a)
AT (1 + 3a)2T (1 + 5a)T(1 + Tar)

U = —[a(Al)

—I%(ur F'(ug)) = —I*(2uouy) =

t?a

B 1 o IF'1+2a) ,, 16T (2a)M(4av) s
ult) = I'a+ 1)t a?T'(1+ 304)t - al'(1 +3a)I'(1 + 50z)t o (3.10)

Le premier cas :

remplacons o = 1 dans (3.10), on obtient la solution approximative sous forme d’une série

u(t) = t—0.333333t3+0.133333t°—0.0539683t"+0.0218695¢" —0.00886324¢ ' +0.00359213¢ 3 —
0.00145583¢15 + 0.000590027¢'7 — 0.000239129¢'° + 0.0000969154¢%!

Le deuxiéme cas :

1
Dans ce cas, nous examinerons I’équation fractionnaire de Riccati (3.10). Pour o = 2 on obtient

u(t) = 2Vt — 3.00901t%2 + 7.24332t%/% — 19.6157t7/2 + 55.9634t%/? — 164.385¢1/2
+491.925¢13/2 — 1491.22'5/2 + 4563.65t17/2 — 14068.5¢'9/% + 43620.6t21/2,

Pour simplifier, soit t'/? = x, alors

u(z) = 22 — 3.009012% 4 7.243322° — 19.61572" + 55.96342° — 164.385z"
4+491.9252" — 1491.222" + 4563.652'7 — 14068.52" + 43620.62%.

Exemple 3.2. [8] Considérons I’équation fractionnaire de Riccati :

(3.11)

CDo = 2u(t) — u?(t) + 1
u(0) =0, 0<a<l.
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

La solution exacte, ou o« = 1, est

u(t) = 14 v/2tanh (x/it + %log (ﬂ — 1)) . (3.12)

V2+1

quandt — +oo, u(t) — 14 /2 = 2.4142.

Suite a 'analyse présentée ci-dessus, soit la relation de récurrente :

tOZ
up =u(0) +1%(1) = =———,
0 = u(0) (1) T(a+1) (3.13)
U1 = 1*(2u, — Ap), n>0
ou les A,, sont des polynomes d’Adomian, pour le terme non linéaire

tel que
F(u) = u*

les premier termes de la série de décomposition sont donnés par :

J— ta
T Tla+1)
1
) . ) 2l—2a COS(WQ)F(§ — ) o oI'(2a) -
= I%(2uo = Ao) = I*(2u0 — ) = Jral(a) T+ o+ 3a)
1
. . 332 cos(Ta )F(§ — a)'(2a) . 2I(2) w
w2 = 1(2uy = ) = 17201 = 2uow) = NN )r(1 130) | T(@T( + o)l +4a)
AT (20)I' (1 4 4a) s 12I'(—20)I'(3a)sin(2ma) 4,
T @)1 + )Pl + 3a)T(1 + 5a) AT ()T (1 + 4a) ’

et les premiers termes de la série de décomposition sont donnés par :

1
1 X 21—2a cos(ﬂa)F(§ —a) . 20(20) ,
u(t) = T(a+ 1)t * Vmal(a) e T'(a)0(1 4 a)l(1 + 3a)t o (19

Le premier cas :

Remplagant o« = 1 dans (3.14), alors la solution de I’équation de Riccati est :

u(t) =t + t* +0.333333t> — 0.333333t* 4 - - - + 0.0000969154¢2". (3.15)
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre

fractionnaire

Le deuxiéeme cas :

1
Dans ce cas, nous examinerons [’équation fractionnaire de Riccati (3.14). Pour « = —, on obtient

u(t) = 1.1283v/t + 2.0t + 2.05121#%% — 0.27324¢> + - - - + 80.4206¢>'/2
Pour simplifier, soit tY2 = 2, alors
u(z) = 1.1283x + 2.0x + 2.051212% — 0.273242° + - - - + 80.42062>"

Exemple 3.3. [8] Considérons I’équation fractionnaire suivante de Riccati

Doy = —u?(t) + 1
u(0) = ¢o, ¥'(0) = ¢y, l<a<?2

Pour résoudre I’équation (3.18), on utilise la relation récurrente :

Uy = Co + Clt + ]a(1>
U1 = —1%(4,), n>0

3
Nous choisissons ¢y = \/5 co=—leta=—.

A partir de (3.19), les premiers termes de la série de décomposition sont donné par :

u(t) = V2 — t — 0.752253t>° + 0.851077t>° 4 0.471405t> — 0.171943t>° + . ..

Pour simplifier, soit tY2 = 2, alors

u(z) = V2 — 22 — 0.7522532° + 0.8510772° 4 0.4714052° — 0.1719432" + ...

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

2 Application de la méthode ADM pour résoudre des équa-

tions aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire

Considérons ’équation différentielle
Lu+ Ru+ Nu=g

L : est un opérateur non linéaire inversible.

R : est Popérateur linéaire.
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

g : une fonction donnée.
Nu est représente le terme non linéaire, la fonction u(t) est supposé étre borné pour tous t €

I = [0.77] et le terme non linéaire satisfait la condition de Lipschitzi.e. [Nu— Nv| < L

ou L, est un constante positive.

Car L est inversible, on a
=¢+L'g— L 'Ru— L 'Nu (3.22)

Ou ¢ est le reste d’intégration , il satisfait L = O etona L™! fo

La fonction inconnu u est obtenue par la série infinie

= i un (2, 1) (3.23)
n=0

Nu est décomposée en série infinie

Nu=>" Ay(uo, ..., up) (3.24)
n=0

Ou A,, sont les polynémes d’Adomian calculons par la formule

1. d"

n:aw

En remplacant (3.23) et (3.24) dans (3.22), on trouve

N\ n=0,1,...

Zun(m,t): o+ L 1g— LlRZunast ZA (wo, Uty ..y Up)) (3.25)
n=0

n=0

2.1 Equations aux dérivées partielles de deuxiéme ordre fractionnaire

Exemple 3.4. [6] Considérons I’équation suivante :

0%u(w,t)
e (Lypu(z,t)) — (u(x, t) Lyu(x, t)) (3.26)
u(z,0) =sinz, (z,t) €[0,1] x (0,7,
02 0
telque L, = —, L, = —
el que Luw = 530 L =
et —— est un opérateur différentiel fractionnaire.

ot
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

(6%
Soit [ est I'inverse de l'opérateur —, maintenant en appliquant 1* a I’équation de probléme

ote
(3.28), on obtient
u(z,t) = ¢+ I*(Lygu) — I(Nu)

tel que Nu = ulL,u
Pour résoudre le probléme (3.26), on doit généraliser ces polynomes d’Adomian par :

ou
Ao =y,
_1]d Jug ouy 0wy Ouy
h=g [5““0 o) * A%”} o T
1 d2 9 aUQ 8U1 9 8u2 3u2 8U1 8u0
=g {WKUOHWH Gy TA % TN 5 ”LO ~ %% T T
8U3 (9uQ 8u1 8u0
A = 0
37 0% T Ox T Ox T Ox
A partir de (3.25), on trouve
u(z,t) = Zun(x>t) =0+ IQ(Z(szun)) - IQ(Z(An)), (3.27)
n=0 n=0 n=0

up = ¢ = u(z,0)

uy = ]a(LIxUO) - ]a(Ao)
Uy = [O‘(Lmul) — Ia(Al)
Ups1 = 1¥(Lyzuy) — I%(A,)

En substituant les valeurs de ug, u, ... dans (3.27), on obtient la solution de probléme (3.26

w(z,t) =ug+up + -+ u, + ...
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

tel que :

ug = u(z,0) = fo(r) =sinzx
Uy = ]a(L$IUO> — Ia(Ao)

_L ' — 9 (g _L ' — 0 () F (x _ fl(x) a
= [0 @ - g [0 e @ -
2 = I*(Logt) = 1) = s [ =00 @00 = s [ (=0 @) @)
_ fg(l‘) t2a
I'(2a+1)
N N e 1 ¢ o1 [ Oug ouy Oy
_ fg(flf) t3o¢
F'Ba+1)
Uy = I*(Lygus) — I*(A3) = %#a
B .
" T(na+1)
et:
filx) = —f"(z) + f(z)f (x) = sin(z)(1 + cos x)

fo(x) = fl(z) — f(x)f] — fi(z)f'(z) = sin®(z) + [-1 — 5cosx — cos? x — (1 + cos x) cos x] sin x

La solution de probléme est donnée par :

u(z,t) = fo(r) + I‘(atj_ 1)f1(x) + F(Qta—:—l)fQ(x) + F(;&—il)f:a(x) + I‘(nt(:: 1)fn($) +
Z I(na + 1 (z)

n=0

ou fo(x) est la condition initiale.
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

Exemple 3.5. [6] Considérons I’équation fractionnaire non linéaire suivante :

D¢u + D?*u— Dyu+u? =0
u(z,0) =@ = f(z) =2% (x,t) € Qx[0,T] (3.28)
O<z<1, 0<t<L1, 0<a<Ll.

tel que Q2 = (0,1)
La forme standard de I’équation fractionnaire au une forme d opérateur est

Doy = —[u(z,t)]? — Lygu(x,t) + Lyu(x,t)

ou : o 5
L:m: = 7 5 L:v = A
0x? ox

En appliquant I* a I'équation (3.26), on obtient
u(t) = & — I*(Nu) — I%(Logu(z, ) + I*(Lou(z, 1) (5.29)

ot Nu = u?, selon la méthode de décomposition, on suppose une solution en série pour la fonction

inconnue u(x,t) sous la forme

t) = i U (2, 1) (3.30)

Afin de résoudre le probléme (3.28), généralisons ces polynomes d’Adomian comme par :

AEEEL
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

Les premiers termes des polynomes d’Adomian sont donnés comme suit :

2
Ay = up.up = ug

A

1= a[(uo + )\ul)(u(] + >\U1>])\:0 = UgU1 + U1Ug

= 2u0u1
1 d?
= gl
= 2uguy + uj
1 @
= 3wl
= 2upusz + 2uqus

Ag Ug + )\u1 + )\2u2)(u0 + )\u1 + )\2u2)])\:0 = UgU1 + UUg

Ag Ug + )\ul + )\2U2 + >\3U3)(’LL0 + )\’LLl + )\2UQ + /\3U3)])\:0 = UgU1 + UUg

A partir de (3.25), on a

Zun(a:, 0)=¢— IO‘(Z A (ug, gy ..y up)) — ]a(z Lyuy,) + IO‘(Z Lyuy,),
n=0 n=0 n=0

n=0

d’apres 'équation ci-dessus, on a

Ug = UJ(I’t) = fO(x)
uy = —[a(Ao) — Ia(meUO) -+ ]O((L$U0)
Ug = —Ia(Al) - Ia(szul) + I“(Lxul)

Upr1 = —1%(Apn) — 1¥(Lagun) + 1%(Lyuy)

En substituant les valeurs de ug, u,, . . ., on trouve que la solution de probléme (3.28) est :

w(z,t) =ug+up +ug+ - Fu, + - (3.31)
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre

fractionnaire
Ou:
ug = u(z,0) = fo(x) = 22
f1(x)
= —I"Ap — [aLxx [aLx = ——t"
“1 0 to T batio =m0
fa(z) 2
=—I1%(A _Iaer ]aLx =t
2 (A1) et = m e T
f3 3
= —J1%(Ay) — I*L,, I°Luy = —————1°¢
U3 (42) Uz 12 ['Ba+1)
Un — fn(fﬁ) tna
I'2a+1)
tel que :

fi(@) = (f(@)*+ f'(x) — f(z) =a* — 2z +2
fao(x) = =[2f(z) fi(z) + fi'(2) — fi(z)] = —22° + 82% 42
f3(x) = =2f () fa(z) — 2f2(x) — 2f5(x) + fo(x) = 32° — 82° + 40z* — 82 + 24z — 20

donc devient

+o t2a t3a $na

mfl(x)erﬁ(mefa(xH- ot fu(x)+

u(x,t) = folx)+ ['(2a+ 1)

ou fo(x) est la condition initiale.

Exemple 3.6. [6] Considérons le probléme de la valeur initiale (IVP) pour I’équation fraction-
naire BBM-Buger de la forme
9%u 82u+ u 0a<l
ate o2 ' ox “=
u(z,0) = ¢ = f(x) =sin(x), x € Qx(0,7], ou Q= (0,1)

(3.32)

Master 2 AMA 32



Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

La forme standard de I’équation de BBM-Buger fractionnaire sous forme d opérateur :

ou :

LCL‘CL‘

u_ou
ote  Ox2
ote

0

Cox2) Y O

@
oz

En appliguant 1 a I’équation (3.33), on trouve
ppliq q

u(z,t) = ¢+ I¥(Lygu) — I(Nu)

Soit les polynomes d’Adomian donnés par :

Ainsi

8—u(yc,zf) = (Lygu(z,t)) — (u(z, t) Lyu(z, t))

u(@ t) = ¢+ 190> (Lagun)) — 1D _(An))

n=0

n=0

A, = %% (; )\iui)%(g ) e 01,2,

Ay :uo%

Al = uo% + ul%

B -

Ay = uo?;f +v085;3 +u1861;2 + 0, %7”;2 +u2%7”;1 +v2881;1 +u3%7“f +v3887”;0

(3.33)

Master
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

tel que :

up = ¢ = u(x,0) = fo(zr) =sinzx

uy = 1%(Lyzug) — 1%(Ag) = %ta

U = ]a(Lmﬂh) — Ia(Al) = %tml

Uz = ]a(LxxUQ) — Ia(AQ) = %t?ﬂ

fn(l’) tna

Upt1 = 1¥(Lyzun) — I%(A4,) = Tlna+1)

Ou

filz) = —f"(z) + f(z)f (z) = sin(x)(1 + cos x)

fo(x) = f1(x) — f(x)f1(2) — fi(2)f'(x) = sin®(z) + [-1 — 5cosx — cos* x — (1 + cos x) cos 7]

Par conséquent u(x,t) = ug +uy +ug + -+ Up + - - -

Donc la solution de probléme (IVP) est donnée par :

B file) o fm) s f@)  an fa(2)
u(@,t) = folw) + Mot " TatD "TBatr1) T T ThatD)

%Fna—i—l (z)

ou fo(x) est la condition initiale.

e 4.

2.2 Equations aux dérivées partielles du troisiéme ordre fractionnaire

Exemple 3.7. [6]
aau_83u+82u_@+ @—O
ot 028 02> 0w ox (3.34)
(,t) € Q2 x (0,T] et 0 < <1
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

Avec la condition initiale u(z,0) = f(x), tel que f(z) = cosx

®u  Ou Bu  0*u  Ou

o~ w0 9 0w
= —u(x,t)Lyu(x,t) + Lyggu(z,t) — Lygu(x,t) + Lyu(x, t)

tel que

o 0? 0
%7 Lmr Lx —

Lxxz = = 7 9 I
0x? ox

D est 'opérateur fractionnaire, on sait que I est ['opérateur inverse de D, alors en appliquant

I aux deux cotés de I’équation donnée, on obtient

u(z,t) = ¢ — IY(Nu) + I*(Lygatt) — I¥(Lygu) + 14(Lyuw) (3.35)
0
ou Nu = ua—u
x
Les premiers termes des polynomes d’Adomian sont donnés par :
8u0
Ay = up——
0= U o
ouy Jdug
Ay =uwy—— —
P T M g

ou ou ou
A2 = U0—2 + Ul—l + UQ—O

ox ox ox

A partir de (3.25),on obtient
> un(wt) = o=I1*0 " An(ug,u, - un) AT Lowatin) =10 Lugtin) 1% Latty),
=0 n=0 n=0 n=0 n=0

up = u(x,0) = fo(z) = cosx
Uy = —IaAO + [a(szmUO) — [a<Lme0) —+ [a(Lx’U,O)
U = —IaAl —+ I“(meul) — ]a<Lme1) —+ I“(Lmul)

Upt1 = —1%Ap + 1(Lagotin) — I%(Lagty) + 1%(Lyuy,)
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

En substituant les valeurs de ug, uy, . .. dans (3.35), on obtient la solution de probléme
u(x,t) =uo+uy +us 4+ F U+ (3.36)
Ou

ug = u(z,0) = fo(r) = cosz

= Ao+ 1 L) = 1 Loe) + (L) = LD =TT = T2 e

ta
= f1($)m

Ug = _[&(Al) + Ia(wale) — [a(sz’U,l) + IQ<L$U1)

_ fa o
- ~’CZ($)F(2@+1)7’L2

uz = _IQAZ + Ia(Lm:vu2> - [a(LMUQ) + [O‘(Lqu) - F(3O{3+ 1)t3a

up = —1*Ap_1 + I*(Lywatin-1) — 1" (Logtn-1) + I*(Lytp-1) = F(2§n+ 1)tna

Et

fix) = f(@)f'(x) = f"(x) + f"(2) = f/(x) = (=sinz — 1) cosz — 2sinz
fa(w) = =[f(x) + fi(z) + fr(@) f'(2) = ["(2) + £ (2) = fi(2)]
=cos®x + 3cos?x + ((—sinx — 1)sinz — 2sinw — 1) cosz — 5sin®2 — 2sinz,

donc devient

ule,t) = fo($)+r(at—11)f1(x)+ﬁfz(x)+ﬁfs(m)+- - +F(2’;—H) fo() 4
o tna
=> mfn(l")-

n=0

ou fo(x) est la condition initiale.
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

3 ADM pour résoudre des systémes

3.1 Exemples

I. Considérons le systéme d’équations fractionnaires non-linéaires :[4]]

{ Daul (t) = U% + Ug (337)

DPuy(t) = upcosuy, u(0) =0, up(0) =1,

ou«, B € (0,1). d’apres les résultats obtenus par Daftardar-Gejji et Babakhani [9], ce sys-
téme admet une solution unique. pour de résoudre le systéeme ci-dessus, on définissons les

termes non linéaires par
[e.9] o0
Ni(@) =ui +us =Y Ay, No(t) = = Ay
1\U) = Uy U = 155 20U) = U COSUT = 2j -
3=0 Jj=0

on évaluons les polyndémes d’Adomian par :

Am = U%O + U920

Ay = 2ugou + ug

Ap = 21@1 + 2uioug2 + U
Ajg = 2ui U1 + 2uiouis + Usgs

2
Ay = uly + 2urguss + 2ugpUng + Uy
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre

fractionnaire
et
Agy = g cos ugg
Agl = —U11U12 sin U1g + U1 COS Uqg
1, . .
A22 = §u11UQ0 COS U0 — U12U90 SIN U1g — U11U21 SN U1 -+ U971 COS U190
1

3 . . . 2 .
Agz = 6((u11u20 sinuyp — 6ugguge sinuyg — Gugg sin uig)ugg — 3(ug; COS Uip + wg Sin Uig)ugy
- 6u11u22 sin U1 + 6U23 COS UIO)

A24 24 ((U’ll COS U9 + 12U11U12 sin U0 — 24u11u13 COS U1 — 12(U12 COS U1g

. 3 . .
+ 2uyg sinugg) Juge + 4(ug; sinugg — 6y11u1e OS U9 — Guyz Sin ugg) gy

— 12(’&%1 COS U1g + U12 sin U10>U22 - 24U11U23 sin Uip + 24%24 COS ulo)

La décomposition Adomian conduit au schéma suivant :

uo = 0, Ul m+1 = I Ay,
Uso =1,  ugmyr = 1PAs,, m=0,1,...

Dans la premiere itération on a

8
=1Ay et ug = —1PAyy = ———.
U1 10 €l U2 20 F(ﬁ—l—l)
Les termes suivants sont :
) 18 totB
e "TUTETD) Tlatprl)
54 8 tﬁ 12
=71 =71
U22 21 F( (2ﬂ+ 1)
t26 1’\ 2 + 1 t3a ta+26
u13:IO‘A12:I‘*( ): (042 ) +
I'2s+1) C(a+1D]PTBa+1) TINa+28+1)
% L2 + 1)¢2%FF 30
Ugg = [P Ay = IP 5+ = ( a;— ) +
2 26+ 1) [F(a + 1)] I‘(20z + B8+ 1) F(Sﬁ + 1)
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre

fractionnaire
En utilisant les termes ci-dessus
te N tath (20 + 1)3 tot2s N
u fr—
""Tla+1) T(a+p+1) [Tla+1)Pr@Ba+1) T(a+26+1)
tP 128 [(2c + 1)2ath t38
up =1+ - — - +oe

r'g+1) I2g+1) [Fla+1)PrRa+p+1) T(BF+1)

II. Considérons le systeme d’équations fractionnaires non-linéaires[4]

Daul = 2u§
D’BUQ = tul, Ul(O) = 0, UQ(O) = ]., Ug(O) == 1,

D7U3 = UQU3

ou v, 3,7 € (0,1).Pour résoudre le systéme précédent, on définie les termes non linéaires par

Ni(u) = 2u2 ZAU’ No(u) = tuy = ZAQJ, N3(a) = ugug = ZA?’J
Ao = 2u3, Asp = tuqg
A = 4ugoug Agy = tuyy
Arg = 2u3; + dusguags Agy = tuya
Az = duguge + dugguzs Agz = tuys
A1y = 2u3y + dusiugs + dugoting Agq = tuyy
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

Ay = uzUsp

Aszy = up1uszo + Uz

Aszy = Uz + U1 U1 + UoUs2

Aszg = U3z + UgUs1 + U21Usz + UgpUss

Asy = UgqUgp + UgsUszr + UaUsz + UoiUsg + UspUsg

La décomposition Adomian conduit au I’algorithme suivant :

up =0, ug = 1, uzg = 1,
Ulm+1 = 1Ay, U2 m+1 = IBA2m7 U3 m+1 = I As,,, m=20,1,...
Dans la premiére itération, on a

2t~
v(a+1)

Exemple 3.8. [6] Considérons le systéme de probléme (IVP) de valeur initiale des équations

7

s = TPusn =0 et ug = [7Agp——.
21 20 31 30F(7+1)

U1 = ]aAm =

fractionnaires

szu = uDyu+vDyu (3.38)
Div = uDyu+vDyv
oul < a<1let(x,t) e Q,(0,T)], et avec les conditions initiales suivantes
u(z,y,0) = f(z,y)
v(z,y,0) = g(z,y) ,z,y € Q= (0,1)
Le systéme peut étre écrit sous la forme suivant :
0 0
CD¢ = ud + w2l
9 0y (3.39)
C o ov ov :
Dt = U,a— —f— Ua—y
0 0
Ni(u,v) = ua—z + va—Z = Lu
0 0
No(u,v) = w02l =
ox Jy
Appliquant L=Y(.) = I* a (3.39), on obtient
t) = I*N-
U(I,y, ) ¢+ 1(U,U) (340)
U(I7 Y, t) = ¢ + ]aNQ(ua U)
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

ou lopérateur non linéaire Ny (u, v) et Na(u, v) sont eux écrits dans le formulaire de décomposition
Ni(u,v) =307 o Anlug, ur, . .., uy)
No(u,v) =37 Bu(vo, v1, ..., Up)

tel que A,, et B,, sont les polynomes d’Adomian

1| a =
I P
" [d)m 1(u,0) (;MMH

1| d = .
ana [W]\@(u,v) (ZA%)]/\O, n=20,1,2, ...

=0

Les polynomes d’Adomian sont donnés par :

-1 [%(i V(g 3N+ (3 N iim] neonn
Ag = Uo% ana_l;o
Ay = ug 68?;1 + o 881;1 + U1881;0 + vy 6@1;0
.
Az = an((;f + angs + m%lf + v1%2;2 + Us 81;1 + UQ%Zl + us (;f + vgag;o
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

Maintenant, pour calculer les termes de la solutions, on doit généraliser ces polynomes d’Adomian

dans ce qui suit.

L0
d)\” Z)\Zul (%Z)\%l (Z)\’vi)(a—yZ)\zvi) , n=0,1,2,...
i=0 i=0

[A=0
3u0 81}0
By =
0 uoa Gy
81)1 81}1 8?]0 aUO
D=ty Ty T Ty
B—u% U% uavl_i_v% fu/avo rv%
R T ) Yoy T %0 >y
) ) Yoy " Poxr 7o Sor %oy

A partir de (3.25), on a

Zun(x, y,t) = u(z,y,0) + IO‘(Z A, (ug,ur, ... uy))
n n=0

Zun x,y,t) =v(z,y,0) + I%( ZB UQ, Uy -+ -y Up))

n=0
La décomposition associée est donnée par :
up = u(x,y,0), ups1 = I*(Ny(up, v,))
vo = v(2,9,0), vp11 = I*(Na(uy,v,)), n=0,1,...
Ensuite, selon I’équation ci-dessus, on obtient
uo = u(x,y,0) vo = v(z,y,0)
Uy = ]aAO v = IaBO
Ug = IaAl Vo = IaBl
Up+1 = IaAn Un+1 = _[aBn
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

En substituant les valeurs précédent, on obtient la solution de probleme (IVP).

Up = u(x,y,()) = f(x,y)
Vo = U('T7y70) = g(l’,y)

1 t 1 0 8 te
w = 1%Ag = / Up al + v al do = fi(z,y)=——
) 0 (t_ x Y

(v g)l-« 0 "9 I +1)
I duy O] o
w1 = s [ s [+ ] 4= e
2«
up = I1"A; = f2($,?/)m
2c
vy =1"B; = gz(%y)m
tel que
0 0
o) = = [ 720 2L gty L)
9(z,y) 9g(x,y)

gl(w,y):—[f%y) o 9@y Jy }

0 0
f2($,y) — fx, ) é y) —{—g(l‘,y)% + fl(x7y>f(;;y) +gl(x7y) f(az’ y)
g2(z,y) = fx,y) é v) +g(x,y)w + fl(x,y)g(;:’cy) +gl($ay)8gg§; v
On obtient
u(x,y,t) = nz%un =Upturt- - Fup+--- = f(x7y)+f1(x7y)r(a + 1)+ ) +fn(xa y)r(na + 1)+
v(w,y,t) = ivn g = (@Y1 () e (2, ) e
2 T(a+1) ['(na+1)
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Applications de la méthode ADM pour résoudre des équations différentielles d’ordre
fractionnaire

4 Comparaison numérique

Dans cette partie on va faire une comparaison entre la solution approximative par la mé-

thode ADM et la solution exacte.
tous les calculs présentés dans cette partie ont été obtenus par logiciels maple.

Exemple 3.9. Soit I’équation

Doy = —u?(t) + 1
wW(0)=0, O<a<l.

La solution exacte, quand o = 1 est

et —1
)=
la Solution exacte ADM
U(t) Ut)
0 0 0
0.5 0.4621171572 0.4621171881
1 0.7615941560 0.7616220734
15|  0.9051482536 1.135710936
2 0.9640275801 126.6692882
25| 0.9866142982 15799.86150
3 0.9950547537 7.956412541 10°
35|  0.9981778976 2.148457529 10"
4 0.9993292997 3.692894155 10°
45| 0.9997532108 4.507357447 10°
5 0.9999092043 4.206155770 10*°

Tableau 1 : les résultats numériques de U'exemple (3.9) pour o = 1.

Dans Tableau 1, nous comparons la solution de I'exemple (3.9) avec la solution exacte pourt dans

[0, 5] et pour v = 1.
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fractionnaire

FIGurE 3.1 - La solution exacte (continue) par rapport a la solution de décomposition (ligne
pointillée)lorsque o = 1.

Figure 3.1 : Montre la solution obtenue en utilisant ADM par rapport a la solution exacte quand
a=1

Exemple 3.10. Soit [’équation

CDu(t) = 2u(t) — u?(t) + 1
u(0) =0, 0<a<l.

La solution exacte pour o = 1, est donnée par

u(t) = 14 v2tanh (\/ﬁt + 1log <\/§ — 1)
2 7 \v2+1
la Solution exacte ADM
t U(t) U(t)
0 0.4836486197 0
0.5 1.443239780 0.7708333125
1 2.095286316 2.000000000
1.5 2.329442246 3.187500563
2 2.393125869 3.333336000
2.5 2.409057696 0.93750781
3 2.412958353 -5.99998200
3.5 2.413908297 -19.97913093
4 2.414139341 -43.99993600
4.5 2.414195517 -81.56239368
5 2.414209175 -136.6665000

Tableau 2 : les résultats numériques de U'exemple (3.10) pour o = 1.
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fractionnaire

Dans le Tableau 2, nous comparons la solution de I’exemple (qui est résolu par la méthode ADM)

avec la solution exacte. En utilisant la subdivision de l'intervalle pour At = 0.5

FIGURE 3.2 - La solution exacte (ligne continue) par rapport a la solution de décomposition
(ligne pointillée)

Figure 3.2 : Montre la solution obtenue en utilisant ADM par rapport a la solution exacte quand
a=1

Remarque : Remarquons que a partir de la comparaison entre la méthode ADM et la solution exacte
que la méthode ADM est divergent juste aprést = 1.
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fractionnaire

Conclusion générale :

Ce mémoire a pour but I'étude des équations différentielles d’ordre fractionnaire.
Dans le premier chapitre on a rassemblé les outils de base pour cette étude, dans le deuxiéme
chapitre on a présenté la méthode ADM pour résoudre les équations différentielles d’ordre
fractionnaire.
Dans le dernier chapitre nous avons présenté quelques applications de la méthode ADM et on

a terminé ce chapitre par une comparaison numérique.
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