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La transformée continue en ondelettes est devenue un outil tres utile en géophysique
(kumar et Foufoula-georgiou 1997).

Dans I'anayse de terrain potentielle, elle aété utilisée pour localiser etcaractériser des
sources causales homogeénes pointant dans une direction (moreau et a. 1997).Martelet et al.
(2001) ont publié un article sur la caractérisation des limites géologiques al'aide delaTO 1D
des données gravimétriques,la technique proposée a éé appliquée sur I'Himalaya. La TOC
complexe a été utilisé pour I'identification des sources de champs potentiels en utilisant les
profils aéromagnétiques de la Guyane francaise (sailhac et a. 2000).

Sailhac et Gibert (2003) ont proposé une nouvelle technique d'identification des sources
a partir du champ potentiel avec la transformée en ondelettes continue, basée sur les
approximations d'ondelettes bidimensionnelles et multipolaires.La TO 1D a été utilisée pour
I'identification des sources de champs potentiels avec la transformée en ondelettes continue
(Boukerbout et al. 2003). Elle a été appliquée a des données a tres basse fréquence.

Une nouvelle technique a été proposee par valée et a (2004) pour estimer la
profondeur et le type de modéle en utilisant la TOC des données magnétiques.

Boukerbout et Gibert (2006) ont appliqué le formalisme de la transformée en ondel ettes
continue au cas particulier des anomalies. Elles montrent que, pour ce type particulier
danomalies, la TO bidimensionnelle correspond a I'analyse Ridgelet et réduite ala TO 1D
appliquée dans le domaine du radon.

Récemment, notre enseignant monsieur Ouadfeul et a. (2011), ont publié un article qui
utilise la TOC sur la cartographie des contacts géologiques a partir de données
géomagnétiques, I'ondel ette analysant est |e chapeau mexicain, la méthode proposeée a montré
une bonne robustesse. Dans ce mémoire, Nous proposons une nouvelle technique plus précis
et non sensible au bruit; cette derniére technique est basée sur la transformée continue en
ondelettes 2D directionnelle (TOCD) et I'analogie entre la transformée en ondelettes et la
continuation vers le haut, apres que la technique a été appliquée sur une donnée synthétique
de prisme et un cylindre. Vérifier la robustesse de la méthode proposée sur le modele
synthétique bruité. Nous proposons un nouvel outil de réduction des effets du bruit dans les
solutions fournies par le TOCD 2D. L'idée proposée a été appliquée au champ magnétique

danomalie de larégion d'In ouzzal.
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Les résultats obtenus aprés I'application du filtre proposé ont été comparés a des
solutions de signaux anaytiques(SA) (Nabighian 1984, Roest et a, 1992). Nous avons

finalisé le document en proposant un modele de contacts pour ce domaine et une conclusion.
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[.1 Définitions:
[.1.1. Signal :

Le mot «signal » désigne I’évolution temporelle d’une grandeur physique mesurable
(courant, tension, force, température, pression, etc.). Ces signaux physiques sont modélisés
par des fonctions mathématiques x dépendant d’une variable représentant le tempst . En

pratique un signal est issu d’une mesure par un capteur. (Notes des Cours sur Web)

AVE

Figurel.l: Un signal

[.1.2. Bruit :

Le bruit est défini comme toute perturbation génante qui se superpose au signal. La
différentiation entre le signal et le bruit dépend de I’intérét de I’utilisateur : les ondes
électromagnétiques d’origine galactique sont du bruit pour un ingénieur des
télécommunications par satellites et un signal pour les radioastronomes.(Notes des Cours sur
Web)

[.1.3. Rapport signal sur bruit :

Le rapport signal sur bruit mesure la quantité de bruit contenue dans le signal. Il
sexprime par le rapport des puissances du signal X(t) et du bruit n(t) (Notes des Cours sur
Web)

. 1l est souvent donné en décibels [dB]:

Sl\lelo-Iog(&) 1.1

Pn
|.2. Classification des signaux :

Pour faciliter I’étude des signaux, différents modes de classification peuvent étre
envisages :

[.2.1 Signaux déter ministes ou aléatoires:

La premiere classification, basée sur I’évolution du signal en fonction du temps, fait
apparaitre deux types fondamentaux:

-Les signaux déterministes (ou certains) dont I’évolution en fonction du temps peut
étre parfaitement décrite par un modéle mathématique. Ces signaux proviennent de

phénomeénes pour lesquels on connait les lois physiques. A titre d’exemple, pour un
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oscillateur qui délivre un signal sinusoidal d’amplitude Aet de fréquence f,, on peut prédire
lavaleur du signal atout instant grace au modéle mathématique X(t) = Asin(2pf,t) .

Une formule mathématique définit parfaitement le signal.

-Les signaux aléatoires (ou probabilistes) dont le comportement temporel est
imprévisible. Il faut faire appel a leurs propriétés statistiques pour les décrire. Si leurs
propriétés statistiques sont invariantes dans le temps, on dit qu'ils sont stationnaires.

Les parametres statistiques définissant les possibilités d’évolution du signal.

(G. Blanchet and M. Charbit, Paris, 1998)
|.2.2. Classification morphologique:

Selon P’amplitude du signal et la variablet (M. KUNT,1984)., on distingue 4 cas
possible:

1. Lessignaux analogiques dont I'amplitude et e temps sont continus.

2. Lessignaux quantifiés dont I'amplitude est discréte et |e temps continu.

3. Lessignaux échantillonnés dont I'amplitude est continue et e temps discret.

4. Lessignaux numériques dont I'amplitude et |e temps sont discrets.
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Figurel.2: Classification morphologique des signaux
[.2.3. Classification énergétique:
La puissance éectrigue instantanée fournie a une résistance R (ou conductance G) est
définie comme le produit des valeurs instantanées de la tension u(t) a ses bornes et du courant

i(t) qui latraverse:

p(t) = u(t)i(t) = Ri2(t) = Gu?(t)
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L’énergie dissipée sur un intervalle[t,t,], avect, <t,, est I’intégrale de cette puissance
instantanée et se mesure en joules (J) :
t2 t2 t2
W(ty t,) = j p(t)dt = Rji 2(t)dt = Gjuz(t)dt
t, t, t,
Par consequent la puissance moyenne P (t,,t,), mesurée en watts (W), s’exprime sous la

forme suivante :
15 R G4
P(t,,t,) =—— | p(t)dt = — |i2(t)dt = — [u?(t)dt .2
(t.t2) tz_tltjpo Attj (t) Attj (t)

On parle d’une puissance ou énergie normalisée quandr =10 . Par analogie, on définit

pour un signal x(t) une énergie w, (t,,t,) € une puissance moyenne P,(t,,t,) :

t t
2 1 2
W,(tto) = [XP0dt,  Pltyt) = j X (t)dt

t1

L’énergie totale w, et la puissance moyenne totale p, sont définies par:
+00 _ 1 +T/2
W, = j x2(t)dt , P = Jim = j X2 (t)dt 1.3
—o -T/2
-Remarque:
1. Pour un signal périodique de période To, la puissance moyenne totale est calculée sur

une période :
1%
P, =—jx2(t)dt 1.4
To g

2. Si le signal est représenté par une fonction complexe de la variable réelle t, les
définitions sont équivalentes en remplagant x2(t) par |x(t)* .

La plupart des signaux peuvent étre classes a partir de leur énergie totale et puissance
moyenne totale. On distingue:

+00
- signaux aénergie finie qui satisfont ala condition suivante : Ixz(t)dt <o

—00

+T/2
- signaux a puissance moyenne finie qui satisfont a : 0<T|im T sz(t)dt<oo
—>+0
-T/2

-Remarque:
Les signaux a énergie finie possedent une énergie finie et une puissance moyenne nulle
(signaux réalisable).
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Les signaux a puissance moyenne finie possedent une énergie infinie et sont donc
physiquement irréalisable.

Un signal périodique est généralement a puissance moyenne finie et non nulle.

La puissance instantanée : P, (t) = |x(t)|2 1.5
+T/2 )

La puissance moyenne P, = lim = j|x(t)| dt 1.6
-T/2

L’énergie \W, = I|x(t)|2dt 1.7

|.2.4. Classification spectrale::
Un signal peut étre classé suivant la distribution de son énergie ou de sa puissance en
fonction de la fréguence (spectre du signal). Le domaine des fréquences occupé par son

spectre AF est aussi appelé lalargeur de bande du signal: AF = F.,, — Foip
Suivant la fréquence moyenneF,,, = (Fuu — Frin)/2, ON peut distinguer deux types de
signaux :
les signaux a bande étroite: AF /F_.~ est petit (Foy = Frin )-
lessignaux alargebande: AF/F,_.. estgrand ( Fou >> Fuin)-
Pour les signaux a bande étroite, les signaux sont classés suivant la valeur de la
fréquence moyenne F,, :
Frmoy < 250kHz Signaux basses fréquences (BF)
250kHz < Fy,, < 30MHz Signaux hautes fréquences (HF)
30MHz < F,,, < 300MHz signaux tres hautes fréquences (VHF)
300MHz < Fyy,, < 3GHz Signaux ultra hautes fréquences (UHF)
Froy > 3GHz Signaux super hautes fréquences (SHF)

[Li et a., 2009]
[.2.5. Signaux de duréefinie:

Les signaux dont I'amplitude sannule en dehors dun intervalle de temps T
X(t) =0, t¢T sont appelés signaux de durée limitée ou a support borné. Un signal a durée

limitée est généralement a puissance moyenne nulle.
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[.2.6. Signaux bornés en amplitude:

C'est le cas de tous les signaux physiquement réalisables pour lesguels I'amplitude ne
peut pas dépasser certaine valeur limite, souvent imposée par des dispositifs éectroniques de
traitement. Onadanscecas. |x(t)) <K pour —oo<t<oo
[.2.7. Signaux pairset impairs:

Unsigna est pair s @ x(t) = x(-t)

Unsignal estimpair si @ x(t) = —x(-t)

Remarque: Tout signal réel peut ére décomposé en une partie paire et une partie

impaire : x(t) = x, (t) + % (t)

AVEC X, (1) = 15 (x®) + x(-0) et x (1) = Y5 (x(®) - x(-1)

Exemple:
x(f) f
IFU Rty
0l ) 4G
Figurel.3: Lessignaux pairesest impaires
[.2.8. Signaux causals:
Un signal est dit causal sil est nul pour toute valeur négative du temps
x(t)=0 t<0
[.3. Signaux usuels:
[.3.1 Fonction signe (figurel.4): 1p--------- "
1, §t<0 1| SR S
nt)=< "’ , sgn(0 2
sgn(t) {LSibosg() ) I
peut prendre toute valeur comprise entre-1 et 1, mais 0
généralement on prend sgn(0) =0 figurel.4
[.3.2 Fonction échelon unité (Figurel.5) :
0, sit<0 . : ' '
u(t) = _ , par convention u(0) =1/2 . . .
1, sit>0 7 — S —
On peut montrer facilement que: s
1 1 0 : :
u(t) = san() + sgn(t) = 2u(t) -1 0 5 0 5 10

figurel.5
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[.3.3 Fonction rampe (Figurel.6) :

0, st<O
rit) = .
t, S9t>0

t
Ou d’une autre maniere : r(t) = J'u(t)dt

I.3.4 Fonction rectangle (Figurel.7) :

0, s t<-12ett>1/2
rect(t) = .
1, s t<l/2 ett>-1/2
Ou d’une autre maniere :
rect(t)=u(t+1/2)—-u(t-1/2)
Pour une fenétre de largeur T , d’amplitude A

etderetard t :

‘-t 0, s t<—I+tett>I+t
AreCt(T): 2 2

A, S t<I+t ett>—I+t
2 2

[.3.5 Fonction triangle (Figurel.8) :
_ 1-|t), s t<ft|<1
tri(t) = _
0, sinon
La surface d’une fonction tri(t)vaut 1 et la

largeur de son support est égale a 2.
De la méme maniere que la fonction

rectangulaire :
m(ﬂ):{l-h-‘q, s [t-t|<T
T 0, sinon

[.3.6 Impulsion de Dirac (Figurel.9) :
d(t):{o, S t.;tO
+o0, SIt=0
L’impulsion de Dirac est une fenétre
rectangulaire centrée, de largeur ATet
d’amplitude 1/ AT quandAT — 0

Atri[(t-t)/T]

figurel.6

rect(t)

0.5

0 0.

5

figurel.7

Arect[(t-t)/T]

figurel.7

0t-T2 1 14712

figurel.8
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. t i
d(t)=lim rect(ﬁj |

AT—-0

3(t)

Elle vérifie: Id(t)dtzl
o 0

-Remarque: I'impulsion de Dirac est représentée par une fleche d’amplitude 1. Le 1
désigne la surface de I’impulsion mais pas son amplitude.

-Propriétés:

x(t)d (t—t,) = x(to)d (t-t,)

~+00

j x(t)d (t —t,)dt = x(t,)

—0

Figurel.9
[.3.7 Peigne de Dirac (Figure.10) :

La fonction peigne de Dirac notéed, (t), est

—_

une suite d’impulsions de Dirac, périodiques 2et de

périodeT . 0.5¢
d, (t)= > d(t—KT) 0 0 T
k=—o0
[.3.8 Fonction sinuscardinal (Figurel.11) : figurel.10

La fonction sinus cardina notéesinc(a) est
définie par : 3
Q
Eir]C(El) ::E§J]£f2§£2 '5
pa :
snc(@)=1sa =0 0
figurel.11
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sinc(a) =0s aestunentier.
[.4. Transformation de Fourier TF :

L’ objectif de la TF est de trouver une nouvelle représentation du signal autre que
I’espace amplitude - temps qui nous aide a la compréhension du contenu physique du signal.
Prenant par exemple un signal de musique qui consiste en un mélange d’harmoniques. La
visualisation de ce signal a I’aide d’un oscilloscope « espace temps amplitude » ne nous
donne aucune information qu’on peut exploiter pour étudier ce signal. Par contre I’espace
fréquence — amplitude nous permet de connaitre les fréquences émises par ce signal de
musique.

Donc la représentation fréquentielle d’un signal ou simplement le spectre d’un signal
nous renseigne sur les différentes composantes spectrales qu’il contient. (T.W. Kérner.
University Press, 1988)

Exemples:

a spectre d’un signal sinusoidal : x(t) = 10sin(2p 20000t)

10 g  p— o —— —— 15 T T T T

1 1 1 1 1 1 1

[0) 1 1 1 0] 1 1 1 1
A o N ] s R R T

o 1 1 1 [oN 1 1 1
£ 1 1 g S5F---- --=-=-=----- |- =-==- |- - - -

< 1 1 < 1 1 1

L R e it bk obaeand Lo
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 10 20 30 40 50

Temps [mS] Fréquence [kHz]

Figurel.12 : spectre d’un signal sinusoidal, x(t) = 10sin(2p 20000t)

b- spectre d’un signal composite : x(t) = 10sin (21 20000t) + 5sin ( 2140000t)

20 15 T T T T
1 1 1 1
g0 g 10f---- AREEE EEEE EREREEEEES
2 0 = 1 1 1
3 a 1 1 1
5F---- Fm——f---- === ----
S Y & : ]
1 1
20 3 ) 0 & &
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 10 20 30 40 50
Temps [mS] Fréquence [kHz]

Figurel.13: spectre d’un signal composite x(t) = 10sin( 21 20000t) + 5sin ( 2140000t)

|.4.1 Développement en sériesde Fourier :

Soit un signal X(t) périodique, de périodeT, = 2pf, = Q. Ce signal peut étre développé
WO
souslaforme:
X(t) = a, + Y a, cos(nw,t) +b, sin(nw,t) 1.8

n=1

-10-
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To/2 To/2 To/2

Avec: a, = 1 j x(t)dt a, _2 j x(t) cos(nw,t)dt , b, = 2 j X(t) sin(nw,t)dt
To —Tol2 T —To/2 To “To/2
-Remarques:
4 Ty/2
Si lesignal est pair, x(t)=x(-t), b, =0, a, = [ x(t) cos(nw,t)at
0 o

Ty/2

Silesigna est impair, X(t)=-x(-t), a,=0, b, :Ti Ix(t)gn(nwot)dt
0

0

Exemple:

Le signal est centré, sa valeur moyenne est nulle, donca, =0. De méme le signal est

impair, donca, =0.

To/2 To
D 3{ [(—— Iﬂn(nwot)dt}::mz - cost 0 + foostnw, .
0 0

To/2 oMWq
2 2 Toy 21y _cosn@® o
_Ton2p i { (cos(n T, 2) 1)}+{cos(n T, T,) —cos(n T, 2)}}

:%{[1— cos(np)]+[1-cos(np) ]}
Sinest pair, b, =0

Si nestimpair, b, _ 4
np

Donc : x(t) = ﬂ{s‘ AWt + S sin(@wt) + ~sin(wt).. }
p 3 5

-11-
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1 _——— _——— —

OF---1-""1 I N

0.5F--f-----------

AF--- -——— - - -

0
0 T2 T 0 f0 3f0 50 710

-Pour un signal ou les a, et les b, sont non nuls, on a besoin de deux représentations

fréquentielles, 1I’une en cosinus, I’autre en sinus. Pour regrouper les deux représentations en
une seule, on utilise deux autres dével oppements.

[.4.1.1 Représentation unilatérale:

A partir de I’équation x(t) = a, + Z a, cos(nw,t) +b, sin(nw,t) , on peut écrire :
n=1

x(t) = a0+21/a +b? *cos(nwt)h/an+b2 *sm(nwot).

Posons: X, = —_— = X2+YZ=1

Ja +b2 1/a +b

En utilisant I’équation : cos*(F )+sin’(F. )=1 on peut mettre X =cos(f ) et
Y, =sin(f,).

Donc:

x(t)=a, + i a2 +b2{cos(F,) cos(nw,t) +sin(F, ) sin(nw,t)}

X(t)=a, + fdaﬁ +b? {cos(nw,t —F,)}

-12 -



Chapitrel Transformée defourrier

Et comme o _ by = sn(f,) =tan(f,) = f, = arctan by
X, a, cos(f,) a

n n

Finalement : x(t)= A, + i A, cos(nw,t —F,)

n=1

Avec: A =a,, A, =4a’+b?, :fn:arctan(%].

n
Le spectre de raies est représenté par deux figures, une pour le module et I’autre pour la

phase du spectre. (Gasquetet Witomski)

1.4.1.2 Représentation bilatérale:

En introduisant la notation complexe de cos(nw,t) etsin(nw,t) , on peut écrire la série

de Fourier sous laforme complexe.

jnwgt e jnwgt

2]

ej”Wot + e—jnwot .
cos(nw,t) = — sin(nwt) =

En remplacant ces deux termes dans I’expression de X(t), on obtient :

ejnWOt + e—jnwot ejnWOt _ e_jnWOt
+b _
2 " 2j

X(t)=2a,+ a,

+o0 Jowot — Jnwt _jelmMet 4 jamimt
Puisquel=—j , :x(t)=ao+2ane +2e +0, £ ;Je
J n=1

X(t) =a,+ Zw“ejnwot aﬂ_TJbrl+ g Imwt an+ijn
n=1

Si on pose:

On peut écrire:

o0 _ _ o . . -
X(t)=a, + chejnwot + C_ne—mwot —a,+ chejnwot + Zc_nefjnwot

n=1 n=1 n=1

400 ) -1 ) +00 .
Xt)=a,+ > C.e™" +> Ce™ =a,+ > Ce™
n=1 —o0

N=—o0
n=0

Mais pourn=0, C ™" =C,.On peut écrire::

oo A To/2 '
x(t)= > C,e™" Avec C, _1 Ix(t)e"”w°tdt

= 0 -T,/2

-13-
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1.4.1.3 Théoréme de Parseval :

La puissance moyenne d’un signal périodique :

17 > 2
P.==|x*(t)dt= > |C, 1.9
Lhewa- S,

N=—o0
-Exemple:
Considérons les spectres unilatéraux d’un signal X(t) .

Trouver I’expression du signal x(t) , son spectre bilatéral et sa puissance moyenne.

. 1 . .
e S 0.2 |
T : : ' G )
308 B O S S SN l
N A
0 ¢ ¢ - . .
0 2 4 6 0 2 4 6

X(t)= 4+ 3cosw,t) + 2cos@w,t +0.2p) + cos(Ew,t —0.450)
Laforme complexe:

et | g vt @I (BWtH02p) | o= 1(3Wet+020) i (5Wct-0.45p) | - (Swct-0.45p)

x(t)=4+3 +2 +
2 2 2

@l , . 1 . 5
X(t) =4+ 37 +el0P el > g 104 gl

— jwot . 1 .
+ L@ 102 griBmt | = +045p - Bwot
2
R 2||'|'|'|'|'|'|'|'
A o SR A I I A
5 of-i bbb L] s o
i i IRAR IR AR AR AR
0 é [ é é I é _2 b h b b b b h b b
54321012 345 54321012345
P=Y[C,| =4 +2(15*+1* +0.5%) = 23V?
N=—ow

-14 -



Chapitrel Transformée defourrier

|.4.2 Transformée de Fourier :
1.4.2.1 Définition :

Comme on avu dans |a section précédente, tout signal périodique de période T, présente

un spectre discret dont les raies sont espacés de f,. Plus la période est grande plus I’espace
entre les raies est réduit. Quand la période tend vers I’infini, I’écart frequentiel tend vers zéro
et e spectre devient continu.(R. Dalmasso et P. Witomski. Masson, 1996.)

Lorsque le signal n’est pas périodique, on peut le supposer périodique a I’infini.

La transformée de Fourier d’un signal x(t) est donnée par :

X(f)= Jx(t)e‘jzp“dt .10

—00

Latransformeée inverse est obtenue par :
jf =+ joo
X(t) = j X (f)e!®"df .11

jf = oo
[.4.2.2 Propriétés:

-Signaux réels:

La transformée de Fourier d’un signal réel Xx(t) est une fonction complexe X(f)tel
que:

X(1) =X (F)+ ] Xin()

Lemodule | X ( f)|est une fonction paire.

Laphase £X( f) est une fonction impaire.
-Parité:

Si X(t) est une fonction paire, sa transformée de Fourier X(f) posséde une partie réelle
paire et une partie imaginaire impaire.
-Linéarite:

Si X(t) est composé de deux signaux pondérés, latransformée de Fourier du signal x(t)
est composée par les deux transformées pondérées des deux signaux.

X(t) = ax (t) + bx, (1) < X(f)=aX,(f)+bX,(f)
-Homothétie:

1 (f
x(at) & — X(—)
4 \a

-15-
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Ce phénomeéne peut étre percu lorsqu’on écoute un enregistrement avec une vitesse
différente de I’originale. Sia > 0, la vitesse sera plus grande d’ou un rétrécissement du signal
et un étalement du spectre (le son de I’enregistrement devient plus aigu)

- Trandation temporelle:

Un retard temporel provoque un déphasage qui s’ajoute a argument de la transformée de
Fourier.

X(t—t,) < X(f)e %"

- Trandation fréquentielle (modulation) :

La multiplication d’un signal avec un phaseur provogque un décalage fréquentiel du
spectre.

x(t)e P > X(f - f,)

Cette propriété est trés importante dans la transmission de plusieurs signaux sur un

méme support a condition que ces signaux soient a bande limitée

N A N
y(t) = z Xy (e Z X (f=1)
k=1 k=1

-Dérivation :
n
dt"

-Convolution :

X(t) <> (j2pf)" X ()

Une convolution dans |le domaine temporel est équivalente a une multiplication dans le
domaine fréguentiel.

x(t) = y(t) &> X(f)-Y(f)

-Théoreme de PARSEVAL (conservation de I’énergie) :

+00 ~+00

[Ix@)"dt = [[x () af

—0 —0
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Chapitrell Transfor mée en ondelette

|.1 Notions de base et formalisme::

Ce chapitre est destiné a nous familiariser avec I’analyse « espace-échelle » par
ondelettes. Nous commencons par préciser les notions d’espace, fréquence, échelle, résolution
et période. Aprés avoir éabli les limites des représentations spatiale et temporelle, nous
introduisons |es représentations « espace-fréquence » et « espace-échelle ». Nous poursuivons
par le formalisme des ondelettes continues et un exemple d’application a I’étude des
parametres.

Il.1.1 Cadregénéral :

Les recherches actuelles en géophysique et en géologie, visant a intégrer des données
d'origines diverses impliquant des physiques ainsi que des échelles spatiales et temporelles
différentes, nécessitent : (1) I'extraction, (2) la quantification et (3) la mise en relation
d'informations obtenues a différentes échelles. Compte tenu de la nature non-stationnaire
et/ou multi-échelles des signaux géophysiques, I'analyse conjointe « espace-échelle » apparait
comme l'outil privilégié pour remplir les fonctions d'extraction, de quantification et, méme, de
mise en relation d’'information. On comprend ainsi I’engouement de plus en plus marqué pour
ces techniques d’analyse multi-échelles locales, dont fait partie latransformée en ondel ette.

La transformée en ondelette (TO) est apparue en géophysique au début des années 1980
pour |'analyse des signaux sismiques (Morlet et a., 1982a, b), et a été formalisée plus tard par
Grossmann et Morlet (1984) et Goupillaud et a. (1984). Les ondelettes ont trouvé la une
impulsion initidle fulgurante puis un terrain propice a un fantastique essor dans les
communautés du traitement du signa et des mathématiques. C'est au sein de ces derniéres
communautés que des dével oppements théoriques et appliqués majeurs ont eu lieu ces quinze
dernieres années. Des avanceées significatives ont notamment été faite par Meyer (1992a, b),
Mallat (19893, b), Daubechies (1988, 1992), Chui (19924, b), Wornell (1995) et Holschneider
(1995). Ces avancées ont aors influencé d'autres domaines de recherche, dont en particulier,
des applications pour la compréhension des processus géophysiques (Foufoula-Georgiou et
Kumar, 1994). Ces interactions entre développement et application favorisent encore
aujourd’hui I’évolution rapide de I’outil «ondelettes » et son intégration dans le formalisme
plus large des « chirplets » (Mann et Haykin, 1992, 1995 ; Bultan, 1999).

Par la diversité de leurs potentialités, les transformées en ondelettes fascinent
scientifiques, ingénieurs et mathématiciens. Pour illustration, nous renvoyons le lecteur au
livre, édité par Meyer et Rogues (1993), offrant un large panorama des applications des
ondelettes. Pour une collection darticles dédiés aux applications des ondelettes en
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géophysique, on sorientera plutdt vers le livre édité par Foufoula-Georgiou et Kumar (1994).
D’autre part, on notera des contributions originales d’applications a I’analyse des données
potentielles (Moreau et a. 1997 ; Sailhac, 1999) et géomagnétiques (Alexandrescu et al.
1995, 1996).

Les raisons de la polyvalence des ondel ettes résident dans leurs propriétés intrinséques.
Ce sont ces propriétés, et les avantages qu'elles procurent par rapport aux méthodes classiques
du traitement du signal ainsi que la mise en ceuvre numérique de I’analyse multi-échelle par
ondel ettes continues, gque nous allons présenter ci-apres.

1.2 - Espace, fréquence, échelle, résolution et période :

Dans le contexte des analyses spectrales, telles que la Transformée de Fourier (TF), ou
des analyses « espace-fréguence » et « espace-échelle », introduites un peu plus loin, de
nombreux abus de langage conduisent souvent a confondre —sans gravité- les notions
d’espace, de fréquence, d’échelle, de résolution et de période.

[1.2.1 Espace:

Les outils du traitement du signal peuvent s’appliquer a des signaux de dimensions
diverses. Le casle plus simple est évidemment celui des données mono-dimensionnelles telles
que des séries temporelles (sismogrammes, données climatiques ...) ou des diagraphies
(données de puits, enregistrements sedimentaires ...). Dans ce cas, |'espace de travail est le
temps ou la profondeur. En dimension supérieure, |'espace est alors |'espace géométrique de la
dimension considérée. « Espace » est donc un terme général pouvant étre le temps ou un
espace géométrique de dimension donnée (z, (xX, xy), (XX, Xy, xz)). Dans cette premiere
partie concernant les applications 1D, I’espace, noté x, représenterale temps ou la profondeur.
En seconde partie, concernant les applications 2D, I’espace, X, sera le plan cartésien défini par
(xx, xy).

[1.2.2 Fréquence, échelle, résolution et période:

Lafréguence, n, est un attribut physique d'un processus ou d'un signal. Par exemple, les
caractéristiques de propagation d'un milieu dépendent de la fréquence de I'onde qui le
traverse. Alors que la lumiére visible (4 1014 Hz (bleu) - 7.5 1014 Hz (rouge)) est incapable
de traverser I'aluminium, les rayons X (~ 2.5 1017 Hz) le peuvent. A la différence de la
fréquence, qui est une quantité physique bien définie et mesuré en cycles par seconde (ou un
équivalent), différentes notions d'échelle existent selon le contexte.

Comme I’expliquent Bloshl et Sivapalan (1995) dans le contexte des applications
géophysiques, I'échelle peut étre vue selon deux maniéres : I'« échelle du processus » et '«
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échelle d'observation ». L'échelle du processus est I'échelle a laquelle le phénomeéne naturel
existe et qui n'est donc pas sous notre contrdle. Typiquement, elle est caractérisée en termes
de (1) durée de vie, (2) période, ou (3) longueur de corréation du processus. L'échelle
d'observation dépend, quant a elle, de la facon dont on décide de mesurer le phénoméne.
Ainsi, I'échelle d'observation est définie en termes (1) d’extension temporelle ou spatiale, et
(2) de distance entre points d'échantillonnage. L'extension temporelle ou spatiae fixe le
champ d'observation; la distance entre les points d'échantillonnage représente la résolution du
signal.

Lors dune éude multi-échelle par ondelettes, le terme “résolution” est
malencontreusement aussi utilisé pour préciser I'échelle a laquelle est faite I'analyse. Ainsi
suivant les auteurs, les termes échelle, facteur d'échelle et résolution seront synonymes. Bien
que nous ne I’appliquons pas dans cette thése nous proposons de réserver le terme résolution
a la distance entre points d'échantillonnage .le terme d’échelle fera alors référence a une
certaine mesure de la largeur de I’ondelette. Plus I’échelle augmentera, plus la portion du
signal analyse localement par I’ondelette sera grande et plus les détails seront lissés.

La période (inverse de la fréguence) est la période de Fourier correspondant aux
oscillations de I’ondelette. Quelle que soit I’ondelette, il existe une relation un-pour-un entre
échelle et période. Cette relation peut étre déduite en calculant la TO d’une sinusoide pure de
fréquence (de Fourier) connue et en cherchant pour quelle échelle le spectre d’ondelette
atteint son maximum.(Cohen, A. (1992).

1.3 Limitesdesreprésentations spatiales et fréquentielle:

Les ondelettes ont été introduites pour combler une lacune entre deux modes extrémes
de représentation du signal : la représentation spatiale d’une fonction par son graphe classique
de R dans R, ce qui correspond a une décomposition sur la base continue des distributions de

Dirac :

fO9=J, f)dlx —uw)d .1

et lareprésentation fréquentielle dans |a base de Fourier :

f =/, f(ve" av 1.2

La premiere représentation donne une information preécise en espace (x): la valeur f(x)
indique I’intensité du signal a la position x. En revanche, I’information fréquentielle est nulle.
La valeur en un point de f ne donne aucune information sur le « contenu fréquentiel » du

signal f. A I’inverse, la représentation de Fourier donne une information tres précise en
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fréquence, mais ne donne aucune information spatiale. Pour prendre une analogie musicale,
supposons que la courbe f représente un son. La représentation temporelle f permet de dire la
localisation temporelle du signal, c’est-a-dire : ici on entend un son, la on n’entend rien, sans
que I’on puisse savoir quelle est la hauteur du son, ou bien les notes qui composent un accord.
En revanche, la représentation fréquentielle permet de dire : cet air de musique contient un la,
un ré# et pas de sol, mais cette représentation ne permet pas de dire quand ces notes (de durée
finie) sont jouées.(B. Torresani, 1995)

1.4 Transformée en ondelette continue:

Nous présentons ici la TO continue dans le domaine spatia et fréguentiel, puis, nous
définissons son formalisme mathématique, ses propriétés et les restrictions qui y sont
rattachées.

[1.4.1 Introduction alaTO continue - domaine spatial :
La Transformée en Ondelette continue d'une fonction f(x) est définie comme :
{dn b= j'_,r'-:r ;_,_{r}rz'f aveca =1
. 1.3
Ou

r—h

1
W drl=—Fwi J
L 1.4

Représente une famille de fonctions, ya, appel ée ondel ette analysante (ou ondelette fille
ou tout simplement ondelette) dérivant toutes d'une fonction méreW. a est le paramétre
d'échelle, b est |e paramétre de position ou de trandlation et 1) est le complexe conjugué de
Yab.

L’équation 11.3 donne ce que I’on appelle le coefficient d’ondelette. Le coefficient
d’ondelette (nombre & valeur généralement complexe) contient toutes les informations dont
on a besoin pour conduire une analyse multi-échelle. Le calcul de ce coefficient et son

comportement peuvent étre représentés graphiquement grace aux Fig. I1.1et 11.2( S. Mallat)
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Figure. I1.1: Modéle graphique du calcul du coefficient d’ondelette Cf (a, b).

(@ Soit f(x) wun signa anayser et (b) On prend une ondelette analysante (ici
I’ondelette de Morlet y(t) caractérisée par une “fréquence” 1/a). (c) On centre I’ondelette sur
une valeur b de I’espace et on multiplie le signal f(x) par les valeurs de y(x). (d) On calcule
I’aire du signal produit P(x) ainsi obtenu. L aire est comptée positivement pour les parties de
la courbe situées au dessus de I’axe des abscisses (gris foncé) et négativement dans le cas
opposé (gris clair). Cette aire est égale au coefficient d’ondelette Cf(a, b) correspondant a la
valeur de la “fréquence” 1/a et de la position b (d’aprés Meyer et al., 1987).

(<) ¢ (2 (1)
| i -"’/_._\_\_'_,_,.r"" _—_I "'\-..\_\_\H ]
(=] b =
- ci:- (1)
M\ pa—" A N\AS
~—0 -y, _ B o A S
"-J IIA/{-‘L v %
bz b
__afla ai: - .
b2 bl *
Cia, b2) grand @A, b)) petit

Figurell.2: Comportement du coefficient d’ondelette.

Le coefficient d’ondelette Cf(a, b) d’un signal f(x) dépend de la forme de celui-ci au
voisinage de la position b. Quand f(x) est a peu prés constant (1) autour d’une position (b =
b1), le produit de f(x) par y(x) (d’aire nulle) a une aire trés petite, donc Cf (a, bl) est tres petit.
Quand au contraire la portion de signa autour de b = b2 est irréguliére (2) et que ses
variations sont de “fréquence” comparable a celle de I’ondelette, I’aire du produit signal-
ondelette, donc Cf (a, b2), est généralement beaucoup plus grande (d’apres Meyer et al.
1987).
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Donc:

Changer la valeur de a permet de dilatater (a > 1) ou de contracter (a < 1) la fonction
Pa (propriété d'analyse multi-échelle); changer b autorise I'analyse de la fonction f(x) au
voisinage de différents points b (propriété d'analyse locale). Lorsque le paramétre d’échelle a
croit, l'ondelette couvre une plus grande fraction du signal permettant d’extraire le
comportement a long terme de f(x). Au contraire, lorsque a diminue, la fraction du signa
analysée diminue et rend possible I'étude des variations local es a hautes fréquences (Fig 11.2).

Ains de par ses propriétés de dilatation-contraction et de trandation, la transformée en
ondelette est caractérisée dans le plan espace-échelle par une fenétre dont la largeur diminue
lorsgu'on se focalise sur les structures de petite échelle (haute fréquence) ou séargit lorsqu'on
sintéresse au comportement a grande échelle (basse fréquence). Cette capacité d'adaptation en
fonction de I'échelle d'analyse lui a valu la déenomination de « microscope mathématique »
dont le grossissement est donné par 1/a et dont I'optique est donnée par le choix de la
fonction mere (Meyer et a. 1987).

A titre de résumé et d’illustration, la figure 11.3 propose une comparaison des
représentations temporelles, fréquentielle et «espace-échelle » par ondelettes de deux signaux
synthétiques. Le premier signal (1) est la superposition de deux fréquences (1/83 HZ et 1/18
HZ) sur I'ensemble du domaine temporel éudié (Fig. 11.3a) ; le second signal (2) comprend
une unique basse fréquence (1/83 HZ) sur la premiere moitié du domaine temporel et une
unique haute fréquence (1/18 Hz) sur la seconde moitié (Fig. 11.3b). La figure 11.3 illustre
I’incapacité de la TF a caracteriser des signaux évoluant dans I’espace. Bien que la TF nous
informe qu’il y a deux fréquences majeures dans le signal, elle est incapable de faire une
distinction entre ces deux signaux. Développant le signal sur une base dont les propriétés
temps-fréguence sont adaptées a la structure locale du signal, les ondelettes sont capables

d'évauer le contenu fréguentiel du signal en fonction du temps.

-22 -



Chapitrell Transformée en ondelette

W s { - L A\ VIA
ey, g

"‘Jmuw viA LIL 1Ch 1.|1 "'Auu;mju{ll[mum UE
Wréqurnse (V) iobepiasias )

[=] parte réefe

prégacle

s3I il ﬁlallu!
.,qyua::"._ s

128

Figure 11.3: Transformée de Fourier et Transformée en ondelette de deux signaux
synthétiques.

Le premier signal (a) est construit en superposant deux périodes (18 et 83 unité d’espace
arbitraire), et le second (b) est constitué des mémes deux périodes, appliquée séparément sur
chaque moitié du signal total. (c) et (d) montrent le spectre de Fourier (i.e. |f(v)[? en fonction
de la fréquence) de (a) et (b) respectivement. (€) et (f) montrent la partie réelle, (g) et (h)
montrent le module et (i) et (j) montrent la phase de la TO de (@) et (b) respectivement.
L’ondelette utilisée, ici, est I’ondelette de Morlet. Noter (i) I’incapacité a distinguer les deux
séries a partir de leur spectre de Fourier seul, (ii) la conservation de la polarité dans
I’expression de la partie réelle de la TO, et (iii) la convergence des lignes de phases vers les
singularités, malgré I’instabilité de celle-ci aux petites échelles (module de la TO trés petit).
La palette de couleurs va du bleu (valeur minimale) au rouge (valeur maximale). Les traits
épais aux extrémités de la partie réelle, du module et de la phase marquent la limite ou les
effets de bord deviennent importants. Le trait fin souligne les zones statistiquement

significatives
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Figurell.4: Représentation temps-fréquence par ondel ettes.
[1.4.3 Formalisme:

La TO définie par I'équation 11.10 est appel ée transformée en ondel ette continue car le
parameétre d’échelle a et le parametre de position b prennent des valeurs continues. Ce type de
transformation fournit une représentation du signal contenant beaucoup d'information
redondantes. En effet, la représentation du signa a I'échelle a et la position b peut étre
obtenue a partir de la TO continue de la méme fonction a d'autres échelles et d'autres
positions. La TO est une transformation linéaire. En d'autres termes, la TO de la somme de
deux fonctions est la somme des TO de chaque signal individuel, et la TO d'une fonction
vecteur est le vecteur dont les éléments sont les TO de chaque composante.

CommelaTF, laTO est inversible. LaTO inverse est donnée par (Daubechies, 1992)

— [ J.:z 1Cf[r.'.E.*}wiﬂ}n’fii{?
"'I e 2 1.6
Ou Kipest une constante qui dépend du choix de I'ondel ette.
Connaissant la transformée en ondelette Cf (a, b) du signa f(x), I'équation 11.6 donne la

mani ére de reconstruire f(X) par superposition des ondelettes 15, v(X)

[1.4.4 Propriétés, restrictions et fonctionsmere :

Le choix de la fonction mere W(x) n'est ni unique ni arbitraire. La fonction ¥(x) doit
répondre & certaines conditions. Lafonction W(x) est prise de telle sorte que son énergie vaille
1(.e f_t [ 1 P(X)|%dx = 1) afin quele ait (1) un support compact ou une décroissance
suffisamment rapide pour étre suffisasmment bien localisée dans I'espace, et (2) une moyenne
nulle

(i .e. [ ¥(x)dx = 0) bien que les moments d'ordre supérieur (k) puissent aussi étre nuls,

Cest-a-direque:
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J7 xkp(x)dx=0aveck =0, 1 ... 1.7
La condition de «moyenne nulle» est appel ée «condition d'admissibilité» de I'ondel ette.

¥(x) n’est une ondelette que si elle répond aux deux conditions énoncées ci-dessus.

On remarque que si laTF de W est réguliere, elle doit nécessairement s’annuler en O, ce
qui exclut d’office la fonction de Gabor que nous avions indiquée ci-dessus. En pratique, on
considérera que la fonction de Gabor satisfait presque la condition d’admissibilité, dans la
mesure ou sa TF prend une valeur trés petite (mais non nulle) en 0. La seconde propriété

assure que ¥(x) « ondule » (comme une onde, une vaguelette, d'oli la terminologie anglo-

saxonne de wavelet) et la premiere assure, contrairement a la TF, que ces oscillations

satténuent rapidement.

Le facteur de normalisation 1/ v/a (Eq. 11.4) est choisi de sorte que 1 o, b(x) ait la méme

énergie pour toutes les échellesa. LaTO est isométrique.

Il est évident que les deux conditions précédentes ouvrent la possibilité d'utiliser
différentes fonctions meres, W(x). Cependant le choix est guidé par diverses considérations
incluant, en particulier, une base physique ou a défaut |a ressemblance entre le signal analysé
et lafamille d'ondelette choisie.

Deux fonctions particulierement populaires pour la TO sont le chapeau mexicain
(Dérivée seconde d'une gaussienne (DOG, m=2) et ses dérivées d’ordre supérieur, et
I'ondelette de Morlet (voir Daubechies, 1992; Fig. 2.5). Une autre ondel ette, baptisée suivant
les auteurs ondelette de Paul ou ondelette de Cauchy, est particulierement adaptée a l'anayse
des données dérivant de champs potentiels (Fig. 11.5b; Moreau, 1995; Sailhac, 1999). Du fait
de leur spectre en fréguence dissymétrique, I’ondelette de Morlet et I’ondelette de Paul
(Cauchy) sont particulierement attrayantes quand on a besoin d'édiminer les interférences
entre les fréquences positives et négatives. D’autre part, ces dernieres ondelettes, a valeur
complexe (Figure 11.5), permettent d’extraire des informations sur I'amplitude et la phase du
processus analysé (Torrence et Compo, 1998). Les propriétés de ces ondel ettes sont résumées
dans |e tableau suivant.
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Chapitrell
Nom w,(m) W (s) p v
Morlet : - o i3 = i
: -1+ fuagp —gt 2 n H {J P (ET R A _-"6? .
J[2o) T ! ) @ |2 @y
Paul (m)
pmonn e - A et
—— (- | ——H@i@) ™ | g3
x.-':rr[lm i A 2m =13 I 11
DOG {m) (-p= d- [ n £ N 2ra
Fdr —lg” | ?(ﬂmj e ‘Eﬂ —_——
JI(m+1/2) 41 T +1/ 2) Jm+1/32

Tableau I1.1: Fonctions méres et leurs propriétés. Les constantes, dans I’expression de

wo(n) et Po(sw)
, assurent une énergie unité. n est un paramétre d’espace sans dimension. (p) est une

mesure des effets de bord et (v) est la longueur d’onde de Fourier associée a I’échelle a. H
(w): fonction Heaviside, H(w) =

1s o >0, H(w) =0 autrement; I': Fonction Gamma, I" (1/2)=p; ['(x+1) =XxT'(X) ;
DOG: dérivée d’une Gaussienne, m = 2 donne le chapeau mexicain (d’apres Torrence et
Compo, 1998).

Dans lasuite de ce travail, pour les applications 1D, nous choisirons I'ondel ette de
Morlet pour |'étude des signaux climatiques et paléomagnétiques, et I'ondel ette de Paul pour
le pointé automatique des phases sismiques a cause de leur similitude de forme avec le signal
analysé. Nous utiliserons le chapeau mexicain anisotrope pour les applications 2D du fait de
sa grande souplesse pour détecter |es anisotropies de formes et les singularités

indépendamment de leur orientation.
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Figurell.5: Fonctions mere.

Les graphes sur la gauche donnent la partie réelle (trait plein) et imaginaire (trait
pointillé) pour les ondelettes de (a) Morlet, (b) Paul, (c) DOG (m = 2) et (d) DOG (m = 6).
Les graphes de droite donne les ondelettes correspondantes dans le domaine fréquentiel
(d’aprés Torrence et Compo, 1998).
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Chapitrelll Techniques d'interprétation des données géomagnétiques

[11.1-Introduction :

Nous utilisons dans cette partie la Transformée en Ondelettes Continue (TOC)
directionnelle 2D pour la recherche des contactes géologiques a partir des données
aéromagnétiques. Nous commencons le chapitre par un rappel des techniques classiques
d’interprétation des champs de potentiels, puis nous appliquons la technique proposée sur un
modele synthétique composé d’un cylindre et d’un prisme pour montrer la robustesse de cette
technique. L’effet du bruit est discuté par la suite. Nous terminons le chapitre par une
application a des données aéromagnétiques enregistrées au-dessus de 1’In-Ouzzal, situé dans
le Hoggar occidental.

Soit Toss le vecteur du champ magnétique mesuré en un point P quelconque de

I’espace. Est Trnorma le vecteur champ magnétique normal ou régional. L’anomalie du champ
total est calculée par larelation suivante (Le Mouél, 1969) :

AT=[Toss F[Tnormal | .1

Si on désigne par’! anom e vecteur champ anomal di & une source perturbatrice, alors on

auralarelation suivante (fig. 111.1) :

= = =
I Anom =T oBs -1 Normal .2

o]

Thor

Figurelll.l: Représentation vectorielle du vecteur champ anomal.
Le vecteurT oss est la Somme vectorielle du champ régiona Tnormal €t du champ

anomal Tanom . P éant le vecteur unitaire porté par le vecteur champ régional (d’apres
Bournas, 2001)
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D’apres la figure I11.1 ; que I’anomalie du champ total n’équivaut pas I’intensité du

champ anomal
AT#|AT anom|

Afin de pouvoir faire les approximations nécessaires pour obtenir AT anom, ON admet que
les hypothéses suivantes sont bien considérées :

-L’intensité du champ d’anomalie est petite devant celle du champ normal. Cette
condition est généralement vérifiée pour les anomalies crustales.

-Le vecteur champ normal est uniforme dans le domaine d’étude. Ceci est valable dans
le cas d’un espace de dimension caractéristique assez restreinte pour étre considéré comme
une surface plane.

Alors I’approximation suivante (Blakely, 1995 ; Hamoudi et a., 2011) devient valide :

AT=[Toss |[Tnormar | ~F. T anom 111.3

Cette relation montre que I’anomalie du champ magnétique est représentée
approximativement par la projection du vecteur champ anomal sur la direction du champ
normal.

111.2 Méthodes classiques d’interprétation :
[11.2.1 Prolongement vertical et dérivation :

L’amplitude et la largeur de I’anomalie sont Généralement fonctions de I’altitude a
laguelle on été collectées les mesures. La forme de I’anomalie est sa convexité ne changent
pas avec I’altitude. La transformation qui permet de passer de I’anomalie a I’altitude Z >0 a
celle que I’on aurait a I’altitude Z = 0 est un lissage. Cela revient, autrement dit, a appliquer
un filtre passe bas . La conservation de certaines propriétés comme celles liées a sataille font
du filtre un outil presque incontournable des champs du potentiel.

Ce filtre passe-bas n’est pas quelconque, mais prend la forme de la composante
verticale du champ gravimétrique d’une source ponctuelle (équation 111.4). On peut le montrer
par différents moyens, par prolongement anaytique par exemple ou par la résolution de
I’équation de Laplace (Asfirane, 1994). Nous renvoyons le lecteur a la démonstration
présentée dans (Blakely, 1995) utilisant le cadre le plus général quand a la géométrie du
probléme, qui découle de latroisiéme identité de Green, « ou formule de représentation ».

Dans ce théoreme, il est stipulé que la valeur d’une fonction harmonique U peut étre
obtenue en tout point dans sa région d’analyticité R d’aprés seulement son comportement sur

le contour S de R et celui de la dérivé normale a ce contour : si on choisit un contour limité en
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dessous par un plan ou le potentiel U(x,y,0)=Uo(X,y) est connu, et s’éloignant a I’infini au
dessus (ou U=0), on peut démontrer que lafonction (U(x,y, a>0 ) vérifie I’équation suivante :

e

Ulx. .o+ 0)= EEE | | ﬂ’*‘:‘n,’rrp ﬁ i':ﬂr;‘._v'.li,l ——
e Hr +F 1 (¥ jﬂ*lw‘}
- 1.4
Cette intégrale est un produit de convolution deUo avec I’opérateur de prolongement
vers le hautPa. Ce demnier est le dilaté du noyau de Poisson P1.
o4 Ifx_.v} . P|| % : 1 | (§11} Hlxvi= F.L—l—
o 7 ;ITF _I-+q

1.5
Dans le domaine de Fourrier ,I’expression du gain de I’operateur de prolongement vers

le haut est plus simple
P (k)—e™

Ou k est soit le vecteur d’onde (2D) soit le nombre d’onde  k=2nu (1D). Les
expressions dans le domaine de Fourier permettent simplement d’obtenir I’opérateur de
dérivation verticale versle bas

Qb (k) — k]

Par combinaisons linéaires avec les dérivées horizontales ODyxet ODy, on défini
I’opérateur de dérivation oblique OD, permettant une dérivation dans une direction
guelconque

moox | Ay os (avee les vecreurs unitaires v Jirigé vers novd. v vers Uest. = vers le bas et

4 U 4 i
PR Si) ERNTE S

OD(k) = i(ctk, + PE )+

=201{ (e = ) + 30)

I
h

[11.6

Ces expressions concernent la transformation des données depuis un plan horizontal.

Mais il arrive que les données ne soient pas acquises sur un plan : c’est le cas par
exemple de mesures dans une région a topographie accidentée. De nombreuses références
décrivent les stratégies adoptées pour traiter la question. Elles vont du développement en série
de Taylor (Pilkington et Roest, 1992) a la résolution d’un probléme inverse (Ducruix et al,
1974) (Huestis et Parker, 1979). Une autre approche est celle de sources équivalentes
(Bhattacharyya et Chan, 1977; Hansen et Miyazaki, 1984; Pedersen, 1989). Elle consiste a
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calculer d’abord une source surfacique quelconque située plus haut. Cette derniére méthode a
été appliquée a la recompilation de la carte aéromagnétique de I’Algérie du nord (Asfirane,
1994) a I’aide de I’algorithme mis au point par Ciminale et Loddo (1989).

111.2.2 Reduction au péle et a I’equateur :

Généralement I’anomalie gravimétrique est a I’aplomb de la source: c’est le principe
d’interprétation le plus intuitif, et on voudrait qu’il soit généralisé a tout type de champ de
potentiel. Cependant, I’anomalie magnétique présente une oscillation non symétrique dont le
maximum (ou le minimum d’ailleurs) n’est pas du tout a I’aplomb de la source. L’origine de
cette dissymétrie est I’inclinaison de I’aimantation qui revient a calculer une dérivée oblique
d’un champ pseudo-gravimétrique (équationlll.7). L’anomalie du champ total est en fait le
résultat de deux dérivations obliques successives du «potentiel newtonien», une premiére fois
dans la direction de I’aimantation (donnant le potentiel magneétique) caractérisée par le

vecteur unitaire :
n=(a@.p.y)
Et une seconde fois dans celle du champ normal, de valeur unitaire :
n=(&, g.7%)-

Il existe néanmoins des lieux a la Terre ou I’anomalie magnétique due a une
aimantation induite se trouve a I’aplomb des sources. Cela est le cas des poles, ou les deux
vecteurs, champ normal et aimantation sont verticaux. Le cas de I’équateur ou les deux
vecteurs sont horizontaux est également un cas simple a traiter. Les deux opérateurs de
réduction permettent de transformer le champ pour le ramener dans une de ces deux situations
idéales pour I’interprétation. La réduction au p6le Opintegre le champ suivant les deux
directions n et n’ et le dérive deux fois verticalement (LeMouél, 1969). La réduction a
I’équateur Osintégre le champ de potentiel suivant les deux directions n et n’et le dérive
horizontalement (Gibert et Galdeano, 1985).

L’écriture de ces opérateurs est liée a celle de I’opérateur de dérivation oblique :

0 (-

" OD,0D. .7

En pratique, les opeérateurs de réduction au pole ou a I’équateur sont limités pour deux
raisons. La premiére est la méconnaissance de la direction de I’aimantation n méme si celle du
champ normal est connue. Cependant, méme s n est connue, elle peut introduire des

instabilités de I’opérateur de réduction si la direction du champ normal n’est pas uniforme.
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Néanmoins, on se place souvent dans I’hypothése ou on suppose que I’aimantation a la
méme direction gue le champ actuel (ou presgue) : n'= ncomme cela est le souvent le cas dans
les cas d’aimantation induite. On pourra alors interpréter la polarité de I’aimantation suivant
le signe de I’anomalie réduite. La technique la plus répandue pour traiter ce probleme est celle
des sources équivalentes (Arkani-Hamed, 1988). La deuxieme limite liée a la combinaison
d’intégrations directionnelles (dénominateur de 111.7) et dérivations directionnelles. Les
opérateurs de réduction sont instables quand ces directions différent de facon importante :
I’opérateur Op appliqué sur une anomalie proche de I’équateur attenue le signal de ses
composantes principales (la direction horizontale) et amplifie le faible signal (et le bruit) dans
la direction verticale. Réciproquement, I’opérateur Opest instable si n’et n sont proches de la
verticae.

La transformation du champ d’anomalies doit donc étre réalisée avec un opérateur
stable : un levé proche de I’éguateur magnétique pourra étre réduit a I’équateur et non au pole
(Gibert and Galdeano, 1985), ou bien il faudra tenter un filtrage du bruit (Hansen et
Pawlowski , 1989) (Keating et Zerbo, 1996).

260000 300000 22 340000 360000

Figurelll.2: Carte d’anomalie magnétique réduite au pole dans le Nord de la Guyane
[11.2.3 Signal analytique:

Nous venons de voir que la réduction au pdle pouvait permettre de transformer une
anomalie magnétique en une forme dont I’extremum de I’amplitude se trouve a I’aplomb de la
source. Il s’agit d’une transformation intéressante dans les zones de forte inclinaison, ou
I’orientation de I’aimantation peut étre assimilée a celle du champ principal en ce lieu, lequel
est bien connu (Bournas, 1995). En cas de rémanence importante dans une autre direction
cette méthode est limitée car I’orientation de I’aimantation peut étre inconnue. Il existe une

autre transformation conduisant également a un signal dont I’amplitude maximale se trouve a
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I’aplomb des sources mais n’utilisant pas cette correction d’orientation il s’agit du signal
analytigue (Nabighian, 1984).

Cette méthode consiste a remplacer I’analyse du signal dissymétrique par son enveloppe
symétrique. Le fondement réside dans I’analyticité des champs de potentiels.

Si au lieu de considérer I’anomalie du champ total seule on lui ajoute sa transformée de
Hilbert pour sa partie imaginaire, nous obtenons alors une fonction complexe dont le module
est symétrique et dont seule la phase rend compte de I’orientation de I’aimantation et du
champ principal.

Classiquement, le signa anaytique du champ de potentidl @ est défini par sa dérivée
(Nabighian, 1972; 1974). Pour le profil @(x, z) observé a I’altitude a=-z, le signal analytique
associé Ag(X, z) est défini par la dérivée horizontaled@ /dx pour la partie réelle, alaquelle on
ajoute la dérivée verticale vers le bas @ /dz pour la partie imaginaire. Seul le module Agest
généralement utilisé car il permet d’obtenir I’enveloppe du signal, et on lui donne souvent le

nom de signal analytique.

A (x.2) ED/Ec+ieD/ e 1.8

A (2, 2) =80/ &) 1 (8D 82) 1.9

Avec cette définition, Asest bien un signal anaytique:

. oD(x.z) ADir.o)

X e

Ces expressions viennent de la propriété que possédé un champ de potentiel que ses
dérivées verticale et horizontale soient conjuguees de Hilbert I’une de I’autre:

on_ —-11fon. ] 111.11

oD, =—H|on, | 11.12

Les travaux de Nabighian (1972) montrent que le module Agest utilisé pour déterminer
I’aplomb des sources et estimer leur profondeur d’aprés un ajustement de la largeur de chaque
anomalie avec la profondeur d’un filon vertical d’extension infinie.

La phase :p=Arg(As) n’a commencé & étre utilisée que récemment, depuis les travaux
de Smith et a (1998) montrant que sa dérivée horizontale d¢(x, z) / dx est elle auss associée

a la profondeur du toit des filons verticaux d’extension infinie.
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Cette formulation & 1D se généralise pour des cartes : (1) soit smplement en goutant la
deuxieme composante de dérivation horizontale d@/ dya la partie réelle dans I’équation (3.3),
(2) soit d’une fagon qui revient au méme en généralisant la transformée de Hilbert.

D’apres son expression dans le domaine spectral (Nabighian, 1984 ; Roest et al, 1992).
Laformule -isgn(u)=-iu/|u] Ou u est lafréguence, est remplacée par

-isgn(u)=-ik /[k|  ouk =kxI + ky¥ est le vecteur d’onde de la transformée de Fourier
2D dont |es composantes sont les réels kxet Ky, et K= |g|est son module. Ainsi la transformee
de Hilbert a 2D peut s’écrire sous forme d’un opérateur vectoriel.

H=Hyi+Ho¥ 111.13

Ou Hiet Hz sont les composantes de la Transformation de Hilbert, respectivement dans

les directions XetY. Leurs expressions dans le domaine de Fourier kx ,ky et dans le domaine

spatial (X, y) s’écrivent :

- ;[1 - E J' B T B 352
Uk, k) — i fp  [PhleX =S 1 ) 111.14
| = _l:'t -.I £

' . . 1 W
|H.,,I_f‘.’.j=_i - ‘,—_1‘(.1'3 +37)

H, (kA Y=—dk {p 32
Nabighian (1984) a montré que cette formulation permet de retrouver des relations entre
la dérivee horizontale et la dérivée verticale comme transformées de Hilbert I’une de I’autre:
ODxi+ODy#¥ = —H(0DzZ) [11.15
ODz=H (ODxi+ ODy#) [11.16
Le signal analytique 3D introduit par Nabighian (1984) s’écrit alors a I’aide du produit
scalaire:
Ay=( &+ ¥ +iH). (ODxF+ODy#) 111.17
=i (2+iH). (ODz#)d
L Y )

=+ L+
a a a

Le signal analytique 3D, introduit plus tard par Roest et al. (1992) afin d’avoir une
expression simple de sanorme, est le vecteur obtenu sans le produit scalaire.
Ay=1 (2+iH) ODzo 111.18

-
i =+ =+ =
'Ic'.l _'!y'a hﬂd

Il a été généralisé par la suite a des ordres de dérivation plus éevés, permettant des
interprétations par comparaison des largeurs des anomalies du signal analytique obtenu pour
différents ordres n entiers (Hsu et al, 1996 ; 1998).
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Ang=(8 2L+ 55 +izZhamp/a 1 11.19

La recherche des maxima du module du signal analytique permet simplement de
localiser les sources. De plus, la comparaison avec des modéles synthétiques (classiquement
un filon d’extension infinie) permet d’estimer les profondeurs des sources. Malgré ses
propriétés intéressantes, la difficulté inhérente a cette méthode est I’amplification du bruit par
I’opérateur de dérivation. Son application nécessite donc des filtrages préliminaires, sans
lesquels le bruit des données produit de nombreux maxima locaux qui peuvent limiter la
méthode. Nous verrons qu’un filtrage naturel est obtenu gréce au prolongement vers le haut

par latechnique de la Transformée en Ondel ettes.
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ChapitrelV : Analyse des données géomagnétiques potentielles de la région d’In Ouzzal
par latransformée en ondelettes directionnelles

V.1 Introduction :

La théorie du potentiel se préte parfaitement a une analyse multi-échelle par les
ondelettes. En effet, le calcul des maxima du module de la transformée en ondel ettes continue
a une échelle a donnée avec le choix d’une ondelette appropriée obtenu par dérivation du
noyau de Poisson (Fedi et Cascone, 1998 ; Ouadfeul, 2012), est équivalent au calcul des
maxima de I’amplitude du gradient horizontal du champ de potentiel prolongé a I’altitude Z=a
(Ouadfeul et al., 2012d).

L’ensemble des maxima du module de la TOC donne les différents contacts
geologiques a plusieurs profondeurs. (Khatach et al, 2006).

IVV.2 Transfor mée en ondelettes continue directionnelle:

La Transformée en Ondelettes Continue Directionnelle (TOCD)a été introduite par

Murenzi(1989). La décomposition en ondelettes d'une fonction donnée f e LZ(R) avec une

ondelette d'analyse geLZ(Rz)est défini pour tout a>0,be R2,a €[0,2p] par:

1 X—b
Wy f(aba)= I f(x)gg(r_a(T))dx IV .1
2
R
Ou I_g est larotation avec un angle(—a ).

Un exemple de transformeée en ondel ettes directionnelle est le gradient de la gaussienne
vG. Carla convolution d'une image avecvG équivaut a l'analyse du gradient du module de la
transformée en ondelettes continue. Canny (Arneodo et al, 2003)a introduitun autre outil
pourla détection de contours.Aprés la convolutiond’une image avecune gaussienne, nous
calculonse gradientpour chercherl'ensemble des pointsqui correspond ala forte variationde
I'intensitéde transformée en ondel ettes continue(Arneodo et a, 2003). L utilisation du gradient
de la gaussienne comme ondelette d’analyse a été introduit par Mallat et Hwang(1992).

La transformée en ondelettesd'une fonction f, avec une ondelette analysanteg=vGest un

vecteur; défini pour tout a>0,be R? par :
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e =)ux V.2
a

W f(ab)= ][ (x>

. . 0 o
Si nous choisissonsg = 8_ , hous avons la relation suivante:
X

W f(a,b,a) =uy WivG }f (a,b) V.3

ox

Ouu, est le vecteur unitaire dans la directiona : ug (cos(a),sin(@))

"" Est le produit scalaire euclidien dansr?.

Dans cetravail, nous utilisonsun nouveau type d’ondelette directionnellebasée sur le
noyau de Poisson.Lemodulede la transformée en ondelettes directionnelle dun champ Fa
I'échellea est équivalente a un prolongement vers le haut a I’altitude Z=a.

Le Positionnementdemaxima du modulede latransformée en ondelettes continuea cette
échelleest équivalenteaux maximadu gradienthorizontal duchamp de potentielprolongé a
I’altitude Z=a.

V1.3 Application aux données magnétiquesdelarégion d’In Ouzzal :

Nous appliquons le formalisme détaillé ci-dessus aux données aéromagnétiques
collectées lors du levé aéroporté au-dessus d’In Ouzzal (Hoggar Occidental). Nous
commencerons par un bref apercu géologique de ce massif.

V.3.1 Géologierégionale:

Le Hoggar est la principale composante du bouclier Touareg et fait partie de la chaine
panafricaine transsaharienne (Cahen et al. 1984). Il est subdivisé en trois principaux
domaines allongés N-S et présentant des caractéristiques structurales et lithologiques
différentes (figure VI1.1): le Hoggar occidental (chaine Pharusienne), le Hoggar centra
polycyclique et le Hoggar oriental. Ces trois domaines sont respectivement séparés par des
accidents majeurs submeridiens : I’accident 4°50” et I’accident 8°30’. Une telle disposition de
ces domaines résulte d’une compression E-W extréme durant le pan-africain (600 Ma) du
bouclier Touareg par deux plagues rigides : le craton ouest africain et le craton est-africain
(Bertrand et Caby, 1978, Black et a., 1979).

Le Hoggar occidental (chaine Pharusienne) est limité a I’ouest par le craton ouest-
africain a noyaux d’age Archéen. A I’est, il est séparé duHoggar central par I’accident
subméridien 4°50°. Deux rameaux Yy sont distingués(occidental et central, Caby, 1970 ; Black,
1978) , séparés par le mble granulitique d’In-Ouzzal, lequel est constitué de formations

archeennes, structurées etmétamorphisees a I’Eburnéen.
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Le Hoggar central représente la partie médiane du bouclier, et est limité a I’est et a
I’ouest par deux gigantesques accidents décrochant: 8°30° et 4°50°. Par opposition au
domaineprécédent, le Hoggar central comporte trés peu de matériel sédimentaire
ouvolcanique d’age Protérozoique supérieur ne formant que de sillons étroits allongésN-S
(Bertrand et a., 1984).

Le Hoggar oriental est un domaine situé a I’est du cisaillement 8°30” et comporte le
socle de I’est : domaine Tafassasset-Djanet (non réactivé au cours de I’orogenese pan-
africaine, Caby et Andréopoulos, 1987) et la chaine tiririnienne.
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Figure V1.1 : Carte des principales subdivisions et des principaux domaines structuraux
du Hoggar, d’apres Caby et al. (1981)

IV.3.2 Géologiedu Mdled’In Ouzzal :

Le Mdle In Ouzzal constitue une exception dans le Hoggar du fait qu’il ne fut ni
déformé, ni méamorphisé au panafricain(Haddoum, 1992). Il est demeuré rigide et a un
niveau structural peu profond depuis 2000 Ma. Ses limites sont tectoniques, avec a I’Est une
faille verticale mylonitique profonde liée & la collision entre le craton ouest africain et le
Hoggar (Figure VI.1). C’est est un compartiment de 450 Km de long biseauté au Sud et
orienté Nord-Sud, large dans sa partie septentrionale d’environ 80 Km(Haddoum, 1992). Il est
pris entre les formations des rameaux pharisiens du Hoggar occidental et s’effiloche vers le
Sud, relayé par I’ Adrar des Iforas. Son équivalent méridional forme également un autre coin a
pointe dirigée vers le Nord et décalée vers I’Ouest par rapport a la pointe Sud du Mble In
Ouzza
- Méamor phisme

Le Mole d’In Ouzzal a été affectée par un métamorphisme granulitique de haut grade
estimé a 1000°C (Ouzegane et Boumaza, 1996). Il a é&é daté approximativement a 2050Ma
(Lancelot, 1975). Cette zone d’étude est constituée essentiellement par deux formations : des
charnockites et des métasediments (Ouzegane, 1987).

-Les charnockites :Sont des orthogneiss, de couleur jaune orangé a quartz gris violacé
caractérisés par une fine foliation marquée par des minéraux ferromagnésiens.

- Les métasédiments: Sont composés de marbres, de quartzites a magnétite et de
granulites alumino-magnésiens.

- Tectonique

L es premiéres observations de la tectonique du Méle In Ouzzal, remontent a le lubre en
1949 (Haddoum, 1992). Il a décrit des plis qui n‘avaient pas les mémes directions que ceux
des terrains adjacents. Ces observations furent suivies plus tard par plusieurs chercheurs :
Guiraud (1961) et Caby (1970).

Le Mole d’In Ouzzal est caractérisé par (figure VI .2) (Caby, 1981) :

e L e caractére général des plis d'orientation NE et E-NE d'échelle plurikilométrique.

ela présence des structures en domes qui caractérisent les granito-gneiss et les
charnockites, alors que les paragneiss forment des pincées tres étroites et complexes a plans
axiaux verticaux et a plongements axiaux tres variables, suggérant que ces structures ne

représentent pas une seule et unique phase de déformation.
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e De nombreux minéraux montrent des traces de torsion et des fractures indiquant

I'existence de déformations paracristallines.
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Figure VI.2: Carte géologique du Mole d’In Ouzzal tirée de la carte du Hoggar
(d’aprés Caby et al, 1981).
1V.3.3 Analyse multi-échelles des données magnétiques delarégion d’In-Ouzzal :

Dans cette section nous avons analysé les données géomagnétiques afin de démontrer la
puissance de la méthode dite transformée en ondelettes directionnelle pour prédire les
contactes géologiques. La région analysée est celle d’In Ouzzal, située dans le Hoggar
Occidental. Les données traitées sont les données aéromagnétiques avec une grille réguliére
de pasde 750m. Lafigure IV.3aest une représentation de ces données dans le plan.
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Figure 1V.3a: Données aéromagnétiques de la région d’In Ouzzal. Les coordonnées X

et Y sont données dans le systeme UTM 31N. L’échelle des couleurs est en nT
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Figure 1V.3b: Champ d’anomalies magnétiques au-dessus de I’In OQuzzal. Les
coordonnées X et Y sont données dans le systeme UTM 31N.

Ladistribution du champ résiduel (anomal) obtenu par la suppression du champ normal
des données brutes est représentée sur la figure 1V.3b. Elle représente les anomalies
magnétiques d’origine crustale du Mole In Ouzzal. La figure IV.4 représente la carte
aéromagnétique apres réduction au pole. Cette réduction a été faite avec une inclinaison de
27.6° et une déclinaison de -4.38°. Rappelons que la réduction au pole sert a rendre
I’anomalie magnétique maximale a I’aplomb de la structure.
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Figure IV.5: Module de la transformée en ondel ettes continue avec une dilatation fixe
(a= 2121.32km)Les coordonnées X et Y sont données dans le systeme UTM 31N.

La figure 1V.5 représente le module de la transformée en ondelettes continue dans la
plan (X, Y) a I’échelle a=2121.32m, I’ondelette analysante est celle du noyau de Poisson
(Fedi et Cascone, 2008). L’opération suivante consiste a calculer les maxima du module de la
transformée en ondelettes continue a chaque dilatation (la dilatation variée entre 2121.32 et
9094m) .A chaque dilatation on représente les points de maximadans le plan X-Y.

L’ensemble des maxima obtenus parbalayage de toutes les dilatations variant de 2121 a

9094m (voir figure 1V.6) nous donne la géométrie de tous |es contacts géol ogiques.
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Figure IV.6: Contacts obtenus par positionnement des transformée en ondelettes
directionnelle. Les coordonnées X et Y sont données dans le systéme UTM 31N.
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Figure I1V.7 . Module du signal analytique du champ d’anomalies magnétiques au-

dessus de la region d’In Ouzzal. Les coordonnées X et Y sont données dans le systeme UTM

31N. L’échelle des couleurs est en nT/m
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Figure V.8 : Localisation des sources magnétiques par signal analytique.
Les cercles indiquent la position des maximas de I’amplitude du signal analytique
déterminée suivant I’algorithme de Blakely et Simpson (1986). Le seuil minimal de détection

d’un maximum étant fixé a 0.5nT/km.
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Figure V.9 : Contacts obtenus par transformée enondelettes continue comparés avec
les contacts obtenus par signal analytique
¢ Contacts obtenus par TOC

¢ Contacts obtenus par signal anal ytique
V.3.4 Interprétation desrésultats et conclusion:

L’ensemble des contacts obtenus par positionnement des maxima de la transformée en
ondelettes directionnelle sont comparés ave les contactes obtenus par la méthode du signal
analytique. La figure V1.7 représente le module de ce signal, les contactes obtenus par cette
méthode sont représentés dans la figure VI1.8. La comparaison des deux méthodes (figure
IV.9) montre que la technique basée sur la Transformée en Ondel ettes Directionnelle, permet
de détecter les contacts identifiés par signal analytique. De plus, elle permet de mettre en
évidence d’autres contacts qui existent déja dans la carte géologique. Ainsi, I’accident
geologique de direction NE-SO (représenté en traits bleus dans la figure 1V.9) qui existe dans

la carte géologique (figure V1.2), n’est pas identifié par le signal analytique. La figure VI1.10
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est une représentation du modele de contactes géologiques proposé d’apres la technique de la
transformée en ondel ettes directionnelle. Donc la transformée en ondelettes directionnelle a
détecté le modéle de contactes préposé par Caby (figure VI1.2), en plus elle est capable de
proposer un nouveau modéel e de contactes.

Les comparions avec les résultats du signal analytiques et la carte géologique montrent
gue la méthode transformée en ondelettes directionnelle est un outil important pour la

détection des contacts a partir de données de champs de potentiels.
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Figure VI.10: Distribution de contacts structuraux déduits de la Transformée en

ondel ettes continue directionnélle.

Contacts geol ogiques certains

Contacts geéologiques supposés d’apres I’analyse multi-échelles par

ondel ettes



CONCLUSION GENEARLE




Conclusion Générale

Conclusion Générale

Dans cette section, nous avons analysé les données aéromagnétiques d'In-Ouzzal pour
démontrer la puissance de la méthode 2D TOCD pour identifier les contacts géologiques.

Nous avons appliqué cette idée a un modele synthétique, les résultats obtenus montrent
larobustesse du TOCD 2D.

L'application sur un modéle bruité montre que le TOCD 2D est sensible au bruit. Pour
résoudre ce probleme, nous avons proposé une technique basée sur le filtre passe-bas
exponentiel et un seuil appliqué aux coefficients d'ondel ettes filtrés.

Nous avons appliqué cette technique aux données aéromagnétiques d’In Ouzzal. Les
résultats obtenus sont comparés avec la carte géologique et les solutions de signaux
analytiques. On peut remarquer que la TOD 2D est capable de détecter les limites définies par
les géologues. La comparaison avec le signal anaytique montre que le TOCD est capable
d'identifier les contacts qui n'existent pas dans |la carte des contacts définie par (SA).

Les résultats de cette étude montrent que la technique proposée de détection des
contours basée sur la transformée en ondelettes est tres efficace pour I'analyse des contacts

geologiques a partir de cartes d'anomalies geomagnétiques
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