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Résumé
Nous étudions dans ce travail les polynômes orthogonaux et les groupes de Rior-

dan. Nous avons pu montrer que les suites de polynômes orthogonaux peuvent être
également générées par ce type de groupe. De plus nous avons exhibé quelques de
familles de polynômes orthogonaux à partir des coefficient de les matrices de Riordan.

Mots clés :
polynômes orthogonaux, matrice de Riordan, matrice de Riordan exponentielle, groupe
de Riordan, matrice de production.

Abstract
In this research, we study the orthogonal polynomials that can be defined by or-

dinary and exponential Riordan arrays. we shall show that sequences of orthogonal
polynomials, can be also generated by the Riordan group. We interpret some families
of orthogonal polynomials within the framework of the Riordan group.

Key words :
orthogonal polynomails, Riordan array, Exponential Riordan array, Riordan group,
Production matrix.
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Introduction

Les polynômes orthogonaux formels ne sont pas seulement utilisés en mathéma-
tiques, ils sont très largement employés en physique, interviennent implicitement en
traitement du signal et intéressent la biologie et la chimie. Les travaux sur le sujet sont
donc importants et informatifs. Notre intention n’est pas d’en résumé tous les aspects.
Nous avons porté notre attention sur la représentation algébrique et matricielle des
polynômes orthogonaux formels.

Les résultats que nous avons étudient seront donc également valables pour les
polynômes orthogonaux et les matrices de Riordan. L’objectif de ce mémoire est donc
d’illustrer différentes formes sous lesquelles on trouve les polynômes orthogonaux
formels dans des domaines aussi variés que le calcul formel, le traitement du signal,
ou la théorie de combinatoire. La description qui suit ne prétend pas être exhaustive,
elle a pour but essentiel de motiver la lecture de ce travail en exposant des points de
vu qui concernent aussi bien le mathématicien que physicien. Ainsi, le mémoire est
organisé de la manière suivante :

Nous commençant le premier chapitre par une description des résultats fondamen-
taux concernant l’orthogonalité et les représentations intégrales des formes linéaires
et les récurrences des suites correspondantes, puis nous présentons les polynômes
classiques et leurs caractérisations et classification. Nous consacrons la dernière étape
dans ce chapitre à quelques notions sur les fractions continues.

Dans le chapitre deux, nous étudions la théorie des groupes de Riordan. Dans
un premier temps nous donnons quelques définitions sur les séries formelles et les
fonctions génératrices, puis nous avons énoncé le théorème d’inversion de Lagrange.
Dans un deuxième temps nous définissons les matrices de Riordan (ordinaires et
exponentielles) et nous citons plusieurs caractérisations de ces matrices .

Nous consacrons le chapitre trois à l’étude de la relation entre polynômes or-
thogonaux et matrices de Riordan. Nous avons montré que les suites de polynômes
orthogonaux peuvent être également générées par les matrices de Riordan.
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Chapitre 1

Orthogonalité en générale

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base sur
l’orthogonalité. Ensuite, on présente les polynômes classiques et leurs caractérisations.
La fin de ce chapitre est consacré aux notions préliminaires et quelques propriétés
élémentaires des fractions continues qui vont nous aider dans la suite de notre travail.

I Fonctionnelle moment et orthogonalité

Nous désignerons par P l’espace vectoriel des polynômes à une variable réelle et
par Pn l’espace des polynômes de degré n. Notons par P∗ le dual algébrique de P et
par 〈., .〉 le crochet de dualité entre P et P∗.

Définition 1.1. Soit {µn}n>0 une suite de nombres complexes et £ une fonction à valeur
complexe définie sur l’espaces des polynômes par

〈£, xn〉 = £(xn) = µn, n > 0
£(α1p1(x) + α2p2(x)) = α1£(p1(x)) + α2£(p2(x))

pour tous nombres complexes αi et tous polynômes pi(x), (i = 1, 2). Alors, la forme linéaire £
est dite fonctionnelle moment sur P et le nombre µn est appelé le moment d’ordre n de £.

Remarquons qu’avec cette définition, pour ϕn(x) =
n
∑

k=0
ckxk on a

〈£, ϕn(x)〉 = £(ϕn(x)) =
n
∑

k=0
ckµk.

Définition 1.2. Une suite des polynômes {ϕn(x)}n>0 est dite libre si et seulement si
deg(ϕn(x)) = n, pour tout n > 0 .

8



I. Fonctionnelle moment et orthogonalité 9

Définition 1.3. Une suite des polynômes {ϕn(x)}n>0 est dite normalisée si chaque poly-
nôme ϕn est écrit sous la forme suivante :

ϕn(x) = xn +
n−1

∑
k=0

an−kxn−k−1, pour tout n > 0.

Définition 1.4. Une suite {ϕn(x)}n>0 est dite suite de polynômes orthogonaux par rapport
à une fonctionnelle moment £ si :

(i) {ϕn(x)}n>0 est une suite libre,

(ii)

〈£, ϕn(x)ϕm(x)〉 = 0, n 6= m; n, m > 0, (1.1)

(iii)

〈£, ϕ2
n(x)〉 6= 0. (1.2)

Notation 1.1. Toute suite des polynômes orthogonaux normalisée sera abrégé par la notation
SPON. Et toute fonctionnelle moment par FM.

Définition 1.5. Une suite des polynômes {ϕn(x)}n>0 est dite faiblement orthogonale (en
abréviation SPOF), s’il existe une FM £ 6= 0 telle que

〈£, ϕn(x)ϕm(x)〉 = 0 pour n 6= m.

Remarque 1.1. La fonctionnelle moment £ peut se représenter sous forme d’intégrale
ou d’une somme, i.e. Lorsqu’il existe une mesure réelle et positive Ψ vérifie l’orthogonalité
suivante

〈£, ϕn(x)ϕm(x)〉 =
∫

S
ϕn(x)ϕm(x) dΨ(x) = κnδnm, n, m > 0. (1.3)

où S est le support de Ψ, κn est une constante non nulle et δnm est le symbole delta de Krone-
cker défini par

δnm =

{
0 si m 6= n
1 si m = n

Lorsque κn = 1, le système est dit orthonormal.

(i) Si la mesure Ψ admet une densité w(x), alors (1.3) devient

〈£, ϕn(x)ϕm(x)〉 =
∫ b

a
ϕn(x)ϕm(x)w(x) d(x) = κnδnm, n, m > 0. (1.4)
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(ii) Dans le cas discret, i.e. si Ψ admet un poids w(i) dans le point xi , i ∈ I , alors
l’orthogonalité est vérifiée dans l’ensemble X = {xj}j∈I, i.e.

〈£, ϕn(x)ϕm(x)〉 = ∑
xj∈X

ϕn(xj)ϕm(xj)w(xj) = κnδnm, n, m > 0. (1.5)

Dans la théorie des polynômes orthogonaux, la densité w(x) ou bien le poids w(i) sont
appelés des fonctions poids.

Exemple 1.1. (Le cas continu)
Les polynômes de Tchybechev Tn(x) de la première espece sont des polynômes de degré n définis
à l’aide de la relation suivante

Tn(x) = cos(nθ) avec x = cos θ

Pour tout x dans [−1, 1] , tel que x = cos θ, alors θ appartient à [0, π] .
Les polynômes de Tchybechev sont orthogonaux par rapport à la fonction poids (1− x2)

−1
2 ,

i .e. ∫ 1

−1
Tm(x)Tn(x)(1− x2)

−1
2 dx = 0, m 6= n.

Exemple 1.2. (Le cas discret)
Soit la fonction à deux variables x et w avec le paramètre a 6= 0, dont le développement limité
est :

G(x, w) = e−aw(1 + w)x

=
∞

∑
m=0

(−a)mwm

m!

∞

∑
n=0

(
x
n

)
wn

En appliquant le produit de Cauchy, on obtient :

G(x, w) =
∞

∑
n=0

ϕn(x)wn

ϕn(x) =
∞

∑
k=0

(
x
k

)
(a)n−k

(n− k)!

Sachant que(
x
k

)
=

1
k!

x(x− 1)...(x− k + 1), k = 1, ..., n
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Dans ce cas, les ϕn(x) sont appelés polynômes de Charlier et G(x, w) est la fonction généra-
trice. On veut maintenant trouver la relation d’orthogonalité. On a :

axG(x, v)G(x, w) = e−a(v+w)[a(1 + v)(1 + w)]x

⇒
∞

∑
k=0

akG(k, v)G(k, w)

k!
= e−a(v+w)ea(1+v)(1+w)

= eaeavw

=
∞

∑
n=0

eaan(vw)n

n!

On peut aussi écrire le développement suivant :

∞

∑
k=0

akG(k, v)G(k, w)

k!
=

∞

∑
k=0

ak

k!

∞

∑
m,n=0

ϕm(x)ϕn(x)vmwn

=
∞

∑
m,n=0

∞

∑
k=0

ϕm(k)ϕn(k)
ak

k!
vmwn

Ce qui implique :

∞

∑
k=0

ϕn(k)ϕm(k)
ak

k!
=

 0 si m 6= n
eaan

n!
si m = n

La fonction
ak

k!
est appelée fonction de masse du polynôme. En utilisant la fonction £, on peut

écrire :

〈£, xn〉 =
∞

∑
k=0

kn ak

k!

〈£, ϕn(x)ϕm(x)〉 = eaan

n!
δnm

Où n = 0, 1, 2, ... et m = 0, 1, 2, ...

Corollaire 1.1. Soient {ϕn}n>0 une suite de polynômes et £ une FM. Alors on a les
équivalences suivantes

(i) {ϕn}n>0 est une SPO par rapport à £.

(ii) Pour tout polynôme π de degré m,
〈£, π(x)ϕn(x)〉 = Cmδnm, Cm 6= 0.
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(iii) 〈£, xm ϕn(x)〉 = Anδmn, An 6= 0, 0 6 m 6 n.

Théorème 1.1. Soit {ϕn}n>0 une SPO par rapport à £. Alors, pour tout polynôme π(x)
de degré n, on a

π(x) =
n

∑
k=0

ck ϕk(x) avec (1.6)

ck =
〈£, π(x)ϕk(x)〉
〈£, ϕ2

n(x)〉 , k = 0, 1, 2, . . . , n

Démonstration. Si π(x) est un polynôme de degré n, alors π(x) =
n
∑

k=0
ck ϕk, en multi-

plient les deux cotés par ϕm, et en appliquant £, nous obtenons

〈£, π(x)ϕm(x)〉 =
n

∑
k=0

ck〈£, ϕk(x)ϕn(x)〉, k 6 m 6 n

= cm〈£, ϕ2
m(x)〉

et puisque 〈£, ϕ2
m(x)〉 6= 0 la relation (1.6) est vérifier .

II Existence et unicité des suites de polynômes orthogo-
naux

Définition 1.6. Une FM £ est dite régulière, admissible ou bien quasi-définie s’il existe une
suite {ϕn}n>0 vérifiant les conditions d’orthogonalité (1.1) et (1.2).

Théorème 1.2. Une FM £ dont la suite des moments est notée {µn}n>0 est régulière, si et
seulement si elle vérifie le critère de Humburger, i.e.,

∆n = det[µi+j]
n
i,j=0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1
...

...
...

µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0, n > 0. (1.7)

Où ∆n est dit le déterminant de Hankel d’ordre n.

Démonstration. Nous écrivons ϕn(x) =
n
∑

k=0
cnkxk et on remarque que les conditions

d’orthogonalité

〈£, xm ϕn(x)〉 =
n

∑
k=0

cnkµk+m = knδnm, kn 6= 0, m 6 n (1.8)
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sont équivalentes au système
µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1
...

...
...

µn µn+1 . . . µ2n




cn0

cn1

. . .
cnn

 =


0
0

. . .
kn


Maintenant, si SPO existe pour £, donc elle est déterminée uniquement par les constantes
kn dons (1.8), ainsi (1.8) admet une solution unique ssi ∆n 6= 0, n > 0.

Définition 1.7. Une fonctionnelle moment £∗ définie par

〈£∗, 1〉 = 1, 〈£∗, ϕn〉 = 0, ∀n > 0. (1.9)

est dite fonctionnelle moment canonique de la suite de polynômes {ϕn}n>0.

Corollaire 1.2. S’il existe une SPO par rapport à une FM £ elle est unique par rapport à
un facteur multiplicatifs non nul. i.e.
si {ϕn}n>0 et {Φn}n>0 sont deux SPO par rapport à £, il existe cn 6= 0, n > 0, tel que
Φn = cn ϕn, n > 0.

Théorème 1.3. [4] Une FM £ admet une SPO si et seulement si elle est admissible.

Théorème 1.4. Soit {ϕn(x)}n>0 une SPO par rapport à £. Alors pour tout polynôme
πn(x) = anxn + ... + a0 de degré n, on a

〈£, πn(x)ϕn(x)〉 = an〈£, xn ϕn(x)〉 (1.10)

Définition 1.8. Une fonctionnelle moment £ est dite

(i) définie positive si 〈£, π(x)〉 > 0 pour tout polynôme non identiquement nul tel que
π(x)> 0 pour tout x.

(i) définie négative si la fonctionnelle moment £̃ = −£ est définie positive.

Théorème 1.5. [4]
Si £ est une fonctionnelle moment définie positive, alors tout ses moments sont réels, et

∆n > 0, n > 0.
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III Caractérisation des SPO

La plus importante caractérisation des SPO est que chaque trois polynômes consé-
cutifs sont liés par la relation de récurrence suivante.

Théorème 1.6. [4][10] (Récurrence à trois termes) Soit {ϕn}n>0 une SPON par rapport
à une FM régulière £. Alors la suite {ϕn}n>0 vérifie la récurrence d’ordre deux suivante

ϕn+1(x) = (x− An)ϕn(x)− Bn ϕn−1(x), n > 0. (1.11)

où ϕ−1(x) = 0, B0 est une constante arbitraire et Bn 6= 0, ∀n > 1.
Si on écrit ϕn(x) = xn + θnxn−1 + R(x), alors{

An = θn − θn+1, n > 0
avec θ0 = 0,

(1.12)

ainsi,

Bn =
〈£, ϕ2

n〉
〈£, ϕ2

n−1〉
, n > 1 An =

〈£, xϕ2
n〉

〈£, ϕ2
n−1〉

, n > 0 (1.13)

{
〈£, ϕ2

n〉 = B0B1...Bn, n > 0
avec B0 = µ0 = 〈£, 1〉 (1.14)

Si de plus, £ est définie positive, alors les An sont réels et les Bn > 0, ∀n > 1.

Démonstration. Remarquons que xϕn(x) est un polynôme de degré n + 1, alors on a :

xϕn(x) =
n+1
∑

k=0
cn,k ϕk(x) avec cn,k =

〈£, xϕn(x)ϕk(x)〉
〈£, ϕ2

n(x)〉
De plus xϕk(x) est un polynôme de degré k + 1, alors cn,k = 0 pour 0 6 k < n− 1.
puisque xϕn(x) est normalisée on a aussi cn,n+1 = 1, d’où

xϕn(x) = ϕn+1(x) + cn,n ϕn(x) + cn,n−1ϕn−1(x), n > 1,

qui est vrais aussi pour n = 0 si on définit ϕ−1(x) = 0 et on choisi ϕ1(0) = −A0.
Maintenant, d’après (1.11) on obtient après multiplication par xn−1

0 = 〈£, xn ϕn(x)〉 − Bn〈£, xn−1ϕn−1(x)〉.

D’autre part Bn 6= 0 si £ est régulière et Bn > 0 lorsque £ est définie positive.
Multiplions maintenant (1.11) par ϕn(x) et en appliquant £, nous obtenons

〈£, ϕn(x)ϕn+1(x)〉 = 0 = 〈£, xϕn
2(x)〉 − An〈£, ϕn

2(x)〉.
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Comparons le coefficient de xn dans les deux cotés de (1.11), on obtient θn+1 − θn =

−An.
Soit par sommation de 0 à n : θn+1 − θ0 = −(A0 + · · ·+ An) .Or θ0 = 0 car ϕ0 = 1 et
ϕ1(x) = x + θ1. Ainsi, θn+1 = −(A0 + · · ·+ An).
Dans le cas où {ϕn(x)} n’est pas normalisée, i.e.,

ϕn+1(x) = (γnx− αn)ϕn(x)− βn ϕn−1(x),

on écrit ϕn(x) = kn pn(x) avec {pn(x)} normalise, on obtient

ϕn+1(x)
kn+1

= (x− An)
ϕn(x)

kn
− Bn

ϕn−1(x)
kn−1

,

i.e.

ϕn+1(x) = (
kn+1

kn
x− An

kn+1

kn
)ϕn(x)− kn+1

kn−1
ϕn−1(x) ,

ainsi 
γn = k−1

n kn+1

αn = Ank−1
n kn+1

βn = Bnk−1
n−1kn+1

Exemple 1.3. Pour les polynômes de Charlier, on manipule la fonction génératrice :

G(x, w) = e−aw(1 + w)x =
∞

∑
n=0

ϕn(x)wn

L’idée est de dériver la dernière expression par w et de comparer les deux côtés. On a donc :

∂G
∂w

= −ae−aw(1 + w)x + e−awx(1 + w)x−1

=
x

1 + w
G(x, w)− aG(x, w)

= G(x, w)

[
x

1 + w
− a
]

Et avec la deuxième relation :

∂G
∂w

=
∞

∑
n=0

ϕn(x)nwn−1

=
∞

∑
n=0

ϕn(x)
[

x
1 + w

− a
]

wn



16 Chapitre 1. Orthogonalité en générale

En multipliant la dernière égalité par 1 + w on obtient :

∞

∑
n=0

ϕn(x)n(wn−1 + wn) =
∞

∑
n=0

ϕn(x)(x− a(1 + w))wn

⇒
∞

∑
n=0

nϕn(x)wn +
∞

∑
n=0

nϕn(x)wn−1 =
∞

∑
n=0

xϕn(x)wn −
∞

∑
n=0

aϕn(x)wn −
∞

∑
n=0

aϕn(x)wn+1

⇒
∞

∑
n=0

nϕn(x)wn +
∞

∑
n=0

(n + 1)ϕn+1(x)wn =
∞

∑
n=0

xϕn(x)wn −
∞

∑
n=0

aϕn(x)wn −
∞

∑
n=0

aϕn−1(x)wn

⇒
∞

∑
n=0

[(n + 1)ϕn+1(x) + (n− x + a)ϕn(x) + aϕ− n− 1(x)]wn = 0

Donc la relation de récurrence est :

(n + 1)ϕn+1(x) + (n− x + a)ϕn(x) + aϕn−1(x) = 0

La dernière étape consiste à normaliser cette relation. Pour ce faire, on pose :

ϕn(x) =
1
n!

ϕ̂n(x)

Avec cette substitution on obtient :

(n + 1)
ϕ̂n+1(x)
(n + 1)!

+ (n− x + a)
ϕ̂n(x)

n!
+ a

ϕ̂n−1(x)
(n− 1)!

= 0

⇒ 1
n!

ϕ̂n+1(x) +
n− x + a

n!
ϕ̂n(x) +

an
n!

ϕ̂n−1(x) = 0

⇒ ϕ̂n+1(x) + (n− x + a)ϕ̂n(x) + anϕ̂n−1(x) = 0

Théorème 1.7. (Théorème de Favard)[4][10] Soient {An}n>0 et {Bn}n>0 deux suites de
nombres complexes et {ϕn}n>0 une suite définie par la récurrence{

ϕn+1(x) = (x− An)ϕn(x)− Bn ϕn−1(x), n > 0
ϕ−1(x) = 0, ϕ0(x) = 1,

(1.15)

alors, il existe une fonctionnelle moment £ unique telle que 〈£, 1〉 = µ0 = B0 et

〈£, ϕn ϕm〉 = 0, si n 6= m, n, m > 0 (1.16)

De plus, £ est admissible si et seulement si Bn 6= 0, n > 0 et £ est définie positive si et seule-
ment si An sont réels et les Bn > 0, n > 0.
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Démonstration. Définissons la forme linéaire £ inductivement par

〈£, 1〉 = µ0 = B0, et 〈£, ϕn(x)〉 = 0, n > 1. (1.17)

C’est-à-dire, on définit µ1 par la condition 〈£, ϕ1(x)〉 = µ1−A0µ0 = 0, µ2 par 〈£, ϕ2(x)〉 =
µ2 − (A0 + A1)µ1 + (B2 − A0A1)µ0 = 0 etc. Écrivons (1.15) sous la forme

xϕn(x) = ϕn+1(x) + An ϕn(x) + Bn ϕn−1(x), n > 1, (1.18)

on utilisons (1.17) on obtient

〈£, xϕn(x)〉 = 0, n > 2.

Multiplions les deux cotés de (1.18) par x et utilisons le dernier résultat on voit que

〈£, x2ϕn(x)〉 = 0, n > 3.

Continuons de la même manière, on en déduit

〈£, xk ϕn(x)〉 = 0, 0 6 k 6 n.

〈£, xk ϕn(x)〉 = Bn〈£, xn−1ϕn−1(x)〉, n > 1.

Il résulte que pour m 6= n, on a 〈£, ϕm(x)ϕn(x)〉 = 0. Et

〈£, ϕ2
n(x)〉 = 〈£, xn ϕn(x)〉 = B0B1 . . . Bn, n > 0.

Ainsi, £ est régulière si et seulement si Bn 6= 0 pour n > 1.

Définition 1.9. Une fonctionnelle moment est dite

(a) symétrique si tous ses moments impairs sont nuls i.e.

〈£, x2n+1〉 = µ2n+1 = 0, ∀n > 0. (1.19)

(b) antisymétrique si tous ses moments pairs sont nuls i.e.

〈£, x2n〉 = µ2n = 0, ∀n > 1. (1.20)

Théorème 1.8. [4] Soit {ϕn(x)}n>0 une SPO normalisée par rapport à £, alors on a les
équivalences suivantes

(i) £ est symétrique.
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(ii) ϕn(−x) = (−1)n ϕn(x), ∀n > 0

(iii) Les coefficients An de la récurrence, pour n > 0, sont tous nuls.

Remarque 1.2. Il existe un lien très fort entre les SPO et les matrices de bandes. En effet, la
relation de récurrence d’ordre deux (1.15) vérifiée par les SPO est le déterminant de la matrice
tridiagonale représentée par

ϕn+1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− An 1 0 . . . 0

Bn x− An−1 1 . . . ...

0 . . . 0
... . . . 1
0 . . . 0 B1 x− A0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.21)

IV Identité de Cristoffel-Darboux

Théorème 1.9. [4][10] Soit {ϕn(x)}n>0 une SPON vérifie la relation de récurrence d’ordre
deux , alors

n

∑
k=0

〈£, ϕ2
n〉

〈£, ϕ2
k〉

ϕk(x)ϕk(y) =
n

∑
k=0

B0B1...Bn

B0B1...Bk
ϕk(x)ϕk(y)

=
ϕn+1(x)ϕn(y)− ϕn(x)ϕn+1(y)

x− y
(1.22)

En particulier, si en faisant tendre y→ x, on obtient la relation suivante

n

∑
k=0

〈£, ϕ2
n〉

〈£, ϕ2
k〉

ϕ2
k(x) = ϕ′n+1(x)ϕn(x)− ϕ′n(x)ϕn+1(x) (1.23)

=

∣∣∣∣ϕn ϕn+1

ϕ′n ϕ′n+1

∣∣∣∣ = Wronskien de (ϕn, ϕn+1). (1.24)

Si de plus £ est définie positive, alors la relation (1.23) nous donne l’inégalité suivante

ϕ′n+1(x)ϕn(x)− ϕ′n(x)ϕn+1(x) > 0, ∀n > 0 et ∀x ∈ R. (1.25)

Définition 1.10. Soit E ⊂ R. Une FM £ est dite définie positive sur E si pour tout polynôme
réel π(x) non négatif et non identiquement nul sur E, on ait 〈£, π(x)〉 > 0. L’ensemble E est
dit support de £ .



V. Zéros des polynômes orthogonaux 19

V Zéros des polynômes orthogonaux

Théorème 1.10. [4][10][16] Soit {ϕn(x)}n>0 une suite de polynômes orthogonaux par
rapport à une fonctionnelle moment £ définie positive. Si le support de £ est un intervalle I,
alors

(i) Chaque polynôme ϕn possède n zéros {xn,k}n
k=1 réels (n > 1), simples et distincts à

l’intérieur de I, qu’on supposera ordonnés d’une manière croissante i .e.

xn1 < xn2 < ... < xnn

(ii) Les zéros de ϕn(x) et ϕn−1(x) sont alternés, i .e. entre deux zéros de ϕn(x) il y a un
zéro de ϕn−1(x),n > 2.

(iii) Pour tout k > 1, la suite des zéros {xn,k}∞
n=k est décroissante, cependant la suite

{xn,n−k+1}∞
n=kest croissante. En particulier, les limites

ξi = lim
n→∞

xn,i et ηj = lim
n→∞

xn,n−j+1, i, j > 1

existent.

Définition 1.11. L’intervalle [ξ, η] = [ξ1, η1] = [ lim
n→∞

xn,1, lim
n→∞

xn,n] est appelé le vrai
intervalle d’orthogonalité de la fonctionnelle moment définie positive £.

Théorème 1.11. [4] Soient {ϕn(x)}n>0 une SPON par rapport à une FM définie positive
£ et {xn,k}n

k=1 les zéros de ϕn(x), n > 1. Alors l’ensemble {xn,k | n > 1, 1 6 k 6 n} est le
support de £. De plus le vrai intervalle d’orthogonalité [ξ, η] est le plus petit intervalle fermé
qui est le support de £. En particulier, ϕn(ξ) 6= 0, ϕn(η) 6= 0, ∀n > 0.

VI Polynômes classiques

Définition 1.12. une suite des polynômes orthogonaux {ϕn(x)}n>0 est dite classique (en
abréviation SPOC), si les dérivées successives quelconques sont orthogonaux.
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VI.1 Caractérisations des SPOC

• Bochner a démontré que les polynômes orthogonaux classiques sont les seules
solutions de l’équation différentielle suivante :

σ(x)y′′ + τ(x)y′ + λny = 0, (1.26)

avec σ(x), τ(x) sont des polynômes de degrés deux et un respectivement et λn

est une constante de la forme suivante :

λn = σ′′(x)n(n− 1) + nτ′(x)

En plus, Bochner a conclut qu’il existe seulement quatre familles de polynômes
satisfont(1.26) sont les polynômes de Jacobi, Laguerre, Hermite et Bessel.

• Les polynômes orthogonaux classiques sont donnés par la formule d’orthogo-
nalité (appelée formule de Rodrigues)

ϕn(x) =
1

knw(x)
dn

dxn (σ
n(x)w(x)), (1.27)

où kn est une constante non nulle et w est une solution de l’équation différen-
tielle dite de Pearson suivante

(σw)′ = τw, (1.28)

avec σ(x) = ax2 + bx + c et τ(x) = dx + e donnons dans l’équation (1.26)

VI.2 Classification des SPOC

Par un changement de variable linéaire, les polynômes classiques admettent les
représentations suivantes :

• Jacobi : notée P(α,β)
n sont donnés par [14]

P(α,β)
n = 2−n

n

∑
k=0

Cn−k
n+αCk

n+β(x− 1)k(x + 1)n−k, n > 0. (1.29)

qui sont satisfont l’équation différentielle linéaire homogène du deuxième ordre
suivante

(1− x2)y′′(x) + [(β− α)− (α+ β+ 2)x]y′(x) + n(n+ α+ β+ 1)y(x) = 0. (1.30)
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• Laguerre : notée L(α)
n sont donnés par [14]

L(α)
n = (−1)nn!

n

∑
k=0

Cn−k
n+α

(−x)k

k!
, n > 0. (1.31)

Ainsi, l’équation différentielle correspondante est

xy′′(x) + (α + 1− x)y′(x) = −ny(x). (1.32)

• Hermite : notée Hn(x) sont donnés par [14]

Hn(x) =
[n/2]

∑
k=0

(−1)kn!xn−2k

k!(n− 2k)!4k , n > 0. (1.33)

Sont solution de l’équation suivante

y′′(x)− 2xy′(x) = −2xy(x). (1.34)

• Bessel : Sont solution de l’équation suivante [14]

x2y′′(x) + (αx + β)y′(x) = n(n + α− 1)y(x). (1.35)

Les polynômes de Bessel sont donnés par

B(α,β)
n =


xn si e = 0

e−n

Γ(d + 2n− 1)

n

∑
k=0

Ck
nΓ(d + n + k− 1)

(x
e

)k
si e 6= 0 (1.36)

VII Théorie algébrique des fractions continues

Rappelons quelques notions sur les fractions continues.

Définition 1.13. Soient {an}∞
n=0 et {bn}∞

n=1 deux suites des nombres complexes. On appelle
fraction continue toute expression de la forme suivante

a0 +
b1

a1 +
b2

a2 + . . .

. (1.37)
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La réduite, ou le convergent, ou l’approximation, d’ordre n de la fraction continue, est la
fraction

πn =
pn

qn
= a0 +

b1

a1 +
b2

. . . +
bn

an

. (1.38)

Avec pn et qn sont appelés les numérateurs et les dénominateurs respectivement et la fraction

(
bn

an
) est appelée le n-ième quotient partiel de la fraction continue (1.37).

Notation 1.2. Pour simplifier l’écriture, quelques auteurs ont proposés divers notations
pour écrire la fraction continue (1.37). Par exemple

a0 +
b1|
|a1

+
b2|
|a2

+ · · ·+ bn|
|an

+ . . . (Pringsheim en 1898)

a0 +
b1

a1+

b2

a2+
. . .

bn

an+
. . . (Rogers)

Exemple 1.4. Le nombre irrationnel
√

3 vérifie

√
3 = 1 + (

√
3− 1) = 1 +

2√
3 + 1

= 1 +
1

√
3 + 1
2

,

et puisque

1 +
√

3
2

= 1 +

√
3− 1
2

= 1 +
1

1 +
√

3
,

alors

√
3 = 1 +

1

1 +
1

1 +
√

3

.

Ainsi en remplaçant
√

3 par sa valeur on obtient la fraction continue infinie suivante
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√
3 = 1 +

1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1
. . .

= 1 +
1|
|1 +

1|
|2 +

1|
|1 +

1|
|2 +

1|
|1 . . . .

Théorème 1.12. Le numérateur et le dénominateur de la fraction continue (1.37) satisfont
des relations de récurrence d’ordre 2

πn+1 =
pn+1

qn+1
=

an+1pn + bn+1pn−1

an+1qn + bn+1qn−1
, ∀n > 0

avec

p−1 = 1, p0 = a0 et q−1 = 0, q0 = 1

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. On peut écrire[
p1

q1

]
=

[
a1p0 + b1p−1

a1q0 + b1q−1

]
, où

[
p−1

q−1

]
=

[
1
0

]
.

Supposons que, pour certain n > 1 on a

pn

qn
= an

[
pn−1

qn−1

]
+ bn

[
pn−2

qn−2

]
(1.39)

où
[

p−1

q−1

]
=

[
1
0

]
Ainsi, sachant que πn+1 est obtenu à partir de πn en remplaçant

an par an +
bn+1

an+1
alors les relations (1.39) peut s’écrire

πn+1 =
pn+1

qn+1
=

(
an +

bn+1

an+1

)
pn−1 + bn pn−2(

an +
bn+1

an+1

)
qn−1 + bnqn−2

=
an+1(an pn + bn pn−2) + bn+1pn−1

an+1(anqn + bnqn−2) + bn+1qn−1

=
an+1pn + bn+1pn−1

an+1qn + bn+1qn−1
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Théorème 1.13. Tout nombre réel positif S a une écriture unique comme fraction continue

a0 +
1|
|a1

+
1|
|a2

+ . . . := [a0, a1, a2, . . . ] (1.40)

L’écriture est finie si et seulement si le nombre est rationnel.

Démonstration. Soit S un nombre réel positif. Alors, S = [S] + {S}, où [S] est la partie
entière de S et {S} sa partie fractionnaire. Posons a0 = [S] et α0 = {S}. Alors, α0 ∈
[0, 1[. Si α0 = 0, l’écriture s’arrête là. sinon, S2 =

1
α0

> 1. Alors S2 = [S2] + {S2}.

Posons a2 = [S2] et α1 = {S2}. Si α1 = 0, alors l’écriture s’arrête là. Sinon, S3 =
1
α1

> 1.

On itère.
Décrivons l’étape générale : Sn = [Sn] + {Sn}. Posons an = [Sn] et αn = {Sn}. Si

αn = 0, alors l’écriture s’arrête là. Sinon, Sn+1 =
1

αn
> 1.

Montrons l’unicité de cette écriture. Supposons que S ait deux écritures en fraction
continue :

[a0, a1, a2, . . . ] = [c0, c1, c2, . . . ].

Alors la partie entière de S, soit [S], est égale à a0 et aussi à c0. Considérons maintenant

S1 = {S} = S− [S]. Alors
1
S1

= [a1, a2, a3, . . . ] = [c1, c2, c3, . . . ]. Pour la même raison

que précédemment, a1 = c1. Etc.
Il nous reste maintenant à montrer que l’écriture est finie si et seulement si le nombre
est rationnel. Si on a une fraction continue finie, alors on peut simplifier la fraction

en plusieurs étapes pour finalement la ramener à la forme
A
B

, où A et B sont deux

entiers. Dans l’autre direction, supposons que S =
A
B

. Divisons A par B :

A = a0B + r0, 0 6 r0 < B.

Alors, [S] = a0 et {S} = α0 =
r0

B
. Si r0 = 0, on a fini. Sinon,

1
α0

=
B
r0

. Divisons B par
r0 :

B = a1r0 + r1, 0 6 r1 < r0.

Alors, [
1
α0

] = a1 et { 1
α0
} = α1 =

r1

r0
. Si r1 = 0, on a fini. Sinon,

1
α1

=
r0

r1
. Divisons r0

par r1 :

r0 = a2r1 + r2, 0 6 r2 < r1.

Etc. Peut-on continuer indéfiniment ? Non, puisqu’on a la suite décroissante



VII. Théorie algébrique des fractions continues 25

0 6 · · · 6 rn < rn−1 < · · · < r2 < r1 < r0 < B,

il existe nécessairement n tel que rn = 0 et on peut même voir que n 6 B. Donc, la
fraction continue est finie.

Exemple 1.5. Le nombre rationnel

19
12

= 1 +
7
12

= 1 +
1

12
7

= 1 +
1

1 +
1

7
5

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

5
2

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

2 +
1
2

.



Chapitre 2

Groupe de Riordan

Dans cette section, nous présentons les matrices de Riordan. Ces matrices jouent
un rôle très important pour résoudre les problèmes combinatoires et aident pour
construire une compréhension de nombreux modèles numériques.

I Séries formelles et fonctions génératrices

Définition 2.1. Une série formelle est une somme infinie définie à partir d’une suite de
nombre complexe (an)n∈N de la façon suivante :

a0 + a1x + a2x2 + · · · =
∞

∑
n=0

anxn

où x est une variable formelle.

Définition 2.2. On définit la somme et le produit de deux séries formelles respectivement
par

(
∞

∑
n=0

anxn) + (
∞

∑
n=0

bnxn) =
∞

∑
n=0

(an + bn)xn

(
∞

∑
n=0

anxn)(
∞

∑
n=0

bnxn) =
∞

∑
n=0

n

∑
k=0

akbn−kxn.

Notation 2.1. Notons C[[x]] l’ensemble des séries formelles à coefficient dans C et en une
variable x.

Définition 2.3. On appelle ordre (ou valuation) de la série formelle f (x) =
∞

∑
n=0

anxn, noté

ord(S), le plus petit entier n pour lequel an est non nul.

26



I. Séries formelles et fonctions génératrices 27

Théorème 2.1. Si f et g sont deux séries formelles, on a :

ord( f + g) > min(ord( f ), ord(g))

ord( f g) = ord( f ) + ord(g).

Définition 2.4. Soit f ∈ C[[x]] telle que ord( f ) > 1 et g(x) =
∞

∑
n=0

bnxn ∈ C[[x]]. On

appelle composée de g par f et on note g( f ) (ou g ◦ f ) la série formelle
∞

∑
n=0

bn f n. On dit que

g ◦ f est obtenue par substitution de f à x dans g.

Définition 2.5. On définit la dérivée de la série formelle f (x) =
∞

∑
n=0

anxn par

f ′(x) =
∞

∑
n=1

nanxn−1 =
∞

∑
n=0

(n + 1)an+1xn.

Définition 2.6. Soit f (x) =
∞

∑
n=0

anxn ∈ C[[x]]. On dit que f est inversible pour la

multiplication dans C[[x]] si et seulement si a0 6= 0, c’est-à-dire que ord( f ) = 0.

Définition 2.7. Soit f (x) =
∞

∑
n=1

anxn telle que a1 6= 0. On appelle série reverse de f

l’unique série sans terme constant, notée f̄ ou f<−1> ou Rev( f (x)) satisfaisant

f (x) ◦ f̄ (x) = f̄ (x) ◦ f (x) = x.

Définition 2.8. La fonction génératrice ordinaire (en abréviation FGO) de la suite (an)n∈N

est la série formelle

f (x) =
∞

∑
n=0

anxn. (2.1)

Exemple 2.1. (Nombres de Catalan)
Soit

C(x) =
1−
√

1− 4x
2x

.

La fonction génératrice ordinaire de nombres de Catalan est donnée par la forme

C(x) =
∞

∑
n=0

Cnxn avec Cn =
1

n + 1

(
2n
n

)
=

(2n)!
(n + 1)!n!

.
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Définition 2.9. La fonction génératrice exponentielle (que le noter par FGE) de la suite
(bn)n∈N est la série formelle

g(x) =
∞

∑
n=0

bn
xn

n!
. (2.2)

Exemple 2.2. ( Nombres quadruple factoriels)
Soit

B(x) =
1√

1− 4x
.

La fonction génératrice exponentielle de nombres quadruple factoriels est donnée par la forme

B(x) =
∞

∑
n=0

Bn
xn

n!
avec Bn =

(2n)!
n!

.

Définition 2.10. La FGO à deux variables de la suite (an,k) (où n et k sont des entiers
naturels) est la série formelle à deux variables

f (x, y) = ∑
n,k

an,kxnyk. (2.3)

Définition 2.11. La FGE à deux variables de la suite (bn,k) (où n et k sont des entiers
naturels) est la série formelle à deux variables

g(x, y) = ∑
n,k

bn,k
xn

n!
yk. (2.4)

Remarque 2.1. Si le produit de deux séries formelles f et g est égal à 1, alors f et g sont
appelés séries réciproques.

Définition 2.12. La série réciproque g(x) =
∞

∑
n=0

anxn avec a0 = 1, de la série f (x) =

∞

∑
n=0

bnxn avec b0 = 1, où g(x) f (x) = 1, est donnée comme suit

∞

∑
n=0

anxn = −
∞

∑
n=0

n

∑
i=0

bian−ixn, a0 = 1. (2.5)

Définition 2.13. La série réciproque g(x) =
∞

∑
n=0

an
xn

n!
avec a0 = 1, de la série f (x) =

∞

∑
n=0

bn
xn

n!
avec b0 = 1, où g(x) f (x) = 1, est donnée comme suit

∞

∑
n=0

an
xn

n!
= −

∞

∑
n=0

n

∑
i=0

bian−i
xn

n!
, a0 = 1. (2.6)
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Notation 2.2. Si f (x) =
∞

∑
n=0

anxn ∈ C[[x]], pour tout n ∈ N, on notera le n-ième

coefficient de f (x) par

an = [xn] f (x).

On utilise la notation 0n = [xn]1 pour la suite 1, 0, 0, 0, . . . .

II Théorème d’inversion de Lagrange

Le théorème d’inversion de Lagrange permet d’écrire explicitement les coefficient
de l’inverse (pour la substitution ) f̄ (x) d’une telle série formelle f (x).

Théorème 2.2. [1] Soient f (x) =
∞

∑
n=1

anxn une séries formelle sans terme constant telle

que a1 6= 0, et f̄ (x) la série du même type telle que f ◦ f̄ (x) = f ( f̄ (x)) = x. Alors

n[xn]
(

f̄ (x)
)k

= k[xn−k]

(
x

f (x)

)n
(2.7)

pour tous n, k ∈ Z.

Théorème 2.3. [7] soit φ(u) =
∞

∑
k=0

φkuk ∈ C[[u]] avec φ0 6= 0. Ensuite, l’équation

y = zφ(y) admet une solution unique dans C[[u]] dont les coefficients sont donnés par

y(z) =
∞

∑
k=0

ynzn, yn =
1
n
[un−1]φ(u)n.

Le théorème d’inversion de Lagrange peut être écrit comme

[xn]G( f̄ (x)) =
1
n
[xn−1]G′(x)

(
x

f (x)

)n
.

Le cas le plus simple est celui de G(x) = x, dans lequel nous obtenons

[xn] f̄ (x) =
1
n
[xn−1]

(
x

f (x)

)n
.

Exemple 2.3. On a xC(x) = x(1− x) avec C(x) =
1−
√

1− 4x
2x

. On veut calculer les

coefficients de C(x). Pour cela, on utilise le théorème d’inversion de Lagrange
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[xn]xC(x) =
1
n
[xn−1]

(
x

x(1− x)

)n
=

1
n
[xn−1]

(
1

1− x

)n
.

Ainsi,

[xn−1]C(x) =
1
n
[xn−1]

(
1

1− x

)n

en changeant n− 1 par n, on obtient

[xn]C(x) =
1

n + 1
[xn]

(
1

1− x

)n+1

=
1

n + 1
[xn]

∞

∑
j=0

(
−(n + j)

j

)
(−x)j

=
1

n + 1
[xn]

∞

∑
j=0

(
−(n + j) + j− 1

j

)
(−1)j(−x)j

=
1

n + 1
[xn]

∞

∑
j=0

(
n + j

j

)
xj

=
1

n + 1

(
2n
n

)
.

Pour [xn]C(x)k, on utilise G(x) = xk avec G′(x) = kxk−1 et on applique le théorème d’in-
version de Lagrange à

xC(x) = x(1− x)

Nous avons donc

[xn](xC(x))k = [xn−k]C(x)k

=
1
n
[xn−1]kxk−1

(
x

x(1− x)

)n

=
1
n
[xn−1]kxk−1

(
1

1− x

)n
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en changeant n− k par n, on obtient

[xn]C(x)k =
1

n + k
[xn+k−1]kxk−1

(
1

1− x

)n+k

=
k

n + k
[xn+k−1−(k−1)]

(
1

1− x

)n+k

=
k

n + k
[xn]

(
1

1− x

)n+k

=
k

n + k
[xn](1− x)−(n+k)

=
k

n + k
[xn]

∞

∑
j=0

(
−(n + k)

j

)
(−x)j

=
k

n + k
[xn]

∞

∑
j=0

(
n + k + j− 1

j

)
(−1)j(−x)j

=
k

n + k
[xn]

∞

∑
j=0

(
n + k + j− 1

j

)
xj

=
k

n + k

(
n + k + n− 1

n

)
=

k
n + k

(
2n + k− 1

n

)
.
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III Groupe de Riordan

Définition 2.14. Une matrice de Riordan (ordinaire respectivement exponentielle) notée
par ((g(x), f (x)) respectivement [g(x), f (x)]) est une matrice triangulaire inférieure infinie
L = (ln,k)n,k∈N construite à partir de deux séries formelles (ordinaires respectivement expo-
nentielles) g(x) et f (x) telle que g(0) 6= 0 et f (0) = 0. De telle manière ln,k = [xn]g(x)( f (x))k

respectivement ln,k =
n!
k!
[xn]g(x)( f (x))k.

Si f ′(0) 6= 0 on dit que la matrice de Riordan est propre.

Exemple 2.4. Un exemple d’une matrice de Riordan est la matrice de Pascal suivante

P = (pn,k)n,k∈N =

(
1

1− x
,

x
1− x

)
=


1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
1 2 1 0 0 . . .
1 3 3 1 0 . . .
...

...
...

...
... . . .

 ,

pour lequel on a

pn,k = [xn]
1

1− x

(
x

1− x

)k

= [xn−k](1− x)−(k+1)

= [xn−k]
∞

∑
j=0

(
−(k + 1)

j

)
(−x)k

= [xn−k]
∞

∑
j=0

(
k + 1 + j− 1

j

)
(−1)k(−x)k

= [xn−k]
∞

∑
j=0

(
k + j

j

)
(x)k

=

(
k + n− k

n− k

)
=

(
n

n− k

)
=

(
n
k

)
.
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Exemple 2.5. On considère la matrice de Riordan exponentielle L = [1,
x

1− x
]. Le terme

général de cette matrice est calculé comme suit

ln,k =
n!
k!
[xn]

xk

(1− x)k

=
n!
k!
[xn−k](1− x)−k

=
n!
k!
[xn]

∞

∑
j=0

(
−k

j

)
(−1)jxj

=
n!
k!
[xn]

∞

∑
j=0

(
k + j− 1

j

)
xj

=
n!
k!

(
k + n− k− 1

n− k

)
=

n!
k!

(
n− 1
n− k

)
.

Remarque 2.2. 1. g(x)( f (x))k pour k = 0, 1, 2, 3, . . . est la fonction génératrice ordi-
naire de la k-ième colonne de la matrice de Riordan ordinaire.

2. g(x)
( f (x))k

k!
pour k = 0, 1, 2, 3, . . . est la fonction génératrice exponentielle de la k-ième

colonne de la matrice de Riordan exponentielle.

Définition 2.15. Le groupe de Riordan R = {(g(x), f (x)) | (g(x), f (x)) est une matrice
de Riordan avec f (x) = f0 + f1x + f2x2 + f3x3 + . . . , f0 = 0 et f1 = 1} , i.e., chaque
élément de R est une matrice triangulaire inférieure avec 1 sur le diagonale principale.
La multiplication dans R définie par (g(x), f (x))(d(x), h(x)) = (g(x)d( f (x)), h( f (x)).
L’identité (où l’élément neutre) de la multiplication des matrices de Riordan est I = (1, x) ,
i.e.

(1, x)(g(x), f (x)) = (g(x), f (x))(1, x) = (g(x), f (x)).

L’inverse de (g(x), f (x)) est
(

1
g( f̄ (x))

, f̄ (x)
)

, où f̄ (x) est la reverse de f , i.e.

f ( f̄ (x)) = f̄ ( f (x)) = x.

Pour vérifier la propriété de l’inverse, nous calculons(
1

g( f̄ (x))
, f̄ (x)

)
(g(x), f (x)) =

(
1

g( f̄ (x))
g( f̄ (x)), f ( f̄ (x))

)
= (1, x).



34 Chapitre 2. Groupe de Riordan

Exemple 2.6. Soit la matrice de pascal suivante

P =

(
1

1− x
,

x
1− x

)
Donc

PP =

(
1

1− x
,

x
1− x

)(
1

1− x
,

x
1− x

)
=

(
1

1− x
1− x

1− 2x
,

x
1− x

1− x
1− 2x

)
=

(
1

1− 2x
,

x
1− 2x

)
.

Maintenant, on veut calculer l’inverse de P. On a la reverse de
x

1− x
est

x
1 + x

, donc

P−1 =


 1

1− x
1 + x


−1

,
x

1 + x


=

(
1

1 + x
,

x
1 + x

)
.

Remarque 2.3. Certains des sous-groupes importants de R sont : Appel, Lagrange, Che-
ckerboard, Bell, . . .

• Le sous-groupe Appel est {(g(x), x)}. Par exemple



1
1 1
2 1 1
4 2 1 1
8 4 2 1 1

16 8 4 2 1 1

. . . . . .



• Le sous-groupe Lagrange ( ou associé) est {(1, f (x))}. Par exemple
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

1
0 1
0 1 1
0 2 2 1
0 5 5 3 1
0 14 14 9 4 1

. . . . . .



• Le sous-groupe Checkerboard est {(g(x), f (x)) | g(x) est une fonction paire et f (x) est
une fonction impaire } . Par exemple



1
0 1
2 0 1
0 3 0 1
6 0 4 0 1
0 10 0 5 0 1

. . . . . .


=

(
1√

1− 4x2
,

1−
√

1− 4x2

2x

)
.

• Le sous-groupe Bell est {(g(x), xg(x)}. La matrice de Pascal P =

(
1

1− x
,

x
1− x

)
comme un exemple.

• Le sous-groupe Dérivé est {(g(x), f (x)) | f ′(x) = g(x)}.

IV Caractérisations des matrices de Riordan

IV.1 Théorème fondamentale des matrices de Riordan

le théorème fondamental des matrices de Riordan est une passerelle importante
pour prouver de nombreuses identités combinatoires et résoudre des problèmes liés
aux sommes combinatoires.
Le théorème fondamental des matrice de Riordan (noté TFMR) est :
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Théorème 2.4. Soit (g(x), f (x)) une matrice de Riordan. Alors on a

(g(x), f (x))


a0

a1

a2
...

 =


b0

b1

b2
...


⇐⇒ g(x)A( f (x)) = B(x),

où A(x) =
∞

∑
n=0

anxn et B(x) =
∞

∑
n=0

bnxn sont deux fonctions génératrices des suites (an) et

(bn) respectivement.

Démonstration. Nous regardons la matrice de Riordan (g(x), f (x)) colonne par
colonne, multiplions par le vecteur colonne sur le coté gauche g g f g f 2 . . .




a0

a1

a2
...


on obtient

a0g + a1g f + a2g f 2 + · · · = g(a0 + a1 f + a2 f 2 + . . . ) = g(x)A( f (x)) = B(x),

d’où le résulta.

IV.2 A-suite (A-sequence)

La A-suite introduite par Rogers en (1978). Rogers à caractérisé les éléments de la
matrice de Riordan par les éléments de la première colonne.

Théorème 2.5. [15] Une matrice triangulaire inférieure infinie D = (dn,k)n,k∈N est une
matrice de Riordan, si et seulement s’il existe une suite A = {an}n∈N tel que pour tout
n, k ∈N on a

dn+1,k+1 =
n−k

∑
i=0

aidn,k+1, (2.8)

si de plus, D = (d(x), h(x)), alors la fonction génératrice A(x) =
∞

∑
i=0

aixi de A-suite vérifie

h(x) = xA(h(x))⇒ A(x) =
x

h̄(x)
. (2.9)
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IV.3 Z-suite (Z-sequence)

La Z-suite introduite par Merlini et al. Merlini à caractérisé les éléments de la
première colonne d’une matrice de Riordan propre comme suit :

Théorème 2.6. [12] Soit D = (d(x), h(x)) = (dn,k)n,k∈N. Alors on peut déterminer une
suite unique Z = (z0, z1, z2, . . . ) telle que tout élément dans la colonne 0 sauf les éléments
dans la première ligne on peut exprimer comme une combinaison linéaire par les éléments
d’autres lignes, avec

dn+1,0 =
n

∑
i=0

zidn,i, n ∈N. (2.10)

La fonction génératrice de Z-suite vérifie

d(x) =
d0

1− x(Z(h(x))
⇒ Z(x) =

1
h̄(x)

(
1− d0

d(h̄(x)

)
. (2.11)

V Matrice de stieljes

Définition 2.16. Soit L = (ln,k)n,k une matrice triangulaire inférieure avec li,i = 1 pour
tout i > 0. La matrice de Stieltjes SL associée à L est donnée par SL = L−1 L̄ où L̄ est obtenu
de L en supprimant la première ligne de L, i.e. l̄n,k = ln+1,k. Par exemple, si I est l’identité,
alors

Ī =


0 1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 . . .
0 0 0 1 0 . . .
0 0 0 0 1 . . .
...

...
...

...
... . . .

 ,

Remarquons que L̄ = ĪL.
Notons que SL est unique, i.e., SL = SK ⇔ L = K.

Exemple 2.7. La matrice de Stieltjes associée à la matrice de Pascal est :
1 1 0
0 1 1

0 0 1 1 . . .
. . .

 .
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VI Matrice de production

Un concept important pour la suite est dite la matrice de production.
La matrice de Stieltjes comme on a vue précédemment est une matrice infinie
tridiagonale, nous avons fait maintenant une généralisation de cette matrice au groupe
de Riordan, appelé une matrice de production qui définie par les termes suivants :
Soit P une matrice infinie ( le plus souvent les éléments de cette matrice sont des
entiers ) et soit r0 = (1, 0, 0, 0, . . . ) vecteur ligne.
On définit les lignes d’une autre matrice AP par ri = ri−1P, i > 1. Dans ce cas P est
dite la matrice de production pour AP.
Si on pose maintenant

UT = (1, 0, 0, 0, . . . ),

alors , on obtient

AP =


UT

UTP
UTP2

...


et

DAP = APP

où

D = (δi,j+1)i,j>0 =



0 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1 0


.

Dans le contexte des matrice de Riordan, la matrice de production associée à une
matrice de Riordan propre prend une forme particulière.

Proposition 2.1. [6] Soit P une matrice de production infinie et soit AP la matrice induite
par P. Alors AP est une matrice de Riordan (ordinaire) si et seulement si P est de la forme
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P =



ξ0 α0 0 0 0 0 . . .
ξ1 α1 α0 0 0 0 . . .
ξ2 α2 α1 α0 0 0 . . .
ξ3 α3 α2 α1 α0 0 . . .
ξ4 α4 α3 α2 α1 α0 . . .
ξ5 α5 α4 α3 α2 α1 . . .
...

...
...

...
...

... . . .


De plus, les colonnes 0 et 1 de la matrice P sont respectivement les Z− et A−suites de la
matrice de Riordan AP.

Exemple 2.8. On veut calculer la matrice de production de la matrice de Riordan

D = (dn,k)n,k∈N = (C(x), xC(x)), avec C(x) =
1−
√

1− 4x
2x

. Pour se faire, on a

xC(x) = x(1− x),

donc

A(x) =
x

x(1− x)
=

1
(1− x)

,

et

Z(x) =
1

x(1− x)

[
1− 1

C(x(1− x))

]

=
1

x(1− x)

1− 1
1

1− x


=

1
x(1− x)

[1− (1− x)]

=
1

(1− x)
.

Ainsi, la matrice de production de D = (C(x), xC(x)) est la matrice

1 1 0 0 0 0 . . .
1 1 1 0 0 0 . . .
1 1 1 1 0 0 . . .
1 1 1 1 1 0 . . .
1 1 1 1 1 1 . . .
1 1 1 1 1 1 . . .
...

...
...

...
...

... . . .





Chapitre 3

Relation entre polynômes orthogonaux
et matrices de Riordan

Pour chaque matrice de Riordan (g(t), f (t)) on peut associer une suite de poly-
nômes définis par [11]

∞

∑
n=0

pn(x)tn = (g(t), f (t))
1

1− xt
=

g(t)
1− x f (t)

.

Alors, on peut poser la question de savoir quelles conditions doivent être satisfaites
par g(t) et f (t) afin de s’assurer que {pn(x)}n>0 soit une suite des polynômes ortho-
gonaux.

I Coefficients de récurrence et matrices de Riordan

Définition 3.1. On dit que la matrice de Riordan L = (g(x), f (x)) = (ln,k)n,k∈N admet
une C-suite (c0, c1, c2, . . . ) si

ln+1,k = ln,k−1 +
∞

∑
i=0

ciln−i,k pour n, k = 0, 1, 2, . . . (3.1)

où ln,−1 = 0.

Lemme 3.1. Soient L = (g(x), f (x)) une matrice de Riordan et C(x) =
∞

∑
k=0

cnxk

la fonction génératrice de C-suite, alors f (x) et C(x) sont liés par la relation suivante :

f (x) =
x

1− xC(x)
. (3.2)

40
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Démonstration. Soient L = (g(x), f (x)) = (ln,k)n,k∈N une matrice de Riordan et

C(x) =
∞

∑
k=0

cnxk la fonction génératrice de C-suite. On a

ln,k = [xn]g(x) f (x)k,

de plus, on a

ln+1,k = ln,k−1 +
∞

∑
i=0

ciln−i,k pour n, k = 0, 1, 2, . . .

Donc la fonction génératrice du k-ième colonne de la matrice L est

g(x) f (x)k = xg(x) f (x)k−1 + c0xg(x) f (x)k + c1x2g(x) f (x)k + . . .

Par le calcul , on trouve

f (x) =
x

1− xC(x)
.

Remarque 3.1. Soit {pn(x)}n>0 une SPON vérifie{
pn+1(x) = (x− An)pn(x)− Bn pn−1(x)
p0(x) = 1, p1(x) = x− A0

(3.3)

D’après l’expression (3.3), il est bien connu que xP = JP, avec P = (p0(x), p1(x), p2(x), . . . , )T

et J = (ai,j)
∞
i,j=0 est une matrice tridiagonale tels que

ai,j = 0 pour j > i + 1,
ai,j = 1, i > 0,
ai,j = 0 pour i > j + 1.

Plus précisément, la matrice J peut être écrite comme :

A0 1 0 0 0 0 . . .
B1 A1 1 0 0 0 . . .
0 B2 A2 1 0 0 . . .
0 0 B3 A3 1 0 . . .
0 0 0 B4 A4 1 . . .
0 0 0 0 B5 A5 . . .
...

...
...

...
...

... . . .


(3.4)

et J est appelée la matrice de Jacobi normalisée de SPON {pn}n>0.
Maintenant, si on pose
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pn(x) =
n

∑
k=0

an,kxk,

alors d’après (3.3), on a

n+1

∑
k=0

an+1,kxk = (x− An)
n

∑
k=0

an,kxk − Bn

n−1

∑
k=0

an−1,kxk

On déduit que

an+1,0 = −Anan,0 − Bnan−1,0 (3.5)

an+1,k = an,k−1 − Anan,k − Bnan−1,k (3.6)

Si An et Bn sont constantes avec An = A et Bn = B, alors la suite (1,−A,−B, 0, 0, . . . )
forme une A-suite pour le tableau de coefficients.

II Polynômes orthogonaux et matrices de Riordan ordi-
naires

La question que se pose immédiatement, quelles sont les conditions pour une
matrice de Riordan est un tableau de coefficients d’une suite des polynômes orthogo-
naux ? Une réponse partielle est donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.1. Chaque matrice de Riordan de la forme(
1

1 + rx + sx2 ,
x

1 + rx + sx2

)
(3.7)

est un tableau de coefficients d’une SPON.

Démonstration. On remarque que
x

1 + rx + sx2 =
x

1− xC(x)
, avec C(x) = −r − sx,

donc la matrice de Riordan (an,k)n,k∈N =

(
1

1 + rx + sx2 ,
x

1 + rx + sx2

)
admet une

C-suite, i.e.

an+1,k = an,k−1 +
∞

∑
i=0

cian−i,k pour n, k = 0, 1, 2, . . .

où an,−1 = 0 et C(x) =
∞

∑
i=0

cnxn la fonction génératrice de C-suite.

Dans ce cas, on a
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an+1,k = an,k−1 − ran,k − san−1,k

Donc

n+1

∑
k=0

an+1,kxk =
n

∑
k=1

an,k−1xk − r
n

∑
k=0

an,kxk − s
n−1

∑
k=0

an−1,kxk

=
n

∑
k=0

an,kxk+1 − r
n

∑
k=0

an,kxk − s
n−1

∑
k=0

an−1,kxk

= (x− r)
n

∑
k=0

an,kxk − s
n−1

∑
k=0

an−1,kxk

Posons pn(x) =
n

∑
k=0

an,kxk, on obtient

pn+1(x) = (x− r)pn(x)− spn−1(x).

Exemple 3.1. La matrice de Riordan (3.7) est un tableau de coefficients de polynômes de
Tchebychev modifiés de la deuxième espèce donnés par

Pn(x) = (
√

s)nUn

(
x− r
2
√

s

)
, n = 0, 1, 2, . . .

avec

Un(x) =
[ n

2 ]

∑
k=0

(
n− k

k

)
(−1)k(2x)n−2k.

On a

1
1− 2xt + t2 =

∞

∑
n=0

Un(x)tn.

Donc

1
1− 2 x−r

2
√

s

√
st + t2 =

∞

∑
n=0

Un

(
x− r
2
√

s

)
(
√

st)n.
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D’autre part on a

1
1− 2 x−r

2
√

s

√
st + t2 =

1
1− (x− r)t + st2

=

(
1

1 + rt + st2 ,
t

1 + rt + st2

)
1

1− xt
.

Donc (
1

1 + rt + st2 ,
t

1 + rt + st2

)
1

1− xt
=

∞

∑
n=0

(
√

s)nUn

(
x− r
2
√

s

)
tn.

Proposition 3.2. Chaque matrice de Riordan de la forme(
1− λx− µx2

1 + rx + sx2 ,
x

1 + rx + sx2

)
(3.8)

est un tableau de coefficients d’une SPON.

Démonstration. On a(
1− λx− µx2

1 + rx + sx2 ,
x

1 + rx + sx2

)
=
(
1− λx− µx2, x

) ( 1
1 + rx + sx2 ,

x
1 + rx + sx2

)
,

où

(
1− λx− µx2, x

)
=



1 0 0 0 0 0 . . .
−λ 1 0 0 0 0 . . .
−µ −λ 1 0 0 0 . . .
0 −µ −λ 1 0 0 . . .
0 0 −µ −λ 1 0 . . .
0 0 0 −µ −λ 1 . . .
...

...
...

...
...

... . . .


.

Posons

B = (bn,k) =

(
1− λx− µx2

1 + rx + sx2 ,
x

1 + rx + sx2

)
A = (an,k) =

(
1

1 + rx + sx2 ,
x

1 + rx + sx2

)
,

avec

an+1,k = an,k−1 − ran,k − san−1,k (3.9)

(3.10)

on a
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B =
(
1− λx− µx2, x

)
A,

ce qui implique

bn+1,k = an+1,k − λan,k − µan−1,k,

bn,k−1 = an,k−1 − λan−1,k−1 − µan−2,k−1,

bn,k = an,k − λan−1,k − µan−2,k,

bn−1,k = an−1,k − λan−2,k − µan−3,k.

Ensuite, en utilisant l’équation (3.9) et les équations équivalentes pour an,k et an−1,k,
nous voyons que

bn+1,k = bn,k−1 − rbn,k − sbn−1,k

posons ϕn(x) =
n
∑

k=0
bn,kxk, on obtient

ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = x− r− λ, ϕ2(x) = x2 − (2r + λ)x + λr− µ + r2 − s, . . . ,

nous voyons que la suite de polynômes orthogonaux est défini par A-suite

(r + λ, r, r, r, . . . )

et Z-suite

(s + µ, s, s, s, . . . ).

III Polynômes orthogonaux et matrices de Stieltjes

Nous nous intéressons dans cette section à la relation entre Polynômes orthogo-
naux et matrices de Stieltjes.

Proposition 3.3. Soit L une matrice de Riordan, où

L−1 =

(
1− λx− µx2

1 + ax + bx2 ,
x

1 + ax + bx2

)
.

Alors la matrice de Stieltjes de L donnée par
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P = SL =



a + λ 1 0 0 0 0 . . .
b + µ a 1 0 0 0 . . .

0 b a 1 0 0 . . .
0 0 b a 1 0 . . .
0 0 0 b a 1 . . .
0 0 0 0 b a . . .
...

...
...

...
...

... . . .


.

Démonstration. Soit

(g(x), f (x)) = L =

(
1− λx− µx2

1 + ax + bx2 ,
x

1 + ax + bx2

)−1

.

Par la définition de l’inverse, on a

f̄ (x) =
x

1 + ax + bx2 ,

donc

A(x) =
x

f̄ (x)
= 1 + ax + bx2

de plus, on a

1
g( f̄ (x))

=
1− λx− µx2

1 + ax + bx2

donc

Z(x) =
1

f̄ (x)

[
1− 1

g( f̄ (x))

]
=

1 + ax + bx2

x

[
1− 1− λx− µx2

1 + ax + bx2

]
=

1 + ax + bx2

x

[
1− ax + bx2 − 1 + λx + µx2

]
= (a + λ) + (b + µ)x.



III. Polynômes orthogonaux et matrices de Stieltjes 47

Corollaire 3.1. Si L = (g(x), f (x)) une matrice de Riordan et P = SL est tridiagonal,
avec

P = SL =



a1 1 0 0 0 0 . . .
b1 a 1 0 0 0 . . .
0 b a 1 0 0 . . .
0 0 b a 1 0 . . .
0 0 0 b a 1 . . .
0 0 0 0 b a . . .
...

...
...

...
...

... . . .


(3.11)

alors L−1 est un tableau de coefficients d’une suite de polynômes orthogonaux {pn(x)}n>0

vérifié la récurrence suivante{
pn+1(x) = (x− a)pn(x)− bn pn−1(x), n > 2
p0(x) = 1, p1(x) = x− a1,

(3.12)

avec bn est la suite 0, b1, b, b, . . . .

Démonstration. D’après le théorème de Favard, il suffit de montrer que L−1 définit une
suite des polynômes {pn(x)} vérifié la récurrence (3.12). Maintenant L est triangulaire
inférieur et L−1 est un tableau de coefficients d’une suite de polynômes pn(x) (avec le
deg(pn(x)) = n, alors

L−1


1
x
x2

x3

...

 =


p0(x)
p1(x)
p2(x)
p3(x)

...

 .

On a

SL.L−1 = L−1.L̄.L−1 = L−1. Ī.L.L−1 = L−1. Ī.

Ainsi

SL.L−1.(1, x, x2, x3, . . . )T = L−1. Ī.(1, x, x2, x3, . . . )T = L−1.(x, x2, x3, . . . )T.

On obtient donc
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

a1 1 0 0 0 0 . . .
b1 a 1 0 0 0 . . .
0 b a 1 0 0 . . .
0 0 b a 1 0 . . .
0 0 0 b a 1 . . .
0 0 0 0 b a . . .
...

...
...

...
...

... . . .




p0(x)
p1(x)
p2(x)
p3(x)

...

 =


xp0(x)
xp1(x)
xp2(x)
xp3(x)

...


Finalement, on déduit que

p1(x) = x− a1,

et

pn+1(x) + apn(x) + bn pn−1(x) = xpn(x), n > 1,

or

pn+1(x) = (x− a)pn(x)− bn pn−11(x), n > 1.

En combinant les résultats avec le corollaire précédent, on obtient

Théorème 3.1. Soit L = (g(x), f (x)) une matrice de Riordan. l’inverse de L est un
tableau de coefficients d’une suite des polynômes orthogonaux si et seulement si la matrice de
production P = SL est tridiagonale.

Nous donnons l’exemple suivant

Exemple 3.2. Si L = (g(x), f (x)) une matrice de Riordan et P = SL est tridiagonale, alors

P = SL =



a1 1 0 0 0 0 . . .
b1 a 1 0 0 0 . . .
0 b a 1 0 0 . . .
0 0 b a 1 0 . . .
0 0 0 b a 1 . . .
0 0 0 0 b a . . .
...

...
...

...
...

... . . .


.

où

f (x) = Rev
x

1 + ax + bx2 et g(x) =
1

1− a1x− b1x f

Nous donnons maintenant le résultat entre les moments et les matrices de Riordan
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Proposition 3.4. Soit L = (g(x), f (x)) une matrice de Riordan avec une matrice de
production tridiagonale SL. Alors

[xn]g(x) = £(xn),

où £ est la fonctionnelle moment de la suite de polynômes orthogonaux.

Démonstration. Soit L = (li,j)i,j>0. On a [17]

xn =
n

∑
i=0

ln,i pi(x).

En appliquant £, on trouve

£(xn) = £

(
n

∑
i=0

ln,i pi(x)

)
=

n

∑
i=0

ln,i£(pi(x)) =
n

∑
i=0

ln,iδi,0 = ln,0 = [xn]g(x).

Corollaire 3.2. Soit L = (g(x), f (x)) une matrice de Riordan ordinaire avec SL matrice
tridiagonale. Alors les moments µn associe à une suite de polynômes orthogonaux sont donnés
par les termes de la première colonne de la matrice L.

Théorème 3.2. Soit {pn(x)}n>0 une SPON par rapport à une FM £ vérifie la récurrence
à trois termes suivante :

pn+1(x) = (x− An)pn(x)− Bn pn−1(x), n > 1.

Alors la série génératrice des moments µk = £(xk) s’exprime par une fraction continue

∞

∑
k=0

µkxk =
µ0

1− A0x−
B1x2

1− A1x−
B2x2

1− A2x−
B3x2

1− A3x− . . .

.

IV Polynômes orthogonaux et matrices de Riordan ex-
ponentielles

Proposition 3.5. Soit A = (an,k)n,k>0 = [g(x), f (x)] une matrice de Riordan exponentielle
et soit

c(y) = c0 + c1y + c2y2 + . . . , r(y) = r0 + r1y + r2y2 + . . . (3.13)
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deux séries formelles telles que

r( f (x)) = f ′(x) (3.14)

c( f (x)) =
g′(x)
g(x)

. (3.15)

Alors

an+1,0 = ∑
i

i!cian,i (3.16)

an+1,k = r0an,k−1 +
1
k! ∑

i>k
i!(ci−k + kri−k+1)an,i (3.17)

or, en supposant ck = 0 pour k < 0 et rk = 0 pour k < 0,

an+1,k =
1
k! ∑

i>k−1
i!(ci−k + kri−k+1)an,i. (3.18)

Inversement, à partir des suites définies par (3.13), la matrice infinie (an,k)n,k>0 défini par(3.18)
est une matrice de Riordan exponentielle.

Une conséquence de cette proposition est que la matrice de production P =

(pi,j)i,j>0 pour une matrice de Riordan exponentielle obtenu comme dans la proposi-
tion satisfait[5][6]

pi,j =
i!
j!
(ci−j + jri−j+1) (c−1 = 0).

De plus, la fonction génératrice exponentielle à deux variables

φP(t, z) = ∑
n,k

pn,ktk zn

n!

de la matrice P est donnée par

φP(t, z) = etz(c(z) + tr(z)).

Notez en particulier que nous avons

r(x) = f ′( f̄ (x)), (3.19)

et

c(x) =
g′( f̄ (x))
g( f̄ (x))

(3.20)



IV. Polynômes orthogonaux et matrices de Riordan exponentielles 51

Proposition 3.6. [9] Si L = [g(x), f (x)] est une matrice de Riordan exponentielle et
P = SL est tridiagonale, alors forcément

P = SL =



α0 1 0 0 0 0 . . .
β1 α1 1 0 0 0 . . .
0 β2 α2 1 0 0 . . .
0 0 β3 α3 1 0 . . .
0 0 0 β4 α4 1 . . .
0 0 0 0 β5 α5 . . .
...

...
...

...
...

... . . .


.

où {αi}i>0 est une suite arithmétique avec une différence commune α, { βi
i }i>1 est une suite

arithmétique avec une différence commune β, et

ln(g) =
∫
(α0 + β1 f ) dx, g(0) = 1,

où f est donné par

f ′ = 1 + α f + β f 2, f (0) = 0.

Corollaire 3.3. Si L = [g(x), f (x)] une matrice de Riordan exponentielle et P = SL est
tridiagonale, avec

P = SL =



α0 1 0 0 0 0 . . .
β1 α1 1 0 0 0 . . .
0 β2 α2 1 0 0 . . .
0 0 β3 α3 1 0 . . .
0 0 0 β4 α4 1 . . .
0 0 0 0 β5 α5 . . .
...

...
...

...
...

... . . .


,

alors L−1 est la matrice de coefficients de la suite des polynômes orthogonaux {pn(x)}n>0

définie par la récurrence suivante{
pn+1(x) = (x− αn)pn(x)− βn pn−1(x), n > 0
p0(x) = 1, p1(x) = x− α0

Nous combinons les résultats précédents, nous avons le théorème suivant

Théorème 3.3. Soit L = [g(x), f (x)] une matrice de Riordan exponentielle. L’inverse de
L est un tableau de coefficients d’une suite de polynômes orthogonaux si et seulement si la
matrice de production P = SL est tridiagonale.
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Proposition 3.7. Soit L = [g(x), f (x)] une matrice de Riordan exponentielle avec SL
tridiagonale. Alors

n![xn]g(x) = £(xn) = µn,

où £ est la fonctionnelle moment de la suite de polynômes orthogonaux.

Démonstration. Soit L = (li,j)i,j>0. On a

xn =
n

∑
i=0

ln,i pi(x).

En appliquant £, on trouve

£(xn) = £

(
n

∑
i=0

ln,i pi(x)

)
=

n

∑
i=0

ln,i£(pi(x)) =
n

∑
i=0

ln,iδi,0 = ln,0 = n![xn]g(x).

Corollaire 3.4. Soit L = [g(x), f (x)] une matrice de Riordan exponentielle avec SL
tridiagonale. Alors les moments µn associe à une suite de polynômes orthogonaux sont donnés
par les termes de la première colonne de la matrice L.
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