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Résumé

Nous étudions dans ce travail les polynomes orthogonaux et les groupes de Rior-
dan. Nous avons pu montrer que les suites de polyndmes orthogonaux peuvent étre
également générées par ce type de groupe. De plus nous avons exhibé quelques de
familles de polynomes orthogonaux a partir des coefficient de les matrices de Riordan.

Mots clés :
polyndémes orthogonaux, matrice de Riordan, matrice de Riordan exponentielle, groupe
de Riordan, matrice de production.

Abstract

In this research, we study the orthogonal polynomials that can be defined by or-
dinary and exponential Riordan arrays. we shall show that sequences of orthogonal
polynomials, can be also generated by the Riordan group. We interpret some families
of orthogonal polynomials within the framework of the Riordan group.

Key words :
orthogonal polynomails, Riordan array, Exponential Riordan array, Riordan group,
Production matrix.
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Introduction

Les polyndmes orthogonaux formels ne sont pas seulement utilisés en mathéma-
tiques, ils sont tres largement employés en physique, interviennent implicitement en
traitement du signal et intéressent la biologie et la chimie. Les travaux sur le sujet sont
donc importants et informatifs. Notre intention n’est pas d’en résumé tous les aspects.
Nous avons porté notre attention sur la représentation algébrique et matricielle des
polynomes orthogonaux formels.

Les résultats que nous avons étudient seront donc également valables pour les
polyndmes orthogonaux et les matrices de Riordan. L’objectif de ce mémoire est donc
d’illustrer différentes formes sous lesquelles on trouve les polyndmes orthogonaux
formels dans des domaines aussi variés que le calcul formel, le traitement du signal,
ou la théorie de combinatoire. La description qui suit ne prétend pas étre exhaustive,
elle a pour but essentiel de motiver la lecture de ce travail en exposant des points de
vu qui concernent aussi bien le mathématicien que physicien. Ainsi, le mémoire est
organisé de la maniére suivante :

Nous commengant le premier chapitre par une description des résultats fondamen-
taux concernant 1’orthogonalité et les représentations intégrales des formes linéaires
et les récurrences des suites correspondantes, puis nous présentons les polyndomes
classiques et leurs caractérisations et classification. Nous consacrons la derniere étape
dans ce chapitre a quelques notions sur les fractions continues.

Dans le chapitre deux, nous étudions la théorie des groupes de Riordan. Dans
un premier temps nous donnons quelques définitions sur les séries formelles et les
fonctions génératrices, puis nous avons énoncé le théoreme d’inversion de Lagrange.
Dans un deuxiéme temps nous définissons les matrices de Riordan (ordinaires et
exponentielles) et nous citons plusieurs caractérisations de ces matrices .

Nous consacrons le chapitre trois a I'étude de la relation entre polynémes or-
thogonaux et matrices de Riordan. Nous avons montré que les suites de polyndmes
orthogonaux peuvent étre également générées par les matrices de Riordan.



Chapitre 1

Orthogonalité en générale

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base sur
I'orthogonalité. Ensuite, on présente les polyndmes classiques et leurs caractérisations.
La fin de ce chapitre est consacré aux notions préliminaires et quelques propriétés
élémentaires des fractions continues qui vont nous aider dans la suite de notre travail.

I Fonctionnelle moment et orthogonalité

Nous désignerons par P l'espace vectoriel des polyndmes a une variable réelle et
par P, l'espace des polynomes de degré n. Notons par P* le dual algébrique de P et
par (.,.) le crochet de dualité entre P et P*.

Définition 1.1. Soit {y, },>0 une suite de nombres complexes et £ une fonction i valeur
complexe définie sur l'espaces des polyndmes par

(£,x") = £(x") = pp,n 20
£(arp1(x) +agpa(x)) = a£(p1(x)) + a2£(p2(x))

pour tous nombres complexes a; et tous polynoémes p;(x), (i = 1, 2). Alors, la forme linéaire £
est dite fonctionnelle moment sur ‘P et le nombre y,, est appelé le moment d’ordre n de £.

k

n
Remarquons qu’avec cette définition, pour ¢,(x) = Y. cxx* ona
k_

(£, 9u(x)) = Elga(x)) = L cune

Définition 1.2. Une suite des polynomes {@,(x)}n>0 est dite libre si et seulement si
deg(@n(x)) = n, pour tout n > 0.
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Définition 1.3. Une suite des polyndmes { ¢, (x)},>o est dite normalisée si chaque poly-
nome ¢y, est écrit sous la forme suivante :

n—1
Pn(x) =x"+ ) a,_x" L, pour tout n > 0.
k=0

Définition 1.4. Une suite { ¢, (x) } >0 est dite suite de polyndmes orthogonaux par rapport
a une fonctionnelle moment £ si :

(i) {@u(x)}n>0 est une suite libre,
(i)
(£, @n(x)pm(x)) = 0,n # m;n,m >0, (1.1)
(ii)
(£ gu(x)) # 0. (1.2)

Notation 1.1. Toute suite des polynomes orthogonaux normalisée sera abrégé par la notation
SPON. Et toute fonctionnelle moment par FM.

Définition 1.5. Une suite des polynomes {p,(x)},>0 est dite faiblement orthogonale (en
abréviation SPOF), s'il existe une FM £ # 0 telle que

(£, @n(X)@m(x)) = 0 pour n # m.

Remarque 1.1. La fonctionnelle moment £ peut se représenter sous forme d’intégrale
ou d'une somme, i.e. Lorsqu’il existe une mesure réelle et positive ¥ vérifie I’orthogonalité
suivante

(£ @u(x)pn(x)) = [ @u(x)pu(x) A¥(x) = K, n,m > 0. (13)

oit S est le support de ¥, x,, est une constante non nulle et &y, est le symbole delta de Krone-
cker défini par

0Sim+<n
5nm :{ #

1sim=n
Lorsque x,, = 1, le systeme est dit orthonormal.
(i) Sila mesure ¥ admet une densité w(x), alors (1.3) devient

(£, @n(x)pm(x)) = /ab @n(X) pm(x)w(x) d(x) = Knbpy,n,m = 0. (1.4)
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(ii) Dans le cas discret, i.e. si ¥ admet un poids w(i) dans le point x; , i € I, alors
I'orthogonalité est vérifiée dans I'ensemble X = {x;}jer, i.c.

(£, on(x)pm(x)) = Z G"n(xj)q’m(xj)w(xj) = KnOnm, N, m = 0. (1.5)

x]‘GX

Dans la théorie des polyndmes orthogonaux, la densité w(x) ou bien le poids w(i) sont
appelés des fonctions poids.

Exemple 1.1. (Le cas continu)
Les polyndmes de Tchybechev Ty, (x) de la premiere espece sont des polynomes de degré n définis
a l'aide de la relation suivante

Tu(x) = cos(nf) avec x = cos b

Pour tout x dans [—1,1] , tel que x = cos 0, alors 0 appartient a [0, 7T] .

Les polynomes de Tchybechev sont orthogonaux par rapport d la fonction poids (1 — xz)%1 ,
i.e.
1 -1
/ Ty ()T (x)(1 = x%) 2 dx = 0,m # n.
-1
Exemple 1.2. (Le cas discret)

Soit la fonction a deux variables x et w avec le parametre a # 0, dont le développement limité
est :

G(x,w)=¢e "1+ w)*

(—a)""

Lo n ()

En appliquant le produit de Cauchy, on obtient :

G(x,w) = é(pn(x)w”
o = © /x (a)”_k
¢n () kg(k) (n—F)

Sachant que

X 1
(k) = =D (x k1), k=1,m
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Dans ce cas, les ¢, (x) sont appelés polynomes de Charlier et G(x,w) est la fonction généra-
trice. On veut maintenant trouver la relation d’orthogonalité. On a :

a*G(x,0)G(x,w) = e ") [a(1 + v) (1 + w)]*

- kG(k/U)G(k/w) _ e—a(v+w)ea(1+0)(1+w)

4
g
|

On peut aussi écrire le développement suivant :

> akG(k,

v)G(k, w)
k!

Ce qui implique :

0 ak osim##n
g%wwwﬁ{

k

.4 ) . . D .
La fonction T est appelée fonction de masse du polynome. En utilisant la fonction £, on peut

écrire :

L) = Yo
< , X > Z k|
k=0 )

(£, pn (1) Pm(1)) = S G

n!
Onn=2012.em=0,1,2,..

Corollaire 1.1. Soient {¢y},>0 une suite de polynomes et £ une FM. Alors on a les
équivalences suivantes

(i) {@n}n>o est une SPO par rapport a £.

(ii) Pour tout polynome 7t de degré m,
(£, 7(x)@n (%)) = Cndnm, C 7 0.
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(iii) (£, X" @n(x)) = Anbmn, An #0,0 < m < n.

Théoréeme 1.1. Soit {@,},>0 une SPO par rapport a £. Alors, pour tout polyndme 7t(x)
de degré n, on a

n
x) =) ckp(x) avec (1.6)
k=0
o= LX) 5
(£ 97i(x))
Démonstration. Si 71(x) est un polyndéme de degré n, alors 7t(x) = i Ck @k, en multi-
k=0

plient les deux cotés par ¢, et en appliquant £, nous obtenons

(£, m(x ZCkE(Pk Pn(x)), k <m<n
= Cm <£/ q)m( )
et puisque (£, ¢%,(x)) # 0 la relation est vérifier . O

II Existence et unicité des suites de polyndémes orthogo-
naux

Définition 1.6. Une FM £ est dite réguliére, admissible ou bien quasi-définie sil existe une
suite { @n tn>0 vérifiant les conditions d’orthogonalité (1.1)) et (1.2).

Théoréme 1.2. Une FM £ dont la suite des moments est notée {uy, },>o est réguliere, si et
seulement si elle vérifie le critere de Humburger, i.e.,

Ho M1 ... Hn
n B M2 oo Hntd

Ay = detfpiyj]iio = . .| #0,n>0. (1.7)
Un Hn+1 --- Hon

O A, est dit le déterminant de Hankel d’ordre n.

n

Démonstration. Nous écrivons ¢,(x) = Y. cx* et on remarque que les conditions
k=0
d’orthogonalité
<£ x™ q)n Z CnkMUk+m = k 5nm1k 7é 0,m< (18)

k=0
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sont équivalentes au systeme

o H1 ..o Hn Cno 0
M1 M2 - Hn Cil - 0
Un MUns+1 - Mon Cnn kn

Maintenant, si SPO existe pour £, donc elle est déterminée uniquement par les constantes
k, dons (1.8), ainsi (1.8) admet une solution unique ssi A, # 0,1 > 0. ]

Définition 1.7. Une fonctionnelle moment £* définie par
(£5,1) = 1,(£%, ) = 0,Yn > 0. (1.9)
est dite fonctionnelle moment canonique de la suite de polynomes { ¢n }n>o.

Corollaire 1.2. S’il existe une SPO par rapport a une FM £ elle est unique par rapport a
un facteur multiplicatifs non nul. i.e.
si {@n}uz0 et {®n}n>o sont deux SPO par rapport a £, il existe ¢, # 0, n > 0, tel que
D, =cupp, n = 0.

Théoreme 1.3. [g] Une FM £ admet une SPO si et seulement si elle est admissible.

Théoréeme 1.4. Soit {@,(x)},>0 une SPO par rapport a £. Alors pour tout polynome
T (X) = apXxy + ... + ag de degré n, on a

(£, 700 (%) @u(x)) = an (£, x" g (%)) (1.10)
Définition 1.8. Une fonctionnelle moment £ est dite

(i) définie positive si (£, 7t(x)) > 0 pour tout polynome non identiquement nul tel que
rt(x)>= 0 pour tout x.

(i) définie négative si la fonctionnelle moment £ = —£ est définie positive.

Théoreme 1.5. [7]
Si £ est une fonctionnelle moment définie positive, alors tout ses moments sont réels, et
A, >0n2=20.
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IIT Caractérisation des SPO

La plus importante caractérisation des SPO est que chaque trois polyndomes consé-
cutifs sont liés par la relation de récurrence suivante.

Théoréeme 1.6. [7][70] (Récurrence a trois termes) Soit { ¢, },>0 une SPON par rapport
a une FM réguliere £. Alors la suite { @y },,>0 vérifie la récurrence d’ordre deux suivante

Pni1(x) = (x = An)@u(x) = Bugn-1(x),n 2 0. (1.11)

oit ¢_1(x) = 0, By est une constante arbitraire et B, # 0, Vn > 1.
Si on écrit @y (x) = x" + 0,x" 1 + R(x), alors

Ap=0,—0,11,n=20

{ avec 6y =0, (112)
ainsi, ) )
B, = ) f”> ,n =1 Ay = LX) xz(P”> ,n =0 (1.13)
<£’ q)n—1> <£’ qon—l)

2\ _ >
<£/ (Pn> éOBl"'_Bn/n = 0 (1.14)

avec By = po = (£,1)

Si de plus, £ est définie positive, alors les A, sont réels et les B, > 0,Vn > 1.

Démonstration. Remarquons que x¢,(x) est un polyndme de degré n + 1, alors on a :

XQu(x) = Zél) CnkPi(x) avec cpj = = ?Z/”;izf;‘;x»

De plus x¢@i(x) est un polyndme de degré k + 1, alors ¢,y = 0 pour 0 < k < n —1.
puisque x¢@,(x) est normalisée on a aussi ¢, ,+1 = 1, d’olt
X@n (%) = @n1(X) + Cun@u(x) +Cnn19n-1(x), 1 21,
qui est vrais aussi pour n = 0 si on définit ¢_1(x) = 0 et on choisi ¢1(0) = —Aj.
Maintenant, d’apres on obtient aprés multiplication par x"*~!
0 = (£, ¢u(x) — Balt, " 1y 1 (x)).

D’autre part B, # 0 si £ est réguliere et B, > 0 lorsque £ est définie positive.
Multiplions maintenant par ¢,(x) et en appliquant £, nous obtenons

(£ @un(X) @1 (x)) = 0 = (£, x> (x)) — An(£, n*(x)).
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Comparons le coefficient de x” dans les deux cotés de (1.11), on obtient 0,1 — 6, =
_An.
Soit par sommationde O an: 6,1 —60y = —(Ao+---+An) .Or6fy =0car g9 =1 et
¢1(x) = x +61. Ainsi, 0,11 = —(Ag+ - - - + An).
Dans le cas ot {¢,(x)} n’est pas normalisée, i.e.,

Pn1(x) = (YnX — &) Pu(x) = Bupn-1(x),

on écrit ¢, (x) = kupn(x) avec {p,(x)} normalise, on obtient

Pni1(x) ::(x__l4n)¢n(x)__l%1¢n_1(x)

kn_|_1 kn kn—l '
i.e.
k k k
P (1) = (F5x = A, g (1) = g (),
n n n—1
ainsi

Ky = Ai’lkrjlkn-i-l

{ T = ki kn1
,Bn = Bnk,zilknJrl

Exemple 1.3. Pour les polynomes de Charlier, on manipule la fonction génératrice :
G(x,w) =e ™1 +w)* = 2 on(x)w"
n=0

L’idée est de dériver la derniere expression par w et de comparer les deux cotés. On a donc :

g—g = —ae (14 w)* +e @x(1+w)* !
= 1_i_LwG(x,w) —aG(x,w)
:G“ﬂﬁLiw_4
Et avec la deuxieme relation :
G &
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En multipliant la derniere égalité par 1 + w on obtient :

Y. Pu(x)n(w" ! +w") = Y ou(x)(x —a(l+w))w"

n=0 n=0

= Y nea(x)w" + ne,(x)w" 1 = Y xgu(x)w" =Y agu(x)w" — ) agy (x)w™t?
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

o 3 nga ()0 + 3 (14 D guar (0 = 3 xgu(D)0" — 3 apu(x)0” — 3 agus (1)
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

= i[(ﬂ +D)ppi1(x)+(n—x+a)pu(x) +ap —n—1(x)]w" =0
n=0

Donc la relation de récurrence est :
(1 +1)@ns1(x) + (1 = X+ @) pu(x) +agy1(x) = 0
La derniére étape consiste a normaliser cette relation. Pour ce faire, on pose :

pn(x) = - pu(x)

Avec cette substitution on obtient :

(n+ 1)(5211(1’;), +(n—x+a) gﬁ,;(!x) + aq(v;_l(;;)' =0
n—x-+a.

1 . an
= E(Pnﬂ(x) + T%(x) + m%fl(x) =0
= Pn1(x) + (n—x+a)Pn(x) + ang,_1(x) =0

Théoréeme 1.7. (Théoréme de Favard)[gl[zo] Soient { A, }yu>0 et {Bn}n>0 deux suites de
nombres complexes et { ¢y },>0 une suite définie par la récurrence

Pnt1(¥) = (X = An)@n(x) = Bugn1(x),n >0
- -~ (1.15)
(Pfl(x) =0, (PO(X) =1,
alors, il existe une fonctionnelle moment £ unique telle que (£,1) = py = By et
(£, onpm) =0, si n#mmnm=0 (1.16)

De plus, £ est admissible si et seulement si B, # 0, n > 0 et £ est définie positive si et seule-
ment si A,, sont réels et les B,, > 0, n > 0.
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Démonstration. Définissons la forme linéaire £ inductivement par

(£,1) = po = By, et (£, ¢n(x)) =0,n>1. (1.17)

C’est-a-dire, on définit ;1 par la condition (£, p1(x)) = p1 — Aopto = 0, up par (£, p2(x)) =
o — (Ag + A1) 1 + (By — AgAq)po = 0 etc. Ecrivons sous la forme

XPn (x) = §0n+1(x) + Anq)n(x) + Bugn—1 (X),n =1, (1.18)

on utilisons on obtient
(£, xpu(x)) =0,n > 2.

Multiplions les deux cotés de par x et utilisons le dernier résultat on voit que
(£, x2n(x)) = 0,n > 3.

Continuons de la méme maniére, on en déduit

<£,xkg0n(x)> 0,0
(£, @u(x)) = Bu(

Il résulte que pour m # n, on a (£, pm(x)@n(x)) = 0. Et

<k<
£, x" 14),1 1(x)),n > 1.

(£, @2(x)) = (£,x"@n(x)) = BBy ...By,n > 0.

Ainsi, £ est réguliére si et seulement si B, # 0 pour n > 1. ]

Définition 1.9. Une fonctionnelle moment est dite

(a) symétrique si tous ses moments impairs sont nuls i.e.
(£, x*" 1Y = 451 = 0,¥n > 0. (1.19)
(b) antisymétrique si tous ses moments pairs sont nuls i.e.
(£, x2n> = Y2y =0,Vn > 1. (1.20)

Théoreme 1.8. [7] Soit {¢n(x)}n>0 une SPO normalisée par rapport a £, alors on a les
équivalences suivantes

(i) £ est symétrique.
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(it) n(—x) = (=1)"@n(x),Vn >0
(iii) Les coefficients A, de la récurrence, pour n > 0, sont tous nuls.

Remarque 1.2. Il existe un lien tres fort entre les SPO et les matrices de bandes. En effet, la
relation de récurrence d’ordre deux vérifiée par les SPO est le déterminant de la matrice
tridiagonale représentée par

x— A, 1 0 ... 0
B, x—A,1 1
Pnr1(x) =1 0 0 (1.21)
: : 1
0 0 By x—Ap

IV Identité de Cristoffel-Darboux

Théoréeme 1.9. [g][z0] Soit {¢n(x)}n>0 une SPON vérifie la relation de récurrence d’ordre
deux , alors

(£, (pn ByB;...By
oey) = ) 5z —p Px(X)er(y)
k;() £ q)k ZO BoBl...Bk
_ Pur1(X)@n(y) = @u(¥)n1(y) (1.22)
x—y '
En particulier, si en faisant tendre y — x, on obtient la relation suivante
" (£, (pn W
> “ = ¢ (09n(x) = ¢l () Pusa (x) (123)
i=o ¢ (Pk
— |Pn Pntll — Wronskien de (gu, Pui1)- (1.24)
Pn Pni1
Si de plus £ est définie positive, alors la relation (1.23) nous donne l'inégalité suivante
1 () @n(2) — @5 () @uia (x) > 0,1 > 0 et Vx € R. (1.25)

Définition 1.10. Soit E C R. Une FM £ est dite définie positive sur E si pour tout polynome
réel 7t(x) non négatif et non identiquement nul sur E, on ait (£, 71(x)) > 0. L'ensemble E est
dit support de £ .
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V  Zéros des polyndmes orthogonaux
Théoreme 1.10. [7][10][26] Soit {@y(x)}n=>0 une suite de polynémes orthogonaux par
rapport a une fonctionnelle moment £ définie positive. Si le support de £ est un intervalle 1,

alors

(i) Chaque polyndme @, possede n zéros {x,i}7i_, réels (n > 1), simples et distincts a
l'intérieur de 1, qu’on supposera ordonnés d'une maniére croissante i .e.

x;fll < an <. < x;xln

(ii) Les zéros de ¢n(x) et ¢, _1(x) sont alternés, i .e. entre deux zéros de ¢, (x) il y a un
zéro de ¢, _1(x),n = 2.

(iii) Pour tout k > 1, la suite des zéros {xn,k}f:k est décroissante, cependant la suite
{Xn—kt1 Yo gest croissante. En particulier, les limites

Gi = nlglc}o Xp,i et 1j = nlgl;}o Xnn—j+1,1,] 21
existent.
Définition 1.11. L'intervalle [E,n] = [&1,11] = [nh_r>r01O x”fl’nh_{%o Xnn| est appelé le vrai

intervalle d’orthogonalité de la fonctionnelle moment définie positive £.

Théoréme 1.11. [g] Soient {¢,(x)},>0 une SPON par rapport i une FM définie positive
£ et {x,}}_q les zéros de ¢,(x), n > 1. Alors I'ensemble {x,; | n > 1,1 < k < n}estle
support de £. De plus le vrai intervalle d’orthogonalité [E, ] est le plus petit intervalle fermé
qui est le support de £. En particulier, ¢, (&) # 0, () #0,Vn > 0.

VI Polynémes classiques

Définition 1.12. une suite des polyndmes orthogonaux { ¢, (x)}n>o est dite classique (en
abréviation SPOC), si les dérivées successives quelconques sont orthogonaux.
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VI.1 Caractérisations des SPOC

* Bochner a démontré que les polyndmes orthogonaux classiques sont les seules
solutions de I’équation différentielle suivante :

o(x)y" +T(x)y + Ay =0, (1.26)

avec 0(x),T(x) sont des polynomes de degrés deux et un respectivement et A,
est une constante de la forme suivante :

A =0"(x)n(n—1) +nt'(x)
En plus, Bochner a conclut qu’il existe seulement quatre familles de polynomes
satisfont(1.26) sont les polyndémes de Jacobi, Laguerre, Hermite et Bessel.

* Les polynomes orthogonaux classiques sont donnés par la formule d’orthogo-
nalité (appelée formule de Rodrigues)

00(%) = ey (" (R)0(3), (1.27)

oul k, est une constante non nulle et w est une solution de I'équation différen-
tielle dite de Pearson suivante

(cw) = Tw, (1.28)

avec o(x) = ax?> + bx + c et T(x) = dx + e donnons dans 1'équation (1.26)

V1.2 Classification des SPOC

Par un changement de variable linéaire, les polynomes classiques admettent les
représentations suivantes :

¢ Jacobi : notée P,S“’ﬁ ) sont donnés par [14]
n
PP — oy cnkck =D x+1)" K n >0 (1.29)
k=0

qui sont satisfont I’équation différentielle linéaire homogene du deuxiéme ordre
suivante

(1= 2%)y"(x) + [(B—a) — (a+ B+2)x]y'(x) +n(n +a+p+1)y(x) = 0. (1.30)
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(@)

* Laguerre : notée L, ' sont donnés par [14]

n Kk
LY = (=1t Y c;;;g%,n > 0.
k=0 '

Ainsi, I’équation différentielle correspondante est

xy"(x) + (a+1 - x)y'(x) = —ny(x).

e Hermite : notée H,(x) sont donnés par [14]

[n/2] (_1)kn!xn—2k

Hy(x) = Z

k=0

kitn — 20y 20

Sont solution de "équation suivante

y" (x) = 2xy' (x) = —2xy(x).

* Bessel : Sont solution de I'équation suivante [[14]

22y (x) + (ax + )y (x) = n(n+a = 1y(x).

Les polynomes de Bessel sont donnés par

x" Si

] iniF(d—Fn—kk—l) <§>k si e#0
k=0

B;ga,ﬁ) — e*l’l
I'(d+2n—-1

VII Théorie algébrique des fractions continues

Rappelons quelques notions sur les fractions continues.

21

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

Définition 1.13. Soient {a, }5_, et {b, }5_; deux suites des nombres complexes. On appelle

fraction continue toute expression de la forme suivante

(1.37)
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La réduite, ou le convergent, ou I'approximation, d’ordre n de la fraction continue, est la
fraction

b . (1.38)

Avec py, et g, sont appelés les numérateurs et les dénominateurs respectivement et la fraction

b . . . . .
(=2) est appelée le n-ieme quotient partiel de la fraction continue (1.37).

Notation 1.2. Pour simplifier I'écriture, quelques auteurs ont proposés divers notations
pour écrire la fraction continue (1.37). Par exemple

b b b
a0+i|+i|+---+i|+... (Pringsheim en 1898)
a1 |az |an

by by b,
+ ... ... (Rogers)
a1+ ar—+ an+ 3

Exemple 1.4. Le nombre irrationnel /3 vérifie

2
V3=1+(H3-1)=1+ =1+ ,
( ) V3+1 V3+1
2
et puisque
1 _
+¢§_1+¢§ 1, 1
2 2 1+V3
alors
1
V3=1+
1+
1+3

Ainsi en remplagant \/3 par sa valeur on obtient la fraction continue infinie suivante
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1 1 1 1 1 1
V3=1+ S e At Il R R
- 1 12 1 2 1

2+

1+
2+

1

1
1+ —

Théoréme 1.12. Le numérateur et le dénominateur de la fraction continue (1.37) satisfont
des relations de récurrence d’ordre 2

i1 = Putl _ Bng1Pn 4 bupaPnoi v

,Vn>0
dn+1 Ap19n + byy1Gn—1

aovec

p1=Lpo=apgetqg1=0,q=1

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n. On peut écrire

8] T,
= , ol = :
q1 a1q0 + 191 | 91 0

Supposons que, pour certainn > 1 on a

pn _ [ Pu } | Pn2 }
—=a +b 1.
qn ! |: dn—1 " L gn-2 (1:39)
ol l Z - ] = { (1) } Ainsi, sachant que 77,41 est obtenu a partir de 77, en remplagant
-1
b
a, par a, + —L alors les relations peut s’écrire

Ap+1

b
(an + n+1> Pn-1+ annfz
_ Pun+1 Ap+1

Tl = dn+1 B byt
an + qn-1+ bn‘]n—Z
Ap41

ﬂn+1(ﬂnPn + ann—Z) + bn—f—an—l
A1 (nGn + buGn—2) +bpy19n—1
Ay 1Pn+ bn—l—lpn—l

Ap19n + byy1Gn—1
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Théoréme 1.13. Tout nombre réel positif S a une écriture unique comme fraction continue

1,1
ag+—+—+...:=[ag,ay,4az,...] (1.40)
lay  |az

L’écriture est finie si et seulement si le nombre est rationnel.
Démonstration. Soit S un nombre réel positif. Alors, S = [S] 4+ {S}, o1 [S] est la partie
entiere de S et {S} sa partie fractionnaire. Posons ay = [S] et a9 = {S}. Alors, ag €

1
[0,1]. Si a9 = 0, I'écriture s’arréte la. sinon, S, = - > 1. Alors Sy = [S] + {S2}.
0

1
Posons a; = [Sy] et ay; = {S2}. Siag = 0, alors 1’écriture s’arréte 1a. Sinon, S3 = — > 1.

X1
On itére.

Décrivons 1'étape générale : S, = [S,| + {Sn}. Posons a, = [S,] et oy = {S,}. Si
ay = 0, alors I'écriture s’arréte la. Sinon, S, 1 = o > 1.

n
Montrons 1'unicité de cette écriture. Supposons que S ait deux écritures en fraction
continue :

[ag,a1,az,...] = [co,c1,C2, .. .]-

Alors la partie entiere de S, soit [S], est égale a ag et aussi a ¢p. Considérons maintenant
1

Sy = {S} =S —[S]. Alors e [a1,a2,a3,...] = [c1,¢2,¢3,...]. Pour la méme raison
1

que précédemment, a; = c;. Etc.
Il nous reste maintenant a montrer que 'écriture est finie si et seulement si le nombre
est rationnel. Si on a une fraction continue finie, alors on peut simplifier la fraction

en plusieurs étapes pour finalement la ramener a la forme B ou A et B sont deux

A
entiers. Dans l'autre direction, supposons que S = B Divisons A par B :
A=aygB+ry 0<rg<B.

r . . ..
Alors, [S] =aget {S} =y = EO' Sirg =0, on a fini. Sinon, — = —. Divisons B par
it r
ro : 0 0
B =ajrg+r1r1,0<rq < ryp.
1 1 1 .. C e e 1 70 . .
Alors, [—] = a1 et {—} = a3 = —.Sir; =0, on a fini. Sinon, — = —. Divisons r
4 L4 ro 151 r
par rq :
rg = asr1 +12, 0 <1y < 1y

Etc. Peut-on continuer indéfiniment? Non, puisqu’on a la suite décroissante
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0< << <---<n<r <r<B,

il existe nécessairement n tel que r, = 0 et on peut méme voir que n < B. Dong, la
fraction continue est finie. O

Exemple 1.5. Le nombre rationnel



Chapitre 2

Groupe de Riordan

Dans cette section, nous présentons les matrices de Riordan. Ces matrices jouent
un role tres important pour résoudre les problémes combinatoires et aident pour
construire une compréhension de nombreux modeles numériques.

I Séries formelles et fonctions génératrices

Définition 2.1. Une série formelle est une somme infinie définie a partir d’une suite de
nombre complexe (a,)neN de la facon suivante :

o0
ag+mx +ax* 4o =) apx"
n=0

oit x est une variable formelle.

Définition 2.2. On définit la somme et le produit de deux séries formelles respectivement
par

||
Mg

(ay + by)x"

(g anXx i

() anx”)(iobnx”

=
Il
=

akbn,kx”.

I
¢
1=

B
Il
o
T
o

Notation 2.1. Notons C[[x]] I'ensemble des séries formelles a coefficient dans C et en une
variable x.

Définition 2.3. On appelle ordre (ou valuation) de la série formelle f(x Z anx", noté

n=0
ord(S), le plus petit entier n pour lequel a, est non nul.

26
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Théoréme 2.1. Si f et g sont deux séries formelles, on a :

ord(f + g) = min(ord(f),ord(g))
ord(fg) = ord(f) + ord(g).

Définition 2.4. Soit f € C[[x]] telle que ord(f) > 1 et g(x Z by,x" € Cl[x]]. On

appelle composée de g par f et on note g(f) (ou g o f) la série formelle Z byf". On dit que
n=0

g o f est obtenue par substitution de f a x dans g.

Définition 2.5. On définit la dérivée de la série formelle f( Z anx" par
=) nax"' =Y (n41)a,qx".
n=1 n=0

Définition 2.6. Soit f(x) = Z anx" € C|[x]]. On dit que f est inversible pour la
n=0
multiplication dans C|[x]] si et seulement si ag # 0, ¢’est-a-dire que ord(f) = 0.

Définition 2.7. Soit f(x Z anx" telle que a; # 0. On appelle série reverse de f
n=1
I'unique série sans terme constant, notée f ou f<='> ou Rev(f(x)) satisfaisant

f(x)o f(x) = f(x)o f(x) = x,

Définition 2.8. La fonction génératrice ordinaire (en abréviation FGO) de la suite (a,)yeN
est la série formelle

f(x) = Z a,x". (2.1)
n=0
Exemple 2.1. (Nombres de Catalan)
Soit
- 12VE

La fonction génératrice ordinaire de nombres de Catalan est donnée par la forme

> 1 [2n (2n)!
— n — —
C(x) = nE_OCnx avec C, = ) (n) CEDI
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Définition 2.9. La fonction génératrice exponentielle (que le noter par FGE) de la suite
(bn)nen est la série formelle

o0 xn
g(x) = 2 bn—,- (2.2)
= !
Exemple 2.2. ( Nombres quadruple factoriels)
Soit
1

B(x) = i

La fonction génératrice exponentielle de nombres quadruple factoriels est donnée par la forme
(2n)!

00 X"
B(x):rg)Bnm avec By =~

Définition 2.10. La FGO a deux variables de la suite (a, ) (oit n et k sont des entiers
naturels) est la série formelle a deux variables

f(x/ ]/) = Zan,kxnyk' (2.3)
nk

Définition 2.11. La FGE a deux variables de la suite (b, ) (oit n et k sont des entiers
naturels) est la série formelle a deux variables

n

X
g y) =Y bui v (2.4)
n,k :

Remarque 2.1. Si le produit de deux séries formelles f et g est égal a 1, alors f et g sont
appelés séries réciproques.

(o)
Définition 2.12. La série réciproque g(x) = Y_ a,x" avec ag = 1, de la série f(x) =
- n=0
bpx" avec by = 1, oir g(x) f(x) = 1, est donnée comme suit
n=0
[e¢] o0 n
Y anx ==Y Y bia,_ix", ap=1. (2.5)
n=0 n=0i=0
%) X"
Définition 2.13. La série réciproque g(x) = ) Ay v avec ap = 1, de la série f(x) =
n=0 ’
00 n

. bn% avec by =1, oit g(x) f(x) = 1, est donnée comme suit
n=

[e9) xn [o°] n x}’l

Y. oy == Y. Zbia”_iﬁ’ ag = 1. (2.6)
n=0 ) n=01i=0 ’
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Notation 2.2. Si f(x) = Y aux" € C|[[x]], pour tout n € IN, on notera le n-ieme
n=0
coefficient de f(x) par
an = [x"] f(x).

On utilise la notation 0" = [x"]1 pour la suite 1,0,0,0,....

II Théoréme d’inversion de Lagrange

Le théoreme d’inversion de Lagrange permet d’écrire explicitement les coefficient
de l'inverse (pour la substitution ) f(x) d’une telle série formelle f(x).

[e0]

Théoréme 2.2. [7] Soient f(x) = Y ayx" une séries formelle sans terme constant telle
n=1

que ay # 0, et f(x) la série du méme type telle que f o f(x) = f(f(x)) = x. Alors

nlx") (F))* = k¥ (W) 27)

pour tous n,k € Z.
Théoreme 2.3. [7] soit ¢p(u) = Z(pkuk € C[[u]] avec ¢9 # 0. Ensuite, I'équation
k=0

y = z¢(y) admet une solution unique dans C|[[u]] dont les coefficients sont donnés par

v = Yoy = [ ()"
k=0

Le théoreme d’inversion de Lagrange peut étre écrit comme

#IGU) = 116 (55 )
Le cas le plus simple est celui de G(x) = x, dans lequel nous obtenons
#F) =1 (5 )
1—+v1—4x

Exemple 2.3. On a xC(x) = x(1 —x) avec C(x) = o On veut calculer les

coefficients de C(x). Pour cela, on utilise le théoreme d’inversion de Lagrange
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e = 1) (s ) = 1 (1)

Ainsi,

et = i) (125)
g (-
|

Il
S
+
—_
7N
= R

Pour [x"]C(x)¥, on utilise G(x) = x* avec G'(x) = kx*~1 et on applique le théoréme d'in-
version de Lagrange a

xC(x) = x(1—x)

Nous avons donc
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en changeant n — k par n, on obtient

k
n_li_k[an(l]kxkl( 1 )nJr

k [xn+k717(k—l)] 1 ik
n+k 1—x

-0
m 5 () e
nik[xn]]é (") 1y
LB ()

k (n+k—1:n—1)

2n+k—1
n—+k n '

31
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III' Groupe de Riordan

Définition 2.14. Une matrice de Riordan (ordinaire respectivement exponentielle) notée
par ((g(x), f(x)) respectivement [g(x), f(x)]) est une matrice triangulaire inférieure infinie
L = (lyx)nkeN construite a partir de deux séries formelles (ordinaires respectivement expo-
nentielles) g(x) et f(x) telle que g(0) # Oet £(0) = 0. De telle maniere I, = [x"]g(x)(f(x))*
respectivement I, . = Z—:[x”]g(x)(f(x))k.
Si f'(0) # 0 on dit que la matrice de Riordan est propre.

Exemple 2.4. Un exemple d’une matrice de Riordan est la matrice de Pascal suivante

1 X
P = (pn,k)n,kGIN - (1 1 —X) =

B =Y
c WN =R O
- W R, O O
RO O O
- O O O O

pour lequel on a
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, . . . X
Exemple 2.5. On considere la matrice de Riordan exponentielle L = [1, m] Le terme
général de cette matrice est calculé comme suit
n! xK
L= —=[x"——
kT ty (1 —x)k

n!

Remarque 2.2. 1. ¢(x)(f(x))* pour k = 0,1,2,3,... est la fonction génératrice ordi-
naire de la k-ieme colonne de la matrice de Riordan ordinaire.

(f(x))*

2. g(x) - bour k=0,1,2,3,... estlafonction génératrice exponentielle de la k-ieme

colonne de la matrice de Riordan exponentielle.

Définition 2.15. Le groupe de Riordan R = {(g(x), f(x)) | (g(x), f(x)) est une matrice
de Riordan avec f(x) = fo+ fix + fox®> + fax> +..., fo = Oet f = 1}, ie., chaque
élément de R est une matrice triangulaire inférieure avec 1 sur le diagonale principale.

La multiplication dans R définie par (g(x), f(x))(d(x),h(x)) = (g(x)d(f(x)), h(f(x)).
L'identité (ou I'élément neutre) de la multiplication des matrices de Riordan est I = (1,x),
ie.

(1, x)(g(x), f(x)) = (g(x), f(x)) (1, x) = (g(x), f(x)).

L'inverse de (g(x), f(x)) est (

|
—
=
N—
I N
(o
<
|
—
=
SN—
3
193}
—~
—
I}
<
(]
[}
=
93
3N
0
[3Y
bt

Pour vérifier la propriété de l'inverse, nous calculons

1 - 1 ) i
(g(f(X))'f(x)) (8(x),f(x)) = (mg(f(x))/f(f(x))> - (LJC).



34 Chapitre 2. Groupe de Riordan

Exemple 2.6. Soit la matrice de pascal suivante

1 X
P=(—1),——
(1—x’1—x)
1 X 1 X
PP_(l—w1—x>(1—y1—x)

_ 1 1—x x 1—x
S \1—x1-2x"1—x1-—2x

_ 1 X
C\1—2x"1-2x)"

. ) X X
Maintenant, on veut calculer 'inverse de P. On a la reverse de est , donc

Donc

1—x 14+ x
-1
1 X
Prl=llo | ies
14+ x
1 X
:(H—xm)

Remarque 2.3. Certains des sous-groupes importants de R sont : Appel, Lagrange, Che-
ckerboard, Bell, . ..

e Le sous-groupe Appel est {(g(x), x)}. Par exemple

—_
O\WPPNHF—\
BN R -
=N =
N = =

—_

* Le sous-groupe Lagrange ( ou associé) est {(1, f(x))}. Par exemple
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1

0 1

01 1

0 2 21
0 5 5 3 1
0 14 14 9 4 1

* Le sous-groupe Checkerboard est {(g(x), f(x)) | g(x) est une fonction paire et f(x) est
une fonction impaire } . Par exemple

1
0 1

2 0 1

IR - 1 1-Vi_a2
6 0 40 1 Vi—4x?' 2x '
01005 0 1

e Le sous-groupe Bell est {(g(x),xg(x)}. La matrice de Pascal P = (1 i 1 i x)

comime un exemple.

e Le sous-groupe Dérivé est {(g(x), f(x)) | f'(x) = g(x)}.

IV Caractérisations des matrices de Riordan

IV.1 Théoréme fondamentale des matrices de Riordan

le théoreme fondamental des matrices de Riordan est une passerelle importante
pour prouver de nombreuses identités combinatoires et résoudre des problemes liés
aux sommes combinatoires.
Le théoréeme fondamental des matrice de Riordan (noté TEMR) est :
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Théoréme 2.4. Soit (¢(x), f(x)) une matrice de Riordan. Alors on a

> g(x)A(f(x)) = B(x),
oit A(x Z anx" et B(x) = Y _ byx" sont deux fonctions génératrices des suites (ay) et
n=0
(by) respectzvement
Démonstration. Nous regardons la matrice de Riordan (g(x), f(x)) colonne par
colonne, multiplions par le vecteur colonne sur le coté gauche

_ T T ]
ay
g 8f &ff | | ®
on obtient
aog +a1gf +agf* + - =glag+mf +arf? +...) = g(x)A(f(x)) = B(x),
d’ou le résulta. n

IV.2  A-suite (A-sequence)

La A-suite introduite par Rogers en (1978). Rogers a caractérisé les éléments de la
matrice de Riordan par les éléments de la premiere colonne.

Théoreme 2.5. [15] Une matrice triangulaire inférieure infinie D = (d, x), ke est une
matrice de Riordan, si et seulement s'il existe une suite A = {an}neN tel que pour tout
n,k € Nona

n+1 k+1 = Z a; dn J+17 (28)

si de plus, D = (d(x), h(x)), alors la fonction génératrice A(x Z a;x' de A-suite vérifie
i=0
o

h(x) =xA(h(x)) = A(x) = ) (2.9)

=



V. Matrice de stieljes 37

IV.3 Z-suite (Z-sequence)

La Z-suite introduite par Merlini et al. Merlini a caractérisé les éléments de la
premiere colonne d’une matrice de Riordan propre comme suit :

Théoreme 2.6. [12] Soit D = (d(x),h(x)) = (dyk)nien. Alors on peut déterminer une
suite unique Z = (zo,z1,22,. .. ) telle que tout élément dans la colonne O sauf les éléments
dans la premiere ligne on peut exprimer comme une combinaison linéaire par les éléments
d’autres lignes, avec

n
dn—l—l,O = Zzidn/i,n e IN. (2.10)
i=0

La fonction génératrice de Z-suite vérifie

do 1 dO
d(x) = =Z(x)==—|1——= . .
) = Ttz 20~ i (i) 1
V  Matrice de stieljes
Définition 2.16. Soit L = (I, ), x une matrice triangulaire inférieure avec l;; = 1 pour

tout i > 0. La matrice de Stieltjes Sy associée a L est donnée par S| = L7'L oit L est obtenu
de L en supprimant la premiére ligne de L, i.e. l_n,k = lyq1k. Par exemple, si I est l'identité,
alors

~i
I
o O O

O O O O
O O O -
O O =k O
O =k O O

Remarquons que L = IL.
Notons que Sy, est unique, i.e., Sp = Sk < L = K.

Exemple 2.7. La matrice de Stieltjes associée a la matrice de Pascal est :

1 1 0
01 1
00 1 1
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VI Matrice de production

Un concept important pour la suite est dite la matrice de production.
La matrice de Stieltjes comme on a vue précédemment est une matrice infinie
tridiagonale, nous avons fait maintenant une généralisation de cette matrice au groupe
de Riordan, appelé une matrice de production qui définie par les termes suivants :
Soit P une matrice infinie ( le plus souvent les éléments de cette matrice sont des
entiers ) et soit ro = (1,0,0,0, . ..) vecteur ligne.
On définit les lignes d’une autre matrice Ap par r; = r;_1P, i > 1. Dans ce cas P est
dite la matrice de production pour Ap.
Si on pose maintenant

ur =(1,0,0,0,...),

alors , on obtient

Ap= | Utp?

et

DAp = ApP

D = (6ij+1)i

WV
=}
S = O O
_ O O O

o O = O
S O O O

000 ...10

Dans le contexte des matrice de Riordan, la matrice de production associée a une
matrice de Riordan propre prend une forme particuliere.

Proposition 2.1. [6] Soit P une matrice de production infinie et soit Ap la matrice induite
par P. Alors Ap est une matrice de Riordan (ordinaire) si et seulement si P est de la forme
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(?0 o 0 0 0 0
Cl X1 KXo 0 0 0
Go ax a1 a9 0 O
P=|38 a3 ax a1 &g O
G4 a4 a3 @2 @1 Qg
05 a5 a4 a3 a2 o

De plus, les colonnes 0 et 1 de la matrice P sont respectivement les Z— et A—suites de la
matrice de Riordan Ap.

Exemple 2.8. On veut calculer la matrice de production de la matrice de Riordan

D = (dyi)nken = (C(x),xC(x)), avec C(x) = % Pour se faire, on a
xC(x) = x(1 —x),
donc
x 1
AW =iy T T
et
1 [ 1
Tyl M ele ()
1 1
" x(1—x) ==
L 1—x
1
= x(1—x)[1_(1_x)]
1
- (1-x)

Ainsi, la matrice de production de D = (C(x),xC(x)) est la matrice

110000
111000
111100
111110
111111
111111




Chapitre 3

Relation entre polynoémes orthogonaux
et matrices de Riordan

Pour chaque matrice de Riordan (g(t), f(t)) on peut associer une suite de poly-
ndmes définis par [11]

3 pu0r = (0 F0) 5 = 1y

Alors, on peut poser la question de savoir quelles conditions doivent étre satisfaites
par g(t) et f(t) afin de s’assurer que {p,(x) },>0 soit une suite des polynémes ortho-
gonaux.

I Coefficients de récurrence et matrices de Riordan

Définition 3.1. On dit que la matrice de Riordan L = (g(x), f(x)) = (I x)nkxeN admet
une C-suite (cg,c1,¢2,...) Si

Lny1k = lpx—1+ 2 ¢ily—ix pour n,k=0,1,2,... (3.1)
i=0

ol ln,—l =0.

Lemme 3.1. Soient L = (g(x), f(x)) une matrice de Riordan et C(x) = ) _ cnxk
k=0

la fonction génératrice de C-suite, alors f(x) et C(x) sont liés par la relation suivante :

X

flx) = T—xC(x)" (3-2)

40
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Démonstration. Soient L = (g(x), f(x)) = (I, x)nken une matrice de Riordan et

o
C(x) = Z cnx* 1a fonction génératrice de C-suite. On a
k=0

L = [x"]g(x) f(x)F,

de plus, on a

ln+1,k - li’l,k—l + Z Ciln—i,k pour 7/l/k — O/ 1/ 2/ e
i=0

Donc la fonction génératrice du k-ieme colonne de la matrice L est

g(x) F(x)F = xg(x) f(x)F1 + coxg (x) F(x)F + c122g(x) F(x)F + ...

Par le calcul , on trouve
X

f(x) = T(Z(x)

[

Remarque 3.1. Soit {p,(x)},>0 une SPON vérifie
{ pny1(x) = (x = An)pn(x) — Bupn-1(x) (3.3)

po(x) =1, p1(x) = x— Ag

D’apres I'expression (3.3), il est bien connu que xP = JP, avec P = (po(x), p1(x), p2(x),...,)T

et | = (a;)75_o est une matrice tridiagonale tels que

ajj=1,i 20,

{ai,jO pour j>i+1,
ajj =0 pour i>j+1,

Plus précisément, la matrice | peut étre écrite comme :

(A0 1 0 0 0 0 1

B, A, 1 0 0 0

0 B, A, 1 0 0

0 0 B3 A3 1 0 (34)
0 0 0 By As 1

0 0 0 0 Bs As

et | est appelée la matrice de Jacobi normalisée de SPON {py } >0
Maintenant, si on pose
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n
Pn(X) = Z an,kxk/
k=0

alors d’apres (3.3), on a

n+1 n—1

" _
k k k
Yt = (x — Ap) Y a)x — By Y a,_qxx
k=0 k=0 k=0
On déduit que
Ap41,0 = —Anlno — Buyn—10 (3-5)
Apy1k = Apg—1 — Anlyx — Buly 1k (3-6)

Si A, et By, sont constantes avec A, = A et B, = B, alors la suite (1, —A,—B,0,0,...)
forme une A-suite pour le tableau de coefficients.

I Polyndmes orthogonaux et matrices de Riordan ordi-
naires

La question que se pose immédiatement, quelles sont les conditions pour une
matrice de Riordan est un tableau de coefficients d"une suite des polyndmes orthogo-
naux ? Une réponse partielle est donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.1. Chaque matrice de Riordan de la forme

1 x (3.7)
14 rx+sx2" 14 rx + sx? 37
est un tableau de coefficients d'une SPON.

X X

Démonstration. On remarque que = , avec C(x) = —r — sx,
R I 1—xC(x) (x)
1 X
donc la matrice de Riordan (a = , admet une
(@ )ngen (1 +rx+sx2’ 1 +rx+sx2)
C-suite, i.e.
o
A1 = Ap—1+ Y Cily_if pour n,k =0,1,2,...
i=0
o
ota, 1=0etC(x)= Z cpx" la fonction génératrice de C-suite.
i=0

Dans ce cas, on a
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Ap+1k = Ank—1 — Vank — SAn—1k

Donc
n+1
Z an+1kx - Zank X _rzankx — S Zan 1kx
= Z Xt —r Z x5 —s Z 1 Xk
k=0 k=0 k=0
n n—1
=(x—7) Z an,kxk —s Z an_llkxk
k=0 k=0
Posons p, (x Z a, ;x*, on obtient

k=0
Prt1(x) = (x = 1)pu(x) = spp-1(x).

O]

Exemple 3.1. La matrice de Riordan (3.7) est un tableau de coefficients de polynomes de
Tchebychev modifiés de la deuxieme espeéce donnés par

_ " X—r _
Py (x) = (/s)"Uy, <—2\/§>, n=20,12,...
aoec
IR
i) = 3 (" F) ke
i\ k
Ona
v Y Un(x)t"
1—2xt+2 ="
Donc

e - LU ()
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D’autre part on a
1 B 1
1—2%\/5154—# 1— (x—7r)t+st?

B 1 t 1
S\l +rt+st2’ 1+rt+st2) 1 —xt
Donc

1 t 1 = " xX—r
7 - U tn.
(1+rt+st2 1+rt+st2>1—xt _0(‘/5) ”(2\/§>

n

Proposition 3.2. Chaque matrice de Riordan de la forme
1— Ax — ux? X (3.8)
14+ 7rx+sx2” 14 rx + sx2 3
est un tableau de coefficients d’une SPON.

Démonstration. On a

1— Ax — ux? x 1 X
7 - 1_)\ - 2/ ’ 7
<1+rx+sx2 1+rx+sx2) ( X =, x) <1+rx+sx2 1+rx+sx2>

ou

1 0 0 0 0 0
-A 1 0 0 0 O
-u —-A 1 0 0 O
(1—Ax—yx2,x): 0O —u —-A 1 0 0
0O 0 —u —A 1 0
o 0 0 —u -2 1
Posons
1— Ax — pux? x
B = b =
(i) ( 1+ rx + sx2 ’1+rx+sx2)
1 X
A = =
(i) (1 +rx4sx2" 1 +rx + sx2) ’
avec
Ap41k = Ank—1 — Vapk — S0p_—1k (3~9)
(3.10)

on a
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B=(1-Ax—ux?x)A,

ce qui implique

buiik = Anp1p — AMpg — Hay_1k,

buj—1=api—1—AMy_1x-1— Hay_2x—1,
bn,k =auk — /\an—l,k — Uau_2 ks

bnfl,k =ap—1k — /\aan,k — Hap_3k-

Ensuite, en utilisant I’équation et les équations équivalentes pour a,x et a,_1y,
nous voyons que

bn—l—l,k - bn,k—l - rbn,k - Sbn—l,k
b, xx*, on obtient
=0

posons @, (x) =
k—

po(x) =1, g1(x)=x—71—-A, @a(x) =x>— 2r+A)x+Ar—pu+r2—s, ...,
nous voyons que la suite de polynémes orthogonaux est défini par A-suite
(r+A,r,rr,...)
et Z-suite

(s+u,s,8,5,...).

III' Polyndmes orthogonaux et matrices de Stieltjes

Nous nous intéressons dans cette section a la relation entre Polyndmes orthogo-
naux et matrices de Stieltjes.

Proposition 3.3. Soit L une matrice de Riordan, ot

le(l—/\x—yx2 x )

1+ax+bx?" 1+ ax + bx?

Alors la matrice de Stieltjes de L donnée par
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[a+A 10000
b+p a1 000
0 balo00
P=S,=| 0 0balo0
0 00baltl
0 000©ba

Démonstration. Soit

G f) = L= (o=  x 7
84X 7 \14ax+bx2" 1+ ax + bx2 '

Par la définition de l'inverse, on a

_ X
flx) = 1+ ax + bx?’

donc

A(x)zmzl-l—ax—kbxz

de plus, on a

1 1—Ax—pux?
g(f(x))  1+ax+bx?

donc

Z(x) =

1
7 1w x))]
1—|—ax+bx 1—Ax —ux
1+ax+bx2]

1-|—ax—|—bx [1—ax+bx —1—|—Ax+yx}
+

(ﬂ+A)+(b p)x.
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Corollaire 3.1. Si L = (g(x), f(x)) une matrice de Riordan et P = Sy est tridiagonal,

avec
(a4, 10000 ]
by a1 000
0 baloOo
P:SL— 0 0balo (3.11)
0 00%Dbal
0 000UV a

alors L~ est un tableau de coefficients d'une suite de polynomes orthogonaux {pn(x)}n=0
vérifié la récurrence suivante

{ #raC0) = e Op() a2 a2)
po(x) =1 pi(x) = x —ay,

avec by, est la suite 0,b1,b, 0, . ...

Démonstration. D’apreés le théoréme de Favard, il suffit de montrer que L~! définit une
suite des polynomes {p,(x)} vérifié la récurrence (3.12). Maintenant L est triangulaire
inférieur et L~! est un tableau de coefficients d’une suite de polynomes p, (x) (avec le
deg(pn(x)) = n, alors

[ 1] [ po(x) ]
x p1(x)
L1 x| = | pa(x)
X p3(x)

S, L '=L 1L '=L"1]LL1=L"11
Ainsi
S L7h(1,x,x%,x%,.. )T =L VL1, x,x%x%,.. )T =L~ L(x, % x3,...)T.

On obtient donc



48 Chapitre 3. Relation entre polyndmes orthogonaux et matrices de Riordan

ag 1 0 0 0O

bp a 1 0 00 [ po(x) T [ xpo(x) ]
0O balOO p1(x) xp1(x)
0 0ba1lo pa(x) | = | xpa(x)
0 00%bal p3(x) xps3(x)
0 000©b a : :

Finalement, on déduit que

et

Prt1(x) +apu(x) + bppp_1(x) = xpu(x), n > 1,

or

Prs1(x) = (x — @) pu(x) — bupu_n (x), 1 > 1.

En combinant les résultats avec le corollaire précédent, on obtient

Théoréeme 3.1. Soit L = (g(x), f(x)) une matrice de Riordan. 'inverse de L est un
tableau de coefficients d'une suite des polynomes orthogonaux si et seulement si la matrice de
production P = Sy est tridiagonale.

Nous donnons I’exemple suivant

Exemple 3.2. Si L = (g(x), f(x)) une matrice de Riordan et P = Sy, est tridiagonale, alors

aqp 1 0 0 00
by a 1 0 0 0
0O balOO
P=S=005ba1l0
0 00 Db al
0 000D a

X 1
flx) = Revl + ax + bx? et §(x) = 1—ajx — byxf

Nous donnons maintenant le résultat entre les moments et les matrices de Riordan
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Proposition 3.4. Soit L = (g(x), f(x)) une matrice de Riordan avec une matrice de
production tridiagonale Sy. Alors

oil £ est la fonctionnelle moment de la suite de polyndmes orthogonaux.

Démonstration. Soit L = (I;;);;>0. On a [17]

x" = Zln,ipi(x).
i=0

En appliquant £, on trouve

L) = £ @zn,ipi(x)) = L lsEpi) = L nsdio = o = [l (2).

i=0
]

Corollaire 3.2. Soit L = (g(x), f(x)) une matrice de Riordan ordinaire avec Sy matrice
tridiagonale. Alors les moments i, associe a une suite de polyndmes orthogonaux sont donnés
par les termes de la premiére colonne de la matrice L.

Théoreme 3.2. Soit {p,(x)},=0 une SPON par rapport a une FM £ vérifie la récurrence
a trois termes suivante :

Pus1(x) = (x — Ag)pu(x) = Bupua(x),n > 1.

Alors la série génératrice des moments y = £(x¥) s’exprime par une fraction continue

Ho
Y mxt =
k=0 1-— on —

1—A1x—

1—Apx——
2% 1—A3x—...

IV  Polyndémes orthogonaux et matrices de Riordan ex-
ponentielles

Proposition 3.5. Soit A = (4, x)n k=0 = [g(X), f(x)] une matrice de Riordan exponentielle
et soit

c(y) =co+c1y+ 02y2 +..., rly)=ro+ny-+ rzyz + ... (3.13)
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deux séries formelles telles que

r(f(x)) = f'(x) (3-14)
_ 8
C(f(X)) - g(x)' (3'15)
Alors
An4+1,0 = Zi!cian,i (3.16)
Apy1k = T0Apk—1 + % Y ilcik +krigin)an,; (3-17)
T ik

or, en supposant ¢, = 0 pour k < 0 et ri = 0 pour k < 0,

1 .
Ap41k = Kl 2 iN(ci—k +kri—g1)an. (3-18)

izk—1

Inversement, a partir des suites définies par (3.13)), la matrice infinie (a, i), k>0 défini par(3.18)
est une matrice de Riordan exponentielle.

Une conséquence de cette proposition est que la matrice de production P =
(pij)ij=0 pour une matrice de Riordan exponentielle obtenu comme dans la proposi-
tion satisfait[5][6]

i! .
Pij = j_!(ci—j Hiricjr) (€1 =0).

De plus, la fonction génératrice exponentielle a deux variables

n

¢p(t, z) = %}(Pn,ktk%
de la matrice P est donnée par
¢p(t,z) = e*(c(z) + tr(z)).
Notez en particulier que nous avons
r(x) = f1(f(x)), (3.19)

et

o(x) = £L2) (3.20)
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Proposition 3.6. [g] Si L = [g(x), f(x)] est une matrice de Riordan exponentielle et
P = S est tridiagonale, alors forcément

(ap 1 0 0 0 0

,31 X1 1 0 0 0

152 (1% 1 0 0

P=S5 = 0 53 g 1 0

0
0
000540(41
0000,35065

oit {a;}i>o est une suite arithmétique avec une différence commune «, {%}91 est une suite
arithmétique avec une différence commune B, et

In(g) = [ (w0 +puf) d, 5(0) = 1,

ot f est donné par

f'=1+af +Bf* f(0) =0.

Corollaire 3.3. Si L = [g(x), f(x)] une matrice de Riordan exponentielle et P = S, est
tridiagonale, avec

a0 1 0 0 0 O

‘31 L5 1 0 0 0

0 ﬁz (1%} 1 0 0o ...
P=S§ = 0 O ,53 a3 1 0 ... ,

0 0 0 [34 K4 1

0 0 0 0 ,35 a5

alors L=1 est la matrice de coefficients de la suite des polyndmes orthogonaux {p,(x)}n>o
définie par la récurrence suivante

{ Pry1(x) = (x = ) pu(x) = Bupn-1(x),n > 0
po(x) =1, p1(x) = x —ag
Nous combinons les résultats précédents, nous avons le théoréeme suivant

Théoréeme 3.3. Soit L = [g(x), f(x)] une matrice de Riordan exponentielle. L'inverse de
L est un tableau de coefficients d'une suite de polyndmes orthogonaux si et seulement si la
matrice de production P = Sy, est tridiagonale.
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Proposition 3.7. Soit L = [g(x), f(x)] une matrice de Riordan exponentielle avec Sy
tridiagonale. Alors

n![x"]g(x) = £(x") = pn,
oil £ est la fonctionnelle moment de la suite de polyndmes orthogonaux.

Démonstration. Soit L = (I;;); 0. On a

n
X" =Y 1,ipi(x).
i—0

En appliquant £, on trouve

£(x") = £ (é%iﬁi(ﬂ) = éln,iﬁ(pi(x)) = éln,i5i,0 = l,0 = n![x"]|g(x).
OJ

Corollaire 3.4. Soit L = [g(x), f(x)] une matrice de Riordan exponentielle avec Sy,
tridiagonale. Alors les moments y, associe a une suite de polynémes orthogonaux sont donnés
par les termes de la premiere colonne de la matrice L.
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