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Notations

N [’ensemble des nombres naturels.

) L’ensemble des nombres entiers.

7+ L’ensemble des nombres entiers structement positifs Z+ = {1,2,3,...} .
Z/nZ Les classes résiduelles d’entiers modulo n.

a = b(modn) a congrus b modulo n ( n divise a — b)
PPCM{(a,b) Le plus petit commun multiple de a et b.
% La fonction indicatrice d’Euler.
PGCD(a,b) Le plus grand commun deviseur de a et b.
alb a est divise b.

deg(g(x)) Degré de polynéme g(z).

pin signifié p n’est pas diviseur de n.
p* I n p* [ et p*tin.
(%) symbole de Legendre
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Introduction

Les nombres polygonaux d’ordre m + 2 (m € Z*) sont des nombres qui sont construits

géométriquement a partir des polygones réguliers avec m + 2 codtés, ils sont donnés par

Pm+2(n):m<z>+n:mn —(;7@—2)71

pour n € N.

La conjecture célébre de Fermat prouvée en 1847 par Cauchy affirme que chaque entier naturel
b est la somme de m + 2 nombres polygonaux d’ordres m + 2 a été prouvé par Lagrange dans
le cas m = 2, Gauss dans le cas m = 1 et Cauchy dans le cas m > 3 (voir [9, pp. 3-35] et [7,pp.
54-57]).

En 1830, Legendre affine le théoréme du nombre polygonal de Cauchy en montrant que tout

entier N > 28m? avec m > 3 peut étre écrit comme

Prya (21) + Poyo (22) + Pt (3) + Prga (€4) + 05 (N)

avec xy, T2, T3, T4 € N | telle que 0, (N) =0si 21 m, et d,, (V) € {0,1} si 2| m.

En 1917, Ramanujan [10] a répertorié tous les 54 quadruples possibles (a,b,c,d) de nombres
entiers positifs ol

a<b<c<d

tels que n’importe quel n € N peut étre écrit comme

az?® 4+ by? + c2* + dw?, avec z,y,z,w € Z.

Récemment, Sun [12] a montré que tout entier positif peut étre écrit comme somme de quatre
nombres octogonaux généralisés dont I'un est impair. Il a aussi prouvé que pour plusieurs
triples (b, ¢, d) d’entiers positifs ( (1,1,3),(1,2,2) et (1,2,4)),

on a



Introduction

{Pg(l‘l) —+ ng(.I’Q) —+ CP8($3) —+ dPg(ZL‘4) L X1,T2,T3,Ty & Z} = N

Dans [12, Conjecture 5.3], Sun a conjecturé que tout n € N peut étre écrit comme

Ps(z1) + ps(w2) + 2ps(23) + 4ps(24)
avec T, Ta, r3, T4 € N.
Motivé par le travail ci-dessus, pour (a,b) = (1,1), (2,2), (1,3), (2,4) et m € {3,4,5, ...}, nous

étudions si un entier suffisamment grand peut étre écrit comme

Pryo (21) + Pryo (22) + aPryo (v3) + bPryo (24) (1)

pour
(a,b) = (1,1),(2,2),(1,3),(2,4) et m € {3,4,5, ...}

avec T, Ty, 3,4 € N.

Ce mémoire comporte deux chapitres

Le premier chapitre est consacré aux définitions et notations qui sont utiles pour la suite de ce

travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude des cas (a,b) dans la formule 1 précédente.



Chapitr
e

Généralités

Dans ce chapitre, nous allons exposer un ensemble des notions de base utiles, nous présen-
tons des définitions et quelques théorémes fondamentaux concernant les nombres polygonaux,

congruences, symbole de Lagrange, théoréme de Dirichlet et de Gauss.

1.1 Définitions

Définition 1 Un nombre figuré est un nombre qui peut étre représenté par un ensemble de

points disposés de fagon plus ou moins réguliére et formant une figure géométrique.

Définition 2 un polygone régulier est un polygone & la fois équilatéral (tous ses cotés ont la

méme longueur) et équiangle(tous ses angles ont la méme mesure).

Définition 3 un nombre polygonal est un nombre figuré qui peut étre représenté par un poly-

gone régulier.



1.2. Exemples

1.2 Exemples

1.2.1 Nombres triangulaires

Les nombre triangulaires sont ceux que ’on peut disposer de fagon a former un triangle comme

dans l'illustration suivant

13 6 10 15
(%) Qo Qo Q Q
@e 00 oo °0
fOOO 0 9
) 00 0 0000
3 [
4 5

Les premiers nombres triangulaires sont

Ps(1) =1, Py(2)=3=1+42 P;(3)=6=1+2+3, P;(4) =10=1+42+3+4,

et par suite:
Ps(n)=14+243+..n

P3 (n) est une somme de suite arithmétique, alors

n + n?

P3(n)_ 9

est le n-iéme nombre triangulaire.

1.2.2 Nombres carrés

Les nombres carrés sont ceux que l'on peut disposer de facon a former un carré comme dans

I'illustration suivante

14 9 16
© 000000000
000000000
3 °f°°oooo
0000

> T

7

on remarque que

Pi(l)=1, L(2)=4=1+3, P,(3)=9=143+5, P,(4)=16=1+3+5+T7,



1.2. Exemples

et par suite le n-iéme nombre carré est une somme de suite arithmétique

Pi(n)=1+3+5+.2n—1=n”

Proposition 1 la somme de deuz nombres triangulaires successif P3(n — 1) et Ps(n) égale le

nombre carré Py (n).

Preuve. ona X )
n“+n n—1)7"4+n—-1

1.2.3 Nombres pentagonaux

Les premiers nombres pentagonaux sont

5 1

1 2 22 35
ey
4 [
7
Ps(1)=1, Ps(2)=5=1+4, Ps(3)=12=14+4+47, P;(4)=22=1+4+7+10

et par suite le n-ieme nombre pentagonaux est une somme de suite arithmétique

3n%—n

Ps(n)=1+44+7+.3n—-2= 5

1.2.4 Nombres hexagonaux

Les premiers nombres hexagonaux sont



1.2. Exemples

1 6 15 28
© o-Q o--@-Q £-0-9-9Q
¢ ©® o 99 o o009
o6 goeo© b goe 0@
5 Q g @ e s 9
o

/ o-0-6 o o-oo /
9

Q o
1%/' o-0--0-0

on a

Ps(1)=1, Ps(2)=6=1+5, Ps(3)=15=1+5+9, Ps(4)=28=1+5+9+ 13,

et par suite le n-ieme nombre hexagonaux est une somme de suite arithmétique

n? — 2
Ps (n) :1+5+9+...4n—3=%

=212 —n.

1.2.5 Nombres (m + 2)-gonaux

Proposition 2 soit m € Z", la forme générale d’un nombre polygonal a m + 2 cotés de rang

n est donnée par l’expression suivante:

mn?—(m—2)n
Pm+2<n): <2 ) .

Définition 4 n représente la longueur de chaque coté du polygone.
Preuve. pour m =1, on a
Py(n)=1+2+3+..n,

et pour m = 2, on a
Pi(n)=1+3+4+5+..2n—1;

supposons que

Poio(n) =1+(m+1)+(m+2)+..m(n—1)+1,



1.3. Congruences dans I'anneau Z

alors
Prnyz(n) =14+(m+2)+(m+3)+..m(n—1)+n
_ (m+1)n?—(m—1)n
2 Y

donc, par récurrence on obtient

mn? — (m—2)n

P2 (n) =

Propriétés 1 Soit m € Z*, et n € N, on a les relations suivantes

P3 (2n) =3P (n)+ Ps(n—1)

Py (n) =PFP3(n)+Ps(n—1)
P,(2n+1) =8P;(n)+1

P (n) =P;(n)+3P5(n—1)

Ps (n) =P;(2n—1)

Py (n) =6Ps(n—1)+n

Pny2(n) = (m—1)Ps(n—1)+ Ps(n)
Prva(n) = Poys () + Py (n— 1).

1.3 Congruences dans ’anneau 7

Historiquement, la notion de congruence sur les entiers relatives a été introduite par Gauss vers
1801. Si a et b sont deux entiers et si n > 2 est un entier, on convient d’écrire:

a = b(modn) si et seulement si a — b € nZ. On dit alors que les entiers a et b sont congrus
modulo nZ. La relation de congruence modulo n ainsi définie est une relation d’équivalence
définie sur 'anneau 7Z, compatible avec I'addition et la multiplication définies sur Z. Voici

maintenant le théoréme principal d’arithmétique qui nous sera utile.

1.3.1 Fonction indicatrice ¢ d’Euler et le théoréme d’Euler

Définition 5 On appelle fonction arithmétique toute fonction définie sur l’ensemble des en-
tiers naturels non nuls N* a valeurs dans ’ensemble des nombres complexes C. La fonction
indicatrice d’Euler que l'on note o, est une fonction arithmétique importante. FElle est définie
comme suit

o(n) =Card{m e N* / 1 <m <n et pged(n,m) =1}.



1.4. Quelques théorémes

Théoréme 1 Pour tout entier n > 2 et pour tout entier a, tels que PGCD (a,n) =1, on a

a?™ =1 (modn)-

Preuve. Soit U,, 'ensemble des ¢éléments inversibles de Z/nZ

Un:{'x—law_?a"')aj‘P(")}a xz?é$3 pOUri%j,

et soit

V., = {az1,ax3, ..., 0Tm },
tous les z; sont premiers avec n ainsi que a, donc quelque soit i, az; est inversible dans Z/nZ et
V,, C U,. De méme si i # j, az; # ar; < a(x; — ;) # 0, puisque @ est inversible et T; # T;

On a donc cardV,, =cardU, et V,, = U,,. On peut ainsi écrire

¢(n) ¢(n)
[ = 1]a=.
i=1 i=1
ce qui peut aussi s’écrire
¢(n) ¢(n)
H T, = a¢(n) H T
i=1 i=1
¢(n)
comme Hx_z est premier avec n, on obtient par simplification
i=1

a®™ =1 (modn).

1.4 Quelques théorémes

Définition 6 Soit A une matrice symétrique

A= (i) psn

la forme quadratique F4 est

n n
FA ($1,$2,...l'n): E E QA j ;T 4,

i=1 j=1
tels que Fy est une fonction de deuxieme degré avec n variables x1, xa,...xy,

2 2 2
Fy(x1,29,...0,) = 7 + 25... + ..



1.4. Quelques théorémes

Définition 7 soient a € Z et m € Z" ,on dit que a est residue quadratique modulo m s’il existe

x,y € Z tels que

2* —a=ym. ou 2> =a(modm)

Définition 8 soit p est un nombre premier et a € Z un entier tels que
PGCD (a,p) =1,

a
alors le symbole de Legendre (—) est définit comme suit
p

i) 0 si a est divisible par p ;
it) 1 si a est un résidu quadratique modulo p;

iii) —1 si a n'est pas un résidu quadratique modulo p.

Théoréme 2 [¢f([9],pl8)]on trouve n € N tels que n > 2, s’il existe un nombre entier positive

d tels que —d est un residue quadratiqgue modulo dn — 1

alors on peut écrire n sous la forme d’une somme de trois nombres carrés.

Théoréme 3 (Dirichlet) [c¢f([9],p98)] on trouve a, Q € R, avec Q > 1, alors il existe a,q € Z

tels que

a
a__
q

1<¢<@Q avec PGCD (a,q) =1, et <

1
qQ’
Lemme 1 Soit n est un entier positive tels que

n =2 (mod4),

alors on peut écrire n comme somme de trois nombres carrés.

Preuve. On a
PGCD (4n,n —1) =1,

alors, il existe une infinité des nombres premiers

pef{dnj+n—1:5=12.},

tels que

p=4dnj+n—1=4j+1)n—1,



1.4. Quelques théorémes

soit
d=4j+1,
on a
n=2(mod4),
alors

p=dn—1=1(mod4),

d’apres le théoréme 2.il suffit de démontrer que —d est un residue quadratique modulo p

soit

d=[[a",

qild

tels que ¢; sont les nombres premiers qui divisent d, alors

p=dn—1=—-1(modg),

pour tout ¢, et

d= H (=¥ =1 (mod 4),

donc

d’apres la définition 8 on a

comme p = 1 (mod 4)

alors

10



1.4. Quelques théorémes

et on a

q|d
¢; = 3 (mod 4)

donc —d est un residue quadratique modulo p, alors n est un somme de trois nombres carrés m

Lemme 2 Soit n un entier positive tels que

n=1,3 ou5(mod8),
alors on peut écrire n comme somme de trois nombres carrés.

Preuve. Il est clair que 1 est un somme de trois nombres carrés.

Soit n > 2 et soit
(3 sin=1 (mod8)

c=¢ 1 sin=3(mod8) ,

[ 3 sin=>5 (mod8)

sin =1 ou 3 (mod8), alors
cn—1

5 = 1 (mod4),

sin =5 (mod8), alors
cn—1

2

= 3 (mod4),

pour tout les cas

PGCD (4n, 6”2_ 1) —1,

d’apres le théoreme 3 (Dirichlet),il existe un nombre premier p de la forme

11



1.4. Quelques théorémes

cn —1
, pour j € Z™.

p=4nj +

Soit
d=28j+1,

alors

2p=(8j+c)n—1=dn—1,

d’apres le théoréeme 2il suffit de démontrer que —d est un residue quadratique modulo 2p
si —d est un residue quadratique modulo p,

alors il existe z¢ € Z tels que

(zo 4+ p)> +d =0 (modp).

Soit © = xq si g est impair et Soit © = xg + p si x( est pair

alors x est impair et 22 + d est pair,

et on a

22 +d=0 (mod2),
et

2?2 +d =0 (modp),
alors

2?4+ d =0 (mod2p),

donc, il suffit de démontrer que —d est un residue quadratique modulo p

soit

tels que ¢; sont les nombres premiers qui divise d

on a

2p = —1 (modd),

et par suite
2p = —1 (mod g;),

12



1.4. Quelques théorémes

et

Sin =1 ou 3 (mod8), alors

et

Sin =5 (mod8), alors

p =3 (mod4),
et
d =3 (mod8),
on obtient
d= 11 0" 11 a
q|d ¢ |d
¢ =1(mod4)  ¢; =3(mod4)
= 11 (—=1)% (mod8),
qi | d
¢; = 3 (mod 4)
= —1 (mod4),
alors

13



1.4. Quelques théorémes

d’apres la définition 2 on a

alors

- () om (5

qi|d ¢ ld
¢; = 1 (mod 4) ¢; = 3 (mod 4)
k
p p k
= — sl 4 _1 1’
H (%) H (qz> H ( )
g |d g |d g | d
¢; = 1 (mod 4) ¢; = 3 (mod 4) ¢; = 3 (mod 4)
ki
_ » »
- o & oo (b,
g |d g |d
¢ =1 (mod4) ¢; = 3 (mod 4)

-T1(7)
qild di
alors dans les deux cas on a

(5)-10(5).

Il
Y
VR
SEES
~~
T
Y
VR
)
SHES
N~
&

|
By
VR
SERN
N~
T
Sy
=
VR
s L
~_
T

14



1.4. Quelques théorémes

alors —d est un residue quadratique modulo 2p =

si

gl d
¢ = 5,7 (mod38)

on a
d = I « II &
| d ¢l d
¢; = 1 (mod 8) ¢; = 3 (mod 8)
= H (3)F H
g | d g |d
¢ = 3 (mod8) ¢; = 5 (mod 8)

(3)"

| d
¢; = 3,5 (mod 38)

II

Qi|d

Sin=1oub (mod8) ,alors

dn —1

k; = 0(mod 2),

11 q 11 q,
| d ¢ d
¢; = 5(mod 8) ¢; = 7 (mod 8)
(—3)" H (=1)" (mod8),
¢ |d
¢; = 7(mod 8)

(=1)" (mod8) .

¢; = 5,7 (mod38)

c=3etd=8j+3=3(mod8),

alors
qi | d
¢; = 3,5 (mod 8)
et

q|d
¢ = 5,7 (mod 8)

Si n = 3 (mod 8) ,alors

k; =1 (mod?2),

k; = 0(mod 2),

c=letd=8j+1=1 (mod8),

15



1.4. Quelques théorémes

et par suite

Z k; =0 (mod?2),
q|d
¢; = 3,5 (mod 8)

et
Z k; = 0(mod 2),
q|d
¢; = 5,7 (mod )

donc —d est un residue quadratique modulo 2p = dn — 1

d’ou on peut écrire n comme somme de trois nombres carrés. m

Théoréme 4 (Gauss) On trouve n,l,k € N, alors n est une somme de trois nombres
carrés si et seulement si
n#4F(814+7).
Preuve. On a
272 =0,1 ou 4 (mod8),

pour chaque nombre entier z, il suit qu'une somme de trois nombres carrés peut jamais étre

congruent a 7 modulo 8.

Si le nombre entier 4m est une somme de trois nombres carrés, alors la existent des nombres

entiers 1, T2, 3 tels que

dm = 2% + x5 + 13,
c’est possible si seulement si x1, x5, x3 sont pairs, et alors
5 (5) (5)
m=(=) +(=) +(=
( 2 2 2/

alors 4*m est un somme de trois nombres carrés si et seulement si m est un somme de trois

nombres carrés

Ceci montre qu’aucun nombre entier de la forme 4%(8/ + 7) ne peut étre une somme de trois

nombres carrés

Chaque nombre entier positif n peut étre écrit uniquement sous la forme
n = 4km,

16



1.4. Quelques théorémes

avec

m =2 (mod4) oum=1,3,50u7 (mod8),
d’aprés lemme (1) et (2) n est un somme de trois nombres carrés sauf

m =7 (mod8),

17



Chapitr
e

Formules des sommes

Dans ce chapitre, nous allons présenter quatre cas des formules des sommes de quatre nombres
polygonaux , pour ce la, dans chaque cas on va commencer tout d’abord par le théoréme, puis

quelques lemmes utiles pour la démonstration de ce dernier, et terminons par quelques résultats.

2.1 Premiére formule

Théoréme 5 (1) Soient m € Z* et x1, 19,23 et x4 € N. tels que 4 | m,

i) Tout entier N > 28m? peut étre écrit sous la forme suivante:

Prya (1) + Pryo (22) + Poga (3) + Prga (24) -

i) Il existe une infinité des nombres entiers ne peut étre écrit comme

Proya (21) + Prya (22) + Prya (23) + Prya (x4) pour m # 4.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin des lemmes suivants

2.1.1 Lemme 1

La longueur de ['intervalle

I =

1 oN 2 SN
A — =3, 4 — 2.1
5T\, 3t m], (2.1)

18



2.1. Premiére formule

est supérieur & lm, pour tout |,m et N dans Z*, avec N > 71°m?3.

Preuve. Soit L la longueur de l'intrvalle I, et on pose que

N
r=—,
m
on a alors
x> 71°m?
et
2 SN 1 6N
L =—-44\/——=4+4/—-3
3 m 2 A m
:\/81’—\/63:—3—1—6.
Soit
1
lg—lm—g,
on a
L>Im <= 8x—+b6x—32>I
< V8x > +/6x — 3+
< 8z > 6z — 3+ 3 + 2lp\/62 — 3
< 2x +3— 12 > 2lp/6z — 3,
donc
L>Im <= 14z + 21— 712 > 14l4\/62 — 3 ,
comine
x27l(2),
donc
L>Im < 13z + 21 — 14lyp\/6z — 3
— T+ 18 + (Tlg — V61 — 3)" — 7(7ly)*
— 18+ (7lp — 6 —3)" > 0.
[

2.1.2 Lemme 2

Soient a,b,m et N € Z*tels que m > 3, et

N:%(a—b)—i-bz

[GSRN )

on suppose que b € I,
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2.1. Premiére formule

ol

1 6N 2 8N
I'=|z+/—=3,5+\/—|.
2 m 3 m

b’ < 4a, et 3a <b®+2b+4.

alors

Preuve. 1) Pour montrer que b? < 4a il suffit de prouver que
b? — da < 0.
On a:

2 N
b2—4a:b2—4(1——)b—8—,

m m

c’est une formule quadratique

2\ 2 N
A :42(1——> +32—= >0

m m

{(-5)en(o8) -
o -(-2) (-2

b —4a < 0,

2 2\? 2N
O<b<2(1——)+2\/<1——) +—,
m m m

et comme b € [ alors on a

2 /8N
0<b <=+ 8—
3 m
g2(1_3>+ 8N
m m

) 2\? 2N
<2(1-=)+2(1-2) +=,
m m m

I C [b]_,bQ] ,

by

alors

si

donc

alors
Vbel = b>—4a < 0.

2) Pour montrer que 3a < b* + 2b + 4 il suffit de prouver que

b2+ 2b+4—3a>0.
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2.1. Premiére formule

On étudie la formule quadratique

m
2
A :(LEE) 4(9N_4>>o
m m
3 3\? 6N
N\ TN
m m m
2
N
o= (- 2) (- 2)
m m m

alors

si

comme b € [, alors

1 N
RS LA
2 m
1 3 6N
>(s—=)+y/— -3
2 m m
1 > 6N
SN IR A
2 m 2 m
donc si
bel <= b +2b+4—3a>0,
]

2.1.3 Lemme 3

soient a,b et ¢ € N et soient x,y,z € R alors l"inégalité suivantes est toujour vérifié

(az + by + ¢2)* < (a+b+¢) (az® + by® + c2?) .

Preuve. D’aprés I'inégalité de cauchy schwarz

(az + by + c2)® = <\/E\/5x +Vbvby + \/E\/Ez>2

< (a+b+c)(ax?+ by? + cz?).
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2.1. Premiére formule

2.1.4 Lemme 4

soit a et b deux entiers tels que

b? < da,et 3a < b? 4+ 2b+ 4.

Supposons que 2 t ab, alors il existe s,t,u,v € N tels que:

a =s>4+t2+u?+0?
b =s+t+u+w.

Preuve. on a
4a — b* =3 (mod 8),

car
4a — 0> =4(2n+1) — (2m +1)°

=8n—4a(a+1)+3
=8l+3
=3 (mod8).

D’apres le théoréeme 4:

4a —b* =2 + 92 + 22\ 21 wyz,

alors
- 1 )

a

On choisit le signe de 2z pour:

V422 +y* £22 =0 (mod4).

On définit les nombres s,t,u,v € Z tels que:

_btrxtyLz
S E—
; b+ux b+x—y+z
== s
2 4
b+y b—r+y+=z
U =——-—8§5=—"—
2 4
btz b—x—y+z
vo= - =
2 4

On remarque que

s+t+u+uv=0,
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2.1. Premiére formule

2 2 2 2
¢ ¢ ¢ ¢
P =S po (i) LSt Lo(iE
2 2 2 2
2 2 2 2
s+t s+t s+t s+t

et on a

4
il reste de montrer que s,t,u,v € N .
On a
b—x—y+z
s>t>2u>v=——m7—7—,
4
et on a d’aprés lemme (3)
r+y+z </3(4a—10?)
< v/12a — 3b?
<Vb* +8b+ 16
=b+4,
donc ; N
r+y+z<b+4 $>—1
= v > 0.

d’ou s,t,u,v € N. m

2.1.5 Lemme 5

Pour tout n € N, on a

ry(n) =38 Z d,
d|n
41d

tels que
re(n) = [{(w,z,y,2) € Z* : w* + 2> + y* + 2> = n}|.
2.1.6 Démonstration du théoréme (1)
1 6N 2 SN
L=+ —=33+\—|:
2 m 3 m

23
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2.1. Premiére formule

comme
N >28m3 > 7 x 2% x m?,

alors d’apres lemme(1), la longueur de I; est supérieur & 2m donc il existe un nombre entier

1 6N
ble{[_ﬂ/__g
2 m

appartenant a /;soit

—i—r:T:O...m—l},

alors
1 6N
by =b;+m <gt+y/——-3+2m-—1
2 m
1 6N
<-4/ ——=3+2m
2 m
<2 6N
3V m’
donc
[bl,bQ]Cll.
Soit
b € [by, bo]
tels que
N =b (modm)
alors
N=km+b
pour tout k € Z™T, soit a € ZT tels que
k:a_ , avec a > b
2
donc
N:%(a—b)—l—b,
N —b
0 - (—)+b
m

comme b est impair alors a est impair

donc d’aprés le lemme(2) on a



2.1. Premiére formule

et

3a < b® +2b+ 4.

et d’apres le lemme (4) , il existe s,t,u,v € N telle que

donc
N =

+

_I_

a =8>+t +u?+ 02
=s+t+u-+w.

%(a—b)%—b,
%(32+t2—|—u2+v2—s—t—u—v)+s—l—t+u+v,
m

5(32—3)4—3%(1%2—t)+t+%(u2—u)+u

T(UQ—U)—HJ,

2
ms?—(m—2)s mt>—(m—2)t mu*—(m—-2)u
+ + ,
2 2 2
mv? — (m —2)v
2 )

mt2 (8) + Prya (t) + Py (u) + Prya (v) .

ii) On pose m = 4l avec | € ZT, soit ¢ fonction indicatrice d’Euler, il suffit de prouver que pour

tout nombres entiers positives

24kg0(2l+1) -1

41
20+1

\ k=1,23..

ne peut étre écrit comme

Prya (1) + Prya (22) + Proya (23) + Proya (24) -

Supposons qu'il existe n € Z* avec

alors

w2+ 1) | n,

kp(2l+1) =n,

on suppose qu’il existe w, x,y et z € N tels que

4" —1
20+1

412

= Brnta (1) + Proga (22) + Prgea (23) + Proga (24)

_ (:ln:;)gz_mrzw N (m+ 2)2m2 —me (m + 2)2y2 —my
_ (m+2)2§w2—w7) s (m+2) (2? — z) o
RS T UE: 2>2<z% -9,
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2.1. Premiére formule

comme 4] = m alors

-1 4]l +2

4122[—}—1 5 (w2+x2+y2+z2—w—x—y—z)+w+x+y+z,
alors
4"+1l2=(4l+2)(w2+x2—|—y2+22)—(2l+1)(w+m+y+z),
= (2 + 1w =1+ (2l + 1)z —1)*,
+(2+ D)y =D+ (2 +1)2—1)%,
comme

ra(4"T?) = ry(40%),
d’aprés le lemme (5), il existe wy, o, Yo, 20 € Z tels que
wh + 15 4+ ya + 28 = 4l?,
donc

A" = 4" (wg + ap 4+ Y + 2)
= (2"wp)” + (2"w0)” + (2"w0)” + (2"20)%,

alors

(2l + 1) w — [ = 2"wy,
204+ 1)z — 1 = 2"z,

1)y — 1= 2"y,
204+ 1)z — 1 = 2",

(
(20 +
(

d’aprés théoreme 1 on a

29 — 9" = {(mod 21 + 1),

et on a

2"wy = —lmod (21 + 1),
2"ry = —lmod (20 + 1),
2"yo = —lmod (2l + 1),
2"z = —lmod (2l + 1),
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2.1. Premiére formule

donc
Wo = X9 = Yo = 20 = —lmod (21 + 1),
comme
wy + xg + yp + 25 = 412,
alors
Wy = To = Yo = 20 = —I,
on a

(20 4+ 1)w = 2"we + 1 =1 (1 — 2") < 0.

C’est une contradiction car w € N, donc il existe une infinité des nombres entiers qui ne peut

pas étre écrit sous la forme

Pria (1) + Poa (x2) + Prga (23) + Praa (x4)

2.1.7 Corollaire 1

On a

{Fs (x1) + Ps (x2) + Ps (z3) + Ps (v4), 21,22, 23,24 € N}
= N\ {5, 10,11, 20, 25, 26, 38, 39, 54, 65, 70, 114, 130} ,

et alors, tout n € N peut étre écrit comme une somme de un nomber triangulair et trois nombers

hexagonaux

aussi Yn > 2146 peut étre écrit comme une somme de quatre nombres decagonaux et on a

{Pio (1) + Pio (x2) + Pio (z3) + Pio (24), x1,%2,23,24 € N}
=N\ {5,6,26} .

preuve. D’aprés théoréme 5 (1), tout les nombers entiers n > 28 x 43 peut étre ecrit comme

somme de qautre nombers henagonaux, avec m = 4.11

On utilise lalgorithme [A], on peut vérifier que

5,10,11, 20, 25, 26, 38, 39, 54, 65, 70, 114, 130,
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2.2. Deuxiéme formule

sont les seuls nombres entiers positives inférieurs a 28 x 4% que ne peut étre écrit comme une

sommes de qautre nombers henagonaux, et on a

5= Py(2) + Ps(3) + Ps(1) + Ps(0),
0 = Py(4) + Ps(0) + Ps(0) + P5(0),

)+ Fe(3) + Fo( (

)+ F5(0) + Fs( (

11 = P3(4) + Ps(1) + Ps(0) + Fs(0),
20 = P5(2) + Bs(3) + Fs(1) + Fs(1),
25 = Ps(4) + Ps(3) + Ps(0 (
4) + Ps(3) + Ps(1) + P5(0),
38 = P5(8) + Ps(1) + Fs(1) + Ps(1),
65 = P3(8) + Ps(4) + Ps(1) + Ps(0),
70 = P3(10) + P5(3) + Ps(0) + Ps(0,
114 = P3(5) + Ps(7) + Ps(0) + Ps(0

130 = P5(5) + Ps(7) + Ps(3) + Ps(1).

) )
) )
) )
) )
) + Ps(0),
) )
) )
) )

b

(
(
(
(
(
26 = P
(
(
(
(
(

— =

Aussi on a d’apres Théoréme 5 (1), tout n = 2147, ...,2858% — 1 est une somme de quatre
nombres decagonaux et 5,6 et 26 sont les seuls nombres naturels inférieure a 2147 qui ne peut
étre pas écrit comme somme de quatre nombres decagonaux (on uitlise la méme algorithme [A]

pour vérifier ce résultat). m

2.2 Deuxiéme formule

Théoréme 6 (2) On trouve m > 3, m € Z.
i) Supposons que 24 m ou 4 | m, alors VN > 1628m3>, on peut écrire N sous la forme
Pry1(w1) + Poga(22) + 2P 12(73) + 2Py 42(74),

pour tout xq,To,x3, x4 € N.

ii) Sim = 2(mod 4),alors il existe une infinité des nombres entiers ne peut étre écrit sous la

forme
Pry1(71) + Prga(22) + 2P 12(73) + 2P 42(74),
pour T, o, x3 et x4 € N.

Voici quelques lemmes utiles pour la démonstration du théoréme précedent
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2.2. Deuxiéme formule

2.2.1 Lemme 6

Soit I,m, N € Z*, tels que
N > 1Um?(Im + 1),

alors la longueur de l'intervalle

3 10N 12N
I, = [—+\/——3,1+\/—],
2 m m

est supérieur a [ m.

Preuve. Soit L la longueur de 'intervalle I, et on pose

T =—,
m

on a alors
x > 1UUm(lm + 1),
et
1
Ly = V122 — /10x — 3 — 3
soit
1
lo = lm + 5,
alors
Ly >1lm <= 12z — 10z —3 > [,
> 12z > /10x — 3 + [
< 122 > 10z — 3 + 2 + 2lp\/10z — 3
< 22+ 3 — 12 <2lpy/10z — 3
= da(x — 113 +3) + (3 — 3)* + 1213 > 0,
comme
z > 1Um(lm+ 1)
> 112m? + 11m + & —
=112 — 3,
donc
Loy > Im.
[
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2.2. Deuxiéme formule

2.2.2 Lemme 7

Soient a,b,m, N € Z, tels que m > 3 et

N:%(a—b)—l—bz

ot w

m7
I, l'intervalle donnée sur le lemme(6), alors
v’ < 6a

et
S5a < b*+2b+ 6.

Preuve.

Pour montrer (2.2) il suffit de démontrer que:

b —6a < 0,
on a
2 2N
a=(1—-—)b+—,
m m
alors
2 12N
b —6a=b>—6(1— —)b— ——,
m m
c’est est une fourmule quadratique:
2 48N
A=6*(1—-=)+— >0,
m m
et les racines sont:
2 2 12N
by :3(1——)+\/9(1——)2+—,
m m m
2 2 12N
by =3(1— —)—1/9(1 — —)2 4+ —
s=31- 2y foa - 2y PN
alors
b*> — 6a < 0,
si
2 12N
()<b<3(1——)—i—\/9(1——)2 —_—
m
et comme b € Iy alors:
12N
0<b <144/—
m
2 12N
<3(1——)+—
m m
2 2 12N
<3(1——)+4/9(1 ——)2+ —.
m m m



2.2. Deuxiéme formule

Donc
I, C [bl, bg]

alors
Vbel = b>—6a>0

Pour montrer (2.3) il suffit de prouver que:
b* +b+6—5a > 0.

On étude le signe de la formule quadratique

10 10N
b>+2b—6—5a=b"—(3— —)b+ (6 — —).
m m
10 10N
A=B-—) -6-—)>0
(3= —)—(6-=—)>0,
comme
10N
6——)<0
m
alors
3 5 3 5 10N
by=(=——) — —— )24 — —
3 5 3 5 10N
by = (= — — - — )24+ 6
2 (2 m>+\/<2 m) m
Donc:

b +2b—6 — 5a > 0.

si b € R\ {b1,by} comme b € I, alors:

b 244y
) 5 10N
> (3 - = 3_ Sy 0 g
-2y fu-2p 0
:b27

donc

bel, = b*+2b—6—5a >0,

2.2.3 Lemme 8

Soient a,b € ZT tels que a = b(mod 2), vérifient (2.2) et (2.3),

supposons que
(2]aoudl] a)et (3]|aousilb),
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2.2. Deuxiéme formule

alors il éxiste s,t,u et v € N tels que

a=8+12+2u>+20% et b=s+1t+2u+ 2.

Preuve. Sin € N, tels que n # 4%(81 + 7), pour k,[ € N.

D’apres le théoréme 4 (Gauss), il éxiste z,u et v € Z, avec u = v(mod 2), tels que

n =az*+y*+2°
u—"v

2

U+ v

=22+ 2( )2+ 2( 5 )2.

nous prétendons que il existe z,y et z € Z

tels que
6a — b* = x* + 2y* + 227
alors
b+z+2y+2z2
S =
6 )
; b—x—2y+22
= - ,
b—rx+y—=z y—z (24)
U o= =t
b+xr—y—=2 y+z
v =—F—— =5— :
6 2

sont des entiers m

1. Lemme 3 Preuve.

cas 1. 31D
Si

alors

6a — b* = 1(mod 4)

quand 4 || a et 2 | b

on a
6a — b* = 4,8(mod 16)

ainst

6a — b* = 2 + 2% + 227

1l est clair que

x=b(mod2) ety = z(mod?2)
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2.2. Deuxiéme formule

alors

2 + 2% + 222 = 6a — b* = 2 (mod 3) .

Comme
2% # 2 (mod 3)

on a3ty ouldtz
Sans perte de généralité, on peut supposer que 31 z et z = b(mod 3)
(si z=b(mod3) alors —z = b(mod3))
Comme

2? —y? =2 + 2y* = 0 (mod 3)
sans perte de généralité, on peut supposer que x =y (mod 3)

donc s,t,u etv € Z

cas 2. 3|a et 3|b

On pose
a = 3ag et b = 3by,

pour tout ag, by € Z.

Si
a =b=1(mod?2),
alors
2a9 — b = 1(mod 4),
quand
4| aet?2]|b.
On a
2a0 — by = 4,8(mod 16),

ausst

2a0 — by = w2 + 292 + 223,
pour tout xg,yo et 2o € Z, et par suite

zo = bo(mod 2) et yy = zp(mod 2),

tels que
ag = bp(mod 2),
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2.2. Deuxiéme formule

on a

r=3x9 et z =3z et y = 3yp.
alors

6a — b* = 9(2a¢ — b3) = 2% + 2% + 227,

et tous les nombres dans (2.4) sont des entiers.

d’ou s,t,u,v € Z pour les deux cas.
Il reste de montrer que s,t,u et v € N (c’est-a-dire s,t,u,v > 0)

On a
22+ 2y% 4+ 222 = 6a — b?,

et s,t,u,v € Z.

On observe que:
b+ 2 b—
s+t+2u+v)= 4;)z+2 32:6,

et

2
t —t
§% 4 12 + 2u? + 202 :2(8—5 > +2(S2 )+(u+v)2+(u—v2),

b+22\° x+2y>+(b—z T —y

=2 2 2

Va4 2% 4 227
B 6
D’aprés le lemme (3) et le lemme (7) on a

(lz] + 2]y +2|2))* <5 (a2 + 2y% + 222)

= 5(6a — b?)
< (b+6)2,
et on a
b— x| —2y[ — 2|z > -6,
donc

b— |zl — —
o] = 20yl —21e]
6

s, t,u,v > 1

d’ou s,t,u,v € N,

2.2.4 Démonstration du théoréme (2)

5:[§+M%§_&1+w%§]=MﬁL

34

i) Soit



2.2. Deuxiéme formule

est U'intervalle qui donnée sur le lemme (6).

Comme

1
N > 1628m® = (12 + g)m x 132m?

> 11m? x 12(12m + 1).

D’apres le lemme(6), la longueur de I est supérieur a 12m.

On distinguons deux cas pour construire les nombres entiers

b€l et a=b(mod?2),

pour

N:%(a—b)+b

et 2faoud| a,et3|aoustb.

cas 1 3fmou3fN.

On pose
bo = N(modm),
tels que
3 [1I0N
boe{[_+ — =3 +r:r:0,...,m—1},
2 m
Soit

bj:bo+jm
pour 7 =1,...,4

on a

[a] +8m —1 < a+8m < f.
Soit b; € Iy pour tout ¢ =0,...,7.
Si 2 1 m, alors on choisit i € {0, 1} pour b; est impaire , alors 4 | m,
nous pouvons choisit 7 € {0, 1,2, 3}

tels que
(N —b;) + b; = 4(mod 8),

2
a; .= —
m

35



2.2. Deuxiéme formule

cas2

on a

a; — ag = —21 4+ 1m

m . .
pour 5~ 1 est impaire.

Si3|met3tN, alors
b=0b; =N # o(mod 3),

tels que 3 1 m, on choisit j € {i,i+ 4}

pour
b=b; # 0(mod 3),
et on note
O(mod?2) si 2{m
iyqg —a; =4m — 8 =
0(mod 8) si 4 | m.
Comme
N = b(modm),
on remarque que
2N —b)
m+b '
est un nombre entier, pour
a = b(mod 2).

Par notre choix, 2 1 b si
24m et a = 4(mod8).

Si 4 | m on note alors que 31b

m=N =0(mod3),
On choisit

bo € {la]+r:r=0,1,...,3m — 1},
si2 4 m, alors on choisit b € {by, by + 3m} pour b est impair,

et par Conséquence

a =

2
— (N —=b b=b=1 d2).
2N =)+ (mod2)
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2.2. Deuxiéme formule

Alors 4 | m, on peut choisit

be{bg+3jm:j=0,1,2, 3}

tels que
2
a=—(N—->b)+b=4(mod8),

m

pour

2 2
m m

m . .
avec 5~ 1 est impair.

On note que

a<by<by+9m<[a]+3m—1+9m<p,
et par conséquence b € I.

On obeserve que
a=b=N =0(mod3).

Maintenant nous avons construit les nombres entiers positive b € I,

et
a = b(mod 2)
avec
N = % (a—0b)+0,
tels que

2faoud| aet3|aoudtd

donc d’aprés le lemme (7) on a
b*> < 6a et ba < b® + 2b+ b,
et d’apreés le lemme (8), alors il existe s,t,u,v € N tels que
a=s>+t2 4+ 2u? + 20°,

et
b=s+t+2u-+2v,
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2.2. Deuxiéme formule

On a alors :

N=—(a—0b)+b,

(3 + 17+ 2u® + 20% — s—t—2u—2v)+s+t+2u+20,

SMISMIS

25(32—5)—#3—}—%(tz—t)+t+m(u2—u)—|—2u

+m(v —v)—i—?v,
ms* —(m—2)s mt?—(m—2)t mu® — (m —2)u
P = ( )

2 2

+4(mv2—(;n—2)v>’

= Dim+2 (8) + Pmt2 (t) + 2pmi2 (W) + 2pm2 (V).

ii) On pose m = 2[, avec | € Z" est impair.
Soit ¢ fonction indicatrice d’Euler

1 sufit de preuve que pour tout nombres entiers positives

ke(l) _
(- 1)24—11 (h=12,.),

ne pent étre écrit comme

Pria (W) + Prng2 () + 2Pni2 (y) + 2Pn42 (2)

avec w,z,y et z € N

Soit n € Z™, tels que ¢ (1) | n, supposons qu'il existe w, z,y et z € N tels que:

4" —1
(l - 1)2 l = I'm+2 (w) + Pm+2 (x) + 2Pm+2 (y) + 2Pm+2 (Z) )

2l
:5(w2+$2+2y2+2z2—w—x—2y—22)+w+x+2y+22,

alors on a
4 (1-1) = Qlw—(1-1)2+ 2z — (1—1))?

1) 1
+(2ly — (1 —1))?+ (2lz — (I — 1)),
= (2lw — (I —1))*+ (2lz — (I - 1))?
+2U(y+2) — (- 1) +2l(y — 2))*,

et par conséquence

1 = (= P 4 = S (Al 2 = 0P ()
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2.2. Deuxiéme formule

comme

4] (-1

on a

ra(4"(1 — 1)) =14 ((l — 1)2) )
D’aprés le lemme (5) il existe wy, To, Yo, 20 € Z tels que

wy + xf+yp + 25 = (1— 1),

alors
41— 1) =4" (wg + x5 + v + 25) ,
= (2"wo)” + (2"0)” + (2"%0)" + (2" )"
donc
I—1
lw— ——=2"
w 9 Wo,
[—1
lr — —— = 2"xy,

D’aprés le théoréme 1 d’Euler on a

2¢() — 9" = 1(mod 1),

donc
1—1
wo = T(modl),
1—1
Ty = T(modl),
Yo = 1 (modl),
2o = 0 (mod )
On a
=2 >0
2

et par conséquence wy, xo # 0, alors
R4+ 2<(1-1)7-2,
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2.2. Deuxiéme formule

donc

Yo = 1(mod!) et zy =0 (modl),
on nécessite trouve yy = 1 et zg = 0, comme

wg + x5+ Y5+ 20 = (1= 1)°

alors

wd+ad=(1-1)7?-1=1017-2,

comme

on nécessité trouve

{wo, 2o} C{(1 =1)/2, (1 +1)/2}

donc
(I—-1)2=1*-2I,

ce contradiction

donc il existe une infinité des nombres entiers ne peut pas ecrit sous la forme

Pm+2 (w> + Pm+2 (‘T) + 2Pm+2 (y) + 2Pm+2 (Z) :

2.2.5 Corollaire 2

On a
{P5 (I‘1> -+ P5 (l’g) + 2P5 (1'3) + 2P5 (334) , I1,%2,T3,%4 € N} =N (25)
{PG (33‘1) + Pﬁ ($2) + 2P6 (Z’g) + 2P6 (1'4) , T1,%9,T3,%4 € N} (26)
= N\ {22,82,100}, (2.7)
et
P7 (.I'l) + P7 (%2) + 2P7 (Ig) + 2P7 (.%'4) , T1,%2,T3,%4 € N (28)
= N\ {13,26,31,65,67, 173, 175, 215, 247} ,
donc

{P3(w) + Ps () + 2P (y) + 2P (2), w,x,y,z € N} =N,
{2P3 (w) + Ps (x) + Ps (y) + 2P (2), w,z,y,2 € N} =N,
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2.2. Deuxiéme formule

et
{P; (w) + P; (z) +2P; (y) +2P; (2), w € Z,z,y,z € N} =N,

Preuve. On applique le théoréme (2), pour m € {3,4,5,7,8,9} tels que
m{2oum |4 etn>1628m3

alors on peut écrire n comme

Ps (n1) 4+ Ps (ng) + 2P5 (n3) + 2P5 (ny)

P6 (nl) + P6 (TL2> + 2P6 (n3) + 2P6 (n4)

P7(721)—|—P7(712)—|—2P7(7’L3)—|—2P7(TL4)

On utilisé lalgoritheme [A] pour vérifier (2.5),(2.6)et(2.8) avec

n < 1628m3,

et comme peut étre ecrit les nombres {22,82,100} comme

{Ps(n1) + Ps (y) +2Ps (2) = x,y,z,w € N}

et comme
{2 (w) + Ps (z) + Fs (y) + 2P (2) = 2,9, 2,w € N}
donc
{Ps(n1) + Ps (y) +2Ps (2) + 2P (w) = N}
et

{2p3 (w) + ps (x) + 2ps (y) + 2ps (2) = N}

et on peut écrit les nombres

{13,26,31,65,67,173, 175, 215, 247}

comime
b7 (U)) + p7 (‘/L‘) + 2p7 (y) + 2p7 (2) y W,y t7 2%, Y, 2 € Na
d’ou
P (w) 4+ P;(x) +2P; (y) + 2P: (2) =N avec w € Z et x,y,z € N.
n
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2.3 Troisiéme formule

Théoréme 7 Soit m > 3 un nombre entier, pour tout N > 924m?, on peut l’écrire sous la

forme

Pryo (21) + P2 (22) + Prys (23) + 3Pnsa (24)

avec 1, %o, x3 et x4 € N.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin du lemme suivant

2.3.1 Lemme 9

Soit a et b deux nombers entiers vérifient 2.2 et 2.3 pour

a = b(mod 2) et a = 3(mod 9) ou 31b,

alors il existe s,t,u,v € N tels que

a =8 +1*+u? 4 307
b=s+t+u-+ 3.

Preuve. d’aprés [3] (pages 112 — 113)

{x2+y2+322:x,y,z€Z}zN\{9k(9l+6):k,lGN},

si 31 b alors
6a — b* = 2(mod 3),

sia=3(mod9) et 3|0, alors
6a — b* = +9(mod 27).

D’aprés (2.9), on a
6a — b* = x? + 3? + 327,

avec x,, z € Z, donc
2% + y? = 20 (mod 3),

alors
r =y =b(mod3),

(si x = b(mod 3) alors —z = b(mod 3)).

Si a et b sont impairs alors
2 +1? +32% =6a — b* = 1 (mod 4),
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2.3. Troisiéme formule

et par conséquent un de x et y est impair.

Si a et b sont pairs alors
2% +1y? + 322 = 6a — b* = 0 (mod 4)

et par conséquent un de = et y est pair.
On peut suppose que
r=a=b(mod2),

et
y = z(mod?2),

alors tout les nombres

b+z+4+y+3z
S =

6 b
t_b+$+y—z
— 5 7
b+x—2y
U= — ">,
6
b—x
v = ,
6
sont des nombres entiers.
On va montrer que s,t,u,v € N,
on remarque que
b+v b—x
s+t+u+3v= 5 +3 5 =0,

et

2 2 2 2 s+t ? s—t\? 2 2
s+t +ut+ 3 =2 5 + 2 5 +u” + 3v

b+z+y\’ 2\ 2 b+x—2y
—o( 12 TJ 9(Z2 Zre ey
(5) 20 (M5

P+t 432
a 6

D’aprés le lemme (3)

) +s(55)

(2] + |yl + 3 2])® <5 (27 + y* + 32%) = 5(6a — b%) < (b+6)*.

par conséquent
b— || = [y =3[z > -6,
donc

b— || — |yl — 32|
> 1
6 )

S, tyu, v >

dou s, t,u,v € N. m
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2.3.2 Démonstration du théoréme (3)

On a

1 1
N > 924m? = 99m3(9 + §> > 99m3(9 + —)
m

= 99m?(9m + 1),

la longueur de l'intervalle I = [a, B], définit sur le lemme (6) est superieur a 9m,

soit

bo € {la]+7r:r=0,1,....m— 1},

tels que
bo = N(modm).

Si 31m ou 31 N, alors on peut choisit

bo - {bo,bg +m}

tels que
b # 0(mod 3).

Pour 3 | m et 3 | N, soit
co €{la]+7r:r=0,1,...,3m — 1},

tels que
bp = N(mod 3m),

et soit
b= co + ]3m,
tels que j = {1.2.3},
on a
2
—(N —¢g) + ¢ — bj = 3(mod9),
m

notons que b € I puis que

a<b<[a]+3m—14+6m < a+9m<pf.

Soit
2
a= —(N — b) + b,

m
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2.3. Troisiéme formule

c.a.d
N=—(a+b)+b,
alors
2N 2
a=— (1——>b>0,
m m
et
a = b(mod 2).
Si 3| b alors 3 | m, et
2
a=—(N—-0b)+b
m
2
= E<N —¢p — 3jm) +co + 3jm
2
= Z(N — o) + —6j
m
= 3(mod 9)

D’aprés le lemme (7) et le lemme (9), il existe s,t,u et v € N tels que

a=s>+t>+u>+ 3
b=s+t+u+ 3v,

donc m
:%(S2+t2—|—u2+3v2—s—t—u—3v)+s+t+u+3v
m
:5(32—s)+s+%(t2—t)+t+%(u2—u)+u
+3%2 (v2 —v) + 3v
N_ms2—(m—2)s mt? —(m—2)t mu*—(m—2)u

2 * 2 * 2
+3<m02—(;n—2)v)’

= Pri2(8) + P2 (t) + Poyo (u) + 3Pnya (v)

2.3.3 Corollaire 3

On a
{P5 ({L‘l) + P ({L‘Q) + P (:L‘g) + 3F5 (ZE4) , X1,T9,T3,T4 € N} = N\ {19} (210)
{P6 (131) + B (ZL’Q) + Fs <,I3) + 355 (1’4) , T1,T2,T3,T4 € N} (211)
— N\ {14,23, 41,42, 83} (2.12)
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et
P7 (C(Il) + P7 (.172) + P7 (1173) + 3P7 (1’4) , X1,T9,T3,T4 € N (213)
= N\ {13, 16, 27, 31, 33,49, 50,67, 87,178, 181,259} ,
On a
Pg <$1) —+ Pg <$2> —+ Pg (I3) + 3Pg <$4) , T1,%2,T3,T4 € N (2 14)
=N\ {17,21,34,41,67,89,104, 119, 170, 237, 245,290} ,
et on a pour k = 8,9, 10 et pour tout nombre entier n > Ny, on peut écrit n comme
P, (Il) + P, (ZL’Q) + P, (2?3) + 3P, (I4) , X1,T9,T3,T4 € N, (215)
tels que Ng = 435, Ng = 695 et Ni5 = 916, alors
{P7 (.Il) + P (372) + P (1’3) + 3P (.2174) , T1 EZ et To,T3,Tq € N} = N, (216)
Py (x1) + Py (22) + Py (x3) + 3Py (4), 1,22, 23,24 €N
=N\ {17},
PlO (371) + Pl() (l’g) + P10 (.Tg) + 3P10 (334) , T1,%9,T3,%4 € N (2 17)
— N\ {16, 19}, '

Preuve. On applique le théoreme (3), pour m € {3,4,5,6,7,8} tels que n > 924m3, alors n

peut étre écrit comme

P, (.731) + P (l’g) + 2P, (1‘3) + 4P, ([L’4), X1, T2, T3, T4 € N,

pour k € {5,6,7,,8,9,10}.

Si n < 924m? on utilis¢ 'algorithme [A] pour vérifier (2.10) et (2.17). m
2.4 Quatriéme formule
Théoréme 8 Soient m, N € Z tels que m > 3, alors VN > 1056m3, on peut écrire N sous la

forme

Pryo (21) + Pryo (22) + 2Pni3 (3) + 4Pp40 (74)

avec ri, T, T3,y € N,

Pour démontrer ce théoréme on a besoin des lemmes suivants
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2.4. Quatriéme formule

2.4.1 Lemme 10

Soient I,m, N € Z*, tels que Im > 20 et N > 3Im?(5lm + 12), alors

5 14N 4 N
Ii=|s 44/ — =15 +4/—|,
2 m 3 m

la longueur de l'intervalle

est supérieur a [m.

Preuve. Soit L4 la longueur de 'intervalle I

7 N
Ly =4z — 14z — it oulxr=—.
m

. 7
soit lyp = Im + 5’ on a alors

Ly>1lm < 4yx>V1de —1+1q
20+ 1—12 < 2lpy/1de — 1
< dx(x+1—155) + (I3 — 1)* + 41¢ > 0,

comme
x > 15°m? + 36lm
245
> 1502m? + 35lm + o 1
= 15[8 -1,
donc
Ly > Im.
]

2.4.2 Lemme 11

Soient a, b, m, N € Z, tels que m > 3 et

4
b€I4N:@(a—b)+bZ —m,
2 7
Soit I, l'intervalle donnée sur lemme (10), alors
b? < 8a, (2.18)
et
Ta <b®+2b+38, (2.19)
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Preuve.

Pour démontrer (2.18) il suffit de démontrer que:

b’ —8a < 0,
on a
2 2N
a=(1—-—)b+—
m m
alors
2 16N
b —8a=0b*—8(1 — =)b— ——
m m
c’est est une fourmule quadratique:
2 72N
A=81-=)+— >0,
m m
et les racines sont:
2 2 N
by =4(1— —)+44/(1 — —)2 4+ —
2 2 N
by =4(1——) —4/(1— —)2+ —
== 2o 2p N
Alors
b> —6a <0

si

Y

2 2 N
0<b<4(1——)+4\/(1——)2+—
m m m

et comme b € I, alors:

Donc Iy C [by, by] alors
Vbe I = b>—8a>0,

c’est la preuve de (2.18).Pour montrer (2.19) il suffit de montrer que:
b* +2b+8 — Ta > 0.

On étude le signe de la formule quadratique

b* +2b+8—Ta
14 14N
=bh2—(5—-2)b _ -
(5- )b+ (8- —),
14 14N
A=0(-—) -8-"—"-)>0
(5-—P-8-—")>0,
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car
14N
8——)<0
m
5 7 5 7 14N
b= (2L 2T Y g
1 (2 m)+\/(2 m)+m ,
5 7 5 7 14N
by= (2 -y 2 Dy 2 g
2 (2 m) \/(2 m) m ’
alors:

b +2b+8 — Ta > 0.
Si b € R\ {by, by} comme b € [alors:

5 14N
— 44/ — =1
2 m

5 7 5 7 14N
—_ — _ )2 _ -
2 m)+\/(2 m) + m 8

(
bla

>
Vv

v

donc b € I = bv* +2b+8 — Ta > 0. C’est la preuve de (2.19.)

2.4.3 Lemme 12

Soit a,b € Z* vérifient | (2.18) et (2.19), supposons que

1) 21 ab,
i) 2| aet2] b,

iii) 4 |aet 4| b, oua=b+4(mod16) et 8 | b,

alors il éxiste s,t,u,v € N tels que:

a=8+12+2>+4’etb=s+t+2u+ 4v.

Preuve. d’aprés [3] (pages 112 — 113)

on a
{2 +2y* + 42" 2,y, 2 € Z} =N\ {4" (160 + 14) : k,l € N} (2.20)

comme 8a — b? # 4%(161 + 14), alors il éxiste z,y, 2z € Z, tels que
8a — b? = 2 + 2% + 427
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“ 42 4224 D
a= 3 )

Soit les nombres suivantes

" :b+x—2y

b—x8
v o=
b+ z
s =u+ 5
t :u+y—z.

nous allons démontrer que u, s,t,u et v € N. pour les cas: i), ii) et iii).

Cas 1 21ab

On a a et b sont des impairs, donc

b=1(mod2) = —b*>= —1(mod4) = —1(mod?8)

donc
8a — b* = —1(mod 8)
alors
22+ 292 +42° = —1(mod 8) = 2 + 2y* + 42% + b = 0(mod 8),

d’ou a € Z.
On a

22 + 2y? + 422 = —1(mod 8) = —1(mod 4),

42? = 0(mod 4),
donc

2? + 2y* = —1(mod 4)

alors 21 zy et on a
42* = 0(mod4) = —4(mod 8),
donc

2? = —1(mod8),
alors 21 z , et comme 2 1 zy, on déduire que 2 | y £ z
d’ou s,t € Z.
D’autre coté on a
22 =8a— 2y — 422 =8 — b -2 — 4,
=2 — b* = b*(mod 16),

20
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alors
xr = +b(mod 8),

donc
b—x = 0(mod8),

d’ou v € Z, d’aprés (2.22) on a
x = —b(mod 8) x = —b(mod 8)
—
y = b(mod 4) —2y = —2b(mod 8)

= x + b — 2y = 0(mod8),

donc v € Z

Cas2 2|aet2]b
On pose a = 2a¢ et b= 2by tels que ag, by € Z et 2 1 by
on a

4ag — by = 3(mod 4),

car

4ag = 0(mod 4) et — by = 3(mod 4),

d’apres(2.20)on a
dag — by =z + 2y5 + 42,
pour tous xg, Yo, 20 € Z
alors
T3+ 2y3 + 425 = 3(mod 4) = x5 + 2y2 = 3(mod 4),
si et seulement si zy et yg sont des impairs, alors les deux z et y sont des pairs
et on a

423 = 0(mod 4) = —4(mod 8),

donc

26 = —1(mod 8),
alors 21 zg = 2 | z pour z = 2z, et comme y | 2 , on déduire que 2 | y £ z, donc s,t € Z.
Ensuite

2422 = d4
o+ 2o (mod4) = 7 = 1(mod 4),
—2y5 = —2(mod 4)
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Cas 3

et
b=2(mod4) = b) = 1(mod 4),
Yo = 1(mod 2) = 2y; = 2(mod 4)
= y5 = 1(mod 4),
alors
r3 = y3 = by(mod 4),
donc
o = Yo = bo(mod 4),
alors

x =y = b(mod 8),
pour y = 2yget z = 2x¢, d’ou u,v € N
4]aet4d| boua=b+4(modl16)et8|b

On pose a = 4aqg et b = 4by pour ag, by € Z

5 2 1(mod 2) sid || b (2+by)
ag — by =
o 2(bg+1) — b2 = 2(mod 8) = 0(mod2) sia=0b+4(mod16) et 8|b

d’apres (2.20)

2a0 — by = x5 + 2y3 + 423,
pour xo, Yo, 2o € Z
On remarque que

2
3:0:

I(mod2) sid || b (2+by)
0(mod2) sia=b+4(mod16) ct 8|b

et
)2 1(mod?2) sid || b (2+bo)
° 0(mod2) sia=b+4(mod16)et8|b
donc
xo = bp(mod 2) = = = b(mod 8)
— b+ z = 0(mod8),
douv € Z
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et comme 2y, = 0(mod 2)

alors

bo + xo — 2yo = 0(mod 2) = b+ = — 2y = 0(mod 8),

donc u € Z

on a

donc s,t € Z

d’ou s,t,u,v € Z pour tous les cas i),

4yo £ 429 = 0(mod 2) = y £ 20(mod 2),

Il reste de démonrer que s,t,u,v € N

On a

et

i1) et iii).
s+t+2u+4v =y+2u+ 2u+ 4,
_b—l—x+b—x_b
2 2

s% + 12 + 2u? + 4v?

:2(u+

%)2+2<§>2+2<MT_2Q>2+4(

8 I

b+ x4+ 2y b+ x — 2y 22 b—2\>
=2 2 —= —
(F52) w2 (P72 5 (0F)

(b“‘)

+ 297 + 422 4 1?

2 2 b—2\>
_) +?+( 4 > ’

D’apres les lemmes (3) et

alors

alors

alors s,t,u et v € N.

= a.

8
(11) on a

(2] + 21|+ 4]2])* < 7 (2 + 202 + 4%)

=7 (8a—0%) <

b— || =2[y| = 4]z] > =8,

b— |z — 2]y

4l
8

u,v,8,1 >

93

-1 >0,

(b+8)*,
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2.4.4 Démonstration du théoréme (4)

On a

N > 96m? x 11m > 96m? (10m + 3)
= 24m? (40m + 12),

on applique le lemme (10) pour [ = 8

alors la longueur de I'intervalle donnée sur le lemme (10)

Iy = [aaﬁ] )

est supérieur a 8 m.

1. 4fmou8tN

On pose
boe{la]+r:r=0,1,....,m—1}

tels que
N = by(mod m)

soit by = by + malors
a<by<b <[a]+2m—-1<a+8m<f

alors b; € I pour j = 0,1. On note

2 2 )
CLJ:E(N—b])—f-b]:E(N—bo)—f—bo—i‘(m—Q)j

Si 21 m alors

Si2|met2tN

alors

Si2||met2|N

alors

bj = 2(mod4) et 2 | a;

donc

4lmet2| N
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d’ou
ap = by = 0(mod 2) et by = 2(mod 4).

Sid||metd| N
alors 4 | by
et pour j € {0,1}, on a
bj = 4(mod8) et a; = b; = 0(mod 4).

alors 8 |met4d| N

on a alors
bo = 4(mod 8) et ag = by(mod 2)
d’ou
a; = 0(mod 4) et b; = 4(mod 38)
.4 met8| N
on pose
be{la]+r:r=0,1,..,8m — 1}
tels que
b= N — 2m(mod 8m)
alors
a<b<[a]+8m—-1<a+8m<pf
donc b € Iy
on a
8|b=8| Netd|m.
donc

2
(N —b) +b=4+b(mod8).

m

alors pour tous les cas nous pouvons toujours trouver b € I, et a € Z
pour quel un de (i)-(ii) dans le lemme (12)

et on a

2 m
— 2 (Nv- e, N= 2 (q— .
a m( b) +bie, 5 (a—b)+b

D’apres les lemmes (11) et (12), il existe s,¢,u et v € N tels que

a= 8%+ t? + 2u? + 40
b=s+t+2u—+4v,
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donc

=

| 2] 3
|3

(a —b) + b,
24+ t2 +2ut + 4 — s —t —2u —4v) + s+t + 2u + 4o,

52—s)—l—s—l—%(t2—t)+t+m(u2—u)+2u

~—~~ o~

+
[\
I

v? —v) + 4o,

N:

ms2—(;n—2)s+mt2—(;71—2)t+2(mu2—(m—2)u>

+4<mv2—(;n—2)v)

= Dimt2 (S) + Pms2 (t) + 2pmi2 (0) + 4pm2 (V).

2.4.5 Corollaire 4

On a
{P5 ({L‘l) + P5 (IQ) + 2P5 (ZE3) + 4P5 (.174) , X1,T9,T3,T4 € N} = N, (223)
{Ps (z1) + Fs (w2) + 2P (ws) + 4Fs (v4), T1,%9, 73,24 € N} =N,
et
P7 (.1'1) + P7 (CL'Q) + 2P7 (l‘g) + 4P7 (1’4) , T1,%9,%3,%4 € N (224)
=N\ {17,51},
Py (x1) + Ps (v2) + 2P (x3) + 4P (24), 1,72, 73,24 €N (2.25)
=N\ {19, 30, 39, 59, 78,91},
Py (x1) + Py (22) + 2Py (x3) + 4Py (24), 1,2, 273,24 €N (2.26)
= N\ {17,21, 34, 41,67,89, 104,119, 170, 237, 245,290} , '
et on a pour k£ = 10, 11, 12,et pour tout nombre entier n > Nj, on peut écrire n comme
Pk (.56'1) -+ Pk (.1'2) + 2Pk (333) -+ 4Pk ($4) , T1,%2,T3,%4 € N (227)
ou N10 = 333, NH =T34 et N12 = 1334, alors
{Py (z1) + Py (22) + 2Py (23) + 4Py (v4), ®1 € Z et zo,w3,204 € N} =N (2.28)
pour k =17,9
{Pk ([L’1> + Py (132) + 2P, (l’g) + 4P, (I4) , T1,%2,T3,T4 € N} = N, (229)

26



2.5. L’algorithme [A].

pour k = 8,10,11.12.

Preuve. On applique le théoreme (4),pour m € {3,4,5,6,7,8,9,10} et n > 1056m3, alors n

peut étre écrit comme :

Pk (l’l) + Pk (332) + 2Pk (.Ig) +4Pk (l’4>, T1,T2,T3, T4 € N,

pour k € {5,6,7,,8,9,10,11, 12},

Si n < 1056m3,on utilise I'algorithme [A]. =

2.5 L’algorithme [A].

Debut

variable n,i,j.k,1T entier
Tire v ;

lire P1L

Tdire P2 ;

Tire P33 ;

Tdire P4 ;

pour i=1 a n
faire
pour j=1 a n
faire
pour k=1 a n
faire
pour 1=1 a n

faire

a = PL{1D

b 1= P2(C1)

c 1= P2(1)

d = Pa(1)

A= a + b + ¢ + d

= A= = Trunc A

Alors ecrire (-]

fFHin
fin
Fimn
fFHin
fin
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[12]

[13]
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