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Introduction

Dans ce mémoire, nous allons donner quelques rappelle topologique et géométrique dans le
premier chapitre et dans la deuxiéme chapitre qui se compose de quatre partie nous allons
expliquer lathéorie de jeux a deux personnes et nous allons voir aussi la définition de la jeu
avec des exemples et nous allons savoir la définition de I’ensemble de Pareto, et on de nous
allons voir aussi la stabilité structurelle d’un jeux et dans ce partie nous avons fait
I’explications des quelques propriétés et des formules comme la formule de Kinneth et
I’étude de stabilité structurelle, et nous avons énoncé le théoréme des fonctions implicites et
connais l'utilisation de ce théoréme, et donnons quelques démonstrations des propriétés, et
nous avons voir le seuils dans troisieme partie et derniers partie nous allons étudié et expliqué

stabilité structurelle et généricité, et en conclure par conclusion générale.



CHAPITRE |

RAPPEL GEOMETRIQUE ET TOPOLOGIQUE

Dans ce chapitre nous allons rappelons quelques définitions géométrique et topologique et des

théorémes.

1. Définition du Point fixe

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a, b] de R, et & valeurs dans On
s'intéresse a la suite u,.; = f(uy,), ug € 1.

Supposons que u,, converge vers une limite [ € I lorsquen — +oo, alors la limite doit verifier

fFO =1

Puisque f est continue. On dit que [ est un point fixe de f. Ceci améne & l'idée d'utiliser ces
suites pour résoudre numériquement 1’équation f (x) = x.

2. Définition des fonctions convexes
Une fonction f: 1 € R — R est dit convexe lorsque :
V(x,y) €eIVA€O0,1], fAx+ (A - Dy < Af(x) + (1 — Dy.
f Sera dite concave si —f est convexe.
3. Cas ou les fonctions sont strictement concaves

Remarquons simplement que si ’on remplace “concave” par “strictement concave “, on est
ramené a 1’énoncé précédent: f(.,v), et g(u,.) atteignent leur maximum en un point unique

et U et V sont contractiles puisque convexes.

4. Définition de topologie:

Une topologie sur E est une famille T de parties de E vérifiant :



1) @ et E sont des éléments de T.
2) Toute réunion quelconque d'éléments de T est un élément de T.
3) toute intersection finie d'éléments de T est un élément de T.
Les éléments de T sont appelés les ouverts de la topologie. Le couple(E.T), est appelé un
espace topologique.

5. Définition de la topologie différentielle: est une branche des mathématiques qui
étudie les fonctions différentiables définies sur des variétés différentielles, ainsi que
les applications différentiables entre varietés différentielles. Elle est reliée a la géométrie
différentielle, discipline avec laquelle elle se conjugue pour construire une théorie
géomeétrique des variétés différentiables.

6. Définition d'un espace topologique séparé

Un espace topologique E est séparé si, quels que soient les points distincts x et y de E, il

existe un voisinage U de x et un voisinage V de y dont I'intersection est vide.

7. Définition de homéomorphisme

Soient X et Y des espaces topologiques. On dit que f : X — Y est un homéomorphisme (ou

que X et Y sont homéomorphes) si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(1) f est continue
(2) f est une bijection, dont I’inverse estnoté f~1: Y — X
(3) L’application f~1 : Y — X est continue.

8. Définition de compact

Un espace topologique T est dit compact si et seulement si T est une

partie fermée et bornée.



9. Définition de connexe

Un espace topologique T est dit connexe s'il ne s'écrit pas comme réunion disjointe de deux
ouverts non vides. De fagon equivalente, si les seules parties a la fois ouvertes et fermées de T

sont I'ensemble vide et T lui-méme.

10. Définition de variété topologique

Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé et compact dont

tout point admet un voisinage homéomorphe a un ouvert de R™.

11. Définition de carte: Soit E un espace topologique, une carte sur E est une paire (U, X)
ou U est un ouvert de U et X = (xy,...,x,) est un homéomorphisme de U sur un ouvert
de RP Les fonctions x; sont les coordonnées de X, ’ouvert U est le domaine de la carte,
I’entier p est la dimension de la carte.

12. Définition de sous-variété : Une partie Y d’une variété X est une sous-variété de
dimension k si tout point de Y est contenu dans le domaine d’une carte ¢ : U - R"
vérifiant
p(YNU) = o(U) N (R x {0}) € R x RX,

13.Définition de atlas: Un atlas est un ensemble de cartes {(U; , X; )} de méme dimension
qui sont C*compatibles et telles que {U;} est un recouvrement de E. (Deux cartes (U, X)
et (V,Y ) sont C*-compatibles si le changement de cartes Y o X~1de X(U n V) vers
Y (U n V) estun C"-diffeomorphisme).

14. Définition de bord : Soit M une variété différentiable avec un atlas A = {g;: U; —

V;}. On définit le bord de M noté oM par dM N U; = g;~*(V; N dR™),

(R™ = {(xq, X5, ..., Xp)|x1 < 0}).



Le bord de M est une variété sans bord (i.e., a bord vide) de dimension n — 1. Son atlas
est donné par la restriction des g; a R® = R™ 1. L’intérieur est formé des points de M qui
ne sont pas sur le bord : toujours par lelemme d’invariance du bord, ce sont exactement
ceux qui ont une carte dans un ouvert de R™ .
(Une variété a bord est un ensemble M < R¥ tel que, pour tout x € M, il existe un
voisinage de x qui est difféomorphe & un ouvert de H* . Le bord de M, noté oM, est
I’ensemble des points dont I’image par le difféomorphisme est dans dH™
Telle que H™ := {(x1,%2,...,Xy) € R™/x,, = 0}. Le bord de H™ est défini par
OH™ = R™ 1 x {0} c H™.)
Lemme : Soit M une variété a bord et N une variété. Soit f : M — N une application
lisse et y € N une valeur réguliére pour f et pour fiay. Alors M’ := f = (y) est une
variété a bord de dimension m — n. De plus, 0M’ = oM n f =1 (y), [1]
15. Définition d'espace complet: Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de
Cauchy de X est convergente dans X.
Soit (X, d) un espace métrique.Une suite (x,,), est une suite de Cauchy si Ve > 0 3In, €
N tel que Vp,q = ng alors d(xp, xq) <e.
16. Définition d'une norme: Soit E un espace vectoriel sur R. Une application N: E — R est

une norme ssi

1. Vx €E,VA€ER, N(Ax) = |A| N(x)(homogénéité)

2. Vx,y €E, N(x+y) < N(x) + N(x)(inégalité triangulaire)

3. VXx€E, N(x) = 0 (positive)

4. Vx€E, N(x) = 0= x =0 (définie).

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
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17. Définition d'un espace de Banach

Espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

18. Définition du fibre : Soit Bun espace topologique. Un fibré vectoriel (vector bundle)
réel & de rang n sur B est la donnée d’un espace vectoriel réel &, de dimension n
dépendant continumentde b € B.

Autrement dit, on se donne un espace topologique E appelé espace total (total space) du
fibré, une application continue T : E — B et une structure d’espace vectoriel réel sur
chaque fibre &, = m~1 (b) qui est localement constante au sens suivant (trivialité locale)
: pour chaque b € B, il existe un voisinage U de b et un homéomorphisme

h:U xR - o' (U):=E¢y)
tel que chaque hy, : v — h(b, v) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels.

19. Définition de sous-fibre : Soient & et n des fibres sur B. n est un sous-fibré
(su bundle) de ¢ si, pour chaque b € B, n,, est un sous-espace vectoriel de &,.

20. Définition de fibré tangent : Soit M une sous-variété de R?, de dimension m et de

classe C* (au moins). Un chemin de classe C* dans M est une application de classe C?
d’un intervalle dans M.

Poura € M, un vecteur u € RP est tangent aM en a si et seulement s’il existe un chemin
de classe C,y :] — €, e[~ M, telque:y(0) = a,ety’ (0) = wu.

21.Théoréme de point fixe

Une situation (u, v) est un équilibre si et seulement si ¢’est un point fixe de 1’application

m Xn de U x V dans lui-méme définie par (u, v) — (m(v), n(u))[1].
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Sien outre U et VV sont des espaces topologiques compacts (On dit qu'une partie A d'un espace
métrique est compacte si toute suite de A posséde une suite extraite convergente.) et les

fonctions f et g sont continues, les fonctions m et n le seront également.

22. Théoréme de Von Neumann
Si U (resp. V) est une partie convexe compacte d’un espace vectoriel topologique, si pour
tout v € V (resp. tout u € U) la fonction f(.,v) (resp. g(u,.)) est concave et continue, il
existe un équilibre[1].

23. structurellement stable
Soit E un espace topologique, ~ une relation d'équivalence sur E.

Six,y €E etsix~y,ondiraque x et y ont méme structure.
Si I'ensemble des y € E ayant méme structure que x, cet ensemble est dit un voisinage de

x, 1.e. contient un ouvert contenant x.

On dira que x est structurellement stable si tout y assez voisin de x dans E a la méme
structure que x. Il résulte de la définition que I’ensemble des x € E qui sont structurellement

stables forme un ouvert (éventuellement vide) de E.

24. Le théoréme des fonctions implicites
Ici on se place dans la situation d’un ouvert U < RP = R"7P x RPet on note (x,y) € RP =
R*™P, x = (x1,X2, s Xn—p), ¥ = (V1,Y2, -, Yp)- SOIt f : U — RP continue et (xo,y,) €

U.

Hypothese du théoreme des fonctions implicites :

% (x,y) existe et est continue en (x, y) au voisinage de (xq, ¥o)

Remarquons que c¢’est une application linéaire de RP dans RP.
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D)f (x0,¥0) =0 i) %(xo,yo): RP — RP est bijective[1].
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CHAPITRE 1l

TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE ET THEORIE DES
JEUX

1. LATHEORIE CLASSIQUE DES JEUX A DEUX PERSONNES

1.1.Théorie des jeux
La théorie des jeux permet une analyse formelle des problémes posés par I’interaction
stratégique d’un groupe d’agents rationnels poursuivant des buts qui leur sont propres [2].
L'interaction stratégique fait référence a toutes les situations ou le sort de chacun dépend non
seulement de ses propres décisions mais aussi des décisions prises par les autres. Ce type de
situations est trés fréquent en économie (on pense bien sdr aux situations de concurrence
imparfaite) mais aussi en sciences politiques (vote stratégique, compétition électorale...), en
biologie (théorie de I'évolution) ou en sociologie (per pressure, société de la
confiance/défiance ...). L’objet de la Théorie des jeux est de formaliser ces interactions pour
tenter d’en prévoir I’issue (approche positive)mais aussi d’aider le ou les joueurs a choisir la «
bonne » stratégie (approche normative).ll est convenu de distinguer deux grandes familles de
jeu : les jeux coopératifs dans lesquelles joueurs peuvent passer des accords qui les lient de
maniere contraignante et les jeux non coopératifs dans lesquels les joueurs sont entierement

libres de leurs décisions au moment ou ils font leurs choix [9]..

Dans la suite de ce mémoire, nous nous limiterons au cas de deux personnes: |‘une sera Bleu
ou le premier joueur, l‘autre sera Rouge ou le second joueur.

Depuis les travaux de Von Neumann et Morgenstern (1944)[7], on adopte la formalisation
suivante d’un jeu:

Un jeu est défini du point de vue formel par la donnée de trois éléments que sont I'ensemble

des joueurs I = {1,2,...,n}, 'ensemble de stratégies S{S,, S, ..., S,,} et les fonctions
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déreglement (ou criteres) {g;, i = 1...n}, ces derniéres étant définies sur le produit cartésien
des ensembles de stratégies S = S; X ... X S,, (qui constitue I’ensemble des résultats possibles
du jeu) et & valeurs dans R, [9].

Dans le cas de deux joueurs, le joueur Bleu a le choix parmi un certain ensemble U de
stratégies possibles. Le joueur Rouge a le choix parmi un certain ensemble V' de stratégies
possibles. Lorsque Bleu a fixé sa stratégie u € U: et que Rouge a fixé sa stratégie € V, il en
résulte une situation, fonction de u et de v qu’ils apprécient différemment. Chacun d’eux
chiffre la valeur qu’il attache a la situation (u, v): Bleu I’évalue a f(u, v) et Rouge I’évalue a
g(u,v). Les fonctions f et g, de U x V dans R sont appelées critéres. Chacun des joueurs
désire une situation ou son propre critere soit le plus grand possible.

Graphiquement (fig. 1), on peut se représenter I’ensemble des situations possibles comme le
produit cartésien U x V. Le choix de u € U par Bleu signifie 1’acceptation par celui-ci de
toutes les situations figurant sur la colonne {(u, v)|v € V} et I’élimination de toutes celles qui
n’y figurent pas. Le choix de v € V par Rouge signifie I‘acceptation par celui-ci de toutes les
situations figurant sur la ligne {(u, v)|u € U} et I’élimination de toutes celles qui n’y figurent
pas. A I’intersection de la ligne de Rouge et de la colonne de Bleu figure la situation (u,v)

qui en résulte. Le gain de Bleu est f(u, v), celui de Rouge est g(u, v).

15



Fig. 1 : Représentation graphique d’un jeu entre deux personnes.

Quelle peut étre une issue naturelle du jeu? Une premiere réponse est apportée par I‘ensemble

de Pareto.

1.2. Ensemble de Pareto

II s’agit de I‘ensemble des éléments de U x V maxima pour la relation de préordre < définie

par :

(up, 1) < (Ug,v2) © (U, 1) < fup,vp) et g(ug,ve) < g(uy, vy). [4].

1.3. Ensemble de Pareto dans le cas d’un jeu coopératif et dans le cas non coopératif

L’intérét que présente I’ensemble de Pareto dépend du degré de coopération possible entre les

deux joueurs.

16



En effet, prenant I’exemple ou f = ag,a > 0, il y a identité de vues entre Bleu et Rouge,
I’ensemble de Pareto est réduit aux maxima de f, et il est clair que ce sont la les issues

naturelles du jeu (Voir fig. 2).

Fig. 2 : Ensemble de Pareto dans le cas d’un jeu non coopératif

(Exempleou f = ag, a>0)

Mais, dans ’autre cas ou f = ag,a < 0, les intéréts des joueurs Bleu et Rouge sont
diamétralement opposees, 1’ensemble de Pareto est U X V tout entier, et n’apporte donc
plus aucune indication (Voir fig. 3). On voit donc qu’il est necessaire de faire appel & d’autres

notions pour décrire des situations de conflit.

17



Fig. 3 : Ensemble de Pareto dans le cas d’un jeu coopératif

(Exemple ou f = ag,a<0)
La notion classique est celle d’équilibre que I’on doit a Von Neumann(1944) [7]:

1.4. Notion d*équilibre

On appelle équilibre une situation (u, v) telle que :
f,v) = max{f (u,v),|lu € U} et g(u,v) = max{g(u,v),|v € V}

Si nous faisons I'nypothese de non-coopération (par exemple, que les joueurs ignorent le
critere de leur adversaire), aucun des deux joueurs, a lui seul, ne peut plus améliorer son

propre critere.

18



La premiére question qui se pose est bien entendu celle de I’existence, i.e., un jeu donné

possede-t-il oui ou non des équilibres?

On y répond en se ramenant & un théoréeme de point fixe. Une fagcon simple de procéder est de

faire I’hypothese d’unicité suivante:

1.5. Hypothese d'unicité (H)

Pour tout v € V la fonction f (., v) posséde un unique maximum absolu m(v) € V et, pour

tout u € U, la fonction g(u,.) possede un unique maximum absolu n(u) € U.

En d’autres termes, le joueur Bleu a une seule meilleure réponse m(v) a toute décision v du
joueur Rouge, et le joueur Rouge a une seule meilleure réponse n(u)a toute décision u du
joueur Bleu. L’équilibre est une situation ou chacun se trouve avoir joué la meilleure réponse

au choix de I’adversaire [1].

Preuve de I'implication

Ona U et VV sont des espaces compacts etona f et g sont définiesde U x V a valeur dans

lui-méme et sont continues.

On a aussi m définie de V dans V et n définie de U dans U

Ceci implique que n et m sont des fonctions continues.

Ce qui nous permettra d’appliquer le théoreme de Lefschetz.

1.6. Théoréme Lefschetz

Si I’index de m X n est non nul, il existera au moins un équilibre.

On énoncera par exemple : si U et V sont des espaces topologiques compacts et contractiles

(En mathématiques, un espace topologique est dit contractile s'il est homotopiquement
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équivalent a un point. Tous ses groupes d'homotopie sont donc triviaux, ainsi que ses groupes
d'’homologie de degré > 0, si les fonctions f et g sont continues, et si I’hypothése d’unicité

(H) est satisfaite, le jeu admettra un équilibre.

La théorie des jeux classique remplace I’hypothése d’unicité (H) par une hypothése de
convexité. On arrive ainsi a des énonces dont le prototype est le théoréme de Von

Neumann(1944) [7].
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2. STABILITE STRUCTURELLE

2.1. Propriété générique

Une propriété est dite générique si elle est satisfaite pour presque toutes les valeurs de ses

parametres[1].

2.2. Proposition 1
L ‘hypothése d’unicité de point d’équilibre (H) n’est pas générique [1].
Démonstration

Avant de donner un contre-exemple, rappelons ce que c'est un extremum local, un extremum
global et un extremum absolu d'une fonction soient f une fonction définie sur un ensemble

E de R™ a valeur dans R et a un point de E.

On dit que f atteint en a un maximum (respectivement minimum) local s'il existe un

voisinage V de a tel que pour tout élément x de V, on ait f(x) < f(a) (respectivement

f(x) =z f(a)).

Le point a est dit maximum (respectivement minimum) global si pour tout élément x de E, on

ait f(x) < f(a) (respectivementf(x) = f(a)).

Le maximum (respectivement minimum) absolu est la plus grande (respectivement plus
petite) valeur que peut prendref (x) dans son E. Pour le trouver, il faut évaluer la fonction au

maxima (minima) global de E et a ses frontiéres[1].

Dans le contre-exemple prenons U = V = [—1,1] et considérons I =[—1,1] et la

fonction ¢ de I x Idans R définie par:

2

3x
px.y) = —x*+ — +4yx
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Pour tout y € I la fonction ¢(.,y) admet deux maxima locaux p, (y) et u,(y) etun

minimum local v(y), de telle sorte que u,(y) < v(y) < u;(¥), voir la figure ci-dessous.

e y)=xt+ B2+ dyx
5
T

T

—y=1
—y=1
- V=12

Figure 4 : Représentation graphique de la fonction ¢ dans lescasy =-1, 1/2, 1

Les fonctions u,, u, et v de I dansI sontde classe C*. En effet

dp(x.y)
———=—4x*+3x +4
d0x y
'z . o0p(x.y) A » . . , . .y ,
et I'équation = 0 a variable x qui est une équation de troisiéme degré

—4x3 + 3x + 4y = 0 admet trois solution u,(y) et u,(y) et v(y) qui sont des fonctions de

classe C*.

On appliquant la méthode de cardan [2]:

A= —(4p3 + 27q?)
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OUpz—z etq = —4y.

A= 27( ! 16 2) _ 27 1~ (16y))
= 167 )" 16 Y
A>0 Ssi:(1—(16y)%) >0au 1> (16y)2

Donc:ye]—oo;—ll—ﬁ’[u]—l—l6 ;+oo[.

Et les solutions sont données par formule :

Xy = 2/—Ecos(larccos (_g /2—73) + 2k—n) auk =0,1,2.
3 3 24 -P 3

Donc
1 27
Xy = COS §arccos 2y |55
4

1
= cos <§ arccos(y))
1 21
X; = COS <§ arccos(y) + ?)

1 4n
X, = COS <§ arccos(y) + ?>

Et On sachant que la dérivée successivement d'une composant de deux fonctions
trigonométrique est existé et continue jusqu’a n € N (nous avons utilisé la formule de

Leibnitz).
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Alors les fonctions x, et x; et x, sont des fonctions de classe C*.

Pour y # 0 il y a un seul maximum absolu : y,(y) poury > 0 et u,(y) poury < 0.Voir

les deux figures ci-dessous:

foe,y)=xt+ 3224 2x
2. 5 T T T T T T T T T

1.6 .

Figure 5: Représentation graphique de la fonction (p(.,%)
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2.5 1 1 1 _ I- : 1 I- 1 1 1
y=-1/2.

1581 .

0.5 .

=i 08 06 -0D4 02 0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figure 5: Représentation de la fonction ¢(., — %)

On peut donc choisir e > 0 assez petit pour que:

a) Vye€ E 1], P (y),y) — &> o2 (), ) + &

b) vy e[-1-1|, 0U().3) — &> o),y + &

¢ Vye[-11], o(u ), y) —e>o(@w®),y) + &

d) vy € [-11], ¢(u(»),¥) —e > o), y) + &
On a la proposition suivante
2.3. Proposition 2

Pour toute fonction continue 1 de I x [ dans R assez voisine de ¢ pour la norme uniforme,il

existera ye I tel que ¥ (. ,y) atteigne son maximum absolu sur I en deux points distincts[1].
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Démonstration

Supposons une fonction YeC°(I x 1) telle que |l¢ — YPl|lop < &, 0l e > 0 est choisit assez
petit et ||. ||, est la norme uniforme; i.e., la norme définie pour une fonction donnée f définie

sur un intervalle I de Rpar |l f llo= sup{|f(x)|, x € I}.
Raisonnons par I'absurde.

Supposons que pour tout ye I la fonction ¥ (., y) atteigne son maximum absolu sur I en un

point unique u(y). L’application u est alors continue de I dans I. D’apres (a) on a u(y) >
v(y) poury = % d’apres (b) on a u(y) < v(y) pour y < —% on doit donc avoir u(y) = v(y)

pour un certain point y €] — %%[ ce qui en contradiction avec (c) et (d).

Passons maintenant a 1’étude de la stabilité structurelle. Mais avant, nous donnons quelques

définitions qui sont utiles dans la compréhension se qui suit.

2.4. Hypothése de transversalité :
On se donne une application de classe C1, f : M™ — N™, et une sous-variété PPde

N. On dit que f est transversale sur P si, pour tout x € f~*(P),onaTs,)N =

TrP + Tf(T M) ... ... oo (%)

Si h = 0 estune équation locale de P dans N, au voisinage de f(x) (h est a valeurs dans

R"™P), I’application T(h o f): T,M — R™ P est de range maximum au voisinage de x.

Ainsi :

f1(P) est une sous-variété de M de méme Co dimension que celle de P dans N, [1].
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Figure 6. Représentation de variété et sous-variété.

L'étude de la stabilité structurelle fait dans un cadre de la topologie différentielle, qui
nécessite 1’emploi de modéles réguliers.

U et V seront des variétés compactes, connexes, sans bord, de classe C*, de dimensions
respectives p et q.
Les fonctions f: U X V — Retg: U X Y — Rseront de classe C2.
En outre, nous serons amenés a faire diverses hypotheses de transversalité.
Introduisons d’abord quelques notations.
On désigne par C2( U X V) D’espace desfonctions deux fois continument différentiables sur
U x V, muni de sa structure naturelle d’espace de Banach (voir Abraham-Robbin [3]).
Dans le fibré J1(U) des jet d’ordre 1 de fonctions numériques ¢ sur U, on distingue le sous-

fibre J3(U) défini par les équations locales :

Par abusde notation, on désignera également par J3 (U) le sous-fibre de J* (U x V) défini par
les équations locales :

doe ao
E(U,V) == E(U,V) =0.

On définit de méme J3 (V) et on pose:

M ={wv)eUxVI|J* f(u,v) € J5(U)}

N ={wv)eUxV|J'gwv)eJs (V)}
Note premiere hypothése de transversalité se formule de la fagon suivante:
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(T):Jf est transversal a /3 (U) et J1g est transversal a J2 (V). Les sous-variétés M et N sont
transversales dans U x V.

La premiére partie de ’hypothése assure que M et N sont des sous-variétés de classe C?! de
dimensions respectives p et q, de U X V, et donne donc un sens a la seconde. L hypothése

(T) est structurellement stable et méme générique pour la topologie C2.

2.5. Proposition 3
L’ensemble des couples (f, g)qui vérifient (T) est un ouvert dense (Une partie D d’un
espace topologique X est dite dense dans X si sa fermeture D coincide avec X) de C3(U X
V) x C3(U x V), noté ©, [1].
Démonstration
Cela résulte du théoreme de transversalité de Thom donné ci-dessus, tels qu’ils sont exposés
dans Lévine[11], ou dans Abraham-Robbin[3].
"Si une famille d'applications est transversale sur une sous-variété alors presque tous les
membres de cette famille le sont.”
On en déduit immédiatement 1’ouverture dans C? X C? et la densité dans C” x C™, pour r
assez grand. Mais, pour r > 2, C" (U x V) est dense dans C? (U X V) et est muni d’une
topologie plus fine, d’ou le résultat.
Les sous-variétés M et N, étant transversales et de dimensions complémentaires, se coupent
en un nombre fini de points. Parmi ceux-ci figurent nécessairement les équilibres du jeu.
En effet, dire que (u,v) € M N N signifie que u est un point critique de f (., v) et vun point
critique de g (u, .), etdire que (u, v) est un équilibre signifie que u est un maximum absolu
de f (.,v) et v un maximum absolu de g(u,.).
On a donc une indication tres précieuse avec le résultat suivant, qui a été signalé par René

Thom, [1].
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2.6. Proposition 4
Si les caractéristiques d’Euler-Poincaré de U et de V sont toutes deuxnon nulles (cas
orientable) ou toutes deux impaires (cas non orientable), alors M n N # 9, [1].
Démonstration
Les caractéristiques d’Euler-Poincaré
La caractéristique d’Euler-Poincaré est un invariant fondamental en topologie. Il s’agit d’un
entier y(X) associé a chaque polyédre fini X. Un point important est que cet entier ne dépend
que de X en tant qu’ensemble, pas de la maniére dont on le décompose en faces, arrétes,
sommets... Mieux, ¢’est un invariant topologique : il ne dépend de X qu’a homéomorphisme
pres. Ceci permet de définir la caractéristique d’Euler-Poincaré d’une variété
compacte (puisqu’une variété compacte est homéomorphe a un polyédre fini). Encore mieux,
I’entier y(X) ne dépend que du type d’homotopie de X. Les topologues ont pris 1’habitude de
penser & y(X) comme au « nombre de points de X, & homotopie prés ».
Il suffit de remarquer quesiM N N = @ ,alors T,f@T,g définit un champ de vecteurs
partout non nul sur la variété compacte U X V, dont la caractéristiqued’Euler-Poincaré doit
donc étre nulle si elle est orientable, paire si elle ne 1’est pas.
On se convainc facilement que, si les hypothéses sur les caractéristiques d’Euler ne sont pas
satisfaites (U = V = S par exemple) les variétés M et N peuvent ne pas secouper, et que
méme si elles, le sont les variétés M et N peuvent se couper en des points dont aucun est un
équilibre. On voit donc en quoi I’hypothése (H) est nécessaire. On a vu qu’elle n’était pas
générique. Elle n’est pas non plusstructurellement stable; on s’en convainc aisément en
considérant dans I x [ la famille de fonctions:

p:(x,y) = x* — ex? + xy.
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Quand € — 0, ¢, tend vers ¢, dans C*(I x I) et cependant ¢, satisfait a(H) sans que
les ¢, y satisfait pour & > 0. On peut cependant rendre I’hypothése (H) structurellement
stable en la renforcant Iégerement:
(H”) Pour tout v € V la fonction f (., v) posséde un unique maximum absolu m(v) € U; et
pour tout u € U la fonction g (u, v) possede un unique maximum absolu n(u) € V. Les
applications m: V - U et n: U — V sont de classe C?.
Remarquons que, dans ces conditions, la projectionde U X Y sur V induit un
diffeomorphisme du graphe de m sur V. Le graphe de m est donc une composante connexe de
M, de méme le graphe de n est une composante connexe de N.
(définition d'une composante connexe : On appelle composante connexe d’un point €
E |E espace topologique, la plus grande partie connexe de E (au sens de l'inclusion) contenant
ce point. On note C, cet ensemble. On appelle composantes connexes d’une partie de E les
composantes connexes des points de cette partie.) [1].
2.7. Proposition 5
L’ensemble des couples (f, g) satisfaisanta (T) et (H") est un ouvert 2
de C2(U x V) x C*(U x V),[1].
Démonstration
L’équation (df /0u) (m(v),v) = 0 s’écrit aussi T,,f (m(v), v) = 0dansle
fibré tangenta U X V. On peut donc définir de maniére intrinseque des dérivées secondes
T2 f etT,,*f au point (m(v), v). On obtient:
T f (), ) o Tm(v) + T f (m(v),v) = 0
Ce qui prouve que:
ImT,,” f (m(v),v) € ImTy,* f (m(v), v).
Mais commef satisfait a I’hypothése (T) , J1f (m(v), v) est transversal a J§ (U) ce
quis’exprime par:
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ImT,,2 f(m(v),v) + ImT,,*f(m(v),v) = RP

On a donc ImT,,,*(m(v),v) = RP, cequi signifie, compte tenu des dimensions, que
Tou” (M(v), v) est un isomorphisme. D’aprés le théoréme des fonctions implicites,
pour tout v € V, il existera un voisinage de v dans V, un voisinage de m(v) dans U et un
voisinage w de f dans C2(U x V) tels que pour tout f' € w et tout v’ € V, ’équation
T, f'(u,v") = 0 une solution unique u’ = m(f’, v’) dans U, la fonctionm:w xv - u
étant de classe C*. Par définition m(f,v) = m(v).
Il est clair que si f” est assez voisin de fdans C?(U x V) et méme dans C°(U x V), les
maximas absolus de f’(., v") seront tous contenus dans u si v’ € V. Le seul candidat possible
est m(f’,v’) et on a ainsi démontré I’unicité et la différentiabilité du maximum au voisinage
de f dans C2(U x V) etde v dans V. Il ne reste plus qu’a recouvrir le compact V par un
nombre fini d’ouverts possédant la propriété requise, et a prendre 1’intersection des voisinages
de f correspondants. En procédant de méme pour g, on voit que I’ensemble des couples
(f, g) verifiant (H’) est ouvert dans @, d’ou le résultat, [1].

2.8. Proposition 6
Tout couple (f,g) € Q possede un voisinage u,; X u, ou le nombre d’équilibres est fini et
constant, chacun d’eux étant donné par une application de classe C! de w, X w, dans
U x V, [1].
Démonstration
Nous venons de voir qu’au voisinage de (f,g) € Q et d’un équilibre (u, v) € U X V associe

au couple (f, g) € Q. Les équilibres sont donnés par la résolution du systéme d’équations :

m(f',v) =u’

n(g', u')="v'

o
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Les fonctions m et n sont de classe C*. L’hypothése (T) nous permet d’affirmer la
transversalité de m(f,.) etn(g,.) en (u,v) et donc d’appliquer le théoréme des fonctions
implicites.
I1 existe donc une fonction w de classe C! définie sur un voisinage de (u, v) telle que
I’unique solution de (s) au voisinage de (u, v) soit donnée par (u',v") = w(f’, g').
Soit (u;, v;), i €I, ’ensemble des équilibres du jeu associé au couple (f, g ).
On avu que I est fini et peut éventuellement étre vide. On a donc un voisinage u; X
u, de (f,g) et pour tout i € I un voisinage (u; X v;) de (u; X v;) et une application de
classe €1 w; :w; X w, = u; X v; telle que 'unique équilibre associé au couple
(f',g") dans u; x v; soitw;(f’, g") il ne reste plus qu’a montrer qu’on peut choisir, w; X
w, assez petit pour que tout équilibre associé a un couple (f', g’) appartienne a un certain
u; X v;. Mais s’il en était autrement, on pourrait construire une suite (u,,, v,) d’équilibres
associés a des couples (f,, , g,) tendant vers (f, g) telle que:

(e)V neN, Viel, (uy, vy) € u; X v;.
par compacité, la suite (uy, v,,) a un point d’adhérence (u, v)(la définition d'un point
d’adhérence : Soit P une partie de E (E espace topologie) et x € E. On dit que x est
adhérent a P si et seulement si

Ve> 0,B(x,&) N P #+ Q.

On appelle I’adhérence de P dans E et on note P I’ensemble des points adhérents a P.) qui est
un équilibre associé a (f , g ) , qui appartient donc a u; X v; pour un certaini € I, en
contradiction avec (e). D’ou le résultat.
De la Proposition 6 il ressort que le nombre d’équilibres est constant sur chaque composante
connexe de Q, c¢’est-a-dire qu’on ne peut modifier le nombre d’équilibres en restant dans Q.

Il ressort aussi que chacun des équilibres est structurellement stable dans Q.
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En conclusion, les hypothéses de transversalité que nous avons introduites permettent de
rendre structurellement stables les notions introduites au Chapitre 1. Mais elles permettent
aussi de relier I’index de m X n au nombre de points fixes et donc d’affiner les résultats
énoncésa la fin du Chapitre I, [1].
2.9.Proposition 7
Si Uet V sont orientables, si fet g vérifient (T) et (H'), si i est I'index de m X n, le jeu
présente au moins |i| équilibres, [1].
Démonstration
Si (u,v) estun équilibre, les variétés M et N s’y coupent transversalement, c’est-a-dire que:
TupM) + T, ,(N) = T, (UXV)
(Ix T, N)RP + (T,m x DRI = RP+d
Je disque T, (m X n) = T,m X T,n ne saurait admettre la valeur propre 1. Si en effet on
avait e, € RP ete, € RY tels que :
(TVWTun)(ep ,€q ) = (ep,eq)
(T,m)eq = ey et(Tun)e, = ¢
Alors on obtient:
(Ix T, n)e, +(T,mxD(..e;) =0
et Poperateur(I x T, n) + (T, m x I) de RP*7 dans lui-méme ne serait pas une injection.

Or on a vu plus haut que c’est une surjection, d’ou contradiction.

Donc I’index local de m X n au point (u, v) est +1. L’index global est la somme des index
locaux d’ou le résultat.
Ainsi par exemple, si U = SP et V = §9 I’index de m X n sera donné par:

i =(—1)P*9 degré (m Xn) +1 si p#q

i = degré (m). degré (n) +2(—1)P+1 si p=gq
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Comme on s’en convainc aisément en appliquant la formule de Kuinneth.
La formule de Kiinneth

Soit M et N deux varietés, I'une d'entre elle au moins étant de type fini. On note a les
projections de M x N sur les facteurs M et N respectivement, I'application

w®n->wxn:=p'wAqg'n induit unisomorphisme, [1].
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3. SEUILS

Nous allons maintenant apporter une troisiéme réponse a la question de I’issue naturelle
du jeu. La notion d’équilibre menait a une issue symétrique. Structurellement stable mais
non générique. La notion de seuil, que nous introduisons, conduit a une issue dissymétrique,

structurellement stable et générique.

Nous nous placons pour I’instant au méme degré de généralité qu’au paragraphe 1,
c’est a dire gque nous supposerons simplement que U et VV sont des espaces topologiques

séparés. Soient N et N deux parties de U x Vdéfinies par:
N, _{(u, v)|v est un maximum absolu de g(u,.)}
N.,%{(u,v)|v est 'unique maximum absolu de g(u,.)}.

Il est clair que N,° < N, ; on peut dire qu’un point (u,v) € N, appartient a N, ° s’il n’existe

pas d’autre point de N dont la projection horizontale soit u.
3.1. Définition
On dit qu’une situation (u,7)e U X V est un seuil si:
(a) (4, P)est un maximum absolu de f sur N, (b)(i1, )) est adhérent a I'intérieurde N2 dans N.

On a la une issue naturelle du jeu, si I’on convient par exemple que Bleu connait le critére de
Rouge, mais que Rouge ignore le critére de Bleu. Si alors une situation (i, 7) verifie la
condition (a), elle est satisfaisante pour Bleu. En effet, celui-ci, connaissant le critére de son
partenaire. peut anticiper sur ses réactions; si donc il modifie sa propre décisionen u e U, il
tiendra compte de la réaction de Rouge, dont la réponse sera une décision v e V telle que

(u ,v) € N, il seradonc amené a comparer (&, v) et (u ,v) etcomme f(u,v) = f(u ,v)

a décider qu’il ne gagne pas au changement. En termes d’escrime, on pourrait exprimer les
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différences de comportement des deux joueurs en disant que Rouge tire en “premicre
intention” et Bleu en “deuxiéme intention”. Mais la condition () a elle seule laisse planer une
ambiguité. En effet, si (&, ¥) vérifie la condition (a), il peur se faire que(iz, 7) € N, °. La
fonction g(u, .)atteint alors son maximum absolu sur Ven plusieurs points, et comment Bleu
peut-il contraindre Rouge a Choisir parmi ceux-ci précisément ¥, et de s’y tenir ? La réponse
est apportée par la condition (b), qui exprime qu’on peut trouver dans N, ° une famille

(u;, v; ), i el tendantvers (u, 7). A chacun desu; la reponse de Rouge est v; , sans
aucune ambiguité. Si donc Bleu ne joue la décision & qu’au terme de toute la série

d’intermédiaires u;, i € I, son partenaire

Rouge sera passé par toutes les décisions intermédiaires v;,i € Iet sera naturellement amené
par continuité. A jouer ¥, Si ultérieurement il lui prenait fantaisie de s’en écarter au profil
d’un autre maximum absolu v de g(u, .) il suffirait & Bleu de jouer un des u; pour que la

réponse obligée v; , revienne dans n’importe quel voisinage de ¥ prescrit a I’avance.

Enfin I’hypothése que 1’on peut choisir la suite u;,i € I , dans I’intérieur de N,.°, répond a
une préoccupation de stabilité: si Bleu fait une légére erreur dans la détermination des u; , et

tombe en fait sur des u; * suffisamment voisins, tout ce qui précéde reste valable.
En conclusion, remarguons que cette notion est dissymétrique et favorise Bleu : si le

jeu presente simultanement un seuil (u; . vy ) etunéquilibre (u, v,), nécessairement

(up, vy)eNpdoncf(uy vy) =f (uy, v,)d apres (a).

Eclairons tout ceci par un exemple. Prenons

U=R, V=[-22],fuv)= —(u— %)2.
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Si g(u, v)uv, on représente aisément N, sur une figure pour obtenir N.° ilfaut en exclurele

segment {0} X [—2, 2]

radf =
)|

Figure 7 : Représentation de la fonction f

Le seul point qui satisfait par (a) est (0, %), mais il ne verifie pas (b), c'est bien qu’on ne voit
A L, s . ey, - 1 . , .
pas comment Bleu peut étre amené a privilégier v = > parmi toutes les réponses possible

(-1 <v <1)au = 0 C’est donc un exemple de modele qui ne présente pas de seuil.

Si on le modifie légérement, en prenant g(u,v) = uv — (v? — 1)%, olle > 0 est petit, on

représente facilement N, qui se compose de demi-droites et de parties de la courbe

u = 4ev(v? —1).

[N

--24¢

e

Figure 8: Représentation de la fonction g
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Pour obtenir N_.°, il faut en exclure les deux points (0. 1) et (0, —1). Le seul point qui
satisfasse a (a) est (0. 1) . IT est clair qu’il virifie (b). Ainsi, & la décision u = 0, Rouge a
deux réponses possibles, une “‘bonne ” v = 1 et une “mauvaise ” v = — 1. Pour I’amener a
choisir la bonne, Bleu n’a qu’a faire varier ses décisions continiment dans I’intervalle de

temps [0; T] arbitrairement petit, suivant la loi:

[0,T]2t—>(T—1t) eU.

14+(T-0)
8¢

Tant que t < T Rouge repondra par 1 + et aura donc tendance, par continuité, a

répondre par + 1 en t = T.Remarquons d’ailleurs que pour tout & > 0, Rouge peut jouer

u = 71 > 0 assez petit pour que I’'unique maximum absolu de g(u, v) soit v, > 0 tel que
f (77, vn) > f(0,1) — €. Si donc Rouge s’obstine a choisiren u = 0 la “ mauvaise” réponse

R T - . 1 .
v = — 1. de telle sorte que Bleu ne peut réaliser son gain maximum de - du moins reste-

. . oy s T . 1 . . .. .
t-il a ce dernier la possibilité de réaliser un gain — ik arbitrairement voisin du maximum.

38



4. STABILITE STRUCTURELLE ET GENERICITE

Nous allons maintenant préciser et étudier la notion de seuil dans un cadre de geométrique
différentielle. Dorénavant, U et Y seront des variétés C* compactes, de dimensions respective

p et q, fet g seront des fonctions numériques C* surU x V.

Il est nécessaire ici de rappeler quelques résultats de stratification de J IMather[13],
et aussi I’expose d’A. Chenciner, [12]). Pour tout entier k > 2, il existe un sousfibré Y1)
de J¥( V) et une stratification de Whitney de J*( V) — XX(V) par des sous-fibé S} (v) tels

que:

a) La fibre de ¥X(V) est un sous-ensemble algébrique fermé de la fibre de j*( V).
b) La codimension de Y:£(V) dans J¥( V) tend vers I’infini avec k.
c) Les strates SF(v) sont en nombre fini 0 < i < r . Ce sont des sous-variétés C* de

J%( V), de codimensions respectives i.

On peut interpréter géométriquement les premiéres strates. Dire que /% (v) € S¥(v)
signifie que le point v € V n’est pas un point critique de la fonction ¢ € C*(v). Toutes les
autres strates sont donc contenues dans la sous-variété de J*( V) d’equation J@(v) = 0.
Dire que J*¢(v) € S¥(v) signifie que la fonction ¢ présente en v € V un point critique du

type de Morse (quadratique non degénére)[1].

Fixons k de fagon que codim YK(V) > p + q, ce qui est possible d’aprés (b), et détermine r

d’apres (c). Notre hypothése sur g s’énonce alors ainsi:

(T") 1 application (u,v) — J¥g(u,v) de U x V dans J*( V) est transversale a Y.X(V), et
I“application :(u,v) — (u, J¥g(u,v)) de U x V dans U x J*( V) est multi transversale aux

Ux Skw),1 <i <.
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La transversalité de JXg a YX(V), compte tenu des dimensions, exprime simplement que
Jk(9) N TK(V) = @. La multi transversalité de (u, v) — (u, J¥g(u,v)) aux U x Sk(v)
exprime la propriété suivante: si en un point « € U il existe a points deux a deux distincts

vy, € V tels que :

Tvg(a:vl) == vg(a'va) =0

g@v) == g@v) =x€R

Si 0,,, désigne le germe en J¥ g (4, v,,) de la strate contenant ce point, et si y,,,désigne le
germe en (i, v,,,) de ’application(u, v) — (u, g(u,v)) restreinte a (J¥g)~*(a,,), alors les
germes yy, y,, ..., ¥, S€ coupent en position générale en (i1, x) dans U X R.. 11 revient au
méme de dire que la germe produit (vy, ¥,, ..., o) de [14-1U¥9) " (0,,) dans (U x R)* est
transversale en (iZ, x)¢ a la diagonale de (U x R)“. En particulier, compte tenu des

dimensions.

On en déduit que a < p + 1: ’hypothése de multitransversalité implique que la fonction
g(u,.) présente au plus (p + 1) points critiques distincts associes a une méme valeur
critique. D’ou immédiatement, par application des théorémes de transversalité de R.

Thom[10].

4.3. PROPOSITIONS. L’ensemble des fonctions g vérifiant I ‘hypothese (T”)
constitue un oucert

dense de C*(U x V), [1].

L’hypothése (T). Comme I’hypothése (T), implique que /3 g est transversale a J3 (V).
et donc que N, définie par I’équation J1g(u, v) = 0 est une sous-variété de U x V. Mais

elle permet en outre de définie sur N une stratification de Whitney, de la maniére suivante.
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Soit (u,v) € N, avec g(u, v) = x; on considere tous les (u,v") € N tels que g(u,v’) = x.

IIs sont en nombre fini a, compris entre 1 et p + 1: on dira que la valeur critique x est

a-uplet. On les écrit sous la forme (u,v,,), 1 < m < a, en commencant par (u, v;) (ainsi

vy = ).

En reprenant les notations ci-dessus, on définit alors le germe en (u, v) de la strate contenant
ce point comme l'image réciproque de N%_, y,,, dans (J¥g)~(a;) par y,, ou, ce qui
revient au méme, comme la projection sur (J¥g)~1(a,) de I’'image réciproque de la diagonale

de (U X R)? par (¥4, V2, «+»Va)-

Chaque strate est une sous-variété de N possédant un nombre finie de composantes

connexes, ses cellules. La strate de codimension zéro est un ouvert dense de N; dire que le
point (u,v) € N lui appartient signifie que la fonction g(u,.) présent en v un point critique
de type de Morse, g(u, v) étant valeur critique simple. La strate de codimension un rassemble

deux types de points:

a) lespoints (u,v) € N tels que la fonction g(u,.) admet g(u, v) comme valeur
critique double, v et 1’autre point critique étant du type de Morse. Ce sont les
points de croisement ou catastrophes de conflit dans la terminologie de R.
Thom[10].

b) Les points (u,v) € N tels que la fonction g(u,.) présente en v un point critique
du type :

—xf — = xP A xf oA xi 22,

Donc non de Morse, la valeur critique g (u, v) étant simple. Ce sont les points de naissance

ou catastrophes de bifurcation dans la terminologie de R. Thom.

Rappelons la définition des ensembles N, et N2, introduits au$3, et définissons N1:
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N, = {(u,v)|v est un maximum absolu de g(u,.)}
N? = {(u,v)|v est l'unique maximum absolu de g(u,.)}

v est l'unique maximum absolu de g(u,.) et c'estun point critique du }
tupe de Morse

NE = {v)

Il est clair que N,* ¢ N,° © N, < N.On peur aussi définir N,* comme I’intersection
de N, ° avec la strate de codimension zéro de N. Comme 1’une et I’autre sont des ouverts
de N, on en déduit que N, ' est contenu dans l'intérieur de N, relativement a N. Nous
allons montrer que N—+0 = N, et méme que N_+1 = N, . C’est ce qui fait Inintérét de
I’hypothése (T), en nous permettant d’étudier commodément les seuils.

4.2. PROPOSITIONSY. Sous I’hypothése (T)
N, =N,*  [1].

Démonstration. De la continuité de g et de la compacité de V', il ressort immédiatement
que N, est ferme dans U x V. Pour la suite de la demonstration il faut faire usage de

I’hypothese (T') et de la stratification qui s’en déduit.
Nous supposerons d’abord que (& ,7) € N, est tel que tous les points critiques de

g(i1,.) Soient du type de Morse, c’est-a-dire que I *application v — J1 g(@i,v) soit
transversale a J& (V). On sait que pour u assez voisin de i, I’application v +— JI g(@,v)
reste transversale a J3(V). Il existe donc un ouvert O de U contenant & tel que pour

u € 0, lafonction g(u, .) présente un nombre fixe de points critiques, tous du type de

Morse et en dépendance C* de u. Soit a le nombre de maxima absolus de g(ii,.) on les
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notera v,, € V ENS ‘arrangeant pour que v; = ¥, et x € R leur commune valeur. Si

a = 1 lepoint (i, 7) appartient a N, *.
Sinon, nous introduisons dans (U x R )% sadiagonale A et la sous-variété P; définie par :

Uy =Uy = =1U
P1={(ui,xi),1SiSa 1 “}

X1 2= Xgy ey X1 2 Xg

Il est clair que Ac Py, et que toute sous-variété transversale a A sera transversale a Py, au
voisinage de A. Mais I’hypothése (T”), dans ce cas particulier, exprime justement que

I’application :
(u;, v;) » (ui,g(ui,vi)), 1<i<a

de N* dans (U x R )% esttransversale a Aen (@, x)%. Onadonc la transversalité a P;, au
voisinage de (u, x)“. Il sera alors possible de trouver dans U une suite u,,n € N,etdans V' a

suites v, n €N, 1 <m < a, telles que :
a) (U Vmn) — (U4, v,) dans N.
b) u, €0,vneN.
c) g(uy vin) > g(Up, V) pOurm # 1,n € N.
On en déduit que v;,, est I’'unique maximum absolu de g(u,, ,.), et donc que (u,, v1,) € N, ',

d’ou le résultat dans ce cas. On remarquera comment I ‘hypothése de multi transversalité

permet de déployer un maximum multiple d’ordre a en u maxima simples.

Revenons au cas géneral, ou (&, 7) est un point quelconque de N, . On sait que (i, ) est
adherent & une cellule de codimension zéro dans N, se projetant sur U suivant un ouvert.

Mais on sait aussi que I’ensemble des u pour lesquels ’application v +— JI g(u,v) est
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transversale a J3 (v) est un ouvert dense de U. On peut donc trouver une suite (u,, v,,) de N
tendant vers (i, ©) et telle que tous les points critiques de g(u,,.) soient du type de Morse.

D’ou le résultat

On a ainsi montré que le graphe N, de la multi-application u - {(u, v)}|v maximise
g(u, )} se décompose comme I’adhérence d’un nombre fini de sous-variétés ouvertes de N

telles que la restriction a chacune d’elles de la projection horizontale soit un diffeomorphisme.
4.3. PROPOSITION 10

Si g satisfait a ’hypothése (T”) et si f est continue, le jeu associé au couple (f, g) possede

au moins un seuil.

En effet N, est compact et tout maximum de f sur N, est un seuil. Ainsi donc, pour
toutes les fonctions f continues sur U X V, et pour des fonctions g constituant un ouvert
dense de C* (U x V), le modéle présente un seuil, ce qui répond a la question de la
généricité, [1].

La question de la stabilité structurelle est plus completement élucidée par la proposition

suivante:
1.4. PROPOSITION 11.

Si g satisfait a (7), il existe un ouvert dense O de C2 (U x V) et une

application de classe C! s: 0 — N telle que s(f) soit I’unique seuil du jeu associé au couple

f, 2. [1].

Démonstration. Définissons O comme 1’ensemble des fonctions de C2 (U x V) au
voisinage desquelles le seuil est unique, en dépendance C! de f. Il en ressort immédiatement

que c’est un ouvert; reste simplement & montrer qu’il est dense.
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Pour cela, nous partons d’un autre ouvert dense 0’ de C? (U X V), défini a I’aide de la

stratification de N associé a g, comme ’ensemble des f € C? (U x V)tels que :

— Pour toute strate S de N, la restriction de f a S n’a que des points critiques du type de

Morse.
— Toutes les valeurs critiques des restrictions de f a S, pour toutes les strates S de N,
Sont distinctes.

Si f € 0, le jeu associé au couple (f,g) possede un seuil unique s(f). Par un

argument de compacité, on montre aisément que I’application s est continue sur 0’.
Soitdonc f € 0, etS lacellule de s(f) dans N. Deux cas se présentent:

Cas (i) Il existe un voisinage Q def dans 0’ tel que s(©) < S. Dans ces conditions,
pour tout f de Q, s(f) est I’'unique maximum de f sur S. La propriété de transversalité

traduisant le fait que ¢’est un point de Morse implique que s est de classe C! sur Q.

Cas (ii). On peut trouver dans N une cellule S* # S et dans 0’ une suite f,, — f telle
que s(f,) € S’, vn € N. Mais on sait également que s(f;,) = s(f) € S.doncque SN " # .
D’aprés les propriétés usuelles des stratifications, ceci implique .que S © S’ et codim S >

codim S’.

Si I’on est dans le cas (i), alors f € 0. Si ’on est dans le cas (ii), on se donne & > 0, et
on choisit f* € 0’tel que s(f) € Set ||f — f'll < £/, dans C? (U x V). Puis on applique
I’alternative (i)-(ii) a la fonction f'. Dans le cas (i), f* € 0; dans le cas (ii) on peut trouver

f” € 0’ tel que s(f”) appartienne a une cellule S” avec codim S”< codim S’, et que

I = f7 < €/
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Dans C? (U x V). Et ainsi de suite. AForce de descendre les codimensions on finit par
s’arréter, si bien qu’on aura trouvé une fonction f € 0 telle que ||f - f” < edans C% (U x

V).
Comme & > 0 est quelconque, ceci prouve que f € 0. Donc 0 > 0’ = C2 (U x V).

Terminons par quelques remarques sur la stratification de N. Tout d’abord, les
cellules de la strate de codimension un contiennent, les unes uniquement des points de
naissance, les autres uniquement des points de croisement. L’allure de la fonction g(u,.) au
voisinage d’un point de naissance montre aisément que celui-ci ne peut étre un maximum

local, a fortiori global. Ainsi donc N, ne contient que des cellules de croisement.

Suivant la fonction f, le seuil pourra ttre atteint sur la strate de codimension zero, ou
sur la strate de codimension un auquel cas on observera une catastrophe de conflit et non
une catastrophe de bifurcation; ou sur une strate de codimension plus élevée. Tous ces cas
peuvent se présenter de maniére structurellement stable, comme on peut s’en convaincre en

examinant par exemple le ““ papillon” de René Thom[10].

La stratification de N a été construite & partir de la stratification de J¥( V). On peut d’une
maniére analogue construire a partir de celle-ci une stratification de C*(V), puis en déduire
une stratification de U par I’intermédiaire de I "application u = g(u,.) de U dans C (V). On

aura ainsi montré que la stratification de N se projette en une stratification de U.

Il peut étre utile pour des applications au contréle optimal et aux jeux différentiels
de remarquer que la Proposition 9 donne une forme générique de la multi-application qui,
au € U, associe | ’ensemble des points v € V ou atteint son maximum. Plus précisément,

introduisons la définition suivante :
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1.5.Définition
Une multi-application I' de U dans V sera dite excellente si:
a) I' (u) comporte au plus (dim U + 1) points;
b) il existe une stratification de Whitney de U dont les cellules de codimension zéro
SerontU;, ... , U, et r applications y; : U; — V, continues sur U,, et de classe C*® sur U;,

Telle que :

T
graphe (I) = U graphe(y;).
1
A toute fonction réelle g sur U x Von peut associer une multi-application r de U
dans Vdéfinie par:
VvueUTw) ={weV|gluv) =guv)vv eV}
On a alors le résultat de généricité:
1.6.PROPOSITION 9

Si g € C*(U x V) vérifie (T"), la multi-application r associe est

excellente.

Enfin, nous aurions pu nous intéresser aux maxima locaux plutdt qu’aux maxima
globaux. Cela revient a attribuer une certaine “myopie” a Bleu et Rouge, tout au
moins a ce dernier. 1l nous aurait alors fallu considérer, a la place de N, , I’ensemble

N’ défini par :

N} = {(u, v)|v est un maxima local de g(u,.)} ou plutdt son adhérence.
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Le centre d’intérét de I’étude se serait déplacé, avec les seuils, des catastrophes de conflit aux

catastrophes de bifurcation, [1].
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Conclusion

La théorie des jeux est nécessaire pour modélisé les vues des n’importe quelqu’un en formule
mathématique et a trévere ¢a en peut considérer le bon résultat et les butes dans beaucoup des

domaine de la vie soit finance ou économie ou dans la guerre.. .etc.
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