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Introduction  

Dans ce mémoire,  nous allons donner quelques rappelle  topologique et géométrique dans le 

premier chapitre et dans la deuxième chapitre qui se compose de quatre partie nous allons 

expliquer  la théorie de  jeux à deux personnes et nous allons voir aussi  la définition de la jeu 

avec des exemples et nous allons savoir la définition de l’ensemble de Pareto, et on de  nous 

allons voir aussi la stabilité structurelle  d’un jeux et dans ce partie  nous avons fait 

l’explications des quelques propriétés et des formules  comme  la formule de Künneth et 

l’étude de stabilité structurelle, et nous avons énoncé le théorème des fonctions implicites et 

connais l'utilisation de ce théorème, et donnons quelques démonstrations des propriétés, et 

nous avons voir le seuils dans troisième partie et derniers partie nous allons étudié et expliqué 

stabilité structurelle et généricité, et en conclure par conclusion générale. 
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CHAPITRE I 

RAPPEL GÉOMÉTRIQUE ET TOPOLOGIQUE 

Dans ce chapitre nous allons rappelons quelques définitions géométrique et topologique et des 

théorèmes. 

1. Définition du Point fixe 

Soit 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼 =  [𝑎,  𝑏] de ℝ, et à valeurs dans 𝐼 On 

s'intéresse à la suite  𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛), 𝑢0 ∈ 𝐼. 

Supposons que un  converge vers une limite 𝑙 ∈ 𝐼 lorsque𝑛 → +∞, alors la limite doit vérifier 

𝑓(𝑙) = 𝑙. 

 Puisque 𝑓 est continue. On dit que 𝑙 est un point fixe de 𝑓. Ceci amène à l'idée d'utiliser ces 

suites pour résoudre numériquement l’équation 𝑓 (𝑥) =  𝑥. 

2. Définition des fonctions convexes 

Une fonction 𝑓: 𝐼 ∈ ℝ → ℝ est dit convexe lorsque :  

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼 ∀ 𝜆 ∈ [0, 1],           𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦 ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑦. 

𝑓 Sera dite concave si −𝑓 est convexe. 

3. Cas où les fonctions sont strictement concaves 

Remarquons simplement que si l’on remplace “concave” par “strictement concave “, on est 

ramené à l’énoncé précédent: 𝑓(. , 𝑣), et 𝑔(𝑢, . ) atteignent leur maximum en un point unique 

et 𝑈 et 𝑉 sont contractiles puisque convexes.  

4. Définition de topologie:  

Une topologie sur 𝐸 est une famille 𝑇 de parties de 𝐸 vérifiant : 
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1) ∅ et 𝐸 sont des éléments de T. 

2) Toute réunion quelconque d'éléments de T est un élément de T. 

3) toute intersection finie d'éléments de 𝑇 est un élément de T.  

Les éléments de 𝑇 sont appelés les ouverts de la topologie. Le couple(𝐸. 𝑇), est appelé un 

espace topologique. 

5. Définition de la topologie différentielle: est une branche des mathématiques qui 

étudie les fonctions différentiables définies sur des variétés différentielles, ainsi que 

les applications différentiables entre variétés différentielles. Elle est reliée à la géométrie 

différentielle, discipline avec laquelle elle se conjugue pour construire une théorie 

géométrique des variétés différentiables. 

6. Définition d'un espace topologique séparé 

 Un espace topologique 𝐸 est séparé si, quels que soient les points distincts 𝑥 et 𝑦 de 𝐸, il 

existe un voisinage 𝑈 de 𝑥 et un voisinage 𝑉 de 𝑦 dont l'intersection est vide.  

7. Définition de homéomorphisme  

Soient 𝑋 et 𝑌 des espaces topologiques. On dit que 𝑓 ∶  𝑋 →  𝑌 est un homéomorphisme (ou 

que 𝑋 et 𝑌 sont homéomorphes) si les trois conditions suivantes sont satisfaites : 

(1) 𝑓 est continue 

(2) 𝑓 est une bijection, dont l’inverse est noté  𝑓−1 ∶  𝑌 →  𝑋 

(3) L’application 𝑓−1 ∶  𝑌 →  𝑋 est continue. 

8. Définition de compact  

Un espace topologique 𝑇 est dit compact si et seulement si 𝑇 est une 

partie fermée et bornée. 
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9. Définition de connexe 

Un espace topologique 𝑇 est dit connexe s'il ne s'écrit pas comme réunion disjointe de deux 

ouverts non vides. De façon équivalente, si les seules parties à la fois ouvertes et fermées de 𝑇 

sont l'ensemble vide et 𝑇 lui-même. 

10.  Définition de variété topologique  

Une variété topologique de dimension 𝑛 est un espace topologique séparé et compact dont 

tout point admet un voisinage homéomorphe à un ouvert de ℝ𝑛. 

11.  Définition de carte: Soit 𝐸 un espace topologique, une carte sur 𝐸 est une paire (𝑈, 𝑋) 

où 𝑈 est un ouvert de 𝑈 et 𝑋 =  (𝑥1, … , 𝑥𝑝) est un homéomorphisme de 𝑈 sur un ouvert 

de ℝ𝑝 Les fonctions 𝑥𝑖 sont les coordonnées de 𝑋, l’ouvert 𝑈 est le domaine de la carte, 

l’entier 𝑝 est la dimension de la carte. 

12.  Définition de sous-variété : Une partie 𝑌 d’une variété 𝑋 est une sous-variété de 

dimension 𝑘 si tout point de 𝑌 est contenu dans le domaine d’une carte 𝜑 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛 

vérifiant  

𝜑(𝑌⋂𝑈) =  𝜑(𝑈) ∩ (ℝ𝑛−𝑘 × {0}) ⊂ ℝ𝑛−𝑘 × ℝ𝑘. 

13. Définition de atlas: Un atlas est un ensemble de cartes {(𝑈𝑖 , 𝑋𝑖 )} de même dimension 

qui sont 𝐶∞compatibles et telles que {𝑈𝑖} est un recouvrement de 𝐸. (Deux cartes (𝑈, 𝑋) 

et (𝑉, 𝑌 ) sont 𝐶∞-compatibles si le changement de cartes 𝑌 ∘  𝑋−1 de 𝑋(𝑈 ∩  𝑉 ) vers 

𝑌 (𝑈 ∩  𝑉 ) est un 𝐶𝑟-difféomorphisme). 

14.  Définition de bord : Soit 𝑀 une variété différentiable avec un atlas 𝐴 =  {𝑔𝑖 ∶  𝑈𝑖  →

 𝑉𝑖}. On définit le bord de 𝑀 noté 𝜕𝑀 par 𝜕𝑀 ∩ 𝑈𝑖 = 𝑔𝑖
−1(𝑉𝑖 ∩ 𝜕ℝ−

𝑛 ), 

(ℝ−
𝒏 = {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)|𝑥1 ≤ 0}). 
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Le bord de 𝑀 est une variété sans bord (i.e., à bord vide) de dimension 𝑛 −  1. Son atlas 

est donné par la restriction des 𝑔𝑖 à ℝ−
𝒏 = ℝ𝑛−1. L’intérieur est formé des points de 𝑀 qui 

ne sont pas sur le bord : toujours par lelemme d’invariance du bord, ce sont exactement 

ceux qui ont une carte dans un ouvert de ℝ𝑛 . 

(Une variété à bord est un ensemble 𝑀 ⊂ ℝ𝑘 tel que, pour tout 𝑥 ∈  𝑀, il existe un 

voisinage de 𝑥 qui est difféomorphe à un ouvert de 𝐻𝑘 . Le bord de 𝑀, noté 𝜕𝑀, est 

l’ensemble des points dont l’image par le difféomorphisme est dans 𝜕𝐻𝑚 

Telle que 𝐻𝑚 ∶=  {(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)  ∈ ℝ𝑚/𝑥𝑚 ≥ 0}. Le bord de 𝐻𝑚 est défini par 

𝜕𝐻𝑚 = ℝ𝑚−1 × {0} ⊂ 𝐻𝑚. ) 

Lemme : Soit 𝑀 une variété à bord et 𝑁 une variété. Soit 𝑓 ∶  𝑀 →  𝑁 une application 

lisse et 𝑦 ∈  𝑁 une valeur régulière pour 𝑓 et pour 𝑓|𝜕𝑀. Alors 𝑀′ ∶=  𝑓 −1 (𝑦) est une 

variété à bord de dimension 𝑚 − 𝑛. De plus, 𝜕𝑀′  =  𝜕𝑀 ∩  𝑓 −1 (𝑦), [1]  

15.  Définition d'espace complet: Un espace métrique (𝑋, 𝑑) est dit complet si toute suite de 

Cauchy de 𝑋 est convergente dans 𝑋. 

Soit (𝑋, 𝑑) un espace métrique.Une suite (𝑥𝑛)𝑛 est une suite de Cauchy si ∀𝜀 >  0  ∃𝑛0 ∈

ℕ tel que ∀𝑝, 𝑞 ≥ 𝑛0 alors 𝑑(𝑥𝑝, 𝑥𝑞)  < 𝜀. 

16.  Définition d'une norme: Soit 𝐸 un espace vectoriel sur ℝ. Une application 𝑁 ∶  𝐸 →  ℝ est 

une norme ssi 

1. ∀ 𝑥 ∈ 𝐸, ∀ 𝜆 ∈ ℝ, 𝑁(𝜆𝑥) = |𝜆| 𝑁(𝑥)(ℎ𝑜𝑚𝑜𝑔é𝑛é𝑖𝑡é) 

2. ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑁(𝑥 + 𝑦) ≤  𝑁(𝑥) +  𝑁(𝑥)(𝑖𝑛é𝑔𝑎𝑙𝑖𝑡é 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒) 

3. ∀ 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑁(𝑥) ≥  0 (𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒) 

4. ∀ 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑁(𝑥) =  0 ⟺ 𝑥 = 0   (𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒). 

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé. 
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17.  Définition d'un espace de Banach 

Espace de Banach est un espace vectoriel normé complet. 

18.  Définition du fibre : Soit 𝐵un espace topologique. Un fibré vectoriel (vector bundle) 

réel 𝜉 de rang 𝑛 sur 𝐵 est la donnée d’un espace vectoriel réel 𝜉𝑏 de dimension 𝑛 

dépendant continument de 𝑏 ∈  𝐵. 

Autrement dit, on se donne un espace topologique 𝐸 appelé espace total (total space) du 

fibré, une application continue 𝜋 ∶  𝐸 →  𝐵 et une structure d’espace vectoriel réel sur 

chaque fibre 𝜉𝑏  =  𝜋−1  (𝑏) qui est localement constante au sens suivant (trivialité locale) 

: pour chaque 𝑏 ∈  𝐵, il existe un voisinage 𝑈 de 𝑏 et un homéomorphisme 

ℎ ∶  𝑈 × ℝ𝑛  →  𝜋−1 (𝑈) ∶=  𝐸(𝜉|𝑈 ) 

tel que chaque ℎ𝑏 ∶  𝑣 → ℎ(𝑏, 𝑣) soit un isomorphisme d’espaces vectoriels. 

19.  Définition de sous-fibre : Soient 𝜉 et 𝜂 des fibres sur 𝐵. 𝜂 est un sous-fibré 

(su bundle) de 𝜉 si, pour chaque 𝑏 ∈  𝐵, 𝜂𝑏 est un sous-espace vectoriel de 𝜉𝑏. 

20.  Définition de fibré tangent : Soit 𝑀 une sous-variété de ℝ𝑝, de dimension 𝑚 et de 

classe 𝐶1 (au moins). Un chemin de classe 𝐶1 dans 𝑀 est une application de classe 𝐶1 

d’un intervalle dans 𝑀. 

Pour 𝑎 ∈  𝑀, un vecteur 𝑢 ∈ ℝ𝑝 est tangent à𝑀 en a si et seulement s’il existe un chemin 

de classe 𝐶1, 𝛾 ∶] − 𝜖, 𝜖[→  𝑀, tel que : 𝛾(0)  =  𝑎, et 𝛾′ (0)  =  𝑢.  

21. Théorème de point fixe 

Une situation (𝑢, 𝑣) est un équilibre si et seulement si c’est un point fixe de l’application 

𝑚 × 𝑛 ̃  de 𝑈 × 𝑉 dans lui-même définie par (𝑢, 𝑣) ⟶ (𝑚(𝑣), 𝑛(𝑢))[1]. 
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Si en outre 𝑈 et 𝑉 sont des espaces topologiques compacts (On dit qu'une partie 𝐴 d'un espace 

métrique est compacte si toute suite de 𝐴 possède une suite extraite convergente.) et les 

fonctions 𝑓 et 𝑔 sont continues, les fonctions 𝑚 et 𝑛 le seront  également. 

22.  Théorème de Von Neumann 

Si 𝑈 (resp. 𝑉) est une partie convexe compacte d’un espace vectoriel topologique, si pour 

tout 𝑣 ∈ 𝑉 (resp. tout 𝑢 ∈ 𝑈) la fonction 𝑓(. , 𝑣) (resp. 𝑔(𝑢, . )) est concave et continue, il 

existe un équilibre[1]. 

23.  structurellement stable 

Soit 𝐸 un espace topologique, ~ une relation d'équivalence sur 𝐸.  

Si 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 et si 𝑥 ~ 𝑦, on dira que 𝑥 et 𝑦 ont même structure. 

Si l'ensemble des 𝑦 ∈ 𝐸 ayant même structure que 𝑥, cet ensemble est dit un voisinage de 

𝑥, i.e. contient un ouvert contenant 𝑥. 

On dira que 𝑥 est structurellement stable si tout 𝑦 assez voisin de 𝑥 dans 𝐸 a la même 

structure que 𝑥. Il résulte de la définition que l’ensemble des 𝑥 ∈ 𝐸  qui sont structurellement 

stables forme un ouvert (éventuellement vide) de 𝐸. 

24.  Le théorème des fonctions implicites 

Ici on se place dans la situation d’un ouvert  𝑈 ⊂ ℝ𝑝 = ℝ𝑛−𝑝 × ℝ𝑝et on note (𝑥, 𝑦)  ∈ ℝ𝑝 =

ℝ𝑛−𝑝 , 𝑥 =  (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−𝑝), 𝑦 =  (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑝). Soit 𝑓 ∶  𝑈 → ℝ𝑝 continue et (𝑥0, 𝑦0)  ∈

 𝑈. 

Hypothèse du théorème des fonctions implicites : 

𝑑𝑓

𝑑𝑦
(𝑥, 𝑦) existe et est continue en (𝑥, 𝑦) au voisinage de (𝑥0, 𝑦0)  

Remarquons que c’est une application linéaire de ℝ𝑝 dans ℝ𝑝. 
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i)𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0            ii) 
𝑑𝑓

𝑑𝑦
(𝑥0, 𝑦0): ℝ𝑝 → ℝ𝑝 est bijective[1]. 
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CHAPITRE II 

TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE ET THEORIE DES                               

JEUX 

1. LA THEORIE CLASSIQUE DES JEUX A DEUX PERSONNES  

1.1. Théorie des jeux 

La théorie des jeux permet une analyse formelle des problèmes posés par l’interaction 

stratégique d’un groupe d’agents rationnels poursuivant des buts qui leur sont propres [2]. 

L'interaction stratégique fait référence à toutes les situations où le sort de chacun dépend non 

seulement de ses propres décisions mais aussi des décisions prises par les autres. Ce type de 

situations est très fréquent en économie (on pense bien sûr aux situations de concurrence 

imparfaite) mais aussi en sciences politiques (vote stratégique, compétition électorale…), en 

biologie (théorie de l'évolution) ou en sociologie (per pressure, société de la 

confiance/défiance …). L’objet de la Théorie des jeux est de formaliser ces interactions pour 

tenter d’en prévoir l’issue (approche positive)mais aussi d’aider le ou les joueurs à choisir la « 

bonne » stratégie (approche normative).Il est convenu de distinguer deux grandes familles de 

jeu : les jeux coopératifs dans lesquelles joueurs peuvent passer des accords qui les lient de 

manière contraignante et les jeux non coopératifs dans lesquels les joueurs sont entièrement 

libres de leurs décisions au moment où ils font leurs choix [9].. 

Dans la suite de ce mémoire, nous nous limiterons au cas de deux personnes: l‘une sera Bleu 

ou le premier joueur, l‘autre sera Rouge ou le second joueur. 

Depuis les travaux de Von Neumann et Morgenstern (1944)[7], on adopte la formalisation 

suivante d’un jeu: 

Un jeu est défini du point de vue formel par la donnée de trois éléments que sont l'ensemble 

des joueurs 𝐼 = {1,2, … , 𝑛}, l'ensemble de stratégies 𝑆{𝑆1, 𝑆2 … , 𝑆𝑛} et les fonctions 
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dérèglement (ou critères) {𝑔𝑖, 𝑖 = 1 … 𝑛}, ces dernières étant définies sur le produit cartésien 

des ensembles de stratégies 𝑆 = 𝑆1 × … × 𝑆𝑛 (qui constitue l’ensemble des résultats possibles 

du jeu) et à valeurs dans ℝ, [9]. 

Dans le cas de deux joueurs, le joueur Bleu a le choix parmi un certain ensemble 𝑈 de 

stratégies possibles. Le joueur Rouge a le choix parmi un certain ensemble 𝑉 de stratégies 

possibles. Lorsque Bleu a fixé sa stratégie 𝑢 ∈ 𝑈: et que Rouge a fixé sa stratégie ∈ 𝑉, il en 

résulte une situation, fonction de 𝑢 et de 𝑣 qu’ils apprécient différemment. Chacun d’eux 

chiffre la valeur qu’il attache à la situation (𝑢, 𝑣): Bleu l’évalue à 𝑓(𝑢, 𝑣) et Rouge l’évalue à 

𝑔(𝑢, 𝑣). Les fonctions 𝑓 et 𝑔, de U x V dans ℝ sont appelées critères. Chacun des joueurs 

désire une situation ou son propre critère soit le plus grand possible. 

Graphiquement (fig. 1), on peut se représenter l’ensemble des situations possibles comme le 

produit cartésien 𝑈 ×  𝑉. Le choix de 𝑢 ∈ 𝑈 par Bleu signifie l’acceptation par celui-ci de 

toutes les situations figurant sur la colonne {(𝑢, 𝑣)|𝑣 ∈ 𝑉} et l’élimination de toutes celles qui 

n’y figurent pas. Le choix de 𝑣 ∈ 𝑉 par Rouge signifie l‘acceptation par celui-ci de toutes les 

situations figurant sur la ligne {(𝑢, 𝑣)|𝑢 ∈ 𝑈} et l’élimination de toutes celles qui n’y figurent 

pas. A l’intersection de la ligne de Rouge et de la colonne de Bleu figure la situation (𝑢, 𝑣) 

qui en résulte. Le gain de Bleu est 𝑓(𝑢, 𝑣), celui de Rouge est 𝑔(𝑢, 𝑣). 
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Fig. 1 : Représentation graphique d’un jeu entre deux personnes. 

Quelle peut être une issue naturelle du jeu? Une première réponse est apportée par l‘ensemble 

de Pareto. 

1.2. Ensemble de Pareto  

II s’agit de l‘ensemble des éléments de 𝑈 ×  𝑉 maxima pour la relation de préordre ≼ définie 

par : 

(𝑢1, 𝑣1) ≼ (𝑢2, 𝑣2) ⟺ 𝑓(𝑢1, 𝑣1) ≤ 𝑓(𝑢2, 𝑣2)   et   𝑔(𝑢1, 𝑣1) ≤ 𝑔(𝑢2, 𝑣2). [4]. 

1.3. Ensemble de Pareto dans le cas d’un jeu coopératif et dans le cas non coopératif 

L’intérêt que présente l’ensemble de Pareto dépend du degré de coopération possible entre les 

deux joueurs.  
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En effet,  prenant l’exemple où 𝑓 =  𝛼𝑔, 𝛼 > 0, il y a identité de vues entre Bleu et Rouge, 

l’ensemble de Pareto est réduit aux maxima de 𝑓, et il est clair que ce sont là les issues 

naturelles du jeu (Voir fig. 2). 

 

Fig. 2 : Ensemble de Pareto dans le cas d’un jeu non coopératif 

(Exemple où  𝒇 =  𝜶𝒈, 𝜶 > 0 )  

 

Mais, dans l’autre cas où 𝑓 =  𝛼𝑔, 𝛼 < 0, les intérêts des joueurs Bleu et Rouge sont 

diamétralement opposées, l’ensemble de Pareto est  𝑈 ×  𝑉  tout entier, et n’apporte donc 

plus aucune indication (Voir fig. 3). On voit donc qu’il est necessaire de faire appel à d’autres 

notions pour décrire des situations de conflit. 
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Fig. 3 : Ensemble de Pareto dans le cas d’un jeu coopératif 

(Exemple  où  𝒇 =  𝜶𝒈, 𝜶 < 0 ) 

La notion classique est celle d’équilibre que l’on doit à Von Neumann(1944) [7]: 

1.4. Notion d'équilibre  

On appelle équilibre une situation (𝑢, 𝑣) telle  que :  

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥{𝑓(𝑢, 𝑣), |𝑢 ∈ 𝑈}  et  𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥{𝑔(𝑢, 𝑣), |𝑣 ∈ 𝑉} 

Si nous faisons l'hypothèse de non-coopération (par exemple, que les joueurs ignorent le 

critère de leur adversaire), aucun des deux joueurs, à lui seul, ne peut plus améliorer son 

propre critère.  
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La première question qui se pose est bien entendu celle de l’existence, i.e., un jeu donné 

possède-t-il oui ou non des équilibres?  

On y répond en se ramenant à un théorème de point fixe. Une façon simple de procéder est de 

faire l’hypothèse d’unicité suivante: 

1.5. Hypothèse d'unicité (H) 

Pour tout  𝑣 ∈ 𝑉 la fonction 𝑓(. , 𝑣) possède un unique maximum absolu 𝑚(𝑣)  ∈  𝑉 et, pour 

tout 𝑢 ∈ 𝑈, la fonction 𝑔(𝑢, . )  possède un unique maximum absolu  𝑛(𝑢) ∈ 𝑈. 

En d’autres termes, le joueur Bleu a une seule meilleure réponse 𝑚(𝑣) à toute décision 𝑣 du 

joueur Rouge, et le joueur Rouge a une seule meilleure réponse 𝑛(𝑢)à toute décision 𝑢 du 

joueur Bleu. L’équilibre est une situation où chacun se trouve avoir joué la meilleure réponse 

au choix de l’adversaire [1]. 

Preuve de l'implication 

On a 𝑈 et 𝑉 sont des espaces compacts et on a  𝑓 et 𝑔  sont définies de 𝑈 × 𝑉  à valeur  dans 

lui-même et sont continues. 

On a aussi m définie de 𝑉 dans 𝑉  et  𝑛 définie de 𝑈 dans 𝑈 

Ceci implique que 𝑛 et 𝑚 sont des fonctions continues. 

Ce qui nous permettra d’appliquer le théorème de Lefschetz. 

1.6. Théorème  Lefschetz 

Si l’index de 𝑚 × 𝑛 ̃  est non nul, il existera au moins un équilibre. 

On énoncera par exemple : si 𝑈 et 𝑉 sont des espaces topologiques compacts et contractiles 

(En mathématiques, un espace topologique est dit contractile s'il est homotopiquement 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_topologique
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quivalence_d%27homotopie
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équivalent à un point. Tous ses groupes d'homotopie sont donc triviaux, ainsi que ses groupes 

d'homologie de degré > 0, si les fonctions 𝑓 et 𝑔 sont continues, et si l’hypothèse d’unicité 

(𝐻) est satisfaite, le jeu admettra un équilibre. 

La théorie des jeux classique remplace l’hypothèse d’unicité (𝐻) par une hypothèse de 

convexité. On arrive ainsi à des énonces dont le prototype est le théorème de Von 

Neumann(1944) [7].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quivalence_d%27homotopie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Groupe_d%27homotopie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Groupe_trivial
https://fr.wikipedia.org/wiki/Homologie_singuli%C3%A8re
https://fr.wikipedia.org/wiki/Homologie_singuli%C3%A8re
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2. STABILITE STRUCTURELLE 

2.1. Propriété générique 

Une propriété est dite générique si elle est satisfaite pour presque toutes les valeurs de ses 

paramètres[1].  

2.2. Proposition 1 

L‘hypothèse d’unicité  de point d’équilibre (𝐻) n’est pas générique [1]. 

Démonstration 

Avant de donner un contre-exemple, rappelons ce que c'est un extremum local, un extremum 

global et un extremum absolu d'une fonction soient 𝑓 une fonction définie sur un ensemble 

𝐸 de ℝ𝑛 à valeur dans ℝ et 𝑎 un point de 𝐸.  

On dit que 𝑓 atteint en 𝑎 un maximum (respectivement minimum) local s'il existe un 

voisinage 𝑉 de 𝑎 tel que pour tout élément 𝑥 de 𝑉, on ait 𝑓(𝑥)  ≤  𝑓(𝑎) (respectivement 

𝑓(𝑥)  ≥  𝑓(𝑎)). 

Le point 𝑎 est dit maximum (respectivement minimum) global si pour tout élément 𝑥 de 𝐸, on 

ait 𝑓(𝑥)  ≤  𝑓(𝑎) (respectivement𝑓(𝑥)  ≥  𝑓(𝑎)). 

Le maximum (respectivement minimum) absolu est la plus grande  (respectivement plus 

petite) valeur que peut prendre𝑓(𝑥) dans son 𝐸. Pour le trouver, il faut évaluer la fonction au 

maxima (minima) global de 𝐸 et à ses frontières[1]. 

Dans le contre-exemple prenons  𝑈 =   𝑉 =  [ −1, 1] et considérons 𝐼 = [ − 1, 1] et la 

fonction 𝜑 de 𝐼 × 𝐼dans ℝ définie par: 

𝜑(𝑥. 𝑦) =  −𝑥4 +
3𝑥2

2
+ 4𝑦𝑥 
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Pour tout y ∈ 𝐼 la fonction 𝜑(. , 𝑦)    admet deux maxima locaux 𝜇1(𝑦) et 𝜇2(𝑦) et un 

minimum local 𝑣(𝑦), de telle sorte que  𝜇2(𝑦) < v(y) < 𝜇1(𝑦), voir la figure ci-dessous. 

 

 

Figure 4 : Représentation graphique de la fonction 𝜑 dans les cas y = -1,  1/2, 1 

Les fonctions 𝜇1, 𝜇2 et 𝑣 de  𝐼 dans 𝐼  sont de classe 𝐶∞. En effet  

𝜕𝜑(𝑥. 𝑦)

𝜕𝑥
= −4𝑥3 + 3𝑥 + 4𝑦 

et l'équation  
𝜕𝜑(𝑥.𝑦)

𝜕𝑥
= 0 à variable 𝑥 qui est une équation de troisième degré                  

−4𝑥3 + 3𝑥 + 4𝑦 = 0 admet trois solution  𝜇1(𝑦) et  𝜇2(𝑦) et 𝑣(𝑦)  qui sont des fonctions de 

classe  𝐶∞. 

On appliquant la méthode de cardan [2]: 

∆= −(4𝑝3 + 27𝑞2) 
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Où 𝑝 = −
3

4
  et 𝑞 = −4𝑦. 

∆= −27 (−
1

16
+ 16𝑦2) =

27

16
(1 − (16𝑦)2) 

∆> 0  Ssi : (1 − (16𝑦)2) > 0 au  1 > (16𝑦)2 

Donc : 𝑦 ∈ ]−∞ ; −
1

16
[ ∪ ]−

1

16
 ; +∞[. 

Et les solutions sont données par formule : 

𝑥𝑘 = √−
𝑝

3

2
cos (

1

3
arccos (−

𝑞

2
√

27

−𝑝3) +
2𝑘𝜋

3
) au 𝑘 = 0,1,2. 

Donc 

𝑥0 = cos (
1

3
arccos (2𝑦√

27
27

4

)) 

= cos (
1

3
arccos(𝑦)) 

 

𝑥1 = cos (
1

3
arccos(𝑦) +

2𝜋

3
) 

 

𝑥2 = cos (
1

3
arccos(𝑦) +

4𝜋

3
) 

Et On sachant que la dérivée successivement d'une composant de deux fonctions 

trigonométrique  est  existé et continue jusqu’à 𝑛 ∈ ℕ (nous avons utilisé la formule de 

Leibnitz). 
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Alors  les fonctions 𝑥0 𝑒𝑡 𝑥1 𝑒𝑡 𝑥2  sont des fonctions de classe 𝐶∞. 

Pour 𝑦 ≠ 0 il y a un seul maximum absolu : 𝜇1(𝑦) pour 𝑦 >  0 et 𝜇2(𝑦) pour 𝑦 <  0. Voir 

les deux figures ci-dessous: 

 

 

Figure 5: Représentation graphique de la fonction 𝜑(. ,
1

2
) 
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Figure 5: Représentation de la fonction 𝜑(. , −
1

2
) 

On peut donc choisir 𝜀 >  0 assez petit pour que: 

a) ∀𝑦 ∈ [
1

2
, 1] , 𝜑(𝜇1(𝑦), 𝑦) − 𝜀 > 𝜑(𝜇2(𝑦), 𝑦) + 𝜀; 

b) ∀𝑦 ∈ [−1, −
1

2
] , 𝜑(𝜇2(𝑦), 𝑦) − 𝜀 > 𝜑(𝜇1(𝑦), 𝑦) + 𝜀; 

c) ∀𝑦 ∈ [−1,1], 𝜑(𝜇1(𝑦), 𝑦) − 𝜀 > 𝜑(𝑣(𝑦), 𝑦) + 𝜀; 

d) ∀𝑦 ∈ [−1,1], 𝜑(𝜇2(𝑦), 𝑦) − 𝜀 > 𝜑(𝑣(𝑦), 𝑦) + 𝜀. 

On a la proposition suivante 

2.3. Proposition 2 

Pour toute fonction continue 𝜓 de 𝐼 ×  𝐼 dans ℝ assez voisine de 𝜑 pour la norme uniforme,il 

existera 𝑦𝜖 𝐼 tel que 𝜓(.  , 𝑦) atteigne son maximum absolu sur 𝐼 en deux points distincts[1]. 
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Démonstration 

Supposons une fonction 𝜓𝜖𝐶0(𝐼 ×  𝐼) telle que  ‖𝜑 −  𝜓‖0 ≤ 𝜀, où 𝜀 >  0 est choisit assez 

petit et ‖. ‖0 est la norme uniforme; i.e., la norme définie pour une fonction donnée 𝑓 définie 

sur un intervalle 𝐼 de  ℝ par ∥ 𝑓 ∥0= sup {|𝑓(𝑥)|, 𝑥 ∈ 𝐼}. 

Raisonnons par l'absurde.  

Supposons que pour tout 𝑦𝜖 𝐼 la fonction 𝜓(. , 𝑦) atteigne son maximum absolu sur 𝐼 en un 

point unique 𝜇(𝑦). L’application 𝜇 est alors continue de 𝐼 dans 𝐼. D’apres (𝑎) on a 𝜇(𝑦) >

𝑣(𝑦) pour 𝑦 ≥
1

2
 d’après (b) on a 𝜇(𝑦) < 𝑣(𝑦) pour 𝑦 ≤ −

1

2
 on doit donc avoir 𝜇(𝑦) = 𝑣(𝑦) 

pour un certain point 𝑦 ∈] −
1

2
,

1

2
[, ce qui en contradiction  avec (𝑐) et (𝑑). 

Passons maintenant à l’étude de la stabilité structurelle. Mais avant, nous donnons quelques 

définitions qui sont utiles dans la compréhension se qui suit. 

2.4. Hypothèse de transversalité : 

 On se donne une application de classe 𝐶1, 𝑓 ∶  𝑀𝑚 →  𝑁𝑛, et une sous-variété 𝑃𝑝de 

𝑁. On dit que 𝑓 est transversale sur 𝑃 si, pour tout  𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑃 ), on a 𝑇𝑓(𝑥)𝑁 =

𝑇𝑓(𝑥)𝑃 + 𝑇𝑓(𝑇𝑥𝑀) … … … ….(⋇) 

Si ℎ =  0 est une équation locale de 𝑃 dans 𝑁, au voisinage de 𝑓(𝑥) (ℎ est à valeurs dans 

ℝ𝑛−𝑝), l’application 𝑇(ℎ ∘ 𝑓): 𝑇𝑥𝑀 → ℝ𝑛−𝑝 est de range  maximum au voisinage de 𝑥. 

Ainsi : 

𝑓−1(𝑃 ) est une sous-variété de 𝑀 de même Co dimension que celle de 𝑃 dans 𝑁, [1]. 
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Figure 6. Représentation de variété et sous-variété. 

L'étude de la stabilité structurelle fait dans un cadre de la topologie différentielle, qui 

nécessite  l’emploi de modèles  réguliers. 

  𝑈 et 𝑉 seront des variétés compactes, connexes, sans bord, de classe 𝐶∞, de dimensions 

respectives 𝑝 et 𝑞.  

Les fonctions 𝑓: 𝑈 ×  𝑉 ⟶  ℝ et 𝑔 ∶  𝑈 ×  𝑌 ⟶ ℝ seront de classe 𝐶2.  

En outre, nous serons amenés à faire diverses hypothèses de transversalité. 

Introduisons d’abord quelques notations.  

On désigne par 𝐶2( 𝑈 ×  𝑉) l’espace desfonctions deux fois continument différentiables sur 

𝑈 ×  𝑉,  muni de sa structure naturelle d’espace de Banach (voir Abraham-Robbin [3]).  

Dans le fibré 𝐽1(𝑈) des jet d’ordre 1 de fonctions numériques φ sur 𝑈, on distingue le sous-

fibre 𝐽0
1(𝑈) défini par les équations locales : 

∂φ

∂u1 

(u) = ⋯ =
∂φ

∂up  
(u) = 0. 

Par abusde notation, on désignera également par 𝐽0
1(𝑈) le sous-fibre de 𝐽1 (𝑈 × 𝑉) défini par 

les équations locales : 

∂φ

∂u1 

(u, v) = ⋯ =
∂φ

∂up  
(u, v) = 0. 

On définit de même 𝐽0
1(𝑉) et on pose: 

𝑀 = {(𝑢, 𝑣)𝜖 𝑈 × 𝑉|𝐽1 𝑓(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐽0
1(𝑈)} 

𝑁 = {(𝑢, 𝑣)𝜖 𝑈 × 𝑉|𝐽1 𝑔(𝑢, 𝑣)𝜖 𝐽0    
1 (𝑉)}. 

Note première hypothèse de transversalité se formule de la façon suivante: 
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(𝑇): 𝐽1𝑓 est transversal à 𝐽0
1(𝑈) et 𝐽1𝑔 est transversal à 𝐽0

1(𝑉).  Les sous-variétés  𝑀 et 𝑁 sont 

transversales dans 𝑈 ×  𝑉. 

La première partie de l’hypothèse assure que 𝑀 et 𝑁 sont des sous-variétés de classe 𝐶1 de 

dimensions respectives 𝑝 et 𝑞, de 𝑈 ×  𝑉, et donne donc  un sens à la seconde. L’hypothèse 

(𝑇) est structurellement stable et même générique pour la topologie 𝐶2. 

 

2.5. Proposition 3 

L’ensemble des couples (𝑓, 𝑔)qui vérifient (𝑇) est un ouvert dense (Une partie 𝐷 d’un 

espace topologique 𝑋 est dite dense dans 𝑋 si sa fermeture 𝐷̅ coïncide avec 𝑋) de  C2(𝑈 ×

 𝑉) × C2(𝑈 ×  𝑉), noté ⊝, [1]. 

Démonstration 

 Cela résulte du théorème de transversalité de Thom donné ci-dessus, tels qu’ils sont exposés 

dans Lévine[11], ou dans Abraham-Robbin[3].  

"Si une famille d'applications est transversale sur une sous-variété alors presque tous les 

membres de cette famille le sont." 

On en déduit immédiatement l’ouverture dans 𝐶2 × 𝐶2 et la densité dans  𝐶𝑟 × 𝐶𝑟, pour  r  

assez grand. Mais, pour r ≥ 2, 𝐶𝑟(U × V) est dense dans 𝐶2 (U  ×  V) et est muni d’une 

topologie plus fine, d’où le résultat. 

Les sous-variétés 𝑀 et 𝑁, étant transversales et de dimensions complémentaires, se coupent 

en un nombre fini de points. Parmi ceux-ci figurent nécessairement les équilibres du jeu.  

En effet, dire que (𝑢, 𝑣)  ∈ 𝑀 ∩  𝑁 signifie que 𝑢 est un point critique de 𝑓(. , 𝑣) et 𝑣un point 

critique de 𝑔 (𝑢 ,   .), et dire que (𝑢, 𝑣) est un équilibre signifie que 𝑢 est un maximum absolu 

de 𝑓 ( . , 𝑣) et 𝑣 un maximum absolu de 𝑔(𝑢, . ).  

On a donc une indication très précieuse avec le résultat suivant, qui a été signalé par  René 

Thom, [1]. 
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2.6. Proposition 4 

Si les caractéristiques d’Euler-Poincaré de 𝑈 et de 𝑉 sont toutes deuxnon nulles (cas 

orientable) ou toutes deux impaires (cas non orientable), alors 𝑀 ∩   𝑁 ≠ ∅, [1]. 

Démonstration 

Les caractéristiques d’Euler-Poincaré  

La caractéristique d’Euler-Poincaré est un invariant fondamental en topologie. Il s’agit d’un 

entier 𝜒(𝑋) associé à chaque polyèdre fini 𝑋. Un point important est que cet entier ne dépend 

que de 𝑋 en tant qu’ensemble, pas de la manière dont on le décompose en faces, arrêtes, 

sommets... Mieux, c’est un invariant topologique : il ne dépend de 𝑋 qu’à homéomorphisme 

près. Ceci permet de définir la caractéristique d’Euler-Poincaré d’une variété 

compacte (puisqu’une variété compacte est homéomorphe à un polyèdre fini). Encore mieux, 

l’entier 𝜒(𝑋) ne dépend que du type d’homotopie de 𝑋. Les topologues ont pris l’habitude de 

penser à 𝜒(𝑋) comme au « nombre de points de 𝑋, à homotopie près ». 

Il suffit de remarquer que si 𝑀  ∩   𝑁 = ∅  , alors Tu𝑓⨁Tv𝑔 définit  un champ de vecteurs 

partout non nul sur la variété compacte 𝑈 ×  𝑉, dont la caractéristiqued’Euler-Poincaré doit 

donc être nulle si elle est orientable, paire si elle ne l’est pas. 

On se convainc facilement que, si les hypothèses sur les caractéristiques d’Euler ne sont pas 

satisfaites (𝑈 =  𝑉 =  𝑆1 par exemple) les variétés 𝑀 et 𝑁 peuvent ne pas secouper, et  que 

même si elles, le sont les variétés 𝑀 et 𝑁 peuvent se couper en des points dont aucun est un 

équilibre. On voit donc en quoi l’hypothèse (𝐻) est nécessaire. On a vu qu’elle n’était pas 

générique. Elle n’est pas non plusstructurellement stable; on s’en convainc aisément en 

considérant dans 𝐼 ×  𝐼 la famille de fonctions: 

𝜑𝜀(𝑥, 𝑦) = 𝑥4 − 𝜀𝑥2 + 𝑥𝑦. 

http://analysis-situs.math.cnrs.fr/Polyedres-applications-et-varietes-PL.html#Polyèdre
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Quand 𝜀 → 0, 𝜑𝜀 tend vers 𝜑0 dans 𝐶∞(𝐼 × 𝐼) et cependant 𝜑0 satisfait à(𝐻) sans que 

les 𝜑𝜀 y satisfait pour  𝜀 > 0. On peut cependant rendre l’hypothèse (𝐻) structurellement 

stable en la renforçant légèrement: 

(H’) Pour tout 𝑣 ∈ 𝑉 la fonction 𝑓 ( . , 𝑣) possède un unique maximum absolu 𝑚(𝑣) ∈  𝑈; et 

pour tout 𝑢 ∈ 𝑈 la fonction 𝑔 (𝑢, 𝑣) possède un unique maximum absolu  𝑛(𝑢) ∈  𝑉. Les 

applications 𝑚: 𝑉 → 𝑈 et 𝑛: 𝑈 ⟶ 𝑉 sont de classe 𝐶1. 

Remarquons que, dans ces conditions, la projection de 𝑈 ×  𝑌 sur 𝑉 induit un 

difféomorphisme du graphe de 𝑚 sur 𝑉. Le graphe de 𝑚 est donc une composante connexe de 

M, de même le graphe de 𝑛 est une composante connexe de 𝑁. 

(définition d'une composante connexe :  On appelle composante connexe d’un point ∈

𝐸 ,𝐸 espace topologique, la plus grande partie connexe de 𝐸 (au sens de l'inclusion) contenant 

ce point. On note 𝐶𝑥 cet ensemble. On appelle composantes connexes d’une partie de 𝐸 les 

composantes connexes des points de cette partie.) [1]. 

2.7. Proposition 5 

 L’ensemble des couples (𝑓, 𝑔) satisfaisant à (𝑇) et (𝐻’) est un ouvert 𝛺 

de 𝐶2(𝑈 ×  𝑉) × 𝐶2(𝑈 ×  𝑉), [1]. 

Démonstration 

L’équation (𝜕𝑓/𝜕𝑢) (𝑚(𝑣), 𝑣) = 0 s’écrit aussi 𝑇𝑢𝑓(𝑚(𝑣), 𝑣)  =  0 dans le 

fibré tangent à  𝑈 ×  𝑉. On peut donc définir de manière intrinsèque des dérivées secondes 

𝑇𝑢𝑢
2𝑓 et𝑇𝑢𝑣

2𝑓  au point (𝑚(𝑣), 𝑣). On obtient: 

𝑇𝑢𝑢
2𝑓(𝑚(𝑣), 𝑣) ∘ 𝑇𝑚(𝑣) + 𝑇𝑢𝑣

2𝑓(𝑚(𝑣), 𝑣) = 0 

Ce qui prouve que: 

𝐼𝑚𝑇𝑢𝑣
2𝑓(𝑚(𝑣), 𝑣) ⊂ 𝐼𝑚𝑇𝑢𝑢

2𝑓(𝑚(𝑣), 𝑣). 

Mais comme𝑓 satisfait à l’hypothèse (𝑇) , 𝐽1𝑓(𝑚(𝑣), 𝑣) est transversal à 𝐽0
1(𝑈) ce 

quis’exprime par: 



31 
 

𝐼𝑚𝑇𝑢𝑣
2𝑓(𝑚(𝑣), 𝑣) + 𝐼𝑚𝑇𝑢𝑢

2𝑓(𝑚(𝑣), 𝑣) = ℝ𝑝 

On a donc 𝐼𝑚𝑇𝑢𝑢
2(𝑚(𝑣), 𝑣) ≅  ℝ𝑝, cequi signifie, compte tenu des dimensions, que 

Tuu
2(𝑚(𝑣), 𝑣) est un isomorphisme. D’après le théorème des fonctions implicites, 

pour tout 𝑣 ∈ 𝑉, il existera un voisinage de 𝑣 dans 𝑉, un voisinage de 𝑚(𝑣) dans 𝑈 et un 

voisinage  𝑤 de 𝑓 dans 𝐶2(𝑈 ×  𝑉) tels que pour tout 𝑓′ ∈ w et tout  v′ ∈ V, l’équation 

Tu
′𝑓′(𝑢, v′) = 0  une solution unique u′ =  𝑚(𝑓′, v’) dans 𝑈, la fonction 𝑚 : 𝑤 × 𝑣 → 𝑢 

étant de classe 𝐶1. Par définition 𝑚(𝑓, 𝑣)  =  𝑚(𝑣). 

Il est clair que si 𝑓’ est assez voisin de 𝑓dans  𝐶2(𝑈 ×  𝑉) et même dans 𝐶0(𝑈 ×  𝑉), les 

maximas absolus de 𝑓’(. , 𝑣’) seront tous contenus dans 𝑢 si 𝑣’ ∈ V. Le seul candidat possible 

est 𝑚(𝑓’, v’) et on a ainsi démontré l’unicité et la différentiabilité du maximum au voisinage 

de 𝑓 dans 𝐶2(𝑈 ×  𝑉) et de 𝑣 dans 𝑉. Il ne reste plus qu’à recouvrir le compact 𝑉 par un 

nombre fini d’ouverts possédant la propriété requise, et à prendre l’intersection des voisinages 

de 𝑓 correspondants. En procédant de même pour 𝑔, on voit que l’ensemble des couples 

(𝑓, 𝑔) vérifiant (𝐻’) est ouvert dans ⊝, d’où le résultat, [1]. 

2.8. Proposition 6 

Tout couple (𝑓 , 𝑔) ∈ Ω   possède un voisinage  𝑢1 × 𝑢2  où  le nombre d’équilibres  est fini et 

constant, chacun d’eux  étant  donné  par une application de classe  𝐶1 de w1 × w2 dans 

𝑈 ×  𝑉, [1]. 

Démonstration 

Nous venons de voir qu’au voisinage de  (𝑓 , 𝑔) ∈ Ω  et d’un équilibre (𝑢, 𝑣) ∈ U × V associe 

au couple (𝑓, 𝑔) ∈ Ω. Les équilibres sont donnés par la résolution du système d’équations :   

(s) {
𝑚(𝑓′, 𝑣′) = 𝑢′

𝑛(𝑔′,   𝑢′) = 𝑣′ 
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Les fonctions 𝑚 et 𝑛 sont de classe 𝐶1. L’hypothèse (𝑇) nous permet d’affirmer la 

transversalité de 𝑚(𝑓, . ) et 𝑛(𝑔, . ) en (𝑢 , 𝑣) et  donc  d’appliquer le théorème des fonctions 

implicites. 

I1 existe donc une fonction  𝑤 de classe 𝐶1  définie sur un voisinage de (𝑢, 𝑣) telle que 

l’unique solution de (s)  au voisinage de (𝑢, 𝑣)  soit donnée par (𝑢′, 𝑣′) = 𝑤(𝑓′, 𝑔′).  

Soit (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼, l’ensemble des équilibres du jeu associé au couple (𝑓 , 𝑔 ). 

On a vu que 𝐼 est fini et peut éventuellement être vide. On a donc  un voisinage 𝑢1 ×

u2 de (𝑓 , 𝑔 ) et pour tout  𝑖 ∈ 𝐼 un voisinage (𝑢𝑖 × 𝑣𝑖) de (𝑢𝑖 × 𝑣𝑖) et une application de 

classe  𝐶1   𝑤𝑖  : 𝑤1 ×  𝑤2 →    𝑢𝑖    × 𝑣𝑖  telle que l’unique équilibre  associé au couple 

(𝑓′, 𝑔′) dans 𝑢𝑖 × 𝑣𝑖 soit 𝑤𝑖(𝑓′, 𝑔′) il ne  reste plus qu’a montrer qu’on peut choisir, w1 ×

w2   assez petit pour que tout équilibre associé à un couple (𝑓′, 𝑔′)  appartienne à un certain 

𝑢𝑖 × 𝑣𝑖. Mais s’il en était autrement, on pourrait construire une suite (𝑢𝑛
′  , 𝑣𝑛

′ ) d’équilibres  

associés a des couples (𝑓𝑛
′ , 𝑔𝑛

′ ) tendant vers  (𝑓 , 𝑔 ) telle que: 

(𝑒)∀ 𝑛ϵℕ , ∀𝑖ϵ𝐼, (𝑢𝑛
′ , 𝑣𝑛

′ )  ∉  𝑢𝑖 × 𝑣𝑖. 

par compacité, la suite (𝑢𝑛
′ , 𝑣𝑛

′ ) a un point d’adhérence (𝑢 , 𝑣)(la définition d'un point 

d’adhérence : Soit 𝑃 une partie de 𝐸 (𝐸 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒 𝑡𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑔𝑖𝑒) et 𝑥 ∈  𝐸. On dit que 𝑥 est 

adhérent à 𝑃 si et seulement si 

∀𝜀 >  0, 𝐵(𝑥, 𝜀)  ∩  𝑃 ≠  ∅. 

On appelle l’adhérence de 𝑃 dans 𝐸 et on note 𝑃̅ l’ensemble des points adhérents à 𝑃.) qui est 

un équilibre associé à (𝑓 , 𝑔 ) , qui appartient donc à 𝑢𝑖 × 𝑣𝑖  pour un certain 𝑖 ∈ 𝐼, en 

contradiction avec (𝑒). D’où  le résultat. 

De la Proposition 6 il ressort que le nombre d’équilibres est constant sur chaque composante  

connexe de Ω, c’est-a-dire qu’on ne peut modifier le nombre d’équilibres en restant dans  Ω. 

II ressort aussi que chacun des équilibres est structurellement stable dans  Ω. 
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En conclusion, les hypothèses de transversalité que nous avons introduites permettent de 

rendre structurellement stables les notions introduites au Chapitre I. Mais elles permettent 

aussi de relier l’index de 𝑚 × 𝑛̃  au nombre de points fixes et donc  d’affiner les résultats  

énoncésà la fin du Chapitre I, [1]. 

2.9.Proposition 7 

Si 𝑈et 𝑉 sont orientables, si  𝑓et 𝑔 vérifient (𝑇) et (𝐻′), si 𝑖 est l’index de  m × n,̃   le  jeu 

présente au moins |𝑖| équilibres, [1]. 

Démonstration 

Si  (𝑢 , 𝑣) est un équilibre, les variétés 𝑀 et 𝑁  s’y coupent transversalement, c’est-a-dire  que: 

𝑇𝑢,𝑣(𝑀) + 𝑇𝑢 ,𝑣(𝑁) =  𝑇𝑢,𝑣(𝑈 × 𝑉 ) 

(𝐼 ×  𝑇𝑢  𝑛)ℝ𝑝 + (𝑇𝑣 𝑚 × 𝐼)ℝ𝑞  =  ℝ𝑝+𝑞  

Je dis que 𝑇𝑢,𝑣 (𝑚 × 𝑛)̃ = 𝑇𝑣𝑚 × 𝑇𝑢𝑛̃  ne saurait admettre la valeur propre 1. Si en effet on 

avait  𝑒𝑝  ϵ ℝp et 𝑒𝑞 ϵ ℝq  tels que ∶ 

(𝑇𝑉𝑚 × 𝑇𝑢𝑛̃ )(𝑒𝑝  , 𝑒𝑞  ) = (𝑒𝑝  , 𝑒𝑞  ) 

(𝑇𝑣𝑚)̃ 𝑒𝑞 = 𝑒𝑝  et(𝑇𝑢𝑛)̃𝑒𝑝 = 𝑒𝑞   

Alors on obtient: 

(𝐼 ×  𝑇𝑢  𝑛)𝑒𝑝  + (𝑇𝑣 𝑚 × 𝐼)(… 𝑒𝑞) =  0 

et l’operateur(𝐼 × 𝑇𝑢  𝑛) + (𝑇𝑣 𝑚 × 𝐼) de ℝ𝑝+𝑞 dans lui-même ne serait pas une injection. 

Or on a vu plus haut que c’est une surjection, d’où contradiction. 

 

Donc l’index local de 𝑚 × 𝑛̃  au point (𝑢, 𝑣) est ±1. L’index global est la somme des index 

locaux d’où le résultat. 

Ainsi  par exemple, si 𝑈 = 𝑆𝑝 et 𝑉 = 𝑆𝑞 l’index de 𝑚 × 𝑛̃  sera donné par: 

𝑖 = (−1)𝑝+𝑞 degré (𝑚 × 𝑛̃ ) + 1               si  𝑝 ≠ 𝑞 

𝑖 = degré (𝑚).  degré (𝑛) +2(−1)𝑝+1          si  𝑝 = 𝑞 
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Comme on s’en convainc aisément en appliquant la formule de Künneth. 

La formule de Künneth 

Soit 𝑀 et 𝑁 deux variétés, l'une d'entre elle au moins étant de type fini. On note à les 

projections de 𝑀 × 𝑁 sur les facteurs 𝑀 et 𝑁 respectivement, l'application  

𝜔 ⊗ 𝜂 → 𝜔 × 𝜂 ≔ 𝑝∗𝜔 ∧ 𝑞∗𝜂  induit   un isomorphisme, [1]. 
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3. SEUILS 

Nous allons maintenant apporter une troisième  réponse à la question de l’issue naturelle 

du jeu. La notion d’équilibre menait à une  issue symétrique. Structurellement  stable mais 

non générique. La notion de seuil, que nous introduisons, conduit à une issue dissymétrique, 

structurellement stable et générique. 

Nous nous plaçons pour l’instant au même degré de généralité qu’au paragraphe 1, 

c’est à dire que nous supposerons simplement que 𝑈 𝑒𝑡 𝑉 sont des espaces topologiques 

séparés. Soient 𝑁 𝑒𝑡 𝑁 deux parties de 𝑈 ×  𝑉définies par: 

𝑁+ ={(𝑢, 𝑣)|𝑣 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢 de g (𝑢, . )} 

𝑁+
  0{(𝑢, 𝑣)|𝑣 𝑒𝑠𝑡 I’unique maximum absolu de g (𝑢, . )}. 

II est clair que 𝑁+
   0  ⊂ 𝑁+; on peut dire qu’un point (𝑢, 𝑣)  ∈ 𝑁+ appartient a 𝑁+

   0 s’il n’existe 

pas d’autre point de 𝑁 dont la projection horizontale soit 𝑢.   

3.1. Définition 

On dit qu’une situation (𝑢̅, 𝑣̅)𝜖 𝑈 × 𝑉   est un seuil si: 

(𝑎)(𝑢̅,  𝑣̅)est un maximum absolu de 𝑓 sur N+(𝑏)(𝑢̅,  𝑣̅)) est adhérent a I’intérieurde 𝑁+
0  dans  N. 

On a là une issue naturelle du jeu, si l’on convient par exemple que Bleu connait le critère de  

Rouge, mais que Rouge ignore le critère de Bleu. Si alors une situation (𝑢̅, 𝑣̅) verifie la 

condition (a), elle est satisfaisante pour Bleu. En effet, celui-ci,  connaissant le critère de son 

partenaire. peut anticiper sur ses réactions; si donc il modifie sa propre décision en  𝑢 𝜖 𝑈, il 

tiendra compte de la réaction de Rouge, dont la réponse sera une décision 𝑣 𝜖 𝑉  telle que 

(𝑢  , 𝑣) 𝜖 𝑁+ il sera donc amené à comparer (𝑢̅, 𝑣̅) et (𝑢  , 𝑣) et comme  𝑓(𝑢̅, 𝑣̅ ) ≥ 𝑓(𝑢  , 𝑣) 

à décider qu’il ne gagne pas au changement. En termes d’escrime, on pourrait exprimer les 
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différences de comportement des deux joueurs en disant que Rouge  tire en “première 

intention” et Bleu en “deuxième intention”. Mais la condition (a) à elle seule laisse planer une 

ambigüité. En effet, si (𝑢̅, 𝑣̅) vérifie la condition   (𝑎), il peur se faire que(𝑢̅, 𝑣̅) ∉ 𝑁+
   0. La 

fonction 𝑔(𝑢̅, . )atteint alors son maximum absolu sur 𝑉en plusieurs points, et comment Bleu 

peut-il contraindre Rouge à Choisir parmi ceux-ci précisément  𝑣̅ , et de s’y tenir ? La réponse 

est apportée par la condition (b), qui exprime qu’on peut trouver dans 𝑁+
   0 une famille  

(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  ), 𝑖 𝜖 𝐼  tendant vers   (𝑢̅, 𝑣̅). A chacun des𝑢𝑖 la reponse de Rouge est 𝑣𝑖  , sans 

aucune ambiguïté. Si donc Bleu ne joue la décision 𝑢̅ qu’au terme de toute la série 

d’intermédiaires 𝑢𝑖 , 𝑖 𝜖 𝐼, son partenaire 

Rouge sera passé par toutes les décisions intermédiaires  𝑣𝑖 , 𝑖 𝜖 𝐼et sera naturellement amené 

par continuité. À jouer  𝑣̅ , Si ultérieurement il lui prenait fantaisie de s’en écarter au profil 

d’un autre maximum absolu 𝑣 de 𝑔(𝑢̅, . ) il suffirait à Bleu de jouer un des 𝑢𝑖    pour que la 

réponse obligée 𝑣𝑖  , revienne dans n’importe quel voisinage de 𝑣̅ prescrit à l’avance. 

Enfin l’hypothèse que l’on peut choisir la suite  𝑢𝑖 , 𝑖 𝜖 𝐼 , dans l’intérieur de  𝑁+
   0, répond à 

une préoccupation de stabilité: si Bleu  fait une légère erreur dans la détermination des   𝑢𝑖 , et 

tombe en fait sur des 𝑢𝑖 ’ suffisamment voisins, tout ce qui précède reste valable. 

En conclusion, remarquons que cette notion est dissymétrique et favorise Bleu : si le 

jeu présente simultanément un seuil (𝑢1  ,    𝑣1  )  et un équilibre  (𝑢2  ,    𝑣2 ) , nécessairement 

(𝑢2  ,    𝑣2  ) 𝜖 𝑁+ .donc 𝑓(𝑢1  ,    𝑣1  )  ≥ 𝑓 (𝑢2  ,    𝑣2  ) d’ après (𝑎).  

Eclairons tout ceci par un exemple. Prenons 

𝑈 = ℝ, 𝑉 = [−2, 2], 𝑓(𝑢, 𝑣) =  −(𝑢 −
1

2
)2. 
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Si 𝑔(𝑢, 𝑣)𝑢𝑣 ,  on représente aisément 𝑁+ sur une figure  pour obtenir 𝑁+
  0 ilfaut en exclurele 

segment {0} × [−2 , 2] 

 

 

Figure 7 : Représentation de la fonction  f 

 

Le seul point qui satisfait par (𝑎) est (0,
1

2
), mais iI ne verifie pas (𝑏), c'est bien qu’on ne voit 

pas comment Bleu peut être amené à privilégier 𝑣 =  
1

2
 parmi toutes les réponses possible 

(−1 ≤ 𝑣 ≤ 1) à 𝑢 = 0 C’est donc un exemple de modèle qui ne présente pas de seuil. 

Si on le modifie légèrement, en prenant 𝑔(𝑢 , 𝑣) = 𝑢𝑣 − 𝜀(𝑣2 −  1)2 ,  où 𝜀 > 0   est petit, on 

représente  facilement 𝑁+ qui se compose de demi-droites et de parties de la courbe 

𝑢 = 4𝜀𝑣(𝑣2  − 1). 

 

Figure 8: Représentation de la fonction g 
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Pour obtenir   N+
   0, il faut en exclure les deux  points  (0.  1) et (0, −1). Le seul point qui 

satisfasse à (𝑎) est (0.  1) . II est clair qu’il virifie (𝑏). Ainsi, à la décision 𝑢 = 0 , Rouge a 

deux réponses possibles, une ‘‘bonne ” 𝑣 =  1 et une “mauvaise ” 𝑣 =  − 1. Pour l’amener à 

choisir la bonne, Bleu n’a qu’à faire varier ses décisions continûment dans l’intervalle de 

temps [0; 𝑇] arbitrairement petit, suivant la loi: 

[0, 𝑇] ∋ 𝑡 → (𝑇 − 𝑡) ∈ 𝑈. 

Tant que 𝑡 < 𝑇 Rouge répondra par 1 +
1+(𝑇−𝑡)

8𝜀
   et aura donc tendance, par continuité, à 

répondre par + 1 en  𝑡 =  𝑇. Remarquons d’ailleurs que pour tout   𝜀 >  0, Rouge  peut jouer 

𝑢 =  𝜂 >  0 assez petit pour que l’unique maximum absolu de 𝑔(𝑢, 𝑣) soit 𝑣𝜂 > 0  tel que   

𝑓(𝜂, 𝑣𝜂) ≥ 𝑓(0, 1) − 𝜀. Si donc Rouge s’obstine à choisir en 𝑢 =  0 la “ mauvaise” réponse   

𝑣 =  − 1.  de telle sorte que Bleu ne peut réaliser son gain maximum de  −
1

4
, du moins reste-

t-il a ce dernier la possibilité de réaliser un gain   −
1

4
− 𝜀, arbitrairement voisin du maximum. 
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4. STABILITE STRUCTURELLE ET GENERICITE 

Nous allons maintenant préciser et étudier la notion de seuil dans un cadre de géométrique 

différentielle. Dorénavant, 𝑈 et 𝑌 seront des variétés 𝐶∞ compactes, de dimensions respective 

𝑝 et 𝑞, 𝑓et 𝑔 seront des fonctions numériques 𝐶∞ sur 𝑈 ×  𝑉. 

II est nécessaire ici de rappeler quelques résultats de stratification de J IMather[13], 

et aussi l’expose d’A. Chenciner, [12]). Pour tout entier 𝑘 ≥  2, il existe un sousfibré  ∑ (𝑉)𝑘
0  

de 𝐽𝑘( 𝑉) et une stratification de Whitney de 𝐽𝑘( 𝑉) − ∑ (𝑉)𝑘
0  par des sous-fibé 𝑆𝑖

𝑘(𝑣) tels 

que: 

a) La fibre de ∑ (𝑉)𝑘
0  est un sous-ensemble algébrique fermé de la fibre de 𝐽𝑘( 𝑉). 

b) La codimension de ∑ (𝑉)𝑘
0  dans 𝐽𝑘( 𝑉) tend vers l’infini avec 𝑘. 

c) Les strates 𝑆𝑖
𝑘(𝑣) sont en nombre fini 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 . Ce sont des sous-variétés 𝐶∞ de 

𝐽𝑘( 𝑉), de codimensions respectives 𝑖. 

On peut interpréter géométriquement les premières strates. Dire que 𝐽𝑘𝜑(𝑣) ∈ 𝑆0
𝑘(𝑣) 

signifie que le point 𝑣 ∈ 𝑉 n’est pas un point critique de la fonction 𝜑 ∈ 𝐶∞(𝑣). Toutes les 

autres strates sont donc contenues dans la sous-variété de 𝐽𝑘( 𝑉) d’equation  𝐽1𝜑(𝑣) = 0. 

Dire que 𝐽𝑘𝜑(𝑣) ∈ 𝑆1
𝑘(𝑣) signifie que la fonction 𝜑 présente en 𝑣 ∈ 𝑉 un point critique du 

type de Morse (quadratique non dégénéré)[1]. 

Fixons 𝑘 de façon que codim ∑ (𝑉)𝑘
0 >  𝑝 +  𝑞, ce qui est possible d’après (𝑏), et détermine 𝑟 

d’après (𝑐). Notre hypothèse sur 𝑔 s’énonce alors ainsi: 

(T’) I ’application (𝑢, 𝑣)  → 𝐽𝑣
𝑘𝑔(𝑢, 𝑣) de 𝑈 × 𝑉 dans 𝐽𝑘( 𝑉) est transversale à ∑ (𝑉)𝑘

0 , et 

l‘application :(𝑢, 𝑣)  → (𝑢, 𝐽𝑣
𝑘𝑔(𝑢, 𝑣)) de 𝑈 ×  𝑉 dans 𝑈 × 𝐽𝑘( 𝑉) est multi transversale aux 

𝑈 ×  𝑆1
𝑘(𝑣), 1 ≤  𝑖 ≤  𝑟. 
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La transversalité de 𝐽𝑣
𝑘𝑔 à ∑ (𝑉)𝑘

0 , compte tenu des dimensions, exprime simplement que 

𝐽𝑣
𝑘(𝑔) ∩ ∑ (𝑉) = ∅𝑘

0 . La multi transversalité de (𝑢, 𝑣)  → (𝑢, 𝐽𝑣
𝑘𝑔(𝑢, 𝑣)) aux 𝑈 × 𝑆1

𝑘(𝑣) 

exprime la propriété suivante: si en un point  𝑢̅ ∈ 𝑈 il existe a points deux a deux distincts 

𝑣𝑚 ∈ 𝑉 tels que : 

𝑇𝑣𝑔(𝑢̅, 𝑣1) = ⋯ =  𝑇𝑣𝑔(𝑢̅, 𝑣𝑎) =  0 

𝑔(𝑢̅, 𝑣1)  = ⋯ =  𝑔(𝑢̅, 𝑣𝑎) = 𝑥 ∈ ℝ 

Si 𝜎𝑚 désigne le germe en 𝐽𝑣
𝑘𝑔(𝑢̅, 𝑣𝑚) de la strate contenant ce point, et si 𝑦𝑚désigne le 

germe en (𝑢̅, 𝑣𝑚) de l’application(𝑢, 𝑣)  → (𝑢, 𝑔(𝑢, 𝑣))  restreinte à (𝐽𝑣
𝑘𝑔)−1(𝜎𝑚), alors Ies 

germes 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑎  se coupent en position générale en (𝑢̅, 𝑥) dans 𝑈 × ℝ.. I1 revient au 

même de dire que la germe produit (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑎) de ∏ (𝐽𝑣
𝑘𝑔)−1(𝜎𝑚)𝑎

𝑚=1  dans (𝑈 × ℝ)𝑎 est 

transversale en (𝑢̅, 𝑥)𝑎 à la diagonale de (𝑈 × ℝ)𝑎. En particulier, compte tenu des 

dimensions. 

 On en déduit que 𝑎 ≤ 𝑝 + 1: l’hypothèse de multitransversalité implique que la fonction 

𝑔(𝑢, . ) présente au plus (𝑝 +  1) points critiques distincts associes a une même valeur 

critique. D’où immédiatement, par application des théorèmes de transversalité de R. 

Thom[10]. 

4.3. PROPOSITION8. L’ensemble des fonctions 𝑔 vérifiant I ‘hypothèse (𝑇’) 

constitue un oucert 

dense de 𝐶∞(𝑈 × 𝑉), [1]. 

L’hypothèse (𝑇). Comme l’hypothèse (𝑇), implique que 𝐽𝑣
1𝑔 est transversale à  𝐽0

1(𝑉). 

et donc que 𝑁, définie par l’équation 𝐽𝑣
1𝑔(𝑢, 𝑣) = 0 est une sous-variété de 𝑈 × 𝑉. Mais 

elle permet en outre de définie sur 𝑁 une stratification de Whitney, de la manière suivante. 
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Soit (𝑢, 𝑣)  ∈  𝑁, avec 𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑥; on considere tous les (𝑢, 𝑣’) ∈ 𝑁 tels que 𝑔(𝑢, 𝑣’) = 𝑥.  

Ils sont en nombre fini 𝑎, compris entre 1 et 𝑝 +  1: on dira que la valeur critique 𝑥 est  

a-uplet. On les écrit sous la forme (𝑢, 𝑣𝑚), 1 ≤  𝑚 ≤  𝑎, en commençant par (𝑢, 𝑣1) (ainsi 

𝑣1 = 𝑣).  

En reprenant les notations ci-dessus, on définit alors le germe en (𝑢, 𝑣) de la strate contenant 

ce point comme l'image réciproque de ⋂ 𝑦𝑚
𝑎
𝑚=1  dans (𝐽𝑣

𝑘𝑔)−1(𝜎1) par 𝑦1, ou, ce qui 

revient au même, comme la projection sur (𝐽𝑣
𝑘𝑔)−1(𝜎1) de l’image réciproque de la diagonale 

de (𝑈 × ℝ)𝑎 par (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑎). 

Chaque strate est une sous-variété de 𝑁 possédant un nombre finie de composantes 

connexes, ses cellules. La strate de codimension zéro est un ouvert dense de 𝑁; dire que le 

point (𝑢, 𝑣)  ∈  𝑁 lui appartient signifie que la fonction 𝑔(𝑢, . ) présent en 𝑣  un point critique 

de type de Morse, 𝑔(𝑢, 𝑣) étant valeur critique simple. La strate de codimension un rassemble 

deux types de points: 

a) les points (𝑢, 𝑣)  ∈  𝑁  tels que la fonction 𝑔(𝑢, . ) admet 𝑔(𝑢, 𝑣) comme valeur 

critique double, 𝑣 et l’autre point critique étant du type de Morse. Ce sont les 

points de croisement ou catastrophes de conflit dans la terminologie de R. 

Thom[10]. 

b) Les points (𝑢, 𝑣)  ∈  𝑁 tels que la fonction 𝑔(𝑢, . ) présente en 𝑣 un point critique 

du type : 

−𝑥1
2 − ⋯ − 𝑥𝑖

2 + 𝑥𝑖+1
2 + ⋯ + 𝑥𝑞−1

2 + 𝑥𝑞
2, 

Donc non de Morse, la valeur critique 𝑔(𝑢, 𝑣) étant simple. Ce sont les points de naissance 

ou catastrophes de bifurcation dans la terminologie de R. Thom. 

Rappelons la définition des ensembles 𝑁+ et 𝑁+
0, introduits au$3, et définissons 𝑁+

1: 
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𝑁+ = {(𝑢, 𝑣)|𝑣 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢 𝑑𝑒 𝑔(𝑢, . )} 

𝑁+
0 = {(𝑢, 𝑣)|𝑣 𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑢𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢 𝑑𝑒 𝑔(𝑢, . )} 

𝑁+
1 = {(𝑢, 𝑣)|

𝑣 𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑢𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢 𝑑𝑒 𝑔(𝑢, . ) 𝑒𝑡 𝑐′𝑒𝑠𝑡𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑐𝑟𝑖𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑢 
𝑡𝑢𝑝𝑒 𝑑𝑒 𝑀𝑜𝑟𝑠𝑒

} 

 

Il est clair que  𝑁+
1 ⊂ 𝑁+

0  ⊂  𝑁+  ⊂ 𝑁. On peur aussi définir 𝑁+
1 comme l’intersection 

de 𝑁+
0 avec la strate de codimension zéro de 𝑁. Comme l’une et l’autre sont des ouverts 

de 𝑁, on en déduit que 𝑁+
1 est contenu dans l'intérieur de 𝑁+ relativement a 𝑁. Nous 

allons montrer que 𝑁+
0̅̅ ̅̅ ̅ =  𝑁+  et même que 𝑁+

1̅̅ ̅̅ ̅ =  𝑁+ . C’est ce qui fait Inintérêt de 

l’hypothèse (𝑇), en nous permettant d’étudier commodément les seuils. 

 4.2. PROPOSITION9. Sous l’hypothèse  (𝑇) 

𝑁+  = 𝑁+
1̅̅ ̅̅ ̅  , [1]. 

Démonstration. De la continuité de 𝑔 et de la compacité de 𝑉 ,  il ressort immédiatement 

que 𝑁+ est ferme dans 𝑈 ×   𝑉 . Pour la suite de la demonstration il faut faire usage de 

l’hypothèse (𝑇) et de la stratification qui s’en déduit.  

Nous supposerons d’abord que (𝑢̅ , 𝑣̅)  ∈   𝑁+ est tel que tous les points critiques de 

𝑔(𝑢̅ , . )  Soient du type de Morse, c’est-a-dire que I ’application 𝑣 ⟼  𝐽𝑢 
1  𝑔(𝑢̅ , 𝑣)  soit 

transversale à  𝐽0
1 (V).  On sait que pour 𝑢 assez voisin de  𝑢̅, l’application  𝑣 ⟼  𝐽𝑢 

1  𝑔(𝑢̅ , 𝑣)   

reste transversale à  𝐽0
1(𝑉).    Il existe donc un ouvert  𝑂 de 𝑈 contenant 𝑢̅   tel que pour   

𝑢  ∈   𝑂,  la fonction  𝑔(𝑢 , . )  présente un nombre fixe de points critiques, tous du type de 

Morse et en dépendance 𝐶∞   de  𝑢. Soit 𝑎 le nombre de maxima absolus de 𝑔(𝑢̅ , . )  on les 
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notera 𝑣𝑚  ∈ 𝑉  ENS ‘arrangeant pour que 𝑣1 =  𝑣 ̅, 𝑒𝑡 𝑥 ∈  ℝ  leur commune valeur. Si 

𝑎 =   1  le point (𝑢̅ , 𝑣̅) appartient à 𝑁+
1. 

Sinon, nous introduisons dans ( 𝑈 ×  ℝ )𝑎   sa diagonale  Δ  et la sous-variété 𝑃1  définie par :  

𝑃1 = {(𝑢𝑖 , 𝑥𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎|
𝑢1 = 𝑢2 = ⋯ = 𝑢𝑎

𝑥1 ≥ 𝑥2, … , 𝑥1 ≥ 𝑥𝑎
}. 

Il est clair que ∆⊂ 𝑃1̅, et que toute sous-variété transversale à ∆ sera transversale à 𝑃1, au 

voisinage de ∆. Mais l’hypothèse (𝑇’), dans ce cas particulier, exprime justement que 

l’application : 

(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖) ↦ (𝑢𝑖, 𝑔(𝑢𝑖, 𝑣𝑖)), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎 

de 𝑁𝑎 dans ( 𝑈 ×  ℝ )𝑎  est transversale à ∆ en ( 𝑢̅, 𝑥)𝑎 . On a donc la transversalité à 𝑃1, au 

voisinage de ( 𝑢̅, 𝑥)𝑎 . Il sera alors possible de trouver dans 𝑈 une suite 𝑢𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, et dans 𝑉 a 

suites 𝑣𝑚𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑎, telles que : 

a) (𝑢𝑛, 𝑣𝑚𝑛) ⟶ (𝑢̅, 𝑣𝑚) dans  𝑁. 

b) 𝑢𝑛 ∈ 𝑂, ∀ 𝑛 ∈ ℕ. 

c) 𝑔(𝑢𝑛, 𝑣1𝑛) > 𝑔(𝑢𝑛, 𝑣𝑚𝑛) pour 𝑚 ≠ 1, 𝑛 ∈ ℕ. 

On en déduit que 𝑣1𝑛 est l’unique maximum absolu de 𝑔(𝑢𝑛 , . ), et donc que (𝑢𝑛, 𝑣1𝑛) ∈ 𝑁+
1, 

d’où le résultat dans ce cas. On remarquera comment I ‘hypothèse de multi transversalité 

permet de déployer un maximum multiple d’ordre 𝑎 en u maxima simples. 

   Revenons au cas général, où (𝑢̅, 𝑣̅)  est un point quelconque de 𝑁+  . On sait que (𝑢̅, 𝑣̅) est 

adherent à une cellule de codimension zéro dans 𝑁, se projetant sur 𝑈 suivant un ouvert. 

Mais on sait aussi que l’ensemble des 𝑢 pour lesquels l’application 𝑣 ⟼  𝐽𝑣 
1  𝑔(𝑢 , 𝑣)   est 



44 
 

transversale à 𝐽0 
1 (𝑣) est un ouvert dense de 𝑈. On peut donc  trouver une suite (𝑢𝑛, 𝑣𝑛) de 𝑁 

tendant vers (𝑢̅, 𝑣̅) et telle que tous les points critiques de 𝑔(𝑢𝑛, . ) soient du type de Morse. 

D’ou le résultat 

     On a ainsi montré que le graphe  𝑁+ de la multi-application 𝑢 → {(𝑢 , 𝑣)}|𝑣 maximise 

𝑔(𝑢 , . )} se décompose comme l’adhérence d’un nombre fini de sous-variétés ouvertes de 𝑁 

telles que la restriction a chacune d’elles de la projection horizontale soit un diffeomorphisme. 

4.3. PROPOSITION 10 

 Si 𝑔 satisfait à  l’hypothèse (𝑇’) et si 𝑓 est continue, le jeu associé au couple (f , g) possède 

au moins un seuil. 

En effet N+ est compact et tout maximum de 𝑓  sur N+  est un seuil. Ainsi donc, pour 

toutes les fonctions 𝑓  continues sur U × V , et pour des fonctions 𝑔 constituant un ouvert 

dense de 𝐶∞  (𝑈 × 𝑉),  le modèle présente un seuil, ce qui répond à la question de la 

généricité, [1]. 

 La question de la stabilité structurelle est plus complètement élucidée par la proposition 

suivante: 

1.4. PROPOSITION 11. 

 Si 𝑔 satisfait à  (𝑇’), il existe un ouvert dense  O de C2  (U × V) et une 

application de classe C1    s ∶ O → N  telle que s(f) soit l’unique seuil du jeu associé au couple 

(f , g), [1].  

Démonstration. Définissons  O comme l’ensemble des fonctions de C2  (U × V) au 

voisinage desquelles le seuil est unique, en dépendance C1 de f . Il en ressort immédiatement 

que c’est un ouvert;  reste simplement à  montrer qu’il est dense. 
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Pour cela, nous partons d’un autre ouvert dense 0’ de  C2  (U × V), défini à l’aide de la 

stratification de 𝑁 associé à 𝑔, comme l’ensemble des 𝑓 ∈ C2  (U × V)tels que : 

 Pour toute strate  S de N, la restriction de 𝑓  à 𝑆 n’a que des points critiques du type de 

Morse. 

 Toutes les valeurs critiques des restrictions de 𝑓 à 𝑆, pour toutes les strates 𝑆 de 𝑁, 

Sont distinctes. 

         Si 𝑓 ∈  0’, le jeu associé au couple (𝑓, 𝑔)  possède un seuil unique 𝑠(𝑓). Par un 

argument de compacité, on montre aisément que l’application 𝑠 est continue sur 0’. 

Soit donc  𝑓̅ ∈  0’, et S la cellule de 𝑠(𝑓)̅ dans 𝑁. Deux cas se présentent: 

Cas (i) Il existe un voisinage Ω de𝑓 ̅dans 0’ tel que 𝑠(Ω)  ⊂  𝑆. Dans ces conditions, 

pour tout 𝑓 de Ω, 𝑠(𝑓) est l’unique maximum de 𝑓 sur 𝑆. La propriété de transversalité 

traduisant le fait que c’est un point de Morse implique que 𝑠 est de classe 𝐶1 sur Ω. 

Cas (ii). On peut trouver dans 𝑁 une cellule 𝑆’ ≠  𝑆 et dans 0’ une suite 𝑓𝑛  → 𝑓 telle 

que  𝑠(𝑓𝑛) ∈ 𝑆’, ∀𝑛 ∈ 𝑁. Mais on sait également que 𝑠(𝑓𝑛) → 𝑠(𝑓)̅ ∈ 𝑆. donc que 𝑆 ∩ 𝑆’̅ ≠ ∅. 

D’après les propriétés  usuelles des stratifications, ceci implique .que 𝑆 ⊂ 𝑆’̅ et 𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚 𝑆 >

 𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚 𝑆’. 

Si l’on est dans le cas (i), alors 𝑓̅ ∈  𝑂. Si l’on est dans le cas (ii), on se donne  𝜀 >  0, et 

on choisit 𝑓’ ∈ 0’tel que 𝑠(𝑓’) ∈ 𝑆’et ‖𝑓 − 𝑓′‖ ≤ 𝜀
2⁄  dans C2  (U × V). Puis on applique 

l’alternative (i)-(ii) à la fonction 𝑓′. Dans le cas (i), 𝑓’ ∈  𝑂; dans le cas (ii) on peut trouver 

𝑓” ∈  𝑂’ tel que 𝑠(𝑓”) appartienne à une cellule 𝑆” avec codim 𝑆”< codim 𝑆’, et que 

‖𝑓′ − 𝑓”‖ ≤ 𝜀
4⁄  
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Dans C2  (U × V). Et ainsi de suite. 𝐴Force de descendre les codimensions on finit par 

s’arrêter, si bien qu’on aura trouvé une fonction 𝑓̅ ∈  𝑂 telle que ‖𝑓̅ − 𝑓‖̅ ≤ 𝜀 dans C2  (U ×

V).  

Comme 𝜀 >  0 est quelconque, ceci prouve que 𝑓̅ ∈ 𝑂̅. Donc 𝑂̅ ⊃ 𝑂′̅̅ ̅ = C2  (U × V). 

              Terminons par quelques remarques sur la stratification de 𝑁. Tout d’abord, les 

cellules de la strate de codimension un contiennent, les unes uniquement des points de 

naissance, les autres uniquement des points de croisement. L’allure de la fonction 𝑔(𝑢, . ) au 

voisinage d’un point de naissance montre aisément que celui-ci ne peut être un maximum 

local, a fortiori global. Ainsi donc  𝑁+ ne contient que des cellules de croisement. 

        Suivant la fonction 𝑓, Ie seuil pourra ttre atteint sur la strate de codimension zero, ou 

sur la strate de codimension un auquel cas on observera une catastrophe de conflit et non 

une catastrophe de bifurcation; ou sur une strate de codimension  plus élevée. Tous ces cas 

peuvent se présenter de manière structurellement stable, comme on peut s’en convaincre en 

examinant par exemple le “ papillon” de René Thom[10]. 

La stratification de 𝑁 a été construite à partir de la stratification de  𝐽𝑘( 𝑉). On peut d’une 

manière analogue construire à partir de celle-ci une stratification de  C∞(V), puis en déduire 

une stratification de 𝑈 par l’intermédiaire de I ’application 𝑢 → 𝑔(𝑢, . )  de 𝑈 dans 𝐶(𝑉). On 

aura ainsi montré que la stratification de 𝑁 se projette en une stratification de 𝑈. 

II peut être utile pour des applications au contrôle optimal et aux jeux différentiels 

de remarquer que la Proposition 9 donne une forme générique de la multi-application qui, 

à 𝑢 ∈ 𝑈, associe I ’ensemble des points 𝑣 ∈ 𝑉 où atteint son maximum. Plus précisément, 

introduisons la définition suivante : 
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1.5.Définition 

 Une multi-application Γ de 𝑈 dans 𝑉 sera dite excellente si: 

a) 𝛤 (𝑢)  comporte au plus (𝑑𝑖𝑚 𝑈 +  1) points; 

b) il existe une stratification de Whitney de 𝑈 dont les cellules de codimension zéro 

Seront𝑈1, … , 𝑈𝑟, et 𝑟 applications 𝑦𝑖 ∶  𝑈𝑖  ⟶  𝑉, continues sur 𝑈𝑖̅, et de classe C∞ sur 𝑈𝑖, 

Telle que : 

𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ𝑒 (Γ) = ⋃ 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ𝑒(𝑦𝑖).

𝑟

1

 

A toute fonction réelle 𝑔 sur 𝑈 ×  𝑉on peut associer une multi-application 𝑟 de 𝑈 

dans 𝑉définie par: 

 ∀ 𝑢 ∈ 𝑈, Γ(𝑢) = {𝑣 ∈ 𝑉|𝑔(𝑢, 𝑣) ≥ 𝑔(𝑢, 𝑣′) ∀ 𝑣′ ∈ 𝑉}. 

On a alors le résultat de généricité: 

1.6.PROPOSITION 9  

 Si 𝑔 ∈ C∞(𝑈 × 𝑉) vérifie (𝑇’), la multi-application 𝑟 associe est 

excellente. 

        Enfin, nous aurions pu nous intéresser aux maxima locaux plutôt qu’aux maxima 

globaux. Cela revient à attribuer une certaine “myopie” a Bleu et Rouge, tout au 

moins à ce dernier. Il nous aurait alors fallu considérer, à la place de N+ , l’ensemble 

N+
′  défini par : 

N+
′ = {(𝑢, 𝑣)|𝑣 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎 𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑔(𝑢, . )} ou plutôt son adhérence. 
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Le centre d’intérêt de l’étude se serait déplacé, avec les seuils, des catastrophes de conflit aux 

catastrophes de bifurcation, [1]. 
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Conclusion 

La théorie des jeux est nécessaire pour modélisé les vues des n’importe quelqu’un  en formule 

mathématique et à trévère ça en peut considérer le bon résultat et les butes dans beaucoup des 

domaine de la vie soit finance ou économie ou dans la guerre…etc. 
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