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Introduction

Le calcul fractionnaire est défini comme étant la branche mathématique qui étudie la générali-

sation des notions de dérivation et d’intégration a des ordres non nécessairement entiers[4][5][6].

L’histoire débute le 30 septembre 1695. Dans une lettre adressée a Gottfried Wilhelm Leibniz
(le co-inventeur du calcul différentiel ), le Marquis de ’'Hépital lui pose la question suivante :

drf

St n = 17 Le calcul différentiel étant encore & ses débuts, Leibniz réponds qu’il s’agit 1a

d’un paradoxe, mais qu’un jour, il en découlera de trés utiles conséquences.

aujourd’hui, et comme ’avait prédi Leibniz, le calcul fractionnaire a de trés nombreuses appli-
cations, on citera a titre d’exemple : le traitement du signal et de I'image, les biotechnologies
et les applications biomédicales, le diagnostique et la détection des défauts dans les machines

par la modélisation.

Dans ce mémoire il sera question de traiter I’existence et 'unicité de la solution d’un systéeme
fractionnaire d’ordre différentiel. En effet, actuellement,un intérét considérable est dérigé vers
I’étude de I'existence et 'unicité de solutions des équations différentielles d’ordre fractionnaire.
Cette étude est basée sur les théorémes du point fixe (principe de contraction de Banach,

théoréme de Scheafer, Arzeéla-Ascoli et Krasnosselski)[1][2][3]

Le présent travail se compose de trois chapitres. Le premier servira de support théorique dans
lequel il sera question de définir les notions de base du calcul fractionnaire. Ensuite, mettre
en évidence les relations qui existent entre leurs propriétés, dans ’objectif de servir les deux
chapitres suivants. Le deuxiéme chapitre quant & lui sera consacré a la démonstration de
I’existence et 'unicité de la solution d’un sytéme d’équations différentielles fractionnaires avec

des conditions intégrales fractionnaires au sens de Riemann -Liouville :

Deu(t) = fult,z(t),y +f'*<t;@5 g(s,2(s),y(s)) ds t € 10,77,
DPy(t) = flt,x( ,yt + Jo 5 < z(s),y(s))ds t€[0,T],
2(0) =0, Dﬂw(T)—zj a; D" :v(m):wl,

\ (0)=0,  Dy(T) -} a;D"y(e;) =

Enfin, dans le dernier chapitre, on présentera quelques résultats d’existence et d’unicité de

solutions du sytéme d’équation différentielle fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au



sens de Riemann-Liouville :

\

Mots clés:

Do (D2 + \)x(t) = fu(t,z(t),y(t)) te€][0,T],
DP(DP2 + \)y(t) = fo(t, x(t),y(t)) te€[0,T],
[=o2p(0) =0, D= ei=2g(T) = Y7 a2 %ma(ry),
['Py(0) =0,  DXiaA2y(T) = 37 b= 52y (),

Calcul fractionnaire, Intégrale fractionnaire au sens de Riemann—Liouville, dérivée fraction-

naire, théorémes du point fixe, ’existence et I'unicité de la solution d’un systéme d’équation

différentielle fractionnaire.

Key words:

Fractional calculus, Riemann-Liouville fractional integral, fractional derivative, fixed point the-

oreme, existence and uniqueness of the solution of fractional order differential equation systems.



Chapitr
e

Calcul fractionnaire

1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, on présentera les fonctions Gamma et Béta ,qui seront utilisées dans
les autres chapitres. Ces fonctions jouent un role trés important dans la théorie du calcul

fractionnaire.[3][4][5]

Fonction Gamma

Définition 1 L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Fuler

['(2). la fonction Gamma T'(z)est définie par lintégrale suivante:
['(z) = / e '* 1 dt
0
avec Re (z) > 0

. Une propriété importante de la fonction Gamma I' (2) est la relation de récurrence suivante

I'(z+1)=2I(2).

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

['(z+1)= / e 'rdt = [—e "X + z/ e i ldt = 2T (2) .
0 0

La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle car I'(n + 1) = n!l, Vn € N.



1.2. Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Fonction Béta

Définition 2 La fonction B (p, q) est la fonction Béta (qui est un type d’intégrale d’Euler)définie

par l'intégrale sutvante:

1
Blpo)= [ (1-ap e s
0

Avec RE(P) > 0; RE(q) >~ 0

Lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta

L(p)'(q)

B(p,q) = Totq)

Avec RE(P) > 0; RE(q) >~ 0

1.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

nous allons suivre I'approche de Riemann pour proposer une premiére définition d’intégrale

fractionnaire, 'intégrale de Riemann-Liouville.[2][3]

Définition 3 L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f € Ly ([a;b],R)d’ordre o > 0 ;

est

définie par :

(12 f)(x) = ﬁ / " — L ()

Théoréme 1 Pour f € C([a;b]) ,lintégrale fractionnaire de Riemann -Liouville posséde la

propriété de semi-groupe

I3 (L7 f) (2)] = I°7f (2)
Preuve. La preuve découle directement de la définition

(0N @) =t | (o -yt [ [ =0 pwa a

or f € C ([a;b]); d’apres le théoréme de Fubini et par le changement de variable t = u+s(z—u)



1.3. Dérivation fractionnaire

on obtient

ﬁﬂﬁvxw}=§%%%%l?rww%vauzﬁwﬂf@»

Proposition 1 On a les propriétés suivantes:
i) Uopérateur intégral I§ est linéaire.

W3 f(t) = f(t).

i) (1o f)(@) = (I1°7f) ().

Exemple 1 Soit f(x) = (v — a)’

calculer Uintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f (a > 0)

a l'aide de changement de variable s = a + (f — a)z on obtient:

(z — a)f+

ITf(t) = W/ (1 —2)* 2l dx

((L’ _ a)ﬁ-i—a

(o) Bla, B+1)

(z — a)"**T()I(5 + 1)
Ia)(a+p+1)

d’ou

O E————

argrn

1.3 Dérivation fractionnaire

1.3.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 4 Soit f une fonction intégrable sur [a;b], alors la dérivée fractionnaire d’ordre «

(avec n—1< a <n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

d’l’b

(D2 () = -

(La~*f)(x)



1.3. Dérivation fractionnaire

Exemple 2 calculer la dérivée fractionnaire d’ordre n — 1 < a < n au sens de Riemann-

Liowville de f(z) = (v — a)®

en faisant le changement de variable T = a + s(t — a) on aura:

n 1
RLDa(LC . CL)B — ﬁ%(w o a)n,3+oz/0 (1 . S)nfaflsﬁds
Fn+pB+a+1)B(n—a,B+1)
['(n—«)
F'n+pf—a+1)(n—a)(B+1)

(x — a)ﬁ_a

Hn—@ﬂn—a+nﬂn+ﬁ—a+mw_awﬂ
DO (e
I'n—a+1) '

Lemme 1 Soit a € Jm — 1,m[;m € N* alors:

a—m)

m—1
1) |
RLDa — - ]Jrafm'
(“DEf)@) = 0= fla JZOCJFﬁH (@ =0
ol C'j sont des constantes .

Preuve. On a par définition

(D)) = ("))
Si
d" _
(D3 )() =0 = (17 f)()) = 0
— (7)) = Y Ol a
composons avec [* on obtient
P ) @) = 1) Cie — a)
(1)) = 12 Ot —a))
vy - S LG+ D) ot
0706 = 3 G gy te =)™

dz™ = (a+j+1)dam
m—1 .
r'Gj+1) ,
— C Jta—m
/(@) g jF(]+a+1—m)( 2



1.3. Dérivation fractionnaire

1.3.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 5 Pour une fonction donnée f sur l'intervalle[a;b] la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo de f, d’ordre a > 0 est définie par

(“Df)(x) = (I~ f") ()

_ 1 " pym—a—1 p(m)
[ @it

'im—a

ici n = [a] + let[a] désignant la partie entiére de a.

Exemple 3 1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

“D%c = 0.

2. La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de f(z) = (z — a)’.

soita >0 tel quen —1<a<n (né€N*) avec B >n—1

“DLI0 = prray [ (= s
pour 3 >n — 1 on obtient P34 1)
n _ + -n
f'(s) = m(s —a)’"

en effectuant le changement de variable s = a+7(t —a) (0 < 7 < 1) on aura:

CDgf@) = P(nl_ a) F(g(f Z _11_)1) <t - Q)Ba/o (1 - T)niailTﬁindT
_ rg+1)B(n—ao,f—n+1)

_ )
T —aT@—nsD ¢ 9
I'(B+1) o
RS LA

La relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et Caputo

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur 'intervalle

[a, b] est décrite par le théoréme suivant :

Théoréme 2 Soit o > 0 avec n—1 < a <n (n € N*) ; supposons que [ est une fonction
telle que (CD2f)(t) et (BLD2f)(t) existent alors:

ml () ,
DN = (DN - 3 Do



1.4. Théorémes de points fixes

Lemme 2 si f®) =0 pourk=0,1,2....n —1, on aura
(“Dg f)(z) = (D7 f)(2)
Proposition 2 1) Composition avec l'opérateur d’intégration fractionnaire
‘DI f=f.
D)) =0 = fla) = 75 Frl (@ — o).

3)1g D)) = flo) = Y L (o — .

)5 0<a,8<1aveca+B<1etfeCa,b],C) alors

(“Dgo“ D) (f)(x) = ("D f)(w).

1.4 Théorémes de points fixes

Pour la résolution des équations différentielles et intégrales, les théorémes du points fixes sont

des outils extrémement utiles.

En effet, ces théoremes fournissent des conditions suffisantes pour les quelles une fonction
donnée admet un point fixe, ainsi on assure ’existence de la solution d’un probléme donné en
le transformant en un probléme de point fixe,et on détermine éventuellement ces points fixes
qui sont les solutions du probléme posé. Dans cette section on va présenter les théorémes de

points fixes qu’on va dans le but d’obtenir des résultats d’existence et d’unicité.[3][5]
Soit J := [0;T],T > 0.Notons C(.J;R) est 'espace de Banach des fonctions continues définies

de J dans R; muni de la norme
2]l o = sup {|z(t)[ .t € J}.

On commence par la définition d’un point fixe.

Définition 6 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On appelle point fixe de

f tout point u € E tel que
fu) =

Définition 7 On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r,l’ensemble noté B(a;r) telle
que
B(a,r)={z € E/||x—a|] <r}.



1.4. Théorémes de points fixes

Définition 8 On appelle boule fermée de centre a et de rayon r,l’ensemble noté B(a;r) telle
que

B(a,r)={z € E/||x—a|] <r}.

Définition 9 On dit qu’un espace vectoriel normé (E,||.||) est complet, ou que c’est un espace

de Banach, si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition 10 Soit (z,,) une suite de E, Alors (z,,) converge vers x dans (E,|.||) si et seule-
ment st

lim [z, — ]|, = 0.

Définition 11 Une partie A de (E,||.|) est dite relativement compact si son adhérence est

compact.

Définition 12 Soient Eet F deux espace de banach, et A : E — Fune application lineaire.

On dit que A et borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F

Définition 13 Soient E et F' deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute appli-

cation linéaire continue de E dans F'.

Définition 14 Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application définie de E a
valeurs dans F' On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme tout
borné de E en une ensemble relativement compact dans F. fest dite compact si f(E) est

relativement compact dans F'.

Définition 15 Soit A un sous ensemble de C(J; R); L’ensemble A est equicontinue. i.e pour

tout € > 0; il existe 6 > 0 tel que

[ta —t1| <6 = || f (t2) — f (t1)|| < € pourtout ta,ty € J et tout f € A

Définition 16 Soit (E,d) un espace métrique. Une application f : E — FE est dite Lip-

schitzienne de constante L > 0 si elle vérifie

Vr,y € B, d(f(x), f(y) < Ld(z,y)

1.4.1 théoréme de point fixe de Banach

Théoréme 3 Soient X un espace de Banach, et A : X — X un opérateur contractant. Alors

A admet un point fixe unique i.e Iz € X tel que f (z) = x



1.4. Théorémes de points fixes

1.4.2 Théoréme de point fixe de Schaefer

Théoréme 4 Soit X un espace de Banach et A : X — X est un opérateur complétement

continue. Si l’ensemble

e ={x € X : Nz =z pour certain X € ]0,1[},

est borné, alors A posséde au moins un point fize.

1.4.3 Théoréme de point fixe de krasnosselski

Théoréme 5 Soit X un espace de Banach, et soit M une partie non vide, convexe et fermé
de X : On suppose que A; B sont deux opérateur de X dans X satisfaisants:

i: Axr+ By € M;¥x;y € M.

1:A est une contraction.

iti: B est continue et B (M) est contenue dans un ensemble compact.

Alors dx* € M tel que Ax* + Bx* = x*.

1.4.4 Théoréme de Arzéla-Ascoli

Théoréme 6 Soit A un sous ensemble de C(J; R); A est relativement compact dans C(J; R)

si et seulement si les conditions suivantes sont vériffées:

i) L’ensemble A est uniformément borné. i.e il existe une constante k > Otelle que : ||f(x)|| < K

pour tout x € J et tout f € A .
i1) L’ensemble A est equicontinue.i.e pour tout € > 0; il existe § > 0 tel que

|t1 — ta] < 0 = || f (t1) — [ (t2)|| < € pour tout ty,ts € J et tout f € A.

10



C ‘e
Systéme d’équations différentielles

fractionnaires avec des conditions

intégrales fractionnaires

2.1 Introduction

Lors de ce chapitre, on abordera 'existence et 'unicité de la solution d’un systéme d’équations
différentielles fractionnaires avec des conditions integrales fractionnaires au sens de Riemann-

liouville. Le systéme en question se présente comme suit:

([ Doa(t) = filt 2(t),y +f0 $)g(s,2(s),y(s)) ds,t € T =10,T],
DPy(t) = falt,z(t),y(t)) + fo F )h(s,x(s),y(s))ds,t eJ=[0,T], @2.1)
z(0) =0, D“J:(T) Zj:1 a;D*z(n;) =w,0 <n; <T,
y(0) = D*y(T) = 35, b;Dy(e;) = w., 0 < g5 < T,

\

Ou D et D® sont deux dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville d’ordre o et /3

respectivement avec 0 < «, 3 < 2,
et fi;g et h:[0,T] x R* — R sont des fonctions continues avec (i = 1,2) et n;,¢; € [0,T],

Ai, (1 = 1,2) sont des nombres réels ,w;,ws € [0,7], sont des constantes réels,et a;,b; € R, j =

1., k.

11



2.2. Lemmes fondamentaux

2.2 Lemmes fondamentaux

Lemme 3 [1]/2][/][6]Soitn —1 < o <n oun € Net z € C([0;T]) N L' ([0; T])a solution

géneérale de ’équation différentielle fractionnaire homogéne D*x(t) = 0 est donné par:

o(t) = Cit* P Cot* 2 4 .+ Cpt™™  teJ=[0,T]
ot C1,Cy, ....,C, sont des constantes.
Lemme 4 [1][2][}][6]Soit x une fonction continue surC™([0; T];R) et soitn—1 < a < n alors
(I*EEDe2) (1) = o(t) + Co + Crt* H 4+ Cot® 2 4 ... + Cpt®™
ouC;eRii=1,...n—1,n=[o]+1.

Lemme 5 Soit x € C(J; R); La solution de l’équation différentielle fractionnaire suivante

{Daxw Altz(t),y(1) + [y &G s)g(s.x(s),y(s))ds, t€[0,T],
(0):0 ,D“a;(T) zﬁzlajz)u;c(nj>:wl,

(2.2)

est donné par

61

o) = 150+ 1| e (9 (50061, 5() )

8)571

e A w1 S 6) 0 sl p(s) )

)5—1

— Zaj *fi(n;) Zajlo‘ #( / %gp (s)g(s,z(s),y(s))ds) —wi}(2.3)

ol
I'(a —p)

A= - o o
M@)oy agny = T77"7)

Preuve. En appliquant les lemmes (3) et (4) on trouve:

o) = 150 + 1 [ Lol )9 svn(s) p(e)) i)+ Cot 4 Cat™ (2

0

ol 1 et (5 sont des constants arbitraires.
d’apres la condition z(0) = 0 on peut écrire:

Cy=0

12



2.2. Lemmes fondamentaux

on utilise la condition

DFx(T) — Z%D“x(ﬁj) =

en prenant la dérivée de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre 1 > O;pour (2.4)

on obtient

T _ g)0-1
Do) = 1) + 10 [ T

k k N (n; — s
_ Zajfa—# Fi(ny) + Zam—ﬂ( / ”JFT@ (s) g (s, 2(s), y(s)) ds)
+Zajcl Oz— ) (‘)Hl—f—wl

on trouve :

B nezn o o T—(T_S)éil s)g(s,x(s s))as
Ol_r(axz;?_lam;“I_qu“ A +1 </0 Fiy (99 (s o(5),u(s)) d)

_Zaj ®fi(n;) ZCL]Ia “/ %@(s)g(s,x(s),y(s)) ds) — w1}

alors on obtient la solution de I’équation différentielle fractionnaire (2.2)

t (t . 8)6—1

o) = IR0+ 1°( | e () g (sun(s). () )

0
8)571

AR + 1S (6) 0 s, p(s) )

6—1

- Zaj *fi(n;) Za][“ ( / %gp (s)g(s,x(s),y(s))ds) — w1} (2.5)

ol
- F k a—p—1 Ta—y—l :
(@) joyam; " — )

Afin de prouver l'existence et I'unicité de la solution du probléme (2.1) on considére les hy-

potheéses suivantes:
(Hy): fi, f2, hetg : [0,T] x R? — R sont des fonctions continues .

(H2) : 1l existe des constantes (m;,n;,;, k,, i ,2) ; telles que pour tout t € J = [0,T] et
(1, 91), (22, 92) € R?

|fi,<t7$27y2) - fi,<t7$17y1)| S my "7;2 - LL'1| + T ’yQ - y1| 77; = 1727

13



2.3. L’unicité de la solution du systéme

et
|g(t,l’2,y2) - g(tvxlay1)| < ll |£E2 - {L‘1| + lz |y2 - y1|;

’h(t>x27y2) - h(t7x17y1)| < kl ‘xZ - x1| + kz |y2 - yl’ )
(H3) : 11 existe des nombres positives Ly; Lo, L', L” tels que

lfr.t 2, y) < Loy | fa(t,2,y)] < Lo
et

lg(t,z, )| < L' |h(t,z,y)| < L;

2.3 L’unicité de la solution du systéme

Soit J := [0;T],T > 0.Notons C'(J;R) est I'espace de Banach des fonctions continues définies

de J dans R; muni de la norme
X = {:13 cx € C([0;T]) et ||z|| = sup |a:(t)|}
teJ

et

y = {y ye (T etlyl = s |y<t>|}

alors

X XY ={(z,y) : (x,y) € C([0,T]) et [[(z,y)] = llzll + [lyl} -
On définie l'opérateur ® : X x Y — X x Y par

O(z,y)(t) = (®1(x, y) (1), Pa(x, y)(t)) t € [0,T]

ou pour tout ¢ € [0, 7]

14



2.3. L’unicité de la solution du systéme

_ S)(H*afl

v (s) g (s,2(s),y(s)) ds

s 1 t _ s o+pB—-1
Byl )(1) = / ¢ >) s s+ [ w () hsa(s) (o) ds
a 1 ’B_V !
A O () s
(T - s)“’*ﬁ
+/0 F(U+a_’u)\lf(s)h(s (), y(s)) ds
gj—8) B vl
Za] / Sy (s, 1(5), y(5)) ds
83 —8 0+B v—1
—Zaa/ Y @) b (sa(s) () ds — )

On insere les quantités suivantes:

k a—v

TOL 1 TCX—[L

B a g
Ml_r(a+1)+T |A|{r(a—ﬂ+1)+;|a3|r(a—u+1)}'
1 - T5+a—u k 7,]]6+a I
el (Fay 71 |A|{F(6+a—u+1)+;|aj|r(5+a L
— Tﬁ @1
Mz_F(6+1)+T ’A‘{ ( +Z“ )}
1 o ToJrBu k U—I—Bv
1l (g + 7 'A‘{p<a+5_y+1>+;’b‘ fors—vin)

Notre premier résultat est donnée par
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2.3. L’unicité de la solution du systéme

Théoréme 7 On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hz) sont vérifiées. Si :

L (M, + M) <1,
alors le systéme d’équation différentielle fractionnaire (2.1) admet une seule solution sur [0;T].
Preuve. Dans le but d’établir I'existence et 'unicité de la solution du probléme (2.1), on utilise
le principe de contraction de Banach.

En effet pour (x1,22), (y1,y2) € X X Y et pour tout t € [0,7].

En utilisant 'hypothése (H2) on obtient:

|P1(22,42)(t) = 121, 91)(8)] <

t (t o S)afl
sup -
te[o,T]{ 0 ' ()

+ il ) / (t = )" g (s, 72(5), vals)) — g (5, 22(5). 31 (5)) | ds

'o+a

[f1 (s, 22(s),y2(s)) = f1 (s, 21(5), y1(s))| ds

1A T () n(s) = f (s (s) (o)) ds

T %/ (T = 9" g (s.22(5). 92(5)) — g (s,21(5), 31 (s))| s

Xl | O (s a(s) () — i (a5 () s

+Z|aj| e [ = 9" g () n(e) — 9 (5. (5). () )

pour tout ¢ € [0, 7]

(e}

< msz[%%] | f1 (s, 22(5),92(8)) — f1(s,21(8), 91 (5))]

il T
P Gtar) S 196 mals)92(0)) 9 (5, 21(5). 1 (5))]

AN 28 s (5 a(s).(0) = s (5.1 (5). )
b T g (s () a(s) — g (5 (5). 4 (5)

(5+a_ﬂ+1) s€[0,T7

+Z| 4l gy u+1) sup [f1 (s, 22(s),y2(s)) = f1 (s, 21(5), 42(s))]

s€[0,T]
+Z| | g (s, a(s).(5)) — (5,2 (5), 1 (5)
a; (5"—0{ ,U/—i-]_)se[OT} 2 » Y2 y 41 » Y1

16



2.3. L’unicité de la solution du systéme

on obtient
< o7 sup (mq T2 — 1| + N1 (Y2 — 1
I'(a+1) se[07T]( | | | )

el

+—1" (5+a) 52}(1]%]( 1 |IE2 .171| + 9 |y2 y1|)
Ta—l A TOL?N
M= e
S+a—p
+ H(IDHOO ' sup (ll |x2 —SCl‘ +l2 ‘yQ _y1’>
F(5+a—u+1)se[oﬂ
+ sup (mq |xg —x1|+n
3 ol e el b
Il o 2T
4 sup (I, |vo — 1| + 1,
Z, J‘ 5+a Y Se[opﬂ( |y — 1] ly2 —w1])}
ce qui donne
< T A +Z| eyl
SSETS) r( [+ 1) E M+1)

x (my +n1)([|ze — 21| + [ly2 — 21l

6+o¢ n ‘(5-"-04—;1

el ol el
Hegem T MG e +Z'J’ Gtaur )

X (I + ) (|v2 — 21| + [ly2 — w1ll)

D1 (22, y2)(t) — Pr(@1,91) ()] < MiL(|lze — 21| + [[y2 — wal]) (2.6)
avec le méme argument précédent, on peut écrire:

|Pa(w2, y2)(t) — Pa(x1, Y1) (t)] < MaL([|w2 — 21| + [ly2 — w1 ]) (2.7)

finalement en utlisant (2.6) et (2.7), on déduit que:

1@ (2, y2) = @(1, )| < L (Mo + M) ([loz — 1]l + g2 = w1l])

C’est sur le théoréme du point fixe de Scheafer qu’on s’est basé pour notre prochain résultat

concernant 'existence de la solution du probléme fractionnaire (2.1)

17



2.3. L’unicité de la solution du systéme

2.3.1 VDl’existence de la solution du systéme

Théoréme 8 On suppose que les hypothéses (H1) et (H3) sont vérifiées .
Alors le systéme fractionnaire (2.1) admet au moins une solution sur [0; 7]

Théoréme 9 Preuve. On applique le théoréme du point fize de scheafer. On considére

lopérateur : m

P: X XY —- X XY

définie par:
D(z,y)(t) = (Pr(z, y)(t), Po(z,y)(t)) t€[0,T]

Etapel:

(1)On montre que ®; est continue telle que :
La continuité de fi; fa2, g; et h (hypothése H;) implique que l'opérateur est continue sur X x Y.

(2)On applique le theoréme (d'Ascoli — Arzela)et on montre & est uniformément bornee.

V(z,y) € By = {(z,y) € C([0,T]), [|(z, y)|| <77} = [[@(z, y)|| <1

Soit (z,y) € By = ||(z,y)| < r*

— 5 t —s 0+a—1
bl < [ %ws (s) <>>|ds+/0 oy PGl (sa(e) (o) ds

N e e AN

§+o¢u1

(T —s)
+A T (0o +a— )W(NMGxU y(s))| ds

au

+Z|aj|/ ”ﬂ 1F1 (s,2(5). y(s))| ds

nj g o+a—pu—1
=3l | “;f( o () lo s.a(s).y()] ds + [
pour tout ¢ € [0; 7T
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2.3. L’unicité de la solution du systéme

T Il
< ——— su s,2(8),y(s))| + =————-—= su s,x(s),y(s
_F<a+1)56[0%]|f1( (5),y(s))] P(5+a+1)se[o%]|g( (5),y(s))]
A 1 () 6D+ =T g s (s), ()
—— su s,xz(s),y(s u y LA\S), YIS
F(Oé—MJrl)se[o%] ! Y F(5+04—M+1)se[o?ﬂg Y
+ su s, x(s S
§ \ g| M+1) SE[OI;]|f1( (5),y(s))]
]l oo m2 T
+ L z(s), +
E \ g| 5+a Py 52}3%} lg (s, 2(s),y(s))| + |wi]
alors
Ta
< § L
o]l oo ||90H A o]l om0t /
+(F(5+ o) IAI{ T+ +§:|J| 5+a +1)})L + fw |

[@1(z,y)|| < M, <L1 + L’) +lwi <00 (2.8)
de la méme maniere, on peut obtenir:

| @2, )]l < M (L + L") +Jur| <00 (2.9)

de(2.8)et (2.9), on trouve:

19z, ) x sy < 00

alors ® est uniformément bornée.

Etape2:

On montre que ® est équicontinue dans X X Y, on voit les parties bornées en parties équicon-

tinue dans X X Y.soient t1,ty € [0, 7] tels que t; < to
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2.3. L’unicité de la solution du systéme

[®1(z,y)(t2) — Pi(x,y)(t1)] <
2 (ty — )7

L F(a) fl (Svm(3)7y(s))d8

ta (t2 _ S)6+a71
o [ ) g oo o

Iy =5
S (e () ds

t1 (tl _ S)‘H'O‘_l
N / Tgp(s)g(s (), (5)) ds

(557 = 17) A / S (s, as),u(s)) ds

(T —s)
+/o TGta—pn” (5)g(s,2(s),y(s))ds

pn—1

_Za, A O

k o 6+o¢,u1

0 | e (9 o)) ds)

t1 (t2 o S)afl

I(a) fi(s,2(s),y(s)) ds+/

t1 (tg _ S>5+a71

v (s) g (s,2(s),y(s)) ds

N o I'(0+a)
G = (tr— )"
T ey ds [ BT 6 g (5,9, y(e)

t1 (tl o S)afl

0 " (t — S)MWI
B f1(s,2(s), y(S))dS—/O TOta)

v (s) g (s,2(s),y(s)) ds

) af / (=) 6, 2(5), (o)) ds

alors
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2.3. L’unicité de la solution du systéme

1
< (—(ts — )"+t — 1%) su s,z(s),y(s
—p(a+1)( (ta =) 2 1)86[021|f1( (s), y(s))]
1 dI+a 6+ 5+
+ (75 -1 +ty" " —t a) su s, x(s),y(s
i (=)™ =05 el sup [ (5.0(5).9(5)

To #
Tla— 1) gy 1 (508 05)

+ (t;*l _ ti"1> Af
S+a—
Il 7"

+

su s, x(8),y(s
D) S 1965 2(6),u(s)

k
n; "
+ a;———— Su s, x(s),y(s
EZJFW_#+1Mm%uu (), 5(s))]

+§j Illoo ™" o (5. 2(5), 4(s))
Ty 6+Q_M+1)se[0,T] T

par '’hypothéses (H3); on trouve

Ly ||90|| L 5+ 5 5
< — = (—(tg— 1)+t — )+ — e (t—t G ot ¢ +a>
STlarp W HE R ey )T

- KT, 7L
+(t21 >|A|{ L ol o

I (a u—l—l) Frd+a—p+1)
@l "L
+Z‘j| u+1 +Z‘J| L(§+a-— u+1)}

On conclue que ®(B) est équicontinu. Par le théoreme de (d' Ascoli — Arzela) on peut conclure

que ® est un opérateur complétement continu.

Etape3: Finalement, on montre que ’ensemble € déffni par :

e={(x,y) € C([0,T]),(z,y) = p®(z,y), p €0, 1[}

est borné. en effet :
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2.3. L’unicité de la solution du systéme

2]l = [lp®1(z, )|

Sp/o )| (s a(s), (o)) ds

[(a)
o / %ws)\|g<s,x<s>,y<s>>|ds
7 Al / S (sals), y(s))] ds

(1)
+/0 e )|¢<s>||g<s,m<s>,y<s>>|ds

1

+Z\aj|/ i (sl

o+a—p—1

+ ; |a;] /O"j (?(gj)a — o ()] g (s, 2(5), y(s))| ds + p |w:|

T To+e

< P L1+p\|¢||oo

I'(a+1) ro+a+1)

an TeH lell T

T A L
AL | |{ I (a —;H—l) LT Frd+a—p+1)

ol oo m® T

+Z\J| L+Z|g| 5+a +1)L+p|w1|

donc

2]l < pM; (L1 + L’) +plwr]  (2.10)
de la méme maniére , on peut obtenir:

lyll < M (L2 + L’") + s (2.11)

en combinant (2.10) et (2.11) ; on obtient

_ I ,//
XxY ™
1@ )y = M (L + L) + ] + My (Lo + L) + o)

Alors 'ensemble ¢ est bornée .

D’apres le théoreme de Scheafer 'opérateur ® admet un point fixe qui est une solution du

systéme fractionnaire (2.1).
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C e
Sytéme d’équations différentielles
fractionnaires avec deux dérivées
fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville

3.1 Introduction

Le présent chapitre a pour objectif de démontrer ’existence et 'unicité d’un systéme d’équations
différentielles fractionnaires avec deux dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. Le

systéme en question se présente sous la forme ce-dessous:

D (D 4 A)ar(t) = fult,a(t),y() € T =[0.T],
D#(D% 4 \)y(t) = folt.a(t),y()) ¢ € J =[0,T),
P=op(0) =0, DEo2p(T) = Y a5 (),

[Py(0) =0,  DE=A=2y(T) = 32 b2 P2y (),

(3.1)

Ou D7 est la dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville d’ordre ¢

qc {ahB%Z?:l & — 27 Z?:l Bl - 2} avec 0 < aivﬁi < ]-7

fi 1[0, T] xR* — R sont des fonctions continues (i = 1,2) et 1 < Z?:1 o; <2,1< 2?21 B < 2,
Ai,(1 = 1,2) sont des nombres réels;a;,b; € R,j=1,....m et n;,¢; €[0,1],

I”est lintégrale fractionnaires au sens Riemann-Liouville d’ordre 9 > 0,
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3.2. Lemmes et Hypothéses

196{1—042, 52721 1% — 172?:151'_1}‘

3.2 Lemmes et Hypothéses

On introduit I’espace

X = {x cx e C([0,T]) et ||z]| = sup |z(t)]

te(0,7) }

Y = {y:yec([&T]) et |lyll = sup [y(t)|

te[0,T

alors :.

X XY ={(z,y): (x,y) € C([0,T]) et [[(z,y)| = [l=] + llyll}

Lemme 6 Soitx € C([0,T]; R); La solution de l’équation différentielle fractionnaire suivante

Do (D2 + Az (t) = fu(t,z(t),y(t)) te€[0,T7, (3.4)
[=e2p(0) =0 DX 2g(T) = S a i %ia(yy),
est donné par :
o= [ s [ s
teataz—1 T T (T _ 5)1 a1
+ (= 1) (o + ) {/0 (T — s)fi(s)ds — )\/0 —F(2 " x(s)ds
Zl a; /o 772;15:)_ ;;J; Oj 1 s)ds + A Z/ na:—i ;;:; iz D (s)ds} (3.5)

ol

g Oé1+2052—1)

Preuve. . En appliquant les lemmes(3.2), (3.3), on trouve

ag—1

( ) _ [a1+a2f ( ) [az ( )_'_ Cljaztalfl + Cgt
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3.2. Lemmes et Hypothéses

I'(an)

aytag—1 ag—1

t) = 1T £ () — M[22(t) + C) =St Cyt 3.6
(1) Fil) = Malt) + G ™ o (36
ou (] et Oy sont des constantes arbitraires.
d’apres la condition I'~*2x(0) =0 on peut écrire :
I'2p(t) = I 1 (t) — Ma(t) + Olﬂt‘” + Csy
F((Jé1+1)
ce qui donne :
Cy=0
on utilise la condition : .
DZ?:I ai_2a’;(T) —_— Z aj[Z?:l aiill’(?’]j)
j=1

en prenant la dérivée de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre oy —2 > 0 pour (3.6)

on obtient

r
DU a(T) = PA(T) = M a(T) + G o T
a; (12a1+2a2—1f1 (nj) —\ Z ajja1+2a2_1x(7]j)

1 j=1

VL

J

F(al) - 201 +202 -1
C a1 +2a2—
O T 20y + 200 — 1) ; @il

on trouve :

m

1 2001 +2a3—1
C1=m(—zaj(f fi(n5)

+ A Z a; (1722 g (ny)) + I f1(T) — AI*~ " 2(T)).

J=1

2&1 +2a9—1

=
Zaﬂr (201 + 205 — 1)

alors on obtient la solution de I’équation différentielle fractionnaire (3.5)

x(t) :/0 —(tF_(;l)i+::)_ fi(s)ds — )\/0 —(t ;(Sa):;_ x(s)ds+

+ Ata1+a2_1{/ (T = s) fi(s)ds — /\/O %x(s)ds

8)2a1+2a2 2 O¢1+204272

Zaj/ '2a1+2a2_1 ds+)\2/ a1+2a2_1) 2(s)ds} (3.7)

Jj=1 0
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3.3. L’unicité de la solution d’un systéme fractionnaire

ou
1

(IT—T)T(c + )

A:

Afin de prouver l'existence et 1'unicité de la solution du probléme (3,1), nous considérons les

hypothéses suivantes :
(Hy): f1.f2:1]0,T] x R?* — R sont des fonctions continues

. i i, 10§ = 5 5 1, ) )
(H2) : Il existe des constantes (m;n; i =1,2); telles que pour tout t € cet (x1,y1), (x2,y2) €
R2

|fi(t, 22, y2) — fi(t, 1, 01)] < ma 2o — x4 + Mo Jy2 — 1]

et
|fo(t, 22, 92) — fat, w1, 01)] < o fae — 21| +n2y2 — 0l ;

(H3) : 1l existe des nombres positives Li; Lo tels que

|fi,(t,z,y)| < Ly |fo(t,2,y)| < Lo

3.3 L’unicité de la solution d’un systéme fractionnaire

On définie l'opérateur & : X x Y — X x Y par:
O(z,y)(t) = (P1(z, y)(t), Doz, y)(t)) t € [0,T];

ou pour tout ¢ € [0, 7]

Byl y)(t) = /Ot %fl(s)ds A /Ot %x(s)ds
Aty OT(T ) fu(s)ds — A /0 ' %x(s)ds
Yo [ o T O
M e
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3.3. L’unicité de la solution d’un systéme fractionnaire

i (t _ 8)51+52*1

a0 = [ S s = [ s
T T — g)I-hH
+ Ato‘1+°‘21{/ (T — 5) fa(s)ds — )\/O (T(—)y(s)ds

m (n; — s)20+262-2
; /0 251+252—1)f(>d8
=Y

77 _ S 51+2,32—2
/0 ['(B1+20; — 1) y(s)ds}.

On introduit les quantités suivantes:

Ta1+a2 2061+2062 1
M, = Al Terteei(
! F(a1+&2+1)+| | +Z| J| 20& +2042))
T0¢2 T2 a1 m 77041+20¢2 1
My = |A A P e
2 | |(F(062—|-1)+F(3— )+| | ZFOQ—'—QOQ))’
T51+,32 251+252 1
Ma = +|A Th1+P2— 1 _|_ b.
T Z' ST TAL
52 T2 m g.ﬁl+2’82_1
My = |A + + A TN ),
= WiEgn Te—a TN 2T 35)
m 2a1+2a2 1
— |A| rtoz— 1
=14l Z 2a +2a2))

m a1 +2a0—1

T2 [e%1
Al (
= | Z a1+2a2

Théoréme 10 On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hy) sont vérifiées Si

(Bl + Cl) <1
Alors le systéme d’équation différentielle fractionnaire (3.1) admet une seule solution sur [0.T].

Preuve. En vue d’établir I'existence et l'unicité de la solution du probléme (3.1), on a eu

recours au principe de contraction de Banach

En effet pour (z1,x2), (y1,y2) € X X Y et pour tout t € [0,7]

27



3.3. L’unicité de la solution d’un systéme fractionnaire

en utilisant I’hypothése (H2); on obtient :
|1 (22, y2) (1) — Pr(z1, y1)(H)] <

supyepor o Ut |f1(s 2a(5), y2(5)) — f1(5,21(5), y1(5))| ds

a1+a2
+ AL fy SR (2 — 1) (s)] ds

A teatee [ [T(T — 5) |f1(s x2< ), y2(8)) = fa(s,a(5), ya(s))| ds
+ A Sy G2t (2 — 21)(s)| ds

78)2a1+2a2 -2

+200 lag] fy” %W | f1(s,m2(5), y2(5)) — fi(s,z1(5),y1(5))| ds
Sa1+2a2 2
Ny By (2 — )(s)] ds]}

ce qui donne

a1+a2

N CTe e / o5, 22(5), 92(5)) — fi(5,21(5), 9 (5)) ds

tOé
b s [ e = el s

T2 T
181 [ (). (5) = ilsvma(s) (o) s
T2 [e%1
+ (2—a1+ |/\|/ (9 — x1)(s)| ds
2a1+2a2 1

+Z| g | VA2 m(9) = (). () s

Oq +2a5—1

+|A|Z o | 2=l ds)

pour t € [0, 7]

2&1 +2a9—1

Ta1+a2
< A Ta1+042 1
_(F(a1+a2—i—1)+| | +Z‘ j‘ 20& +2052)])

sup [ f1(s, 22(s), y2(s)) — fi(s, z2(s), yz(S))I

te(0,7)
T2 T2-o m nql+2a2—1
+1A + LAt T
M0 1B —an T X e oy I !
par conséquent
T 2a1+2a2 1
< A Ta1+042 1
X (sz - xl” + ||y2 - y1||)
T2 T2—o¢1 m 7](-11+2a271
+ A + + |A Ta1+a271 B R O [
N0 TE—an T X e o) 12—l
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3.3. L’unicité de la solution d’un systéme fractionnaire

[@1(22,52) — P1(@1, y1)|| < Mi(ma + Ma) [|z2 — 21| + me ||y, — 1))
ce qui implique que

11 (22, 42) = Pa(z, y1) || < Balllwa = ol + lly, = wil) - (3:8)

avec le méme argument précédent, on peut écrire :
[@2(22,y2) — Pa(@1, y1)|| < Ms(my + My) [|z2 — 21| + ma |ly, — u,])

|22, y2) = o1, 91)[| < Crl[lwe = 2afl + [y, —will)  (3.9)

finalement, en utlisant (3.8) et (3.9), on déduit que

1@ (22, 92) = @(x1, 9| < (By+ Co) (|22 = 21l + [y, = v )

Donc ® est une contraction et d’apres le théoréme de Banach admet un seul point fixe qui est

une solution du probléme (3.1) m

On finalise ce chapitre par 'exemple illustratif suivant :

Exemple

;

D3(DY9 + Lya(t) = % + |y (1)] + arctan (£ +2) ¢ € [0,T];
DVY3(DV10 4 )y(t) (10+t 2 +In(2+1t)+ 1—16 |z (t)] tel0,T];
I=19(0) = 0, D¥/3+1/9= 2:U(T) (1/14) 23197 (1/47) + (1/13) I?/3+1/97 13 (1/32) ;

[1+1/7y(0) — 07 Dl/8+110—2y(T) — (1/23) ]1/8+110 Ly (1/15) + (1/5) ]1/8+110_1x (1/19) :

On prend

filt;zy) = %ﬂﬂ%ly(ﬂHamtw(H?) , 7,y € Rt e[0;7],

fz(t;x;y)zﬁlx()lJr 10+t) +In(2+1t), 2,y eRyte[0;T],

pour tout ¢t € [0; 7] et z;y € R; on a :

sin (7rt)

|fr,(t @2, 52) — fu(t 2, m)] < m

w2 — 21| + 72 |3/2 =y

IA

1
13 (|r2 — 1] + |y2 — l) -

et
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

1
| fo,(t, 22, y2) — falt, w1, 91)| < 6 |zg — 21| +

A

m |y2 _y1|

1
< 6 (|zo — 21| + y2 — w1l) -

par un calcul simple, on obtient :

Ta1+a2 T2 m 2&1—}—2042—1
M, = FAT e N ) =1.6054
! F(a1 + oo + 1) ( 2 ; JF(QOél + 2052))
TOéQ 2—a m QL1+2CK271
M, = |\ + + A Tt LN D )y —(0.31328
2= A (r(a2 +1) T(B-m) ; T(a; + 2a2))
TB1+62 T2 m g251+252—1
My = LA Ny T )y 1184
° LB+ P2+ 1) ( 2 ]Z:; ]F(Zﬁl + 252))
T/D’Q T2751 m §-61+262_1
M, = |\ + +ATHHRINT Ty (12627
= WG Ty Zr(51+252))

j=1

ce qui donne

Bl = Ml(ml + Mg) + mey 0.647 69

et
Cl = Mg(m1 + M4) + mey 0.286

on obtient

(By 4 C1) ~ 0.64769 + 0.286 ~ 0.93369 < 1

Donc d’aprés le théoréeme 9 le systéme fractionnaire (3.1) admet une solution unique sur [0, 1] .

Notre prochain résultat d’existence de solutions du probléme fractionnaire (3.1) est basé sur le

théoréeme du point fixe de Scheafer et krasnoslskii.

3.4 l’existence de la solution d’un systéme fractionnaire

Théoréme 11 On suppose que les hypothéses (H1) et (H3) sont vérifiées .

Alors le systéme fractionnaire (3.1) admet au moins une solution sur [0;T].
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

Preuve. On applique le théoréme du point fixe de scheafer. On considére 'opérateur m

P: X XY - X xY

définie par :
O(z,y)(t) = (Pr(x, y)(t), P2(z,y)(t)) t €0, T].

Etapel:

On montre que ®; est continue telle que :

o)) = [ U s () (o)

- t —(t _ S)arlx s)ds
A e

+ At“1+a21{/ (T — s) f1(s)ds — )\/0 %x(s)ds

m ) 2a1+2a2 —2
Yo [ A () ()

j=1
S (n; — s)it2ea2

+ A / z(s)ds
j; 0 F(a1+2a2—1) ( ) }

Soit (z,,y,) une suite de fonctions de X XY qui converge vers X x Y alors pour tout ¢t € [0, 7T

11 (20, yn) — oz, y)| <
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

sw{/ﬁiififluu&%@x%@» fuls, 2(s), y(s))] ds

t€[0,7] F(al + ag)

ag 1
|/\|/ ~ alds

+]AfEeTeT 1[/ (T = 8) [ (s, 2n(5), yn(s)) = fr(s,2(5), y(s))| ds

0
T T_ 1—an
—l—\)\‘/o %]mn—x\ds
m (77 o S)2a1+2a2—2
+§;M”A Foar + 20y =) 15 20(5) () = fulsa(s)y(s)] ds
m (77] . S)a1+2o¢2—2 B
+ A ;/0 Ty 20, =T 17— ol dsl)
on obtient
< th-i-az ]
< o (o e [ 1)) = s a(s) (D) s

+

+

o2
)\/ T, —x|ds
a2r(a2)| | i | |

5 | 1A a.0) = Als.as).p)] ds

T2 aq
i g W[ e

2001 +2a0—1

A gertes i

1)F(20[1 + 20&2 —1

; )
3l G [ a9, 060) ~ Aot s

m no¢1+20¢2 1 nj
A J n—x|d
+ 1A ; (o + 200 — D)1 4+ 22 — 1) /0 [on = x| ds]}

on trouve

a1 tag

< sup {—" 1f1(5, (), yn(5)) = fi(s,2(5), y(s))]

" eo,r) Tl +az +1)
+|A] fc”*”""’l[Z [ f1(s; n(8), yn(s)) — fils,z(s), y(s))]

2a1 +2a5—1

+Zu|m+2mewmw»m@ww@m

m a1+2a2 1 || Ty — .CUH tOéZ ||xn — l’” T2 * ||.Tn - I'H

A L A R N
+||Z Mot 200+ N a1 A MG—a)
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

pour tout ¢ € [0, 7]

ARG 2a1+2a2 1
< su + |A| T 2= 1 +
= te[og’]{(r(al +&2+ 1) | | Z| ]| 2051 +26Y2)])
X ||f1(s,xn(s),yn(s)) = fils,2(s),y(s)) |

m q1+2a271 Tg_al Ta2

A A Ta1+a2 1 J
A ;r<a1+2a2)+r(3—a1)]+r(a2+1>>

X ln — [}

H(I)l(xnayn) - (I)l(xay)H —noo 0 (310)

donc @, est continue

avec le méme argument précédent, on peut écrire:

finalement, en utlisant(3.10) et (3.11), on déduit que

donc ® est continue

Etape2: On applique le théoréme d’Ascoli -Arzela et on montre que ® est uniformément

bornée .® transforme tout ensemble bornée en un ensemble bornée dans X x Y

Pour se faire ,il suffit de montrer que pour tout réel positif r* > 0 il existe une constante positif

[ telle que :

V(z,y) € B = {(z,y) € C([0,T]), [|(z,y)|| <77} = [[@(, y)|| <1

Soit (z,y) € By = ||(z,y)|| < r*
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

|1 (2, y) || <

a1+a2

/|flsx1 ). wn(s)lds + w/ 2(s)] ds

N T Eny T <>>|ds+|A|% [ as

F(Oll + Qo +1

2001 +2a0—1

m n; nj
| d
+ ; 1] ey T 90 — DT (@0, 7 205 = 1) /0 15, 21(5), 91 (s)]ds

m na1+2a2 1 n;
A j d
* ‘;(aﬁm 1)F(a1+2a2—1)/0 [#(s)] ds

pour tout ¢ € [0.7]

T e T
< L+ Al |z
“ T r T T A
Aoy
+ TeaTaT L + A x| +
| 1 | ( al) | |
2a1+2a2 1 a1+2oc2—1

Zm o 1+||Z L

_ Ta1+fx2 L + Ta2
- P(Oél + oo + 1) ! F(Oég + 1)

A7

2—aq

T T
A|Terteat sh+WNgg—"7"
+ 1Al { 1+||I‘(2—a1+1)r

m 2001 +2a0—1 m a1+2as—1

77] 77] *
+Z|CL]| F(2a1+2a2) 1+| |]Z_;F(O!1+2CY2)T }
@1 (2, y)|| < MyLyy Mor*

[P1(z, )l <l (3.12)

alors ®est uniformément bornee.

on a aussi :
||(1)2(33,?J)|| < MLy Myr®

|®a(z,y)|| <l (3.13)
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

par conséquent :

1D (z,y)l| <l + 1

Alors ® est uniformément bornée.

Etape3: On montre que ® est équicontinue dans X x Y
® on voit les parties bornées en parties équicontinues dans X x Y

soient 1,19 € [0,7] tels que t; < ty

|P1 (2, y)(t2) — P1(,y)(t1)] <
Ia (ta = )™ 0 (o 2(s), y(s))ds — A / 2= 9™ s

Do + ag) [(aw)
+Atgl+a21(/0 (T — s)fi(s)ds — /\/0 %I(S)db’
Yo [ (s ) s
+A21 O (r?a :j)m gy (s)ds)
- /0 I fsato)aonas + 3 [T ga,
a1tas—1 g g (T — 3>1_a1
—At] (/ (T — s) f1(s,x(s),y(s))ds — )\/0 wx(s)ds

2CM1 +2a9—2

- jzlaj / (20 + 20r9 — 1)f 1(s,21(8), y1(s))ds
o " _ 011+2a2 2
77] 3
A d
B A e O

j=1

< /02 (f — )™ fi(s,x1(s),y1(s))ds — )\/O 2 Mm(s)ds

- F(al + 062) F(Oég)

—/0 (tll“(_aj)—i—lag) fi(s,x1(s),y1(s))ds + )\/0 %x(s)ds

p(gortea=l _ ti"1+az—1)A(/0 (T — s) f1(s,x1(s), y1(s))ds — )\/0 %m(s)ds
_ Zaj /O”J 13722;13—‘)_ ;:; Ojl)ﬁ(S’xl(s)’ y1(s))ds

—i—)\zl/o ' gzjal_—igaz _1)x(s)ds)
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

alors
< /O b2 _oj 11;0: fi(s,z1(s),y1(s))ds — /\/O 1 %x(s)ds
+/ o i:; Fu(s,2(s), y(s ))ds—A/t2 %x(s)ds
) (t; — s)22t
/0 T(on + o) fi(s,z(s),y(s ))ds—i—)\/ —F(aQ) x(s)ds
p(tgrteel t?1+a2—1)A(/0 (T — s)fi(s,z(s),y(s))ds — )\/0 %x(s)d&
_Zaj /O”J 1(1722;13—?_ ;ﬂo; Ojl)f1(5,$(5)=y(s))d8
+)\Z;/O ' ;Z;l_jg% _1):C(S)d8)
on obtient

) f1(s,m1(s), y1(s))ds

t2 _ S a1+042 1 (tl _ S)oq—l—ag—l
/0 Doy + ag) B ['(ag + az)

+/2 ) (5, (3), g ()

051+042

+A /0 S ;@f; )z (s)ds

)\/ tg — S a2 1 ds
T
Hagret - t§“+°‘2‘1>A( / (T = ), 7(5),(s))ds
0

(T — s)t
—)\/0 W.’E(S)ds

m nj (77' _ 8)2a1+2a2 2
Yo [ e A (s) ()i

j=1
m j (77. _ 8)a1+2a2—2

A J d
]z_;/o F(Oél + 20&2 — 1)37(8) S)
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

t1l
< —(ty — ¢ o142 ta1+a2 —t a1+as d
< FarTarpp e~ 0 ) [ ), s

(tQ — tl)a1+a2 to
el MU CRACIES

1 o o t
+ N ———(—(ty —t a2+t2—t2/ d
Nt —t)™+6 =t | @)l ds
1 t2
A ————((ty — ;)™ d
N (=) / (s)| ds

T
g tw-w AT =9 s ma) (6D ds
+ w/ - Ty o) ds

20{1 +2a0—2

+Z|aj| / e (s m(s) ds

a1+2a2—2

par I’hypotheése (H3); on trouve

1

< —(to — t )2 4 gortaz 4 antaz to — 1)),
_F(a1+a2+1)< (b2 —t1) 2 1 + (2 — 1) )Ly
I A a «a a
gy (= 7 7 = 82 (2 = ™) o)
TZ m 2a1+2a2—1
4 (toc1+0¢2 1 toq—l—ag 1) |A‘ 4 Z 77] ]Ll

]F 2051 -+ 2012)

2—a1 m a1+2as—1

T n;
+ (Al [m + ]21 m] |])

ce qui implique

1@ (2, y)(E2) — @a1(2, y) (8[| <

Ly Al
ta1+a2 _ t a1+ta2 + tOQ _ ta2
(2 1 )F(Oél—FOéQ—Fl) (2 1)F( )H ”
T2 m 7726!]_4—20[2 1
toz1+a2*1 . toz1+a2*1 Al ([=— N L
s AN+ D g

2—ay m a1+2as—1

T
+ [A] [mﬂL;m] l|]])
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

de la méme maniére, on peut obtenir :

| @2(z,y)(t2) — P2(z,y)(1) [|I<

Ly B1+8 | |
tH 2_t51+52 + t’82—t62

B 6 . IB B ) T2 m ,’72614‘262 1
i t1+2 t1+2 A 4 —L

G 1Al + Xl gt

T2 B1 m ﬁ1+252 1

+ 2|

Mlgz—7a3 El T3 T 25 J {l[])

Alors d’apres (Ascoli — Arzela) ® est compact .

Ceci implique que ® est complétement continue.

Etape4: La bornitude de I’ensemble ¢ :

e={(z,y) € C([0,T1), (x,y) = p®(z,y), p €]0, 1[}

]| = [|p@1(z,y)|]

t (t _ S)aﬁ-az—l o o(s Nds — t (t _ 8)a2—1x \ds
< s | / P (s a(s). u(5)ds = oA / et
—}—pAtOélJraz—l(/ (T — s) f1(s,x(s),y(s))ds — )\/0 <?(;+)O:;1:/U(S)ahs
-3, / n2;18+ 2a+ f‘l)f (s,2(s), y(s))ds
—i-/\z;/ J SZJOQ s — x(s)ds)|}
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

o [ 156606l + i [ ot

<
- P(()z1+()é2+1

a1tas—1 =" T
NI T} (”'d”'”m/o (s ds

2001 +2a9—1
1

+ZW (201 + 205 — )T (201 + 205 — 1)/ [f1ls,2(s), y(s))lds

J=

na1+2a2 1 nj
+ A J d
| | Z O[l + 20[2 )F(Ozl + 2042 — ].) /0 |x(8)| 8>

Ta1+a2 s
< Li+p— [\ |2
_pF(a1+a2+1) L PPy 1 )| [l
2a1+2a2 1
4 p|A|Tereetf L1+|>\| T—a¥ T ||:c|y+2|aj| NCTESTIA

a1+2a2 1

+|A|ZF ~r3ay Il

]| < pMiLy + [A[ M: ||z
de la méme maniére, on obtient :

[yl < pMzLa + |A] My |ly]|

ce qui donne :
(2, )l x oy < MiLy + |A] Ma [[2]| + MsLo + |A| My |y||
Alors 'ensemble € est borné .

D’aprés le théoréeme de Scheafer I'opérateur ® admet un point fixe qui est une solution du

systéme fractionnaire (3.1)

Notre deuxiéme résultat d’existence est illustré dans le théoréme suivant :

Théoréme 12 On suppose que les hypothéses Hi et Hy sont verifieés telles que

Ta1+oz2 TB1+52 T TB2
)\(F(a1+a2+1) T F(51+62+1))(F(042+1) (m1 +mg) + L(B2+1) (n1 +m2)) < 1.

Sl existe 0 € R ; telle que
LMy + LoMs + MMy 4+ My) < 6.

Alors le systéme(3.1) admet au moins une solution sur{0;T].
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

Preuve. On applique le théoréme du point fixe de krasnoselskii. On considére I'opérateur :
®: X XY — X xY definie par :

O(z,y)(1) = (Pa(2, y) (1), ®2(x,y)(1)) t € [0, T]

et on considére 'ensemble :

Bs ={(z,y) € X x Y : (2, y)]| < 0}

on définie aussi les opérateurs P et () sur Bs comme suite :

P(z,y)(t) = (Pu(x, y)(t), Po(x,y)(t)) ¢ €0, T]

Qz,y)(t) = (Qu(z,y)(t), Q2(z,y)(1)) T €[0,T]

Pl = [ U fsate s -3 [
Lt — g)bitPa—1 t(p — g)Pa—1
Pua) = [ U st ao)ds A [ ey
et
Qa0 = 86 [ = 9ottt 2 [ sy
30 [ o, Tamy 0O
oy o g 1))
T T — g)I-4
Qa(z,y)(t) = Atﬁﬁﬂz—l(/ﬂ (T — s) fa(s, (), y(s))ds — /\/0 %y(s)ds
m nj . g)2P1+2B82-2
Yoy [ s (o)
m nj (773‘ _ 5)31+252*2
! AE;/O A
|
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

Etape 1 :

On montre que si (z;y) € By; alors P(x;y) + Q(z;y) € Bs. En effet, pour tout (z;y) € Bs; et
pour tout ¢ € [0;7] ; on a :

| PL(z;y) + Qi y)||
g/o C ™ (s, a(s), |ds+w/ S \o(s)] ds

C(ag + ag)
+ |A| (ta1+°‘2_1){/ (T = s) [fi(s, 2(s), y(s))| ds

[ s - Z\cm/ o il (). () ds

2—& 2041—1—2&2—1)

041+2042 2

77] — 5)
I Z [ T e )

en utilisant (H3)

Ta1+o¢2 2011+2012 1
<L A|Tertez—t
T2 aq T2 m n,a1+2a2 1
+ A + +yY )|
+IAN G TG0  Tloat 1) ;F(a1+2a2))” I

| Pu(z;y) + Qi y)|| < LMy + [N My (3.14)
De la méme maniére, on peut obtenir

P2 (25 y) + Q2(x;y)|| < LaMs + [A] My (3.15)

Par (3.14) et(3.15) ; on trouve :

| P(z;y) + Q(z;9)|| < LiMy + LoMs + [N (Ma + My) <6

Donc
P(x;y) + Qa3 y) € Bs

Etape 2 :

On montre que P est une contraction. En effet, pour tout (1 y1), (z2y2) € X XY et t € [0;T]

on a :
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

| Pr(2;92) — Pi(w1; 1)
< [ sl as

a1 + 042)

Ocz 1
[ s

" /0 ﬂ | f1(s, 22(5), y2(s5))| ds

(5] -+ 062)

I
e[S o) as

pour tout ¢ € [0; 7]

Ta1+a2
- F(Oél + (6%) + 1

N s | () =l ds

En appliquant I’hypothéses (H2), on trouve :

)/0 | f1(s,22(8), y2(5)) — fi(s,21(8), y1(s))|ds

Tal +ag a2

my ||xg — 21| + || +m — + A =———< |2y — x
ey e =l s e = )+ N g e =l

||P1(x2;y2) - P1($1;y1)||

Toc1+a2 s

< ] [z — - 16).
Tt TRl Iz m ol +maly —ul) (310

par une technique sémilaire, on peut obtenir I’estimation suivante :

| Po(z1;91) — Pa(za;yo)||
T51+52 B2

TG T G

o — 21| + 12 [y — 11]) (3.17).

maintenant en combinant (3.16) et(3.17) ; on arrive a

Hp(l’zéyz) - P(ﬂflsyl)H

Ta1+a2 Tﬁﬁ-ﬁz Ta2
<( + ) Al
[l +ax+1) T(Bi+pB+1) (g +1)
TB2

((my +ma) + [Al (n1 +mn2)) X ([[w2 — 21| + [ly2 — y1l])-

I'(B+1)
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

Etape 3 :
On montre que @) est continue et compact. Il est clair que () est continu puisque f; et fo sont
continus.

*On montre que ) (Bs) est uniformément borneé. En effet, soit (z;y) € Bs; et pour tout ¢ €
[0;7] ;ona:

@)l <
et [ 1) ds + N [ G o)

2041 +200—2

(n; — s)
+Z\aj| | e el ds

a1+2a272

(nj —s)
v wz | e el s}

pour tout ¢t € [0; 7]

T2 a1
< [A[T™ T 1{ L1+Wﬁ\!x!\ds
m n2a1+2a2 1
J
A —
+Z’aJ|F(2a 1 2ay) "
Jj=1
na1+20¢2 1
A -
+] |Z oy ol
alors
T2 T2fa1
< |A tal+a2*1 —L ANe— 5
2a1+2a2 1 m a1+2a2 1
L A —5

- 91L1 + A15

par conséquent
1Q1(z,y)|| < L1601 +6A (3.18)

De la méme maniére on peut obtenir I’estimation suivante :
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

1Qa(x,y)|| < Laby + 640y (3.19)

en combinant(3.18)et (3.19); on obtient

1Q(z,y)|| < Liby + Loy + (A1 + Ay)

par la suite Q(Bj) est uniformément borné.
**On montre queQ(Bs) est equicontinue. En effet, soit ¢ty € [0;T],t; < t2 pour tout
(x;y) € B, alors on a :
1Q1(z,y)(t2) — Qi(z,y) (1) <
1 g g (T - S)I_Cn
gy / (7 =)o) wlsDds + A [ T
0 (2 —a1)

. 8)2a1+2a2 2

+;a /0 2CYl + 209 — 1)f 1(s, (), y(s))ds

Cvl +2a0—2

A d
* p= / (o + 2a2 —1) #(s)ds}

_Afgrras-i / (T — ) fuls, 2(s), y(s))ds

(T —s)t
+)\/0 mx(s)ds

2041 +2a9—2

N Zaj /77] 7732;1‘:_ Son 1)f (S,[E(S), y(S))dS

)a1+2a2—2

+)\;/0 1(“72J(le_j Sy 1)x(s)ds}

donc

<(fgrrent  grteaA / (T = 5)ifs.a().y(s))] s+ | L= ™ (o) ds

o T'2—a)
m Ui 2041+204272
d
F Yoo [ s el o) s

7j=1
- (n; — s)1t2ee—2
+ A / z(s)|ds

T2 (T _ 8)27041
< (tgrtoaml _gonteamly A —L A ||z
< (t3 1 )A{ 5L NEE [l
m a1+2a2—1 201 +2a2—1

n;
Y ajm L+ Ay
j:1 a F(al + 20{2) 1 + Z 2@ + 20[2) ||x||}
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3.4. 'existence de la solution d’un systéme fractionnaire

|Q1(z, y)(t2) — Qi(z, y)(t1) |

7 K
a1tags—1 a1tags—1
< = A+ Yo

— )L
(11—1—2@2)) !

(T _ 8)2_a1 m 77]2041+2012 ].

NG Ty +;F(2a 0y 11}

de la méme maniére, on peut obtenir ’estimation suivante :

1Q2(7, y)(t2) — Q2(z, y) (t1) ||

51+2ﬁ2 1
ta1+a2 1 taﬁ-az 1 A _|_ a L
< (15 A §3|3| AL
_ m B1+262—1
(T— )2 A ?732
+ 1A +§ L

J=1

Par conséquent QQ(Bjs) est équicontinu.Par une application du théoréme (d/Arzela — Ascoli) on

déduit que () est un opérateur complétement continu.

En conséquence du théoréeme de point fixe de Krasnoselskii, on peut, conclure que a un point

fixe qui est une solution du systéme fractionnaire (3.1) Ce qui achéve le démonstration.
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Résumé

Dans ce mémoire,en premier lieu, il sera question de définir les notions de base du calcul
fractionnaire. Définition ulile pour la bonne compréhension de la thématique abordée. En
second lieu, lors du deuxiéme et du troisiéme chapitres, il sera question de prouver ’existence et
I'unicité de la solution de deux systémes d’équation différentielle d’ordre fractionnaire distincts
(2.1) et (3.1) au sens de Riemann-Liouville. Les résultats obtenus dans ce travail.sont basés sur

les théorémes du point fixe suivants Banach, Scheafer, Arzéla-Ascoli et Krasnoselskii

Abstract

In this research, first, it will be a question of defining the basic notions of fractional calculus;
a useful definition for the understanding of the topic. Secondly, in the second and third
chapters, we will argue to prove the existence and uniqueness of the solution of two distinct

fractional order differential equation systems (2.1)and(3.1)following Riemann-Liouville results

obtained in this work are based on the fixed-point theorems following Banach, Scheafer,

Arzéla-Ascoli and Krasnoselskii.
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