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Notations

R : ensemble des nombres réels.

R™ : espace euclidien de dimension n.

|.]| : la norme euclidienne.

H = Espace de Hilbert.

2 : est un ouvert de R".

C* () : T'espace des fonctions définies sur 2 dans R , k fois continfiment dérivables,
C*> () : on désigne l'espace des fonctions indéfiniment dérivables f: 2 — R .

Ck () :les éléments de C* () & support compact dans (2.

C> (Q) :les élements de C'* (€2) a support compact dans €.

L' (I,R) : l'espace des fonctions x : [ — R Lebesgue intégrables.

Ll

loe (I, R) :I’espace des fonctions localement intégrables.

L? : est I'espace des fonctions de carré intégrable.
L? : I’espace des fonctions dont la puissance p est intégrable au sens de Lebesgue.
D (Q) : L’espace des fonctions indéfiniment dérivable a support compact dans €.

D' () : L’espace (des distributions) des formes linéaires continues sur D (£2) .

1

i1, = (16 @r)?.
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Résumé

Dans notre travail, on considére le systéme de Timenshenko en thermoélasticité en dimension
1 dans un domaine bornée. On a étudié la stabilité exponentielle de ’énergie associée au
systéme (0.0.2) avec différentes conditions aux limites. La methode utilisée pour démontrer

ce resultat est basée sur la methode de multiplicateurs .



Introduction

[04] Timoshinko, a donné le systéme de deux équations hyperboliques couplées suivant:

[ puy = (K (uz — ¢)), , (0,00) x (0, L), (0.0.1)

ppu = (Elp,), + K (uy — @), (0,00) x (0, L),

comme un modeéle simple décrivant les vibrations d’un poutre, ot ¢ est la variable du temps,
x la variable de ’espace au long du poutre de longueur L dans sa configuration d’equilibre, u

est le déplacement transverse du poutre, et ¢ est ’angle de rotation du filement du poutre.

Les cofficients: p,1,, E,I et K sont respectivement la masse linéaire (la masse par
unité de longueur), le moment polaire d’inertie de la section efficace, le module d’Young
de I’élasticité, le moment d’inertie d’une section efficace et le module d’étirement.

Ce systéme a été étudié par beaucoup de mathématiciens et des resultats concernant
I’existence et le comportement asymptotique et la stabilité exponentielle ont été obtenus.

Dans notre travail, on considére le systéme de Timenshenko en thermoélasticité par :

P190tt_k(90x+¢)x :0 (t,l’) S (07 OO) X (07L)7
:02wtt - bwaym + k (gpx + w) + 761 =0 (ta :U) S (07 OO) X (07 L)> (OO2>
P30t — Kby + v, =0 (t,x) € (0,00) x (0, L),

avec les conditions initiales :

90(07 ) = $os @t(oa ) = P15 @/’(07 ) = 1/)07 ¢t(07 ) = ¢17 ‘9(07 ) =0, a (07L)7

et les conditions aux limites :

(p(t, 0) = gp(t, L) = w(t> 0) = ¢(t> L) = eas(tv 0) = ex(ta L) =0, a (0’ OO)»



Introduction

ou

90(7; 0) = Qp(ta L) = wm(t 0) = ¢z(ta L) = 0<t> 0) = e(tv L) =0 a (Oa OO),

Avec t désigne la dérivée par rapport a la variable ¢ et 'indice = désigne la dérivée par
rapport & la variable spaciale. ¢ est le déplacement transverse du poutre, et ¢ est 'angle
de rotation du filement du poutre. 6 est la déviations de la température , En plus, p;, p,,
ps, k, b, k et v désignent des constants positives caractérisent des propriétés physiques de
la poutre et du filament. Ce modéle est un modéle linéaire couplant deux équations des
ondes et une équation de la chaleur. il décrit les vibrations d’une poutre thermoélastique
. On a démontrer la stabilité exponentielle du systéme (0.0.2) en utilisant la méthode de

multiplicateurs avec deux type différents de conditions aux limites et pour la condition
Pr_ P2
k b

Cette these est divisée en trois chapitres. Dans le premier chapitre nous rappellons
quelques notations de base, des définitions, des propriétés de 'analyse fonctionnelle qui
seront utilisés dans ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle le travail de J. E. M. Rivera ; R. Racke [01], nous

démontrons une décroissance exponentielle de 1’énergie avec les conditions aux limites :

o(t,0) = p(t, L) = (t,0) = (t, L) = 0,(t,0) = 0,(t,L) =0, dans (0, 00).

Dans le troisiéme chapitre, nous démontrons une décroissance exponentielle de I’énergie

du systéme (0.0.2) avec les conditions aux limites :

o(t,0) = @(t, L) =1,(t,0) =1,(t,L) =0(t,0) = 0(t,L) =0 dans (0,00).



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Intruduction

Dans ce chapitre consacré aux rappels, nous avons regroupé les notions essentielles d’analyse
fonctionnelle nécessaire a la compréhension des énoncés qui forment le théme de ce mémoire.

De méme les résultats fondamentaux, qui concernent définition des quelques termes
physiques, les espaces L (£2), les espaces de Sobolev, aussi quelques inégalités utilies pour
la démonstartions des lemmes, et sans oublier la stabilité de I'energie qui est le but de ce

théme.

1.2 Quelques espaces fonctionnels

Nous rappelons ici quelques définitions concernent les espaces L7 () et de Sobolev.

1.2.1 Espaces LP(12)
Définition 1.2.1 Soit p € R avec 1 < p < 0o et Q un ouvert de R" , on définit :
P () = { f:Q—R: [ mesurable et / |f (2)|P dx < —I—oo}.
Q

On définit sur L? (2) la norme :

1/p
1wy = [ / rf<x>ypdx] |



1.2. Quelques espaces fonctionnels

1.2.2 Espaces L?(a,b, )

Définition 1.2.2 Soient Q un espace de Banach et |a, b un ouvert de R™. On désigne par

|.llg la norme dans €.

On désigne par LP (a,b, ) Pespace des classes des fonctions mesurables de |a, b dans R

telle que :

p
T / I (OIndt| <oo  powr p< oo,
(a,b)

Définition 1.2.3 (Dérivée faible)
Soit 1 < i < n, on dit qu'une fonction f € Li .(Q) est dérivable dans la direction i au

loc
sens faible s’il existe D;f € L}, .(Q) telle que :
n 8 n
Vo € D(Q) : /Zf(x)a—jdx = —/ZDif(x)go(x)d:p, (1.2.1)
o =1 ! o =1

st un tel D;f existe, il est unique.

1.2.3 Espaces de Sobolev

On introduit I'espace H™()) comme étant ’espace des fonctions u € L*(2), dont toutes les
dérivées partielles d’ordre inférieure ou égale & m-prises au sens faibles sont dans L?((2).

Ces espaces jouent un role fondamental dans I’étude des équations aux dérivées partielles.

Définition 1.2.4 Pour m € N, on définit ’espace de Sobolev d’ordre m € N par :

H™Q) = {ue L*(Q) : D*u € L*(Q), |a] <m}, (1.2.2)

ou
. 0
a=(ay,..,a,),0; €ENJa| =a; + ...+ ay, et D* =0{"..05", ol 0; = Ere
L



1.2. Quelques espaces fonctionnels

On munit H™(2) du produit scalaire :

(u,v),, = Z D%u(z).D%(x)dx, (1.2.3)

la|<m g

et la norme associée a ce produit scalaire :

Ty / Dou()Pde | = Y / Ipl2| . (24

lal<m g lal<m g

[NIES
N|=

Notion de trace

Pour une fonction u € C°(Q), la trace de u sur 9 est définie par

y(u) : 02 — R
En d’autres termes, v(u) = u |sq .On introduit alors I'application trace
v C%Q) — C°(09)
u— (u)
qui est une application linéaire. A une application définie sur un ouvert €2, elle associe la
restriction de cette application au bord de ’ouvert.
Peut-on étendre la notion de trace a des fonctions moins réguliéres :
On ne peut pas définir la trace d’une fonction de L? ().
Par exemple u : x — sin(1/z) définie sur Q = ]0, 1[.L’ensemble 09 est alors composé
des deux points 0 et 1.
Il n’y a pas de fagon naturelle de dé nir la trace de u (la valeur de u) en le point 0.
Une fonction qui est dans H' (€2) n’est pas nécessairement continue. On peut cependant
définir la trace sur dQ d’une fonction de H! (2) Plus précisément, on admet qu’il existe une
application linéaire et continue
v HY () — L2(09)
u— (u)
vérifiant Vu € H' () N C°(Q), v(u) = u |aq -
Pour u € H' (), la fonction v(u) est définie sur 92, et elle n’est pas forcément continue,

mais seulement L?(92).
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1.3. Certaines inégalités utiles

Proposition 1.2.1
Hy () = {ue H(Q),7(u) = 0}.

Autrement dit, H} (Q) est I’ensemble des fonctions de H' () qui s’annulent sur le bord

de Q (quand ce bord est défini).

1.3 Certaines inégalités utiles

Nous allons lui donner des inégalités importantes. Ces inégalités jouent un roéle important

en mathématiques appliquées et aussi, il est tres utile dans nos prochains chapitres.

1.3.1 Lemme de Gronwall

Lemme 1.3.1 (sous forme intégrale)
Soient ¢ € L*>(0,T), ¢(t) > 0 t € [0,T], et p une fonction € L'(0,T), u(t) > 0
te0,7].

On suppose :
t
o(t) < /u(s)gb(s)ds +C pp,tel0,T], (C=constante positif),
0

Alors :

t

o(t) < Cexp /u(s)ds p.p,t €[0,7].

Preuve. On définit les fonctions

t t

F(t) = /u(s)qb(s)ds +C, G(t) = Cexp /,u(s)ds , pourte|0,T]. (1.3.1)

0
On veut montrer que si ¢(t) < F(t) alors F(t) < G(t) pour tout ¢ > 0. On note que
G(t) > 0 (par hypotheése C' > 0 et u, ¢ >0 ).

On démontrer que :

d <F(t)) _ PG - Ci’(ﬂF(t) <0 (1.3.2)
(G(1))

11



1.3. Certaines inégalités utiles

En fait on a (on utilise ici 'hypothese ¢(t) < F(t))

F'(t) = o(t)u(t) < F(t)u(t), G'(t) = C u(s)exp (/ M(S)db‘) = G(t) p(t),
" (1.3.3)
d’ott on obtient tout de suite :
FI(HG(t) = G'(OF(t) < F(t)ut)G(t) — F{Out)G(t) = 0.
Donc elle clair que :
FI(HG({) — F(ut)GE) < 0,
G(t) (F(1) — F(t)u(t)) < 0,
On obtient :
F/(t) = F(t)u(t) <0,
F'(t)
O p(t)
En suite :
/ Z;((s)) ds < p(s)ds,
m(F(H) + K < / 1u(s)ds
Cela implique :
F(t) < Cexp (/,u(s)ds) ,
d’ou la résultat. m
1.3.2 I’inégalité de Cauchy-Schwarz
Lemme 1.3.2 Soit Q € R", YV z1, 15 € L*(Q),
(1, 22) < [laa]] ||zl (1.3.4)

12



1.3. Certaines inégalités utiles

ol
1
2

1

2
/mlzz:gd,u < /\x1]2du /|x2|2du ) (1.3.5)
Q Q Q

Preuve. La preuve consiste a étudier la fonction suivante :

F) = / () + )2

Q

La premiére chose que nous pouvons remarquer est que :
(.I’l)\ + x2)2 > 0= f()\) > 0, VA eR.

Ensuite, essayons de développer f(\) :

A) = 2N 4 22 4+ 2r ) dp = | 2X%dp+ | 22dp+ | 2z \wadp
1 2 1 2
Q Q Q Q

= )\Q/xfdu+/:v§du+2)\/x1x2d,u.

Q Q Q

La 2éme chose que nous pouvons remarquer est que f(\) est un polynome du 2éme degré
positive. Par conséquent son descriminant A < 0, alors :

2 2

2/3:1x2du —4/x%du/x§du <0=14 /xla:gdu < 4/x%du/x§du.

Q Q Q Q Q Q

Il ne nous reste plus qu’a simplifier par 4 et nous obtenons 1’ inégalité de Cauchy-Schwarz.

1.3.3 Inégalité de Holder

1
Théoréme 1.3.1 Soit 1 < p < 0o, on désigne par q l’exposant conjugué de p, i,e —+— = 1.
p q

Soient u € LP(Q) et v € LY(R), Alors u.v € LY(Q), et :

/|u.v| < Yl - o]l (1.3.6)
Q

13



1.3. Certaines inégalités utiles

Preuve. Premier cas : p ou ¢ vaut +0c0. Supposons ¢ = 400, et donc p = 1. Alors

v < |jv]|, donc |uv| < |u| ||v]|, par conséquent :
fuwl, = [ fuldo <= ol [ feldz = ol )
Q Q

Deuxiéme cas: p et ¢ sont finis. L'inégalité de Holder est évidente si [luf|, =0 ou ||v]|, = 0.
En effet par exemple [lu|, = 0 alors [u|] = 0. donc |uv| = 0 et par conséquent [luv|[, = 0.
Nous supposons donc maintenant que [[ul|, # 0 et |lv]|, # 0.

Rappelons la concavité du logarithme :
Va €[0.1],Vz,y >0, In(az+ (1 —a)y) > aln(z) + (1 —a)ln(y).

1 1
En posant o = =, et donc 1 — a = =, ainsi que z = |u;|” et y = |v;]?, on obtient :
p q

wilP Joql? 1 1
" (% - %) >~ o (furf") + o (for]) = I (fuaea])

et donc par croissance de I’exponentielle,

wal” | ol
+

> |uqvy|.
p
Ainsi avec
U )
Uy = , U1 = 5
[[ull, v,
on obtient :

uv 1 ju” 1|0

lull, ol = pllull, — qllvlly

En inteégrant chaque membre, la croissance de 'intégrale implique :

11
/—Jﬂ—dx§—+—:L
QMMMq P g

ce qui est I'inégalité attendue. m

1.3.4 Inégalité de Holder généralisée

Lemme 1.3.3 Soient f1, fo, f3, ..., fx des fonctions, telles que f; € LPi(Q2), 1 <i < k, avec:
1 1 1 1 1
—=—t+—F+—+.+—<L1
p DP1 P2 D3 Pk

Alors le produit f = fifafs...fx appartient a LP(Q2), et :

L1l < Wy W1y WSV o 1L - (1.3.7)

14



1.3. Certaines inégalités utiles

1.3.5 L’inégalité de Young

Lemme 1.3.4 Pour tout a,b € R, nous avons :

b2
b<ea?+— 1.3.8
ab < ea +4€’ ( )

ol € est toute constante positive.

Preuve. Prenant le résultat bien connu

(2ea —b)* >0,  Va,beR", (1.3.9)
pour tous € > 0, on a:
4e%a® 4+ b* — 4eab > 0. (1.3.10)
Cela implique
deab < 4e%a® + b, (1.3.11)

par conséquent,
2

b
ab < ea® + —,
4e

Cela achéve la démonstration. =

Lemme 1.3.5 L’inégalité de Young affirme que pour tous a et b réels positifs ou nuls, et

1
tous p et q réels strictement positifs tels que — + = = 1, ( sont conjugués), on a :
P q

B
ab< T+ = (1.3.12)
P q

L’éqgalité a lieu si et seulement si a? = b?. L’inégalité de Young est un cas particulier de

l’inégalité arithmético-géométrique. Son nom vient de William Henry Young.

Preuve. Soit I = [0,1], et f: I — R integrable, telle que :

1
p (1.3.13)
1

15



1.3. Certaines inégalités utiles

1 1
pour a,b > 0, et —+— = 1, et soit ¢(¢) = exp(t) une fonction convexe, utilisant 'inégalité
p

ﬁ / < ﬁ / o(f(x))d, (13.14)

de Jensen, on obtient :

et par conséquence, on a :

hSAl

1

L[) / o(f(a))de = /1 exp f(z)dz = / exp(plog a)dz + / exp(glog b)dz

o
3=

= —+—, (1.3.15)

telle que o mesure de Lebesgue

donc p(I) =1, et

ﬁ/f(:c)dx = exp /f(a:)da: = exp

o
AL

1
plogadx + /q log bdx
1

= ab. (1.3.16)

Utilisation (1.3.14), (1.3.15) et (1.3.16) pour conclure le résultat. m

1.3.6 L’inégalité de Sobolev-Poincaré

Lemme 1.3.6 Soit ) un ouvert de R™ que [’'on suppose borné , Alors il existe une constante

Cq > 0 telle que, pour toute fonction u € H}(Q) on a :
[ull 2y < CoalIVull 2(g) - (1.3.17)

Preuve. On a Q = [a.b],

On peut écrire, pour z € [a.b],

16



1.4. Définition des quelques termes physiques

Alors,

IA
S,
—
g\
—~
<
o
U
<
—

U
&

donc:

b T

b b
— [ < [ | [ WP @-o|d< W, [@-od.

Cela implique :

2 (b—a)? 2 (b—a)
= ||U||L2(a.b) B 9 ||u,||L2(a.b) - ||U||L2(a.b) < NG ||u/||L2(a.b)'

D’ou

[ull o) < ClIVull 2y Vu € Hy(Q).

1.4 Définition des quelques termes physiques

Thermoélastique

Définition 1.4.1 La thermoélastique est une relation entre l’élasticité d’un corps et a sa

dilatation en fonction de la chaleur.

Viscoélasticité

Définition 1.4.2 En rhéologie, le comportement d’un matériau viscoélastique linéaire est
intermédiaire entre celui d’un solide élastique idéal symbolisé par un ressort de module E
(ou G) et celui d’un liquide visqueur newtonien symbolisé par un amortisseur de viscosité
n. L’élasticité d’un matériau traduit sa capacité a conserver et restituer de [’énergie aprés
déformation. La wviscosité d’un matériau traduit sa capacité a dissiper de l’énergie. Les

polymeres, en fait la plupart des matériauz, ont un comportement viscoélastique.

17



1.4. Définition des quelques termes physiques

Energie

Définition 1.4.3 L’énergie (du grec : force en action) est ce qui permet d’agir : sans elle,
rien ne se passe, pas de mouvement, pas de lumiére, pas de vie I Au sens physique, l’énergie
caractérise la capacité a modifier un état, a produire un travail entrainant du mouvement,
de la lumieére, ou de la chaleur. Toute action ou changement d’état nécessite que de [’énergie

soit échangée.
Stabilité de 1’énergie

Il existe plusieurs degrés de stabilité que 1’on peut étudier.
Le premier degré consiste & analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions

vers zéro, i.e :

E(t) — 0. lorsque t — +o0.

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de ’énergie la plus rapide, c’est-a-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle, i.e :

E(t) < Cexp(—at), YVt >0,

ou C' et « sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance

des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :

C
E(t) < 5 vt > 0.

ou C' et 3 sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.

Fonction de Lyapunov

Une fonction de Lyapunov est une fonction qui permet d’estimer la stabilité d’une solution

d’une équation différentielle.

18



1.4. Définition des quelques termes physiques

Idée de base (assumant x, = 0) Supposez que 1’on puisse définir une mesure de ’énergie

dans un systéme par exemple:
L(,t) = [l
Tel que
L(z.,t) =0, Vt>t
L(z,t) >0, x# z.,Vt
L(z,t) augmente doucement tandis que x augmente (pour un ¢ donné), et L’énergie ne

s’accroit pas le long de toute trajectoire, donc:

% [x(t7x07t0)7t] S 07 Vit 2 t07vx0

Intuitivement Il est raisonnable de penser que pour zy prés de z.(=0) :
L’énergie initiale L(xo,to) est petite, L’énergie reste toujours petite, puisque:”cll—f <0 et

x(t; o, to) reste prés de x, pour toujours, alors z. est stable.

Hypothése de base sur L(z,t) Vx,Vt >t : toutes les dérivées partielles de L existent

et sont continues dans (x,t) .

Conséquence:
dL dL .
E[ﬁﬂ(t’ﬂfo,to),t] - E[l’(t),ﬂ :L[l'(t),t]
0L dr; OL

Pour un ensemble G C R"” Nous devons étre en mesure d’écrire qu’il existe des fonctions

¢ ([lz[]) et ¥ ([l=]]) tel que :
O ([z]) < Lz, t) < o ([lz]]), Vo e G,V >t

o (||z|]) et ¢ (||||) sont des fonctions de classe K.
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Chapitre 2

Stabilité expenentielle pour

p=v=0,=0

2.1 Intruduction

Dans ce chapitre nous considérons le probléme suivant :

proy — k(p, +1), =0 (0,00) x (0, L),
p30t - Kfew:r + V%I =0 <07 OO) X <O> L)a

avec les conditions initiales :

90<07 ) = Pos th(O, ) = P15 @/’(07 ) = 1/]07 ¢t(07 ) = wla 0(07 ) =0, a (07L)7

et les conditions aux limites :

90(1; 0) = gp(t, L) = Qﬂ(t, 0) = ¢(t> L) = 933(75, 0) = ex(ta L) =0, a (0’ OO)

Avec t désigne la dérivée par rapport a la variable ¢ et 'indice = désigne la dérivée par
rapport & la variable spaciale. ¢ est le déplacement transverse du poutre, et ¢ est 'angle
de rotation du filement du poutre. 6 est la déviations de la température , En plus, p;, p,,
ps, k, b, k et v désignent des constants positives caractérisent des propriétés physiques de

la poutre et du filament.
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2.2. Calcul d’énergie

2.2 Calcul d’énergie

L’énergie associée au systéme (2.1.1) est définie par :

L
1
E(t) = 5/(p1 (il + oo [0* + 010 + K o, + I + ps |0]°) (8, 2)de, (2.2.1)
/ 2.
= E(t,0,v,0).

Lemme 2.2.1 Soit (p,,0) la solution du systéme (2.1.1), pour tout t > 0, on a l'identité

suwvants :

L
d

%E(z&) = —/ﬂ/|(9x‘2dx. (2.2.2)

Preuve. Multiplions la premiére équation de (2.1.1); par ¢,, la deuxiéme équation de

(2.1.1)5 par 1, et la troisiéme équation de (2.1.1)3 par #, on obtient :

P18 — ke — kb, =0,
p2¢t¢tt - bwt¢xx + k¢t¢x + k:d}tqvb + /ywt9$ - 07 (223>
p300, — K00, + v0v,, = 0.

Intégrant les résultats sur [0, L], on obtient :

( L

L L
/P1@t¢ttdw - f ko, pppdr — f ko), dx =0,
0 0

(.)L L L L L (224)
f Patiydr — f by da + f ki de + f kydr + f?”vz)t@mdx =0,
0 L0 L0 0 0
[ ps00,dx — [ k00,,dx + [0, dx = 0.
\ 0 0 0
La somme des trois équations du systeme (2.2.4), donne :
L L L L L
Ld 2d 2d 0" d kPP pad kpnb,d
57 1P | el de oy [ de +ps [ 10 da o — [ koppdz — [ keydyde
0 0 0 0 0
L L L L L L
—/bwtz/zmdx—l—/kwtgpxdx—l—/kqbtwdm—i—/fywﬂxda: - /m%mdij/v@z/zmd:c = 0.
0 0 0 0 0 0
(2.2.5)
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2.3. Résultats principaux

Utilisation de l'integration par partie, donne :

L L
—H/@Ql,xdx — l{/|49x|2dx, (2.2.6)
0 0
L L
v/ewtzdx = —v/wté’zdx, (2.2.7)
0
L L
- / Yo = k / St (2.29)
b / Vb, da = b / Ut = dt / o Pdr b (2.2.10)
Remplacant les équations (2.2.6), (2.2.7), (2.2.8),(2.2.9) et (2.2.10) dans (2.2.5), on ob-
tient :
1d e e T e ¢ 2
o Lo Lol dw+ gy [l dw+ gy [ 107 do+b [ |, o+ [, + ol do
0 0 0 0 0
L
= —k [ |0.]* dz,
0
d’ou
L
1) = - /|9 24
dt B LG
0
u

2.3 Reésultats principaux

Lemme 2.3.1 Soit (p,1,0) la solution du systéme (2.1.1), pour tout t > 0, il existe un

g1 > 0 telle que :

—11 < ——/|77/J | dm+61/|g0t| d:p+051/|1/)t| d:13+C'€1/|9 | dx, (2.3.1)
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2.3. Résultats principaux

ou

L
I = / (P21 + prpw)da, (2.3.2)
0
et w la solution de l’équation differentielle :
s =1, (2.3.3)
w(0) = w(L) = 0.
Preuve. On a ;
% 1= % /(Pthw + prpow)de
0
Alors,
L L L L
%1—1 = /P2¢tt¢d$+02/|wt|2d$+/Pﬁﬁtt“’dx"‘fol/%wtdxa (2.3.4)
0 0 0 0
on peut voir que :
L L L L L
%[1 = b/wmwd:c— k/gomwdaﬂrk/wzwdx—k/|w|2dx—fy/9xwdx
0 0 0 0 0
L L L
iy [Wldo+ oy [ ootk [ oyudn (2.3.5)
0 0 0
Une intégration par partie sur les trois premiers termes de (2.3.5), donne :
L L
b/wmz/;dx = —b/|z/z$|2d:c, (2.3.6)
0 0
L L
—k/(px@bdm = k:/@[)xapdm, (2.3.7)
0 0
L L L
k/wmwdx = —k/wmwdx = k:/ |w, | de, (2.3.8)
0 0 0
et pour le dernier terme du (2.3.5) on a :
L L L L
k:/gomwdx = —k/gpxwxdx = k:/gpwmdx = —k/gm/)xdx. (2.3.9)
0 0 0 0
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2.3. Résultats principaux

Insérant (2.3.6), (2.3.7), (2.3.8) et (2.3.9) dans (2.3.5), on obtient :

L L L L L L
%Il :p2/|wt|2dx—b/|z/1$|2da:—k/|¢]2daz—|—k/|wm|2dx—|—p1/gotwtdx—y/ﬁmwdx.
0 0 0 0 0 0
(2.3.10)
On applique l'inégalité de Poincaré et l’équation (2.3.3) et , on obtient :
L L L
/|wz|2dx < /de < cp/wdx, (2.3.11)
0 0 0
et linégalité de Young, donne :
L L L
/9901/)619; < C’sl/|0$|2dx+slcp/|¢x|2da:, (2.3.12)
0 0 0
L L L
/(ptwtd:c <e / o, dx + C., / |we|? da, (2.3.13)
0 0 0

pour g1 > 0. On remplace (2.3.11), (2.3.12) et (2.3.13) dans (2.3.10), on obtient :

—11_——/w 2 d:cm/w dm+cel/|wt| do:wﬂ/w 2 dz,

telle que :

2kcp + YE1Cp = €1p1 = €1, P+ /010510 = Csu 7061 = CEI'

b
27

Pour e, > 0, d’ou le résultat. m

Lemme 2.3.2 Soit (p,,0) la solution du systéeme (2.1.1), pour tout t > 0, il existe un

g9 > 0 telle que :

—12 < ’”’2/|¢t| d:v+€2/|w k dx+52/|%| dg;+c52/|0 ? dz, (2.3.14)

ou
L =z

1y(t) = popy / / (¢, y)dy(t, 7). (2.3.15)

0 O
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2.3. Résultats principaux

Preuve. On a :

L =z
Cn- / / T

0 0 0

D’autre part, on a :
pathy = by, — ke, — kip — A0,
et
p3b = K020 — Y4y,

on obtient :

T

L L =z
d
£1—2 = / / pokleatidyds — / / P2V dydx +
0 0 0
L

0
//kpﬁgpxdyda:—//kpgewdydm—//’ypﬁ@ dydzx. (2.3.16)
0 0 0 0

On peut voir aussi que :

/ bos0,, dydz

o\h

T

/ O,udy = 0,(t,7) — 0,(£,0) = 0,(t,z). (2.3.17)

0

Donc on peut écrire le premier et le deuxiéme terme de (2.3.16) comme suit :

L = L
//,02/19m1/)tdydx = /{pz/ﬁx@/ztdx, (2.3.18)
00 0
ot L« L
- / / PV dyde = —p, / [, d, (2.3.19)
00 0

Utilisons l'intégration par partie, on obtient les estimations suivantes :

L = L =
,03b//01/)mdydx = —p3b//€$wxdydx, (2.3.20)

00 00

L L
—p3k//9g0xdydx :p3k;//49xgodydx, (2.3.21)

00 00
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2.3. Résultats principaux

et

x x

L L
—pgy//%xdydx = pﬂ//(‘)x@dydx, (2.3.22)
0 0 0 0

donc, on peut écrire aussi :

L =z L
—bp3//91wmdydx = —bp3/91/1$dx, (2.3.23)
00 0
L z L
k;p3//9w<pdydx = kp3/9<pdx, (2.3.24)
00 0
et,
L =z L
fypg//exedydwzfypg)/W\de. (2.3.25)
00 0

Regroupent les équations (2.3.18), (2.3.19), (2.3.23), (2.3.24) et (2.3.25) dans (2.3.16), on
obtient :

d

—I = /fpz/ex%dx_'ﬂb

L
dt | t\2dx—b/)3/9%dﬂf

& O\h

L
—l—kp3/9<pdx //kp39wdydx+*yp3/|9\ d. (2.3.26)
0 0

On applique I'inégalité de Young pour €5 > 0, on aura :

L L L
/eszdx §52/]wm|2dx+052/|0]2dx,
0 0 0

/0¢dx<52/]<p| dm+C€2/|6\ dx,
/ x%dl’<€2/‘¢t| +C€2/‘9 ’ dl’,

0
et on applique aussi I'inégalité de Poincaré, on obtient :

L

L =z
/ / Oibdyda < C / Oz,
0 0

0
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2.3. Résultats principaux

L L
[letar<c [ e,
0 0

L L
/|9|2dx < C’/|9x|2dm,
0 0

L L
2 2
O/hm sco/wxr,

et

donc,l’inégalité de Young donne :

L L L
/9¢dx < 52/|¢|2+052/|9|2d9:.
0 0 0
Finalement :
L L

d
S %/w ot [ 10.f +52/|%| o+ C.y [ 10,1 do
0

0

Pour une certaine constante positive £, d’otul le résultat. m

Lemme 2.3.3 Soit (p,1,0) la solution du systéme (2.1.1), pour tout t > 0, il existe un

€1,89 > 0, telle que :

L L

d N

Cho< (.t mc) [ |ew|2da:—( ARG ) [ s
0 0

dt 2 et
b L L L
- (5 —N252> /|¢x|2dx—|—51/|g0t]2dx+N252/|gpx|2dx, (2.3.27)
0 0 0
ol
I3y = I, + Nolo. (2.3.28)
Preuve. On a :
d d
Iy = —(I; + NoI
dt® dt( 1+ Noby).

D’aprés les lemmes précédent, on a :

_12 < 7”2/|¢t| dx+52/|¢ 2 +52/|%| dx+052/|9 2 da, (2.3.29)
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2.3. Résultats principaux

et

—11 < ——/|¢ \ d:z:+61/\g0t| dI+C€1/|"{/Jt| da:—l—Cgl/|t9 | dx. (2.3.30)

Regroupant (2.3.29) et (2.3.30), on obtient (2.3.27), pour £y, €5 assez petite, puis Ny > 0

assez grand. m

Lemme 2.3.4 Soit (p,1,0) la solution du systéme (2.1.1), et on suppose la condition que

Ar_ pr pour tout t > 0, il existe un €3 > 0 telle que :

k
d ’ i
GO < o)tk [los s oo s [lof i
0 0
L L L
+53/|¢xl2dx+p2/|wt|2dx+o€3/|e$|2dx, (2.3.31)
0 0 0
telle que :
L L
hz/?ﬂ&%+¢ﬂﬂ+/@%%®- (2.3.32)
0 0
Preuve. On a :
L L
11—1/ o +¢)daz+i/ V. oyl (2.3.33)
dt4_dt p2 t SOJ: dt 102 xspt 9 -J.
0 0

d’apres le systéme (2.1.1), on a :

Pathy = by, — K, + 1) — 0, (2.3.34)

Remplagant (2.3.34) dans le premier terme du (2.3.33), on trouve :

L L L
d
0 0 0

L

L
d
+@/mwﬂme+@/@%%m, (2.3.35)
0

0
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2.3. Résultats principaux

une intégration par partie sur le premier terme de (2.3.35), donne :

L L
b/ﬂm%mzwm@ﬁj—@/%%m%
0 0

et
L

b/%wmzﬁjwﬁm,
0

0
donc (2.3.35) devient :

d

L L L L

o= d

Gl = o= [vendo—b [l do =k [l v i dos § [ oppods
0 0 0 0

L L L
[ Ot )zt g, [0 oty [ e (2.3.36)
0 0 0

Utilisation de (2.1.1); donne :

L L
0 0

b

L
= b [ Y, (0, +1).dr = _%/wm%dm(zasn
0

S — T

Insérant (2.3.37) dans (2.3.36), on trouve :

L L L
d r=L bp 2 d
0 0 0
L L L
ﬂ/@wﬁwmw@/wﬁM+m/m%m. (2.3.39
0 0 0

D’autre part,on a :

L p L L
02/¢t¢mtd$: EPQ/#’SOmdl’_%/WPIttdx-
0 0 0

L’itegrale par partie donne :

L L L
d
P2/¢t¢xtd$: _%p2/¢x@tdw+p2/wx¢ttdx' (2.3.39)
0 0 0
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2.3. Résultats principaux

Remplacant (2.3.39) dans (2.3.38), et d’aprés I'hypothese % = %2, on obtient :
L

L L

d o=

=g —k [le+ o do =y [0ute + 03ts+, [0 d
0 0

0
I'inégalité de Young donne :

L

L L
/Oxgomdx §53/]g0x\2d$+053/\9x\2dx,
0 0

0
L L L
/exwdxggg/wdﬁces/wmdx,
0 0 0

et on applique aussi I'inégalité de Poincaré, on obtient :

L L
/|¢|2d:c < o/ I, |2 d,
0 0

et

pour e3 >0ett>0,0na:

L L

L L L
d o=
Gl < Boee ik [lo o duves [l doves [ (o, doe, [0 dorce, [16. s
0 0 0 0

0

d’ou le résultat. m

Lemme 2.3.5 Soit (p,1,0) la solution du systéme (2.1.1), pour tout t > 0, et soit q¢ €
4

C* ([0, L]), telle que q(z) =2 — T

Alors pour tout 7 >0, On a :

d k

L L L
Gl <=5 [leotoldorcor [lofdorcn [o,f+ ol + 0z (2340
0 0 0

telle que : C, N ,0 et Cy sont des constantes positifs

et,

L L
Iy=1I,+N / bpa,qi dx + 0 / P1P1q P dx. (2.3.41)
0 0
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2.3. Résultats principaux

Preuve. On détermine la dérivée de I5

L

d d d d

— ;= —1 N-— d — d

gl =gt Ny bpathy g, w+5dt/,0190tqwx x,

0
on a
d L L L
i | oavias Ry s (2.3.42)
0 0

d’autre part,on a :
poty = b,y — K (0, +90) —
Alors,

L

L L

d

& [eavide = 8 [ qudo vk [ (o, 0)qv,d0
0 0

0

L
+b [ prabade ~ vy / Ouqis, . (2.3.43)
0 0
On peut écrire (2.3.43) sous la forme :
; L L L L
G [oavids = ¥ [voavdnsd [ pads bk [ vgvdo
0 0 0 0
L L
—bk/goxqwmdx—bw/ﬁxqwmdx. (2.3.44)
0 0

Une intégration par partie sur les trois premiers termes de (2.3.44) donne :

L

b b
bz/@bmw de == g9 - /qxw da, (2.3.45)
0
L b L
b / ot ds = =5 p, / g7 da, (2.3.46)
0 0
et,
L L
bk )
—bk/wqwmd:c = ?/qxw dz. (2.3.47)
0 0
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En vertu,(2.3.45), (2.3.46) et (2.3.47) dans (2.3.44), on obtient :

L L L
d b? oL b? 9 bk
G [oavids = Tl -5 [aviis- 5 [ eavan
0 0 0
bk [ b [
—?/qwz/ﬂdx 52 qmqﬁ?dm—bfy/eacq%dx. (2.3.48)
0 0 0
On peut voir aussi que :
L
b2
Bl q2dr = —/|¢ I dz, (2.3.49)
0
bk 2bk
5 qxw dx = ——/|w| dz, (2.3.50)
0
et
b [ 2b
p p
—72 @V dx 2/|¢ty da. (2.3.51)
0
Car :
(@)= (235
¢ (@)=-7, 3.
on a

lg(x)| <2, pourtout x € [0,L],

d’apres I'inégalité de Young pour €4 > 0, on a :

L L L

/ oaqthyde < € / oo de + C. / 1, de, (2.3.53)
0 0 0

o/

L L
0,qb, dx < 5/ |1/Jx|2da:+05/|9x|2dx, (2.3.54)
0 0

et I'inégalité de Poincaré, donne :

L L
WP < C [ [l (2.3.55)
[wr=ef
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2.3. Résultats principaux

Insérant (2.3.49),(2.3.51),(2.3.53), (2.3.54) et (2.3.55) dans (2.3.48), on obtient :

L

L

d

- / potratpde < = {0, (t D) + 6 [, (¢ 0) ) + & / [pal* da
0

0

+05 [l o +C: [ (0. +16.P) (2:3.56)

ot~

pour € > 0.

Maintenant, on calcul la dérivée de terme 7 [ proapda
0

L L L
d
pr / P1P10p,dr = / P1PuaPLdT + / P1P10P T (2.3.57)
0 0 0
On a
P1Py = k(py + ).
Alors :
J L L L L
G [reavids =t [appidos o [appudn sk [avpdo (2.3.58)
0 0 0 0

Utilisons l'integrale par partie sur les deux premiers termes de (2.3.58), donne :

L L
k
0 0

L

L
p
pl/qsot%tdx = —é/qxwfdr&
0

et d’apres (2.3.52), on a :

L L
k 2k
—§/qw§dx: f/mﬁdx, (2.3.60)
0 0
et
L L
2
—&/qxs&?dﬂﬁ = ﬁ/!s@t\Qdm. (2.3.61)
2 L
0 0
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Regroupant (2.3.59), (2.3.60) et (2.3.61) dans (2.3.58); on obtient :

L L L

d

E/pm%daf [q¢2] /!%I dx + i /|90t|2dfv+k/q%%dx, (2.3.62)
0 0 0

d’apres l'inégalité de Young pour £4 > 0, on peut écrire (2.3.62) sous la forme :

L

L

d

E/plsot%dx < =k {|o.(t, L)|* + |, (t, 0)*} +Cs/ (Ie” + lal® + 19, %) do. (2.3.63)
0 0

Finalement,

L

L

~d d

Gt NG [ obavdo 55, [ opcends (2.3.64)
0 0

d d
I =
dt™°  dt

telle que :

L
~d ~ e
NE/@wmm:s—NWWN¢W+W%@wﬂ+M/wﬁw
0

L

L
+NC5/\¢t|2da;+Ncg/(|em|2+yw$|2) dz. (2.3.65)
0

0

L

d

d—/msot%dfr < =0k {lp.(t, L) + ¢, (t,0))*}
0

L

+0Cs / (lel” + lpal® + [¢04]%) da, (2.3.66)
0
et
d
S < D, som—k/|%+¢| dx+eg/|sox| dw+53/|w|dx
/\wt! dx+053/|9 * da. (2.3.67)
On a
? L ! L L
5 [le+ufao <= [l azrc [ofan (2.3.68)
0 0 0
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et,

d

L L L
Gl <k [loctuldev2 (Ne+0Csva) [lon+ ol dot (565 + 8 +es+C) [fuf o
0 0 0

L

L L
(8ot ) [0+ (00 [10ado+ 6C3) [l do
0 0

0
On choisit:
- k
NE + 505 +e3 < Z, (2369)

§<, (2.3.70)

et

¢, = 0C5+ NC:+es5+C,
¢, = NCs5+ p,, (2.3.71)
(3 = NC:+C.,,

et (1,(, et ¢, des constantes positives.

Finalement, on a:

d

L L L

k

Gl <=5 [leorvldo s Car [l o+ Coy 100+ [0+ 16, do
0 0 0

telle que C,, = max {(;,(,, (5} =

Lemme 2.3.6 Soit (p,1,0) la solution du systéme (2.1.1), pour tout t > 0, il existe un

g5 > 0 telle que:

L L L L

d

Sl <, / a2 dz — py / 2 dz + / oy + B2 dz + Cy / 0, 4 10, de, (23.72)
0 0 0 0

ol

L L
@z—/M%wm—/@mwm (2.3.73)
0 0
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Preuve. On a :

L

L L L
d
Glo==1 [oupds =, [1ofde=p, [wevdo—p, [fde. @3y
0 0 0 0

D’autre part, on a :
Pz%t = wa:p - kng - k¢ - 79:13’
et

P1Ps = k(©0p +9)a

On peut voir aussi que :

L

L L

d

Gl = = [kon+v)pdo = [v,0do— o, [lof a0
0 0

+

O\h o

L L
k(on + 9)da + 7 / 0,z — py / 2 d, (2.3.75)
0 0

une intégration par partie sur les deux premiers termes de (2.3.75) :

L L
= [ Ko+ oo = [k, + 0)p.da, (2:3.76)
0 0
et,
L L
—b [ Y pde =0b | v, de. (2.3.77)
[ e

On regroupe les equations (2.3.76) et (2.3.77) dans (2.3.75),0n obtient :

L L L

d

Gl = o [lela=p, [0l drk [lo,+ ol
0 0 0

L L
+b/|wm|2d:c+7/9wwd:c. (2.3.78)
0 0

L’inégalité de Young pour €5 > 0, donne :

L L L
/ 0y < e / 0, dr + C.. / [? d,
0 0 0
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2.3. Résultats principaux

on applique aussi I'inégalité de Poincaré, on obtient :

L L
[1wtas<c [,
0 0

Finalement,

Tr<- /w d:c—pgfw dx+k/1sow+w| dx+06/|w\ 16, de,

pour une constante Cs > 0. m

Théoréme 2.3.1 Laissez les données initiales satisfont

()00,"(#0,90@ € H& ((OvL)) ) <P17¢1 € L2 ((07 L))7

et supposant % = %, il existe deux constantes positives C' et £ telles que ’énergie de la

solution de systéme (2.1.1) satisfait
E(t) < CE(0) exp(—£t), vt >0,

la preuve de notre résultat sera mis en place a travers plusieurs lemmes

Preuve. On définit la fonction de Lyaponov:

20
L=NE+IL+pu (15 n 5716) (2.3.79)

P1

pour pu, p;, T et C5 sont des constantes positifs et N suffisamment grand.

On a

d d_ d d 2057
Yr=NCEy o I I 2.3.80
at dt +clzt?’+”clt(5+ o 6) (2.3.80)

On commence par montrer le dernier terme de l'inégalité (2.3.80), on a :

d’aprés le lemme (2.2.6) et le lemme (2.2.7), on a :

L L L
d k
Gl <=5 [leorvldo s Car [lo o+ Coy [ (0, + 0 + 16,1 da
0

0 0
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2.3. Résultats principaux

et
L
207 d 2C 207
STd—Ifs < —2057'/|<Pt‘2d37_/02 5T/|¢t‘ dr +k el /| x+¢| dx
py at P ,
2C’ ‘
T [ (1.
0
Alors on a,

d 2C, k 20 2C
I5 57—[6 < —-+k el / | P + ¢| dx + — P2 l + CTl / ’wt| dx
dt P1 2 P1

L
2C!
+<06 p57+0n)/(\w$\2+\9x!2) dx
0

1

+ (Csm — 2C57) / o, |? du, (2.3.81)
on choisi Cj, €, p; > 0, telle que :
2057' 1
< R
P1 4
et
2C5t
Xi = —pp——+Cr, <G,
P1
2C
X2 = C 5T+CT1<07'7
P1

telle que x4, x5 et C; sont des constantes positives, on a

1

L L L
d 2057 k
g {1+ 2 < ot ol doiCo [P datnc, 1+ 1o.lt 16, ds
0 0 0

(2.3.82)
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2.3. Résultats principaux

D’apres le lemme (2.2.1) et (2.2.2), on a:

L L
d d N.
NGB+ Gh <~ (Co+ ) [I0Pas— (B2 ) [ fas
0 0

] - I3
d dt? 9 L
b L L
_ (5—]\7252)/|@/}x|2dx+51/|gpt|2dx
0 0
+Nagy / o, | d, (2.3.83)

d’autre part, on peut voir que:

L L AC L
Jielar <2 [lo, v oo 52 [ 1o, do.
0 0 0

Regroupant les inégalités (2.3.82) et (2.3.83) dans (2.3.80), on obtient:

L
d 12 4N2€2 C ZMC’T 2N2€2 b )
< (= _ Z
au < (5421 /|$+w|dx+(kb+ - (1-22)) 5 [
0
2uC; 2C 2 21C) [
1 19
+ (2 (N ))”z/w o (22N R [P
P2 P2 4

+3 (uCr — (Nk — (C., + N2Cy,)) % / ]935]2 dx,
0

P3

telle que i, k, No, 9,61, C5, C, C.,, Cey, C, Ny 7y, py,y po, Ps, b et k sont des constantes positives,

on peut choisir:




2.3. Résultats principaux

et B, > 0 de telle sorte :

w1 < —f, et wy < —f,
w3 < —f et wy < =By,
et
ws < _50~
On obtient :

d’apres la définition de E(t), on obtient :

d

ZL(t) < =BoE (1) (2.3.84)

D’ou le résultat.

D’autre part, on a :

20
L:NE+[3+M(I5+ 5716).

P1

20!
I3+ p <[5+ 5T[6)

P1

Alors :
|L — NE| =

?

on peut écrire :

2057'
P1

L L L =z
IL—NE| = |p, (1 = p ) /W/}daz + / puwdz + Napyps //Q(t, y)dy,(t, x)dx
0 0 0 0

L

L L
+udpy / 4P AT + 1Py / Yo, dr + ppy / VY ppd
0 0 0

L L
+uﬁbp2/wtqwmd:c+—2uC5T/got<,0d:U : (2.3.85)
0 0

L’inégalité de Young pour €, €1, 5 et €3 sont des constantes positives, donne :

L L L

/ bigtbydz < e / [ da + C. / 6, e, (2.3.86)
0 0 0

L L L
/sotqsoxdw <eé / lp,|* dw + C-, / o, da, (2.3.87)
0 0 0
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2.3. Résultats principaux

et

/mwm<@/wdwwg/WAm
/gotwdm<083/|g0t| dm+53/|w| dz,
0

pour g € C* ([0, L]) et |g(z)] < 2,

L’inégalité de Poincaré donne:

L L
gﬂst@/wxm
0 0

L L L
63/|w|2dm §0/|wx|2dx§ —C~’3/|¢z|2da:,
0 0 0

L L
LﬂWms@/mm%
0 0

L
O/O/etydwttx) /thdx

et

Insérant (2.3.86), (2.3.87),(2.3.88), (2.3.89) , (2.3.90) , (2.3.91) , (2.3.92) et

(2.3.85) , on trouve:

2C

IL-NE| < (C@pz (1+u—u

1

2057'

P1

+<C‘2p2(1+,u—u

+ (m% + Ceypipy + €1p0py — 2C,uCsT — 2@6u057) / oy dax

L

+(~75N2;02P3/|9|2d$+<051M5P1+C54MP2)/’<Px|2d$ .

0

41

(2.3.88)

(2.3.89)

(2.3.90)

(2.3.91)

(2.3.92)

(2.3.93)

(2.3.93) dans

L
, _
L ) +enNbp, + eapupy + 57N2P2P3) / [, da
0

L
) — p1Cs + esppy + CopN bpz) / | d
0



2.3. Résultats principaux

Et comme on a:

L L L

4C
[ledis <2 [lo.+ o do+ T [0, dn
0

0 0
Alors on peut écrire:

L L L L L

1~ . - - -
L NE| < 561/p1|sot|2dx+52/p2wtfdx+63/b|w$|2d:c+54/k|%+¢\2dx+65/p3 62 da .

0 0 0 0 0

ou:

2 (p1Cey 4 Ceypipy + Cegpips + e1p0p; — 2C,uCs7 — 2(76u057) /P

S
=
Il
~_ N

2

~ 2051 ~

0o = 2 (052,02 (1 + = p5 > +euNbpy + apipy + €7szng) /P2
1

- 2C;

53 = ( 5T

4C€1M5p10+4084,up20) /b,

> — p1Cs + espipy + CopuNbp, + k, A

Capy (1+u—u
1

~ AC puop; A0, up,C
5 — 1 4

4 ( L + k,’ 9
S o 2C~’€N2p2p3

5 —_ - .

P3
Donc, on a :
|IL - NE|<AE(t) = —AE(t) < L—-NE < \E(t)

Pour A > 0,

d’ou

BE (1) < L(t) < ByE (1), (2.3.99)
A partir de (2.3.84), et (2.3.94) , on trouve

d
EE (t) < —EE(1). (2.3.95)
Intégrant (2.3.95) par rapport a ¢, on obtient:

E(t) < CFE(0)exp(—£&t).

Ceci termine la preuve de théoréeme. m
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Chapitre 3

Stabilité expenentielle pour

90:%;:9:0

3.1 Intruduction

Dans ce chapitre nous considérons le probléme suivant:

prpy — k(o + ), =0 a (0,00) x (0,L),
/03975 - /{exx + Wﬁ’m =0 a (07 OO) X (07 L)7

avec les conditions initiales :

(:0(07 ) = %o @t(ov ) = %1, w(ov ) = ¢0> %(07 ) =y, 0(07 ) =0y, a

et les conditions aux limites :

@(t7 0) = Qp(ta L) = ¢x(t7 0) = ¢x(t’ L) = 0<t7 0) = Q(tv L) =0 a (0’ OO)

(3.1.1)

Avec t désigne la dérivée par rapport a la variable ¢ et 'indice x désigne la dérivée par

rapport & la variable spaciale. ¢ est le déplacement transverse du poutre, et ¢ est ’angle

de rotation du filement du poutre. 6 est la déviations de la température , En plus, p;, p,,

ps, k, b, k et v désignent des constants positives caractérisent des propriétés physiques de

la poutre et du filament.
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3.2. Calcul d’énergie

3.2 Calcul d’énergie

L’énergie associée au systéme (3.1.1) est définie par :

L
1
E(t) = 5/(%0? + ot + 02+ K o, + 07+ p367) (L, 2)da,
0

= E(t,¢,v,0).

(3.2.1)

Lemme 3.2.1 Soit (p,1,0) la solution du systéeme (3.1.1), pour tout t > 0, on a l’identité

sutvants:

L
Ly t) = —/ﬁ/|9x\2dx. (3.2.2)
0

Preuve. Multiplions la premiére équation de (3.1.1); par ¢,, la deuxiéme équation de
(3.1.1)2 par v, et la troisiéme équation de (3.1.1); par 6, en suit en intégrant les résultats

sur [0, L], on obtient :

L
th pl/|90t| dx+pz/|1/}t| dw+pg/|9| dx /kwtsomd:r /k‘wt%daf

L L L

—/b@btzbmdx+/kwtgpxdx+/kwtwd:v+/7wt0 dx—//iﬁﬁmda:jL/vH%xdx =0,

0 0 0

(3.2.3)
utilisant une integration par partie, on trouve

L

L
—/ﬁ/@é’md:ﬁ = li/|9w|2dx. (3.2.4)
0

0

L L
7/0@/)mdx = —7/@/}té’zdx. (3.2.5)
0 0
L L
—k;/gptgomdm = k/gpmgomdx. (3.2.6)
0 0
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3.3. Résultats principaux

—k / Yo = k / Ui (3:2.7)
b / Yyt = b / Yol (3.2.8)
Donc: ; :
1d 9
b [ pde =~ 4y [ o, Pde b (3.2.9)
foantali]

On remplagant les équations (3.2.4), (3.2.5),(3.2.6),(3.2.7) et (3.2.9) dans (3.2.3) on
obtient :

d L L L L L
o {plfIsotlzdwrpzf|¢tl2dfc+p3f|9|2dl’+bf|¢xl2d95+kf|%+@/}|2d$}
0 0 0 0 0
L
=—k[ |0$|2dx,
0
(3.2.10)
d’oll
L
g - —n/w 2 da
dt ;
0
||

3.3 Reésultats principaux

Lemme 3.3.1 Soit (,%,0) la solution du systéeme (3.1.1), pour tout t > 0, il existe un

g1 > 0 telle que:

—]1 < ——/|¢ ] dx+51/|g0t| dx+051/|¢t| dI+C€1/|0 | dx, (3.3.1)

ol
L

s / (pathets + pripuo)de, (3.3.2)

0
et w la solution de l’équation differentielle:

(3.3.3)



3.3. Résultats principaux

Preuve. On a

L
d d
EII a /<P2¢t¢+01@tw>d$
0
Alors,
p L L L L
Ell /P2¢tt¢d$+;02/|wt|2d$+/Pl@tthx+Pl/90twtd$> (3.3.4)
0 0 0 0

on peut voir que :

L L L
—11 = /wmwx— /¢m¢dx+k/¢xwdx— k/|z/;|2dm —')//ngbdx
0 0 0
L L
+P2/|¢t| d$+01/<ﬂtwtd$+k/¢$xwdx. (3.3.5)
0 0

Une intégration sur les trois premiers termes de (3.3.5), donne:

L L
b / Y, thdr = —b / |, | de, (3.3.6)
0 0
L L
—k/(pxzbdm = k:/@[)xgodm, (3.3.7)
0 0
L L L
k/wmwdac = —k/wmwdx = k/\wx\2dm, (3.3.8)
0 0 0

et pour le derniere terme du (3.3.5), on a:

L L L L
k/gpmwd:c = —k/gomwmdx = k/gowmdx = —k/gowxd:v. (3.3.9)
0 0 0 0

Insérant (3.3.6), (3.3.7), (3.3.8) et (3.3.9) dans (3.3.5), on obtient :

L L
/w d b/w Pdz—k /wr d:c+k/rwxr dx+p1/sotwtd:c ’y/ 0, da.
0

(3.3.10)
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3.3. Résultats principaux

On applique d’aprés l’équation (3.3.3) et l'inégalité de Poincaré, on a :

L L L
/|wm|2dx < /|¢|2dx < cp/|¢x|2dx, (3.3.11)
0 0 0
et linégalité de Young, donne :
L L L
/9961/)619; < C’sl/|0$|2dx+€1cp/|¢x|2da:, (3.3.12)
0 0 0
L L L
/cptwtda: < 51/|<pt|2dx+051/|wt|da:, (3.3.13)
0 0 0

pour €1 > 0.
On remplace (3.3.11), (3.3.12) et (3.3.13) dans (3.3.10), on obtient :

—11_——/|w 2 da:+a/|got| dm+om/|wt| dxwgl/w 2 d.

Pour e, > 0,d’otu le résultat. m

Lemme 3.3.2 Soit (p,1,0) la solution du systéme (3.1.1), pour tout t > 0, il existe un

g9 > 0 telle que:

_j2_ 792/|¢t| dm+52/|¢ | dm+52/|¢x| dx+c€2/|0 Pde, (3.3.14)

ol
= —pzps//H (t, y)dyy, (¢, x)dz (3.3.15)
0
Preuve. On a :
L =z L =z
- / / papstith dydr — / / papstydydz. (3.3.16)
0 O 0 0

D’apres les équations du systéme (3.1.1), on a
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3.3. Résultats principaux

et
P30 = KOy — vy, (3.3.18)
insérant (3.3.17), (3.3.18) dans (3.3.16) , on obtient
L L
—pn / / o )etdyds — / / bpyfsdyds -+ [ py0udyds
0
L =z L =z
+//k;p39g0$dyd:c+//7p3991dyd:c. (3.3.19)
00 00

On utilise une integration par partie sur le premier terme de l'inégalité (3.3.19), on

/ / ~ Tatedyde = py / / = 1)y dyda. (3.3.20)

On peut voir aussi que :

obtient:

[ty = i(t.2) = 0 8.0) = 0., (3:3.21)
0
donc on peut écrire aussi:
L =z L
pQ//(KZHM — YY) dydr = ,02/(%9:0 — Y, ), de, (3.3.22)
00 0
L =z L
—//bp?,é’@bmdydx = —pgb/&/)xdydx, (3.3.23)
00 0
L z L
//kpgﬁgpxdydx = p3k;/t990dx, (3.3.24)
00 0
et
L =z L
//7p3«96’xdydx :7p3/|0|2dm. (3.3.25)
00 0

Regroupent les equations (3.3.22), (3.3.23), (3.3.24) et (3.3.25) dans (3.3.19), on obtient:
L L L

L
d -~
Gl = oy [0z —ap, [0 dx = b, [0v.do sy [ 170
0 0 0

0

L L =z
+kp3/6’godx+//kp39¢dydx. (3.3.26)
0 0 0
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3.3. Résultats principaux

L’inégalité de Poincaré et I'inégalité de Young pour €5 > 0, on obtient:
L

L L
/wada: §52/lwz|2dx+052/|9|2dx,
0 0

0
L

L L
/Ggodx gsg/]go|2dx+052/|9\2dx,
0 0

L

0

L L
/watdx§52/Wt|2+062/‘9z|2d377
0

0

L x
//deyda: < C’/dea:
0
/w dm<o/|¢x| dz,
/|0|2dx < C/|0$|2dx,
0 0
L L
Juwrze fw.r,
0 0
L

L L
/dexSeg/\w]2+052/\9\2d1'.
0 0

0

et

D’otu finalement :

9h<- 7’)2/|¢t| d:c+a~2/|w| +52/|%| dxw@/\e 2 dz,

Pour €5 > 0, d’out le résultat. m

Lemme 3.3.3 Soit (p,1,0) la solution du systéme (3.1.1), pour tout t > 0, il existe un

€1,89 > 0 telle que:
L

L L

d - N

i < Ca Ny [I0fan— (B2 -0 [P et to [ lof o
0 0

0

L L
b
— (§—N252) /|¢x|2da:—|—51/|<pt|2dx, (3.3.27)
0 0
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3.3. Résultats principaux

ol

Iz = I, + Nyly. (3.3.28)

Preuve. D’aprés le lemme précédent, on a :

dp_d

I, + Nyl
o dt(1+ 2 15),

on a:

d -

L
N
N2£[2 —%/Wﬁdz‘f‘]\fﬁz/Wx’2+N2€2/‘S%‘zdx‘i‘NzCsz/‘em‘zd% (3.3.29)

et

L

L L L

d b

Ell < —5/\1/1w\2dx+€1/\got|2dx—|—051/|wt|2d$—|—C€1/|91]2dx. (3.3.30)
0 0 0

0

Regroupant (3.3.29) et (3.3.30), on obtient (3.3.27), pour £1,&2 assez petite, et Ny > 0

assez grand. m

Lemme 3.3.4 Soit (p,1,0) la solution du systéme (3.1.1), et on suppose la condition

AL_ p2’ pour tout t > 0, il existe un €3 > 0 telle que :

E b
d L
Ch<—t / o+ 0l da Oy [ (0l + [ + 0.7 o, (333)
0
telle que:
L L
1= / Pty (0 + ) do + / patbaprd. (3.3.32)
0 0
Preuve. On a:
L
d d
prilhe dt paty (o, + ) do + — fw o.dz, (3.3.33)

d’apres le systéme (3.1.1), on a:

Pathy = by, — K, + 1) — 0, (3.3.34)

50



3.3. Résultats principaux

Remplacant (3.3.34) dans le premier terme du (3.3.33), on trouve:

L
EI‘* = /1/ng0$+1/1dx— /]<p$+1b| dx—v/@xgom—i—w (3.3.35)
0

L

L
d
+p2/wt (0, + 1), dx + T /pzwmd:v,
0

0

une intégration par partie sur le premier terme de (3.3.35), donne:

L L
0 0
L L
e A
0

0

et

Donc (3.3.35) devient:

d L L L L L
0 0 0 0 0

L L
d
[l vrto+ G [ ostae (3.3.36)
0 0

Utilisation de (3.1.1); donne:

L L L
b [ =b [0, do =<0 [0+ v)ude == [updn. (3330
0 0 0

0

Insérant (3.3.37) dans (3.3.36) , on obtient:

L L L L
d b d
d_tj4 = —%/%c%tdx_k/|¢x+¢|2d$+P2/¢t@xtdx+E/lebx%dx
0 0 0 0
L L
[ Oules 03+ g, [ [0 e (3.3.38)
0 0

D’autre part, on a:

L p L L
P2/¢t90ztda7 = £P2/¢‘Pmdm_02/¢¢xttdm-
0 0 0
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3.3. Résultats principaux

On peut écrire aussi:
L p L L
Pz/wt@mtdl“: _%92/wz%d5’7+02/¢x%tdx- (3.3.39)
0 0 0

Remplacant (3.3.39) dans (3.3.38) , d’aprés 'hypotheése % = %, on trouve:

L

L
Dr= / o, + B[2dz — 7 / 0. (0, + 0)dr + py / 2 d (3.3.40)
0

0

L’inégalité de Poincaré et 1'inégalité de Young Pour €3 > 0, donne :

L L L
/ 0.0, < 5 / ol do + C, / 0, da.
0 0 0
L

L L
/ 00 < e / 2 e+ C, / 6, de,
0 0

0
L L
[1wtas<c [,
0 0

L L L
d
Eh < —k/|g0$+2/1\2d:c+€3/\g0$|2d:c+53/|z/1$|2d:c
0 0 0
L L
+p2/!wt\2dx+083/\9x!2dx, (3.3.41)
0 0

d’ou le résultat.

On suite, en observant

I L I L L
5 [lectofar <=5 [l assc [lo.fa
0 0 0

donc

d

£14_——/|sox+w| o+ (55 + ) /w : dx+p2/|wt\ da:+ca3/\0 2 dz,
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3.3. Résultats principaux

il existe des constantes positives €3, C,, p, €t C, telle que:

et

Donc, elle est clair que,

d k
< —=
= 2

€3 < —,

=~ o

53+C§él7

083 S éla

[loct oo Gy [ (0 + 0+ 10.) do

0

Ce qui termine la preuve. m

Lemme 3.3.5 Soit (p,1,0) la solution du systéme (3.1.1), pour tout t > 0, il existe un

g5 > 0 telle que:

dt

ol

Preuve. On a :

L

d

%16 = —P1/§0tt80d1’—/01/‘90t|2dx_P2/¢tt¢dm—fo2/|¢t|2dx-
0 0

D’autre part, on a :

et

L L L L

d

<o [lofdo—p, [l dosk [lo,+ 0P ot G [0, 410 do, (3302
0 0 0 0

L L
o=~ [ pods [ pyde. (3.3.43)
0 0
L L L
(3.3.44)

0 0

Py = b, — ko, — ki — 40,

P1Pu = k(‘Pz + @Z})m
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3.3. Résultats principaux

On peut voir aussi que :

L L L
d
Gl = = [ Mot v)updo = [, 0dn = p, / o do
0 0
L
—l—/k ©p + P wdx+'y/ 0, 0dx — P2/Wt’ dx. (3.3.45)
0 0

Une intégration par partie sur les deux premier terme de (3.3.45), donne:

L L
= [ Ko+ v)apds = [ b, + )i (3.3.46)
0 0
et,
L L
b [ bowdo=b [ o, do. (3.3.47)
0 0

On regroupe les equations (3.3.46) et (3.3.47) dans (3.3.45),0n obtient:

9 = /w d:c—p2/|wt| d:c+k/|sox+w| d

0
L
+b/|¢ | dx—i—y/ 0,1dx. (3.3.48)
0
L’inégalité de Young pour €5 > 0, donne :
L L L
oo <es [0+ c, [1ora,
0 0 0

on applique aussi I'inégalité de Poincaré, on obtient

L L
/|¢|2d.r < c/ |2 d.
0 0

Finalement,

Tr<- /w d:v—p2/wt\ dw+k/m+w1 dx+06/w\ 16, de,

pour une constante C~'6 >0. m
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3.3. Résultats principaux

Théoréme 3.3.1 Laissez les données initiales satisfont

<:5)07¢079(),3? € H& ((07L))7 <P17¢1 S L2 ((07 L))7

et supposant % = %, il existe deux constantes positives C' et & telles que l’énergie de la

solution de systéme (3.1.1) satisfait
E(t) < CE(0) exp(—£t), vt >0,

la preuve de notre résultat sera mis en place & travers plusieurs lemmes

Preuve. On définit la fonction de Lyaponov:

pour i, €1, €9 et n sont des constantes positives, et Ny, N deux constantes positives suffisam-

ment grand.

On a

En différentiant la fonctionnelle f/(t) par rapport au temps :

d - d d- d
i NYE Ll Ty
dt g Ft glst g (st i)

La combinaison de (3.2.2), (3.3.27), (3.3.31), (3.3.42), et 'utilisation de

L L AC L
Jieas <2 [lo,+ ol a2 [ oo
0 0 0

L L
- N N. -
—L < —(Nk—-C. —NoC., — pCy — pinCo) / 10,|* do — (% — O, — pCy + /“7,02) /thIQdfc
0 0

L L
b ~ 4C
- (5 — Nagg — pnCy — unCs — N2€27> /Wm|2d517 - (/“7/01 - 51) / ’@t‘zd-f
0 0

L

k

—( §—M77k—2N252>/|90x+¢|2dﬂ7
0
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3.3. Résultats principaux

Donc il existe n, u, k, , €9, €1, Cy, Cs, C.,,C.y, C, N, No, v, p1, pa, p3, b, £ > 0 de telle sorte que:

X1 = —2(Nk—C., — NyC.p — uCy — pmCs)/ps < 0,
Novyp ~

Xo = —2 (% —C;, —pCr + wm) /p2 <0,
b . 4C

X3 = —2 (5 — Nogy — puCy — unCe — N2€2?) /b <0,

Xa = —2(ump; —e1)/py <0,
v 2N2€2

- 92(EZ_ = <0.
Xs (2 1) - >

Il est clair que on peut choisir 3, > 0 de telle sorte que :

X1 < —bo et X2 < —Bos
X3 < =5 et X1 < —Bo,
et
X5 < Do
On a aussi:
L L
i [0 < =5, [ 0 a,
0 0
on obtient :
d -
EL(t) < —BoE(t). (3.3.49)
D’ou le résultat.
D’autre part, on a :
L=NE+ I3+ p(Iy +nl) (3.3.50)
telle que,
L L L = L
L-nE| = | [ pdet [ pods = Napos [ [ 06ty (ta)do w1 [ gy, (o4 0) da
0 0 0 0 0
L L L
+u/pz¢z%dfc —un/plsot@dx —/m/pﬁtwdfv : (3.3.51)
0 0 0
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3.3. Résultats principaux

L’inégalité de Young et de Poincaré, donne:

L L L
[ ot < pyes [0 do s puCey [ 10 d (3:3.52)
0 0 0
L
/plsotwd:c < pﬁz/|sot!2dr+p1052/Wd:v, (3.3.53)
0
L
/pgm%dl’ < upgeg/lml dz + pipy eg/lsotl dz, (3.3.54)
0
et,
L L
/|¢|2dx < Cl/|¢x|2dx, (3.3.55)
0 0
L L L
/|w|2dx§ C’g/\wx\2d$§6~’2/]wm|2d$, (3.3.56)
0 0 0
i Cey [ ol do < CrumpiCy [l do (3.3.57)
0 0
L =z L
Napaps [ [ Ot m)dy(t ) < Napypy [ 00, (3:3.58)
0 0 0
et,
L L L
/thdm §56/|¢t|2dx+056/|0|2dx. (3.3.59)
0 0 0
On a:

19sC / 0,2 d < 21p,C. / 0y + Bz + (upyCiy) / . 2 d.
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3.3. Résultats principaux

Donc il est clair que :

)5 - NE ) < [(CeNapypsee + 1inpaCeg 4 pac1CL + paCsy + pipaca + pipges + p1pyCe, Cy) / ¢, |* dz
+ <p1€202 + ppaes + unpaesCs + (1pCey) ) / 0, [* dx
+ (2ppyCe, / |0, + ¥|* do + (NapypsCeg Co) / 0] dx

2
+ (p1e2 + ppoCey + pmprer + pnp, C-,Cr) / | d| .

Donc on peut écrire:

L L L L L

~ 1
)L—NE) <3 51/p1|gpt|2dx+52/,02|wt|2dx+63/b|p/)x|2dx+54/k|gox+¢|2dx+55/p3|9|2dx .
0 0 0

0 0
(3.3.60)

Ou

01 = 2(piga + ppoCly + pnpier + pnp, Cc.Cr) / py,

02 = 2(CeNapypses + punpaCes + pae1Ci + p2051 + Upsga + ppaga + 11pyCe, Ca) / po,
03 = 2(p122Ca + ppycs + pnpaesCs + (s as) )/ b

0s = 2(2upyCs,) [k,

05 = 2(Napyp3CesCs) / 3.

L’inégalité (3.3.60) prend la forme:
)E—NE) <NE(t) = -ME(t) <L - NE<AE(t) A>0
d’ou
BB (t) < L(1) < B,E (1) (3.3.61)

A partir de (3.3.49), et (3.3.61), on trouve

d

ZE() < ~€E(1). (3.3.62)
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3.3. Résultats principaux

Integrant (3.3.62) par rapport a ¢, on obtient:
E(t) < CE(0)exp (—&t).

Ceci termine la preuve de théoréeme. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la stabilité exponentielle associe au systéme de Tim-
oshenko en dimension 1 au thermoélasticité, avec deux type différents de conditions aux
limites.

On a rappelé le travail de Mr Munoz Rivera et Mr Reinhard Racke qui concerne la
démonstration de la décroissance exponentielle de ’énergie pour un systéme de Timoshenko

en thermoélasticité donnée par :

prou —k (0, +1), =0 (0,00) x (0, L),
PPy — Dy + K (0, +10) + 90, =0 (0,00) x (0, L), (3.3.63)
p39t - ’igzvx + ’Y@Z)m =0 (0, OO) X (07 L)7

avec les conditions initiales :

90(07 ) = Pos Sot(oa ) = ¥1s ¢(07 ) = 7/}07 ¢t(07 ) =y, 0(07 ) =0, a (OvL)v

et les conditions aux limites :

@(ta 0) = Sp(tv L) = w(t> 0) = ¢(t> L) = ex(tv 0) = ex(ta L) =0, a (07 OO)

Avec t désigne la dérivée par rapport a la variable ¢ et 'indice = désigne la dérivée par
rapport a la variable spaciale. ¢ est le déplacement transverse du poutre, et 1) est 'angle
de rotation du filement du poutre. 6 est la déviations de la température , En plus, p;, p,,
ps, k, b, k et v désignent des constants positives caractérisent des propriétés physiques de

la poutre et du filament.
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Conclusion

En suit on a étudié le méme systéme avec les conditions aux limites différents donnée

par :

90<t7 0) = 90(757 L) = wa:<t7 0) = %(ta L) = 6(t7 0) = Q(t, L) =0 a (07 OO)

On a montré la décroissance exponentielle de I’énergie associer a notre systéme.
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