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Résumé

Le principe du point �xe a beaucoup d�applications. Il intervient dans la résolution de

plusieurs équations di¤érentielles non linéaires en particulier, dans l�étude de l�existence et de

l�unicité de la solution.

Dans ce mémoire on donner une application de ce principe ainsi que quelques unes de ses

extensions et généralisations qui s�impliquent dans la résolution des équations di¤érentielles frac-

tionnaires. Nous démontrons l�existence et la positivité des solutions de ce problèmes par le

théorème de point �xe de Avery,Henderson,O�regan sur cône.

Abstract

The principle of the �xed point has applications. It intervenes in the resolution of many

nonlinear di¢ rential equation in particular, in the study of the existence and the uniqueness of

the solution.

In this memory we give an application of this principle and some ones of its extensions and

generalizations which are implied in the resolution of the fractional di¤erential equation. We

prove the existence and positivity of solutions of this problem by the �xed point theorem of

Henderson,Avery,O�reagen on cone .
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Notations
D� :Dérivée d�ordre �:

(i,e) : Identiquement équevalent.

PP : Qui veut dire presque pertout.


 : Est un ouvert non vide de Rn:

Rn : Espace euclidien de dimension n:

h:; :i : Le produit scalaire dans un espace Rn
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Introduction

Le calcul fractionnaire a vu une grande expansion durant les trois dernières décennies. Du

fait qu�il a plusieurs applications dans beaucoup de domaines aussi bien des mathématiques, de

la physique, que des sciences et de la technologie.

Beaucoup de travaux dans ce domaine rentrent dans le cadre de l�existence et de l�unicité

de la solution d�une équation di¤érentielle fractionnaire avec la dérivée fractionnaire au sens de

Reimann-liouville ou de caputo dans cette note utilisens une nouvelle dé�nition de la dérivée

fractionnaire c�est dérivée fractionnaire conformable.

Notre travail est ceomposé de quatre chapitres:

Dans le premier chapitre nous présentons des notions préliminaires nécessaires pour la bonne

compréhension de ce manuscrit. Ce chapitre est partagé en trois sections présente les dé�nitions

topologiques et la dé�nition de l�opérateur compacts.

Dans le deuxième chapitre s�étend à rappeler quelques résultats fondamentaux sur le principe

de l�application contractante ainsi que les théorèmes du point �xe.

L�objet du troisième chapitre est la présentation de la dérivée fractionnaire. Ce chapitre est

partagé en quatre sections présente les fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire (La

fonction Gamma et La fonction Beta) dans la première section et dans la deuxième et la troisième

section nous dé�nissent L�ntégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et La dérivée

fractionnaire de caputo et dans la dernièr section nous présenté une nouvelle dé�nition de la

dérivée fractionnaire qui est appelée la dérivée fractionnaire conformable d�ant sa formule est

donnée par:



7

D�f(t) = lim"!0
f(t+ "t1��)� f(t)

"
;

ou en [1] tant que

D�f(t) = lim"!0
f(te"t

1��
)� f(t)

"
; D�f(0) = limt!0+D

�f(t);

à condition que les limites existent, noter que si f est entièrement di¤érentiable en t, puis

dans les deux cas nous avoir

D�f(t) = t1��f 0(t);

où f 0(t) = lim"!0 [f(t+ ")� f(t)] =":

Le dernier chapitre est consacré à l�étude de la recherche de solutions positives pour le prob-

lème aux limites non linéaire fractionnaire suivant:

8>>>>>><>>>>>>:
�D�D�x(t) = f(t; x(t)); 0 � t � 1

x(0)� �D�x(0) = 0:

�x(1) + �D�x(1) = 0:

:
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Chapitre 1

Préliminiares

1.1 Espaces topologiques

Soit E un espace topologique et (#�)�2� une famille d�ouverts de E et A un ensemble de E.

Dé�nition 1.1.1 On dit que (#�)�2� est un recouvrement ouvert de E si E = [�2�#� ce qui

signi�e que 8x 2 E,il existe au moins �0 2 � tel que x 2 #�0 :

Dé�nition 1.1.2 On dit que E est un espace topologique séparé si pour tout x; y 2 E, il exist

deux voisinages Uet V de x et y respectivement tels que U \ V = �:

Supposons maintenant que E est un espace topologique séparé.

Dé�nition 1.1.3 On dit que E est un espace topologique compacte si quel que soit le recouvre-

ment ouvert de E, on peut en extraire un recouvrement �ni.

Plus présisement, si (#�)�2� est un recouvrement ouvert de E, il existe �0 partie �ni de �

telle que E = [�2�0#�:

9
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Dé�nition 1.1.4 Soit A une partie de E, on dit que A est relativement compacte dans Esi A

et compact.

Dé�nition 1.1.5 Soit X un espace de Banach muni de norme k:k ,et f : X ! X .

On dit que f est lipshitzienne s�il existe k � 0 tel que

jf(x)� f(y)j � k jx� yj ; 8x; y 2 X: (1.1)

Soit (E; d) , (F; d0) deux espaces métriques.

Noton par �0 (E;F ) l�ensemble des fonctions continues, bornées sur E et à valeurs dans F et

H un sous ensemble de �0 (E;F ).

Dé�nition 1.1.6 Soit x0 2 E,H est équicontinue en x0 si

8" > 0;9� > 0;8x : d(x;x0) � 0 =) d0(f(x); f(x0)) �;8f 2 H: (1.2)

L�équicontinuité en x0 signi�e que � ne dépend pas du choix de f dans H:

Dé�nition 1.1.7 On dit que H est équicontinue sur E si H est équicontinue en tout point de

E.

1.2 Opérateurs compacts

Dé�nition 1.2.1 (Opérateur compact)
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Soit T un opérateur d�un espace norméX dans un espace norméY , on dit que T est un

opérateur compact s�il envoie tout ensemble borné dans X à un ensemble relativement compact

dans Y .

Dé�nition 1.2.2 (opérateur complètement continu)

L�opérateur T est dit complètement continu, si il est continu et compact.

Dé�nition 1.2.3 L�opérateur T est compact, si pour toute suite bornée fxngn�1 � X, la suite

fTxngn�1 admet que sous suite convergente dans Y .

Dans le cas particulier où X = C([a; b]), le théorème suivant d�Arzela-Ascoli est généralement

utilisé pour prouver la compacité de T .

Théorème 1.2.4 (Arzela-Ascoli )

Une condition nécessaire et su¢ sante pour une famille des fonctions continues dé�nies sur

l�intervalle compact [a; b], soit compacte dans C([a; b]) est que cette famille soit uniformément

bornée et équicontinue.

Théorème 1.2.5 L�opérateur intégral A de C([a; b]) dans C([a; b])à noyau continu est un opéra-

teur compact.

Démonstration

Soit E un ensemble borné de C([a; b]) alors, on a

k'k �M , pour tout' 2 E, de plus

jA'(x)j �M jb� ajmax(x;t)2[a;b]�[a;b] jK(x; t)j 8x 2 [a; b] et 8' 2 E: (1.3)
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D�ou l�ensemble A(E) uniformément borné.

D�autre part, le noyau K est uniformément continu sur le compact[a; b] � [a; b], d�ou pour

tout x; t; z de[a; b], on a

8" > 0;9� > 0; tel que jx� tj < � =) jK(x; z)�K(t; z)j < "

M jb� aj : (1.4)

D�où,

jA'(x)� A'(t)j < ", pour tout ' 2 E et x; t 2 [a; b] avec jx� tj < � .

Ceci exprime que l�ensemble A(E) est équicontinu, d�oùA(E) est relativement compact

par le théorème d�Arzela-Ascoli, alors A est compact.

1.3 Ensembles convexes

Dé�nition 1.3.1 On dit que l�ensemble A est convexe de E si

8x; y 2 A et 8t 2 [0; 1] alors tx+ (1� t)y 2 A: (1.5)

Lemme 1.3.2 Si fCigi2I sont des ensembles convexes de E, alors \i2ICi est un ensemble con-

vexe de E.

Dé�nition 1.3.3 l�enveloppe convexe de E est l�intersection de tous les ensembles convexes con-

tenues dans E,qui est le plus petit ensemble convexe dans E, On le note par convE.



Chapitre 2

Quelques résultats de la théorie du

point �xe

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est l�étude de quelques théorèmes du point �xe. On commencera par le plus

simple et le plus connu d�entre eux : le théorème du point �xe de Banach pour les applications

contractantes. On verra ensuite le théorème du point �xe de Brouwer (valable en dimension �nie)

puis le théorème du point �xe de Schauder (qui est la �généralisation�en dimension in�nie) En�n

nous abordons le théorème du point �xe de Henderson,Avery,O�reagen.

2.2 Théorème du point �xe du type Banach

Le théorème du point �xe de Banach (connu aussi sous le nom le théorème de l�application con-

tractante) est un théorème simple à prouver, qui garantit l�existence d�un unique point �xe pour

13
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toute application contractante, s�applique aux espaces complets et qui possède de nombreuses

applications. Ces applications incluent les théorèmes d�existence de solution pour les équations

di¤érentielles ou les équations intégrales et l�étude de la convergence de certaines méthodes

numériques.

2.2.1 Théorème de l�application contractante

Dé�nition 2.2.1 Soit (X; d) un espace métrique complet et l�application T : X ! X, On dit

que Test une application Lipschitzienne s�il existe une constante positive k � 0 telle que l�onait,

pour tout couple d�éléments x; y de X, l�inégalité

d(T (x); T (y)) � k(d(x; y)): (2.1)

Si k � 1, l�application T est appelée non expansive.

Si k < 1, l�application T est appelée contraction.

Théorème 2.2.2 (Théorème du point �xe de Banach(1922)) [17]

Soit (X; d) un espace métrique complet et soit T : X ! X une application contractante avec

la constante de contraction k, alors T a un unique point �xe x 2 X . De plus on a

Si x0 2M et xn = T (xn�1); (2.2)

lim
n!1

xn = x et d(xn; x) � kn(1� k)�1d(x1; x0) n � 1;

x étant le point �xe de T .
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Remarque 2.2.3 Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction)

mais l�une de ces itérées T p est une contraction, alors T a un seul point �xe.

En e¤et, soit x l�unique point �xe deT p on a T p(T (x)) = T (T p(x)) = T (x) ce qui convient à

dire que T (x) est aussi un point �xe de T p et grâce à l�unicité T (x) = x

Ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent l�unicité du point �xe.

Remarque 2.2.4 Il se peut que T ne soit pas une contraction sur tout l�espace M mais juste

dans le voisinage d�un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant :

Soit(X; d) un espace métrique complet et T : B ! X telle que

d(T (x); T (y)) � kd(x; y) 8x; y 2 B et k < 1; (2.3)

où

B = fx 2M;d(x; z) < �g z 2M et � > 0: (2.4)

Si d(z; T (z)) < �(1� k) , alors T possède un unique point �xe x 2 B.

2.3 Théorème de point �xe de Brouwer(1910)

Historique : Le mathématicien Luitzen Egbertus Jan Brouwer remarquait, en mélangeant son

café au lait, que le point centrale de la surface du liquide,au milieu du tourbillon créé par le

mouvement rotatoire de la cuillère, restait immobile. Il examina le problème de cette façon :

A tout moment, il y a un point de la surface qui n�a pas changé de place.
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Nous allons examiner le problème en dimension n suivant Brouwer.

Soit

Bm = fx 2 Rmtel que kxk � 1g : (2.5)

la boule unité fermée de R muni de la norme euclidienne usuelle, et Sm�1 = @Bm

la sphère qui est sa frontière.

Lemme 2.3.1 Soit T : A! B un opérateur continue et compact dans A, où A est un ensemble

fermé de l�espace normé B. Si l�équation

x = Tx (2.6)

est résoluble approximativement dans A, alors il existe une solution dans A.

Preuve. Il existe une suite (xn) dans A avec xn � Txn ! 0. La suite (yn) = (Txn) admet

une sous suite convergente dans A puisque T (A) est relativement compact.

Si on note encore cette sous suite par (yn) pour simpli�er la notation, alors yn = Txn ! y 2 B

et que xn = yn + (xn � Txn) ! y.

Sachant que A est fermé, alors y 2 A. Ainsi d�après la continuité de T , Txn ! Ty, pour la

quelle on obtient que y = Ty. �

Théorème 2.3.2 (Théorème de Brouwer)

Toute application continue f de Bm dans Bm admet au moins un point �xe.

Preuve. On peut montrer, pour tout " > 0, qu�il existe un polynôme P avec kf � Pk < "
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Utilisons la norme maximum sur Bm dé�nie par kfk = max
�
jf j : x 2 Bm

	
� 1:

pour avoirkPk � 1 + "; alors Q(x) = P (x)
1+"

est une application régulière de Bm dans Bm. Il

est clair que kf � Pk � 2"

Supposons maintenant que x est un point �xe de Q, alors x est un point �xe d�approximation

de f véri�ant jx� f(x)j = jQ(x)� f(x)j < 2": Ainsi, lemme 1.5.1 montre que f admet un point

�xe si toute application régulière de Bmdans Bm admet un point �xe �

Dé�nition 2.3.3 On dit qu�un ensemble A d�un espace de Banach a la propriété de point �xe

si toute application continue de A dans A admet un point �xe.

Soit X; Y deux espaces de Banach ou bien, en générale deux espaces topologiques, et A et B

sont deux ensembles tel queA 2 X et B 2 Y .

Corollaire 2.3.4 Si les ensembles A et B sont homéomorphe et A a la propriété de point �xe,

alors B aussi a la propriété de point �xe.

Preuve. voir [18] . �

Corollaire 2.3.5 Soit A 2 Rn un ensemble compact. Et supposons qu�il existe une application

continue P : Rn ! A avec PnA = IdA, (i.e) P (x) = x; 8x 2 A. Alors l�ensemble A a la propriété

de point �xe.

Preuve. SoitB � A une boule fermée et f : A ! A continue, alors F = f � P est une

application continue de B dans B. Ainsi d�après le théorème de point �xe de Brouwer, F admet

un point �xe� ; et comme F (B) � A, alors ce point �xe appartient à A, d�où � = f(�) . �
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2.4 Théorème de point �xe de Schauder

Théorème 2.4.1 (1) Soit (X; d)un espace métrique complet et soit D un sous-ensemble convexe

fermé de X. Si T : X ! X est une application et D est relativement compact dans X, alors

l�opérateur T admet au moins un point �xe x� 2 D

Tx� = x�: (2.7)

Preuve. D�après le lemme 2.3.1 de point �xe, il su¢ t de trouver pour tout " > 0 un point

x 2 D avec kx� Txk < ":

Soit donc " > 0. L�ensemble B = T (D) est compact par hypothèse, on peut alors prend un

recouvrement �ni fB"(bi)gpi=1 à partir de l�ensemble de toutes les boules B"(b)b2B .

Soit F = fb1; :::; bpg � B etC = convF ( l�enveloppe convexe de F ),remarquons que C est

compact et convexe de D

Dé�nissons maintenant l�application continue � : B ! C en posant

�(x) =

pX
i=1

�i(x)bi avec �i(x) =
�i(x)

�(x)
;

où

�i(x) = ("� kx� bik)+ =

8>><>>:
�i(x) = 0; si kx� bik � "

�i(x) = "� kx� bik si kx� bik < "

9>>=>>;
et

�(x) =

pX
i=1

�i(x)

Sachant que pour tout x 2 B, il existe unbk avec kx� bkk < "; on a �(x) > 0 pour x 2 B,

donc � est continue.
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Il est claire que �i(x) � 0 et que
Pp

i=1 �i(x) = 1;donc �(B) � C. De plus, on peut ecrire

x = (
Pp

i=1 �i(x))x, alors

k�(x)� xk =


pX
i=1

�i(x)(bi � x)

 (2.8)

�
pX
i=1

�i(x) kbi � xk < " pour x 2 B:

ceci montre que kbi � xk < "

Sinon si kbi � xk � " alors �i = 0.Et donc l�application S = � � T est dé�nit de D dans C, et

sa restriction sur C set une application continue de C dans C.

Et comme C est convexe et compact, il existe le corollaire 2.3.4 et 2.3.5 du théorème de

Brouwer, un point �xe x� = S(x�) = �(Tx�) 2 C, et d�après la dèrnière estimation dans la

relation (2.8), on obtient

kx� � Tx�k = k�(Tx�)� Tx�k < "

Et donc x� est le point �xe cherché.

Les conditions nécessaires et su¢ santes exigées pour que D soit un ensemble relativement

compact dans l�espace des fonctions continues C[a; b]sur un intervalle[a; b] de R �ni et fermé sont

données par le théorème d�Arzela-Ascoli. �

2.5 Point �xe de Avery,Henderson,O�regan

On donne maintenant un théorème de point �xe qui est utilisé pour montrer l�existence de

solution pour un problème fractionnaire qu�on donnera aprés.

Le théorème connu sous le nom de Avery, Henderson,O�regan.se base des démonstration sur

l�indice du point �xe,il est dérivée d�un certene théorème de Leggt-Wiliems.
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Dé�nition 2.5.1 Soit E un espace de Banach réel. A ensemble convexe non vide fermé P � E

est appelé un cône si il satisfait aux deux conditions suivantes:

(i) x 2 P; � � 0 implique �x 2 P .

(ii) x 2 P;�x 2 P implique x = 0.

Chaque cône P � E induit une commande dans E donnée par

x � y si et seulement si y � x 2 P: (2.9)

Dé�nition 2.5.2 Soit � une homéomorphisme de P dans [0;1[ alors l�application contune pos-

itive � est dite concave si:

� : P ! [0;1[

�(tx+ (1� t)y) � t�(x) + (1� t)�(y) (2.10)

pour tout x; y 2 P et t 2 [0; 1].

De même, nous disons que � homéomorphisme de P dans [0;1[ alors l�application contune

positive � est dite convexe si:

� : P ! [0;1)

�(tx+ (1� t)y) � t�(x) + (1� t)�(y) (2.11)
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pour tout x; y 2 P et t 2 [0; 1]. Nous disons que la carte  est une sous-fonctionnelle linéaire

si  (tx) � t (x) pour tout x 2 P; t 2 [0; 1].

Dé�nition 2.5.3 Soit P un cône dans un espace de Banach réel E et 
 un ouvert borné sous-

ensemble de E avec 0 2 
:Ensuite, un fonction continu �: P ! [0;+1[ est dit satisfaire la

propriété (A1)si l�une des conditions suivantes est véri�ée:

(i) � est convexe,�(0) = 0,�(x) 6= 0 si x 6= 0 et infx2P\@
�(x) > 0,

(ii) � est sous-linéaire,�(0) = 0,�(x) 6= 0 si x 6= 0 et infx2P\@
�(x) > 0,

(iii)� est concave et non bornée.

Dé�nition 2.5.4 Soit P un cône dans un espace de Banach réel E et 
 un ouvert borné sous-

ensemble de E avec 0 2 
:Ensuite, un fonction continu � : P ! [0;1) est dit satisfaire la

propriété (A2) si l�une des conditions suivantes est véri�ée:

(i) � est convexe, �(0) = 0,�(x) 6= 0 si x 6= 0,

(ii) � est sous linéaire,�(0) = 0,�(x) 6= 0 si x 6= 0,

(iii)� (x+ y) � �(x) + �(y) pour tout x; y 2 P ,�(0) = 0; �(x) 6= 0 si x 6= 0.

Théorème 2.5.5 (Avery,Henderson,O�regan) Soit 
1et 
2 deux ensembles ouverts bornées dans

un espace de Banach E tel que 0 2 
1 et 
1 � 
2 et P est un cône dans E. On suppose que

A : P \ (
2 � 
1) ! p est complètement continue, � et  sont des fonctions continues sur P

positifs, et une des deux conditions suivantes:

(K1) � satisfaire la propriété (A1) avec �(Ax) � �(x), pour tout x 2 P \ @
1, et  satisfairt

la propriété (A2) avec  (Ax) �  (x), pour tout x 2 P \ @
2,où
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(K2) � satisfaire la propriété (A2) avec �(Ax) � �(x), pour tout x 2 P \ @
1, et  satisfaire

la propriété (A1) avec  (Ax) �  (x), pour tout x 2 P \ @
2,

est satisfait. Alors A a au moins un point �xe dans P \ (
2 � 
1):



Chapitre 3

Dérivées fractionnaires

3.1 Fonctions spéciales pour la dérivation fractionniare:

Dans cette section,nous présentons les fonctions Gamma d�Euler et Beta. Ces fonctions jouent

un role tres important dans la théorie du calcule fractionniare.

3.1.1 La fonction Gamma

Dans cette section on présente les dé�nitions et quelques propriétés de la fonction gamma d�Euler

et de quelques fonctions spéciales liées à cette fonction.

Dé�nition 3.1.1 [19]La fonction gamma d�Euler �(z) est dé�nie par

�(z) =

Z 1

0

tz�1e�tdt(<(z) > 0): (3.1)

où

23
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tz�1 = e(z�1)log(t)

cette intégrale est convergente pour tout complexe z 2 C(<(z) > 0).

Remarque 3.1.2 [19]La fonction gamma d�Euler possède la propriété suivante

�(z + 1) = z�(z) (<(z) > 0):

On utilise cette relation pour prolonger la fonction gamma d�Euler sur le demi-plan <(z) � 0,

on obtient alors

�(z) =
�(z + n)

(z)n
(<(z) > �n;n 2 N; z =2 Z�0 := f:::;�2;�1; 0g):

Ici (z)n désigne le symbole de Pochhammer dé�ni pour un complexe z2 C et un entier non-

négatif n2 N0 par

(z)0 = 1 et (z)n = z(z + 1):::(z + n� 1)(n 2 N0):

alors

�(n+ 1) = (1)n = n! (n 2 N0)

avec 0! = 1.

Proposition 3.1.3 On détermine quelques propriétés de la fonction gamma.

1.
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�(z)�(1� z) =
�

sin(�z)
(z 6= Z0; 0 < <(z) < 1):

2. la formule de Legendre

�(2z) =
22z�1p
�
�(z)�(z +

1

2
)(z 2 C):

3. Le théorème de multiplication de Gauss-Legendre généralisé

�(mz) =
2mz�1

(2�)(m�1)=2
�m�1k=0 �(z +

k

m
)(z 2 C;m 2 Nn f1g):

4.

�(n+
1

2
) =

(2n� 1)!
2n

p
�; (2n� 1)! := 1; 3; :::(2n� 1)(n 2 N):

5.

�(
1

2
) =

p
�:

Dé�nition 3.1.4 La fonction psi d�Euler est dé�nie comme la dérivée du logarithme de la fonc-

tion gamma

 (z) =
d

dz
log�(z) =

�0(z)

�(z)
(z 2 C):

Cette fonction a la propriété suivante

 (z +m) =  (z) +

m�1X
k=0

1

z + k
(z 2 C;m 2 N)

Pour m = 1, on a  (z + 1) =  (z) + 1
z
(z 2 C).
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3.1.2 La fonction Béta

Dé�nition 3.1.5 La fonction Bêta est un type d�intégrale d�Euler dé�nie pour des nombre com-

plexes z et ! par

�(z; !) =

Z 1

0

tz�1(1-t)w-1dt;<(z) > 0;<(!) > 0: (3.2)

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

�(z; !) =
�(z)�(!)

�(z + !)
;<(z) > 0;<(!) > 0: (3.3)

Il s�ensuit on a

�(z; !)=�(!; z);<(z) > 0;<(!) > 0:

3.2 Intégrale et dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville

Selon l�approche de Riemann-Liouville sur le calcul fractionnaire, la notion d�intégrale fraction-

naire d�ordre �, (� > 0) généralise la célèbre formule d�intégrales répétées n-fois

(Ina f)(t) =

Z t

a

ds1

Z s1

a

ds2:::

Z sn�1

a

f(sn)dsn (3.4)

=
1

(n-1)!

Z t

a

(t� s)n�1f(s)ds; n 2 N�:

qui réduit le calcul de la n�eme primitive d�une fonction f continue sur un intervalle [a; b] à une

seule intégrale de type convolution.
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Notons par Dn, n 2 N, l�opérateur de dérivation d�ordre n, alors on a

DnIna = I; InaD
n 6= I: (3.5)

où I est l�opérateur d�identité.

Dé�nition 3.2.1 L�intégrale fractionnaire d�ordre � > 0 de Riemann-Liouville d�une fonction

f 2 L1[a; b] est donnée par

(I�a f)(t) =
1

�(�)

Z t

a

(t� s)��1f(s)ds; t > a: (3.6)

Dé�nition 3.2.2 La dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-Liouville d�une

fonction fdé�nie sur un intervalle [a; b] de R est donnée par

(D�
a f)(t) = DnIn��a f(t) (3.7)

=
1

�(n� �)
(
d

dt
)n
Z t

a

(t� s)n���1f(s)ds; t > a:

où n = [�] + 1, et [�] est la partie entière de �.

En particulier, si � = 0, alors

(D0
af)(t) = I0af(t) = f(t):

Si � = n 2 N; alors

(Dn
af)(t) = f (n)(t):
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Si de plus 0 < � < 1, alors n = 1, d�où

(D�
a f)(t) =

1

�(1� �)

d

dt

Z t

a

(t� s)��f(s)ds; t > a:

Proposition 3.2.3 Soient � > 0 et n = [�] + 1, alors

(D�
a f)(t) = 0() f(t) =

nX
j=1

cj(t� a)��j;8c1; :::; cn 2 R:

En particulier, si 0 < � < 1, alors

(D�
a f)(t) = 0() f(t) = c(t� a)��1;8c 2 R:

Enonçons maintenant quelques propriétés des opérateurs I�a et D
�
a .

Lemme 3.2.4 L�opérateur d�intégration fractionnaire I�a , � > 0 est linéaire et borné de l�espaceL
p[a; b]

(1 � p � 1) dans lui même, i.e

9k > 0 tel que :

kI�a fkp � k kfkp 8f 2 Lp [a; b] ; o�u k =
(b� a)�

� j�(�)j :

Le résultat suivant caractérise les conditions nécéssaires pour l�existence de la dérivée frac-

tionnaire D�
a .

Lemme 3.2.5 Soient � > 0 et n = [�] + 1. Si f 2 ACn[a; b], alors la dérivée fractionnaireD�
a f

existe presque partout sur[a; b] et elle est representée sous la forme
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(D�
a f)(t) =

n�1X
k=0

f (k)(a)

�(1 + k � �)
(t� a)k�� +

1

�(n� �)

Z t

a

(t� s)n���1f (n)(s)ds:

Une propriété importante de l�opérateur d�intégration fractionnaire I�a , dite propriété du

semi-groupe, est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.2.6 Si � > 0; � > 0, alors l�équation

(I�a I
�
a f)(t) = (I

�+�
a f)(t): (3.8)

est satisfaite presque partout sur [a; b], pour toute f 2 Lp[a; b],1 � p <1.

Démonstration. Soit f 2 Lp[a; b], alors on a grâce au théorème de Fubini

I�a (I
�
a f)(t) =

1

�(�)

Z t

a

(t� s)��1(I�a f)(s)ds

=
1

�(�)�(�)

Z t

a

(t� s)��1dt

Z s

a

(s� �)��1f(�)d�

=
1

�(�)�(�)

Z t

a

f(�)d�

Z t

�

(t� s)��1(s� �)��1ds

=
1

�(�+ �)

Z t

a

(t� �)�+��1f(�)d�

= (I�+�a f)(t):

D�où le résultat.

Une des propriétés importantes lie la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec

l�intégrale fractionnaire est la suivante :

Lemme 3.2.7 Pour � > 0 et f 2 L1[a; b]on a
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(D�
a I

�
a f)(t) = f(t); p:p sur[a; b]: (3.9)

La propriété (3.9) signi�e que l�opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville est un inverse gauche de l�opérateur d�intégration fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville du même ordre.

Démonstration. D�après (3.7) et la propriété (3.8), on a pour n = [�] + 1

(D�
a I

�
a f)(t) = DnIn��I�f(t) = DnInf(t) = f(t); p:p sur [a; b] :

ce qui établit le résultat.

3.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Les dérivées de Riemann-Liouville ont certains inconvénients lorsque on essaie de modéliser des

phénomènes du monde réel. Les problèmes étudiés exigent une dé�nition des dérivées fraction-

naires permettant l�utilisation des conditions initiales physiquement interprétables incluant y(0),

y0(0), etc. Ces défaillances ont conduit vers la �n des années soixante, à une dé�nition alternative

des dérivées fractionnaires qui satisfait ces demandes ; elle a été introduite par Caputo [4]. En

fait, Caputo etMainardi [5] ont utilisé cette dé�nition dans leurs travaux sur la viscoélasticité.

Dans cette section on donne la dé�nition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ainsi

que quelques propriétés essentielles.

Soit [a; b] un intervalle �ni de R, et soit I�a et D�
a les opérateurs d�intégration et de dérivation

fractionnaires donnés par (3.6) et (3.7) dans la section précédente.
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Dé�nition 3.3.1 La dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 de Caputo d�une fonction f dé�nie sur

[a; b] est donnée par

(CD�
a )f(t) = D�

a (f(t)�
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k; (3.10)

où

n = [�] + 1; si � =2 N; et n = � si � 2 N�: (3.11)

Si � = 0, alors

(CD0
a)f(t) = f(t):

En particulier, lorsque 0 < � < 1, la relation (3.10) prend la forme

(CD�
a )f(t) = D0

a([f(t)� f(a)]):

.

Donc, si � =2 N et f est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaires de Caputo (3.10),

et celle de Riemann-Liouville (3.7) existent, alors elles sont liées l�une à l�autre par la relation

(CD�
a )f(t) = (D

�
a f)(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

�(k � �+ 1)
(t� a)k��; (n = [�] + 1): (3.12)

En particulier, lorsque 0 < � < 1, on a

(CD�
a )f(t) = (D

�
a f)(t)�

f(a)

�(1� �)
(t� a)��: (3.13)
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D�après la relation (3.12), si � =2 N, alors la dérivée de Caputo (3.10) coïncide avec la dérivée

de Riemann-Liouville (3.7) si la fonction f ainsi que toutes ses dérivées jusqu�a l�ordre n � 1

(n = [�] + 1) s�annulent au point a, i .e.

(CD�
a f)(t) = (D

�
a f)(t)() f(a) = f 0(a) = ::: = f (n�1)(a) = 0:

Si � = n 2 N et la dérivée usuelle f (n)(t) existe, alors (CD�
a )f(t) coïncide avec f

(n)(t) i .e

(CD�
a )f(t) = f (n)(t): (3.14)

La dérivée fractionnaire de Caputo (3.10) est dé�nie pour les fonctions f(t) pour lesquelles

la dérivée de Riemann-Louville (3.7) existe, en particulier, elle est dé�nie pour les fonctions

f(t) 2 ACn[a; b]. On a le théorème suivant :

Théorème 3.3.2 Soit � > 0 et soit n donné par (3.11). Si f 2 ACn[a; b], alors la dérivée

fractionnaire de Caputo (CD�
a f)(t) existe presque partout sur [a; b].

(i) Si � =2 N, alors (CD�
a f)(t) est donnée par

(CD�
a f)(t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� s)n���1f (n)(s)ds (3.15)

= In��a Dnf(t):

En particulier, lorsque 0 < � < 1 et f 2 AC[a; b], alors

(CD�
a f)(t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� s)��f
0
(s)ds (3.16)

= I1��a f 0(t):
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(ii) Si � = n 2 N, alors (CD�
a f)(t) = f (n)(t):

Démonstration. D�après la dé�nition, on a

(CD�
a f)(t) = D�

a (f(t)�
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k)

= DnIn��a (f(t)�
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k):

Posons

'(t) = In��a (f(t)�
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k):

D�après (3.6), on a

'(t) =

Z t

a

(t� s)n���1

�(n� �)
(f(s)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(s� a)k)ds:

Intègrant par parties, on aura

'(t) =

Z t

a

(t� s)n���1

�(n� �)
(f(s)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(s� a)k)ds:

= � (t� s)n��

�(n� �+ 1)
(f(s)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(s� a)k)

��s=t
s=a

+
(t� s)n��

�(n� �+ 1)

Z t

a

(t� s)n��D(f(t)�
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(s� a)k)ds:

= In��+1a D(f(t)�
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k):

En répétant ce procédé n fois, on trouve



34

'(t) = In��+na Dn(f(t)�
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k):

= Ina I
n��
a Dn(f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k):

Or,
Pn�1

k=0
f (k)(a)
k!
(t� a)k est un polynôme de degré n� 1, par conséquent

'(t) = Ina I
n��
a Dnf(t):

Ainsi,

(CD�
a )f(t) = Dn'(t)

= DnIna I
n��
a Dnf(t)

= In��a Dnf(t)

=
1

�(n� �)

Z t

a

(t� s)n���1f (n)(s)ds:

d�où le résultat.

Théorème 3.3.3 Soient � > 0, n donné par (3.11) et f 2 Cn[a; b]. Alors la dérivée fractionnaire

de Caputo (CD�
a )f est continue sur [a; b].

(i) Si � =2 N, alors (CD�
a )f est donnée par (3.15). En particulier, elle prend la forme (3.16)

pour 0 < � < 1.

(ii) Si � = n 2 N, alors (CD�
a )f = f (n)(t):

La dérivée fractionnaire de Caputo CD�a , comme celle de Riemann-Liouville, représente

l�opération inverse à gauche de l�intégrale fractionnaire I�a :
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Lemme 3.3.4 Soient � > 0 et f 2 L1[a; b], alors

(CD�
a I

�
a f)(t) = f(t): (3.17)

Lemme 3.3.5 Soit � > 0, et f 2 L1[a; b] alors

I�CD�f(t)=f(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn-1t

n-1;

pour certains contsantes ci 2 R, i = 0; 1; :::; n� 1, m = [�] + 1.

On a dé�ni la dérivée fractionnaire de Caputo d�une fonction f sur un intervalle �ni [a; b]

par (3.10), et on a vu dans le Théorème 3.3.2 qu�elle peut être représentée par (3.14) et (3.15) à

condition que f 2 ACn[a; b]. En fait, la formule (3.16) peut être utilisée pour dé�nir la dérivée

fractionnaire de Caputo sur le demi axe R+. En e¤et, la dérivée fractionnaire de Caputo d�une

fonction f 2 ACn[0;1)sur le demi axe R+ est donnée par

(CD�
0+f)(t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� s)n���1f (n)(s)ds; t > 0:

En particulier, lorsque 0 < � < 1 et f 2 AC1[0;1), alors

(CD�
0+)f(t) =

1

�(1� �)

Z t

0

(t� s)��f 0(s)ds; t > 0:
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3.4 Dérivé fractionnaire conformable

Dans sette section récemment une nouvelle dé�nition sur des limites d�un dérivé conformable a

été formulée par

D�f(t) = lim"!0
f(t+ "t1��)� f(t)

"
;

où en [9] tant que

D�f(t) = lim"!0
f(te"t

1��
)� f(t)

"
; D�f(0) = limt!0+D

�f(t); (3.18)

à condition que les limites existent, noter que si f est entièrement di¤érentiable en t, alors

D�f(t) = t1��f 0(t); (3.19)

où f 0(t) = lim"!0 [f(t+ ")� f(t)] =":

3.5 Opérateur di¤érentiel Conformable

Dé�nition 3.5.1 Soit � 2 [0; 1]. Un opérateur di¤érentiel D� est conformable siD0 est l�opérateur

identité et D1 est opérateur di¤érentiel classique. Plus précisément D� est conformable si et

seulement si pour une fonction di¤érentiables f = f(t),

D0f(t) = f(t) et D1f(t) =
d

dt
f(t) = f 0(t): (3.20)
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3.6 Propriétes de la dérivée fractionnaire conformable

Toutes les dé�nitions(R.L,Caputo) ont tenté de satisfaire les propriétés habituelles de la dérivées

entière. La seule propriété héritée par toutes les dé�nitions de dérivé fractionnaire est la propriété

de linéarité. Cependant, les remarques suinantes nous donnet les di¤érences entre les dé�nitions

de la dérivée fractionnaire.

Remarques:

(i) Le dérivé de Riemann-Liouville ne satisfait pas D�
a (1) = 0 , si � est pas un nombre

naturel.(D�
a (1) = 0 pour le dérivée de Caputo)

(ii) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la règle du produit connue:

D�
a (fg) = fD�

a (g) + gD�
a (f): (3.21)

(iii) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas à la règle du quotient :

D�
a (f=g) =

gD�
a (f)� fD�

a (g)

g2
: (3.22)

(iv) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas à la règle de la chaîne(composition des

dérivées):

D�
a (f � g)(t) = f (�)(g(t))g(�)(t): (3.23)

(v) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas: D�D�f = D�+�f en général.

(vi) La dé�nition de Caputo suppose que la fonction f est di¤érentiable.
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Nous devrions remarquer que D�(tp) = ptp��. En outre, cette dé�nition coïncide avec les

dé�nitions classiques de R-L et de Caputo sur polynômes.

Théorème 3.6.1 Soit � 2]0; 1], et f; g être �-di¤erentiable à un point t;D� est l�opérateur

di¤érentiel conformable.

Alors:

(1) D�(af + bg) = aD�(f) + bD�(g), pour tout a; b 2 R.

(2) D�(tp) = ptp�� pour tout p 2 R.

(3)D�(fg) = fD�(g) + gD�(f).

(4) D�(f
g
) = gD�(f)�fD�(g)

g2
:

(5)D�(�) = 0; pour toutes les fonctions constante f(t) = �.

(6) Si en plus f est di¤érentiable, alors D�(f)(t) = t1�� df
dt
:

Plus loin:

1. D�(tp) = ptp�� pour tout p 2 R.

2. D�(1) = 0:

3. D�(ecx) = cx1��ecx; c 2 R.

4. D�(sinbx) = bx1��cosbx; b 2 R.

5. D�(cosbx) = �bx1��sinbx; b 2 R.

6. D�( 1
�
t�) = 1:

Toutefois, il convient de noter les dérivées fractionnaires suivants de certains fonctions:

(i) D�(sin 1
�
t�) = cos 1

�
t�:

(ii) D�(cos 1
�
t�) = �sin 1

�
t�:

(iii) D�(e
1
�
t�) = e

1
�
t� :



Chapitre 4

Problème fractionnaire avec des

conditions séparées

4.1 Introduction

La dérivée fractionnaire conformable est utilisé dans ce chapitre pour traiter une problème aux

limité avec des conditions séparées.

On montre l�existence de solution, on moyen du théorème de point �xe de henderson , pour cela

on dé�nit la fonction de Green associée a notre problème et on verra qui elle est positive, ce qui

perment l�utilisation des cônne des fonctions positives pour applique le théorème de henderson.

Nous avons ensuite comparer nos résultats à ceux basés sur la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville.

39
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4.2 Problème fractionnaire avec conditions de Sturm-Liouville

Nous commençons par examiner deux dérivées fractionnaires itérées du opérateur di¤érentiel,

ainsi que deux points conditions aux limites, comme illustré dans le problème aux limites non-

linéaire

8>><>>:
�D�D�x(t) = f(t; x(t)); 0 � t � 1;

x(0)� �D�x(0) = 0 = �x(1) + �D�x(1)

(4.1)

où �; � 2]0; 1] et les dérivées sont des dérivées fractionnaires conformables (3.18),avec ; �; �; �

� 0 et d := �� + � + �=� > 0. Notez que si x est � -di¤erentiable et t1�� est � -di¤erentiable,

puis en utilisant (3.19) nous pourrions récrire (4.1)

�t1��(t1��x0(t))0 = f(t; x(t)); 0 � t � 1;

où le premier indique le dérivé d=dt .

Nous dé�nissons d�abord l�intégrale �-fractional.

Dé�nition 4.2.1 Soit � 2]0; 1] et 0 � a < b Une fonction f : [a; b] ! R est �-fractional

intégrable sur[a; b] si l�intégrale

Z b

a

f(s)d�s :=

Z b

a

f(s)s��1ds

existe et est �nie.
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4.3 Fonctions de Green

Dé�nition de fonction de Green

Soit une équation di¤érentielle linéaire nonhomogène

NX
n=0

an(t)f
(n)(t) = �(t), L(t)f(t) = �(t); L(t) =

NX
n=0

an(t)
dn

dtn
: (4.2)

La fonction de Green de cette équation sont les fonctions satisfaisant l�équation où la source

� a été remplacée par �(x� x0): Si on note G(x; x0) la fonction de Green, alors par dé�nition de

G :

NX
n=0

an(t)
@n

@xn
G(t; s) = �(t� s), L(t)G(t; s) = �(t� s): (4.3)

Ceci étant, une solution de (4.2) s�exprime alors comme:

f(t) =

Z +1

�1
G(t; s)�(s)ds: (4.4)

En e¤et, faisant passer L(t) sous l�intégrale en x0(commutant intération et dérivations), on a

selon (4.3):

L(t)f(t) =

Z +1

�1
L(t)G(t; s)�(s)ds =

Z +1

�1
�(t� s)�(s)ds = �(t): (4.5)

qui reconstitue bien l�équation satisfaite par la fonction f . La fonction ainsi construite est

donc une solution (particulière) de l�équation (4.2), dont la solution générale s�écrit:

f(t) = fh(t) +

Z +1

�1
G(t; s)�(s)ds; (4.6)
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où fh(s) désigne la solution générale de l�équation homogène associée Lf = 0:

4.4 La fonction de Green pour le problème fractionnaire

Pour trouve la fonction de Green de problème fractionnaire

8>>>>>><>>>>>>:
�D�D�x(t) = f(t; x(t)); 0 � t � 1

x(0)� �D�x(0) = 0

�x(1) + �D�x(1) = 0

nous traite l�équation �D�D�x(t) = 0:

L�équation �D�D�x(t) = 0, devient une équation ordineire du 2�eme ordre contenant des

termes non linéare donc pour le devloppment de la fonction de Green on utilise daux solutions

fondamentales ' et  véri�ant des conditions iniliales appropriées.

on a

D�D�x(t) = 0 =) t1��(t1��x0(t))0 = 0

=) t1��x0(t) = c1t
��1

=) x0(t) = t��1c1t
��1

=) x(t) =

Z 1

0

c1t
��1d�t

=) x(t) = c1
t�

�
+ c2:

on prend deux solution '(t) et  (t) véri�ant les conditions
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'(0) = � +
�

�
; D�'(0) = ��:

 (0) = �; D� (0) = :

pour la première solution '(t) on a c1 = �� et c2 = � + �
�

donc

'(t) = � +
�

�
(1� t�):

pour la deuxième solution  (t) on a c1 =  et c2 = �

donc

 (t) = � +


�
t�:

donc la solution générale x(t) est sons la forme suivant

x(t) =
1

W

Z t

0

'(t) (s)h(s)ds+

Z 1

t

'(s) (t)h(s)ds

=
1

W

Z t

0

h
� +

�

�
(1� t�)

i h
� +



�
s�
i
h(s)ds

+

Z 1

t

h
� +

�

�
(1� s�)

i h
� +



�
t�
i
h(s)ds:

et comme

W =

��������
'(0) D�'(0)

 (0) D� (0)

�������� = �� + � + �=� = d
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x(t) =
1

d

Z t

0

h
� +

�

�
(1� t�)

i h
� +



�
s�
i
h(s)ds

+

Z 1

t

h
� +

�

�
(1� s�)

i h
� +



�
t�
i
h(s)ds

=

Z t

0

1

d

h
� +

�

�
(1� t�)

i h
� +



�
s�
i
h(s)ds

+

Z 1

t

1

d

h
� +

�

�
(1� s�)

i h
� +



�
t�
i
h(s)ds

donc la fonction de Green G(t; s) est donée par

G(t; s) =

8>><>>:
1
d

�
� + 

�
s�
� �
� + �

�
(1� t�)

�
: s � t

1
d

�
� + 

�
t�
� �
� + �

�
(1� s�)

�
: t � s

Théorème 4.4.1 Soit �; � 2]0; 1]. La fonction de Green correspondante pour le problème ho-

mogène

�D�D�x(t) = 0

satisfaisant les conditions aux limites de PLF(4.1) est donnée par

G(t; s) =

8>><>>:
1
d

�
� + 

�
s�
� �
� + �

�
(1� t�)

�
: s � t

1
d

�
� + 

�
t�
� �
� + �

�
(1� s�)

�
: t � s

(4.7)

où nous supposons que les paramètres ; �; �; � � 0 et d := �� + � + �=� > 0 satisfont.

Preuve. . Nous allons véri�en que

x(t) =

Z 1

0

G(t; s)h(s)d�s;
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G étant donné par (4.7), est une solution au problème linéaire de la valeur limite

�D�D�x(t) = h(t)

avec des conditions aux limites de PLF(4.1).

Pour tout t 2 [0; 1], en utilisant les branches de (4.7) que nous avons

x(t) =
1

d

h
� +

�

�
(1� t�)

i Z t

0

h
� +



�
s�
i
h(s)d�s

+
1

d

h
� +



�
t�
i Z t

0

h
� +

�

�
(1� s�)

i
h(s)d�s:

donc

D�x(t) = D�

�
1

d

h
� +

�

�
(1� t�)

i Z t

0

h
� +



�
s�
i
h(s)d�s+

1

d

h
� +



�
t�
i Z t

0

h
� +

�

�
(1� s�)

i
h(s)d�s

�
:

= t1��x0(t)

on a

x0(t) = ��
d
t��1

Z t

0

h
� +



�
s�
i
h(s)d�s+

�

�
t��1

Z t

0

h
� +

�

�
(1� s�)

i
h(s)d�s:

donc

D�x(t) = t1��
�
��
d
t��1

Z t

0

h
� +



�
s�
i
h(s)d�s+

�

�
t��1

Z t

0

h
� +

�

�
(1� s�)

i
h(s)d�s

�
= t1�� � �

d
t��1

Z t

0

h
� +



�
s�
i
h(s)d�s+ t1��

�

�
t��1

Z t

0

h
� +

�

�
(1� s�)

i
h(s)d�s

= ��
d

Z t

0

h
� +



�
s�
i
h(s)d�s+



d

Z t

0

h
� +

�

�
(1� s�)

i
h(s)d�s:

Véri�cation de la première condition limite, nous obtenons

x(0)� �D�x(0) = 0:
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En outre, pour le contrôle de la deuxième condition aux limites, on trouve

�x(1) + �D�x(1) = 0

En prenant la dérivée �-fractional

D�D�x(t) = t1��(D�x(t))0

on a

(D�x(t))0 =

�
��
d

Z t

0

h
� +



�
t�
i
h(s)d�t+



d

Z t

0

h
� +

�

�
(1� t�)

i
h(s)d�t

�0
=

�
��
d

Z t

0

h
� +



�
t�
i
h(s)d�t

�0
+

�


d

Z t

0

h
� +

�

�
(1� t�)

i
h(s)d�t

�0
=

�
��
d

Z t

0

h
� +



�
t�
i
h(s)t��1dt

�0
+

�


d

Z t

0

h
� +

�

�
(1� t�)

i
h(s)t��1dt

�0
= ��

d

h
� +



�
t�
i
h(s)t��1 � 

d

h
� +

�

�
(1� t�)

i
h(s)t��1

donc

D�D�x(t) = t1��
h
��
d

h
� +



�
t�
i
h(s)t��1 � 

d

h
� +

�

�
(1� t�)

i
h(s)t��1

i
:

= ��
d

h
� +



�
t�
i
h(s)t��1t1�� � 

d

h
� +

�

�
(1� t�)

i
h(s)t��1t1��

= ��
d

h
� +



�
t�
i
h(s)� 

d

h
� +

�

�
(1� t�)

i
h(s)

= �1
d
h(t)

h
�� + � +

�

�

i
= �h(t);

d�ou le resultat . �

Corollaire 4.4.2 Soit �; � 2]0; 1]:La fonction de Green correspondante pour le problème ho-

mogène
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�D�D�x(t) = 0

satisfaisant les conditions aux limites x(0) = x(1) = 0 est donné par

G(t; s) =

8>><>>:
1
�
S�(1� t�) : S � t

1
�
t�(1� s�) : t � s

(4.8)

et la fonction de Green correspondant au problème homogène

�D�D�x(t) = 0

satisfaisant à des conditions aux limites x(0) = D�x(1) = 0 est donnée par

G(t; s) =

8>><>>:
1
�
s� : s � t

1
�
t� : t � s

(4.9)

4.5 Propriétés de la fonction de Green

Théorème 4.5.1 (propriétés de la fonction de Green). pour G(t; s)donné par(4.8), nous avons

les resultat suivants

(i)

g1(t)G(s; s) < G(t; s) � G(s; s) pour t; s 2 [0; 1] (4.10)

où



48

g1(t) = min

�
�� + t�

�� + 
;
�� + �(1� t�)

�� + �

�
(4.11)

(ii)

min 1
n
�t�1� 1

n
G(t; s) � g2(s)G(s; s) (4.12)

pour les entiers n � 3:

pour g2 donnée par

g2(s) :=

8>><>>:
��+�(1�(1�1=n)�
��+�(1�s�) : s 2 [0; r]

��+(1=n)�

��+s�
: s 2 [r; 1]

(4.13)

pour la constante

r = (
�� + � + ���(n� 1)�

(��� + �� + �)n� � �(n� 1)� + �
)1=� 2] 1

n
; 1� 1

n
] (4.14)

où r = 1� 1=n si  = 0. En�n, nous avons également

(iii)

min 1
n
�t�1� 1

n
G(t; s) � g3G(s; s) (4.15)

pour la constante g3 donnée par

g3 � min

�
�� + �(1� (1� 1=n)�)

�� + �
;
�� + (1=n)�

�� + 

�
(4.16)

pour tous � 2 [0; 1].
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Preuve. on a

G(t; s)

G(s; s)
=

8>><>>:
�+ �

�
(1�t)�

�+ �
�
(1�s)� : s � t

�+ 
�
t�

�+ 
�
s�

: t � s

(4.17)

cette expression donne les inégalités dans (4.10) pour g1 comme dans (4.11).Ensuite, soit

u(t; s) =
1

d

h
� +



�
t�
i h
� +

�

�
(1� s�)

i
;

pour que

G(t; s) =

8>><>>:
u(s; t) : s � t;

u(t; s) : t � s:

Soit r donné par (4.14). Ensuite nous avons

min 1
n
�t�1� 1

n
G(t; s) =

8>>>>>><>>>>>>:
u(s; 1� 1=n) : s 2 [0; 1=n];

minfu(s; 1� 1=n); u(1=n; s)g : s 2 [1=n; 1� 1=n];

u(1=n; s) : s 2 [1� 1=n; 1];

=

8>><>>:
u(s; 1� 1=n) : s 2 [0; r];

u(1=n; s) : s 2 [r; 1];

=

8>><>>:
1
d

�
� + 

�
s�
� �
� + �

�
(1� (1� =n)�)

�
: s 2 [0; r]

1
d

�
� + 

�
(1=n)�

� �
� + �

�
(1� s�)

�
: s 2 [r; 1]

où r est donné en (4.14). Par la monoton de G(t; s), nous avons

max0�t�1G(t; s) = G(s; s) =
1

d

h
� +



�
s�
i h
� +

�

�
(1� s�)

i
;

Par conséquent, si l�on prend g2 comme dans g2 (4.14), G(t; s) satisfait (4.13). maintenant,

puisque

�� + �(1� (1� 1=n)�)
�� + �(1� s�)

� �� + �(1� (1� 1=n)�)
�� + �

; s 2 [0; r]
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et

�� + (1=n)�

�� + s�
� �� + (1=n)

�� + 
; s 2 [r; 1];

en (4.14) utiliser la g3 constante donnée en (4.16) au lieu de (4.13). Cette constante est bien

dé�ni et strictement positive, étant donné que d > 0 dans (4.7) implique � et � et � et � peut

simultanément être zéro. �

Remarque 4.5.2 Pour les conditions aux limites,  = � = 0 et � = � = 1 si � = 1et n = 4,

g3 � 1
4
est la constante utilisée dans l�article [16, (3.4)] au la dérivée de Riemann-liouville est

utilisé pour traiter le problème D� = f:

Pour les conditions aux limites ;  = � = 1 et � = � = 0, la constante est g3 � (1=n)� pour

tous � 2 [0; 1] et tout entier n � 3. cette constante est nouvelle pour les dérivées fractionnaires,

que le dérivé fractionnaire Riemann-Liouville ne permet pas de la calculer.voir [3 bai and lu ].

Le corollaire suivant est nécessaire à la section suivant pour le théorème d�existence principal

Corollaire 4.5.3 soit �; � 2 [0; 1]. Pour tout s 2 [0; 1], nous avons

maxt2[0;1]G(t; s) � (
1

1� (3
4
)�
) min
t2[ 14 ;

3
4 ]
G(t; s)

où G(t; s) est la fonction de Green pour le problème homogène

�D�D�x(t) = 0

satisfaisant les conditions aux limites du conjugué x(0) = x(1) = 0.

Preuve. par (4.8)

maxt2[0;1]G(t; s) = G(s; s):
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alors

min
t2[ 1

4
; 3
4
]

G(t; s)

G(s; s)
=

8>><>>:
1�t�
1�s� : 0 � s � t � 3=4

t�

s�
: 1=4 � t � s � 1

�

8>><>>:
1�(3=4)�
1�(0)� : 0 � s � 3=4

(1=4)�

(1)�
: 1=4 � s � 1

= 1� (3=4)�:

depuis (1=4)� � 1� (3=4)� pour tous � 2 [0; 1]. On pourrait également utiliser (4.15) et (4.15).

�

4.6 Existence d�une solution positive

Soit l�espace de Banach

E = C[0; 1]

être muni de la norme maximum,

kxk = max0�t�1jx(t)j;

et on dé�nir le cône P � E par

P =

(
x 2 E; x(t) > 0 et kxk � ( 1

1� (3
4
)�
) min
t2[ 14 ;

3
4 ]
x(t):

)
:

Que les fonctions continus positifs � et  dé�nir sur le cône P par
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 (x) = min[ 14 ;
3
4 ]
x(t) : (4.18)

et

�(x) = max
t2[0;1]

x(t) = kxk : (4.19)

Le théorème suivant est notre résultat principal.

Théorème 4.6.1 Soit �; � 2]0; 1] et supposons qu�il existe des nombres positifs r et R tel que

0 < ( 1
1�( 3

4
)�
)r < R, supposons que f bornée et satisfait les conditions suivantes:

(i)f(s; x) � R(�+ �)(2�+ �) Pour tout s 2 [0; 1]et tout x 2 [0; R];

(ii)f(s; x) � r N pour tout s 2 [1=4; 3=4]et pour tout x 2
h
r; r
1�( 3

4
)�

i
où

N = ((1� (3
4
)�)

Z 3=4

1=4

G(s; s)d�s)
�1

et

(1� (3
4
)�)

Z 3=4

1=4

G(s; s)d�s = (1� (
3

4
)�)

�
(
3

4
)�+�

�
1
�+�

� (3=4)�

2�+ �

�
� (1
4
)�+�

�
1
�+�

� (1=4)�

2�+ �

��

alors, le problème fractionnaire a au moins un Solution positive x� telle que

r � mint2[ 14 ;
3
4 ]
x�(t) et max

t2[0;1]
x�(t) � R
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Preuve. Dé�nir l�opérateur complètement continue A par

Ax(t) =

Z 1

0

G(t; s)f(s; x(s))d�s

alors si nous pouvons montrer que A a un point �xe dans P alors nous avons véri�é l�existence

de une solution positive.

Soit x 2 P , puis à partir des propriétés de G(t; s) que nous avons Ax(t) � 0 et

�(Ax) = maxt2[0;1]

Z 1

0

G(t; s)f(s; x(s))d�s

� ( 1

(1� (3
4
)�)
)mint2[ 14 ;

3
4 ]

Z 1

0

G(t; s)f(s; x(s))d�s

= (
1

(1� (3
4
)�)
) (Ax)

ainsi, Ax 2 P et nous avons véri�é que A : P ! P donc A laisse invariant le cône de fonction

positive P:

Pour tout x 2 P on a

 (x) � �(x):

donc


1 = fx :  (x) < rg et 
2 = fx : �(x) < Rg

donc

0 2 
1 et 
1 � 
2

étant donné que si x 2 
1puis

min
t2[ 14 ;

3
4 ]
x(t) � r

par conséquent, puisque x 2 P , nous avons

max
t2[0;1]

x(t) � ( 1

1� (3
4
)�
) min
t2[ 14 ;

3
4 ]
x(t) � ( 1

1� (3
4
)�
)r < R:
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donc 
1et 
2 étant parties ouvertes limitée de P .

Si x 2 P \@
2, alors �(Ax) � �(x). Soit x 2 @
2 donc �(x) = R donc par condition (i) nous

avons

�(Ax) = max
t2[0;1]

Z 1

0

G(t; s)f(s; x(t))d�s

� R(�+ �)(2�+ �)

Z 1

0

G(s; s)d�s

= R = �(x):

Si x 2 P\ @
1, alors  (Ax) �  (x). Soit x 2 @
1, donc  (x) = r et kxk � r
1�( 3

4
)�
; , Donc par

la condition(ii) nous avons

 (Ax) = min
t2[ 14 ;

3
4 ]

Z 1

0

G(t; s)f(s; x(t))d�s

� rN(1� (3
4
)�)

Z 3
4

1
4

G(s; s)d�s

= r =  (x):

De toute évidence � satisfait la propriété (A1)(i) et  satisfait la propriété (A2)(iii)donc l�hypothèse(K1)

du théorème de henderson 2.5.5 est satisfaite, et donc A a un point �xe dans 
2 � 
1: �

Considérons le problème

D
3
2x(t) + x2 +

1

4
sin s+ 1 = 0: (4.20)

x(0) = x(1) = 0: (4.21)

nous prenons � = 1; � = 1
2
; r = 11

1000
; R = 9

25
;et f(s; x) = 1 + 1

4
sin s+ x2:

dans le théorème 4.6.1 si 0 < ( 1
1�( 3

4
)�
)r < R , et f satisfait les conditions suivantes
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(i)f(s; x) � R(�+ �)(2�+ �) Pour tout s 2 [0; 1]et tout x 2 [0; R];

(ii)f(s; x) � r N pour tout s 2 [1=4; 3=4]et pour tout x 2
h
r; r
1�( 3

4
)�

i
le problème a au moins un Solution positif x�

on a

( 1
1�( 3

4
)�
)r = ( 1

1�( 3
4
)1
) 11
1000

= 44
1000

) 0 < 4r < R:

(�+ �)(2�+ �) = 15
4
:

(i)f(t; s) � 15
4
R = 27

20
pour tout s 2 [0; 1] et pour tout x 2

�
0; 9

25

�
;

N = (1� (3
4
)�)

�
(
3

4
)�+�

�
1
�+�

� (3=4)�

2�+ �

�
� (1
4
)�+�

�
1
�+�

� (1=4)�

2�+ �

��
= (1� (3

4
)1)

�
(
3

4
)
3
2

�
1
3
2

� (3=4)
1

2(3
2
)

�
� (1
4
)
3
2

�
1
3
2

� (1=4)
1

2(3
2
)

��
=

960

33
p
3� 17

:

(ii)f(s; x) � 960r
33
p
3�17 =

246
25(33

p
3�17) pour tout s 2

�
1
4
; 3
4

�
et pour tout x 2

�
11
1000

; 44
1000

�
Ainsi par le théorème 4.6.1le problème de valeur limite

�D0:5x0(t) = 1 +
1

4
sin t+ x(t)2

x(0) = x(1) = 0

admé au moins une solution positif x� de telle sorte que

min
t2[ 14 ;

3
4 ]
x�(t) � 11

1000
;

et
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max
t2[0;1]

x�(t) � 9

25
:

dans[3,Exemple 3.1], il en résulte l�existence d�une solution positive x� de telle sorte que

1

14
� max

t2[0;1]
x�(t) � 1:

et aucune information sur la valeur minimale de la solution.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a traité un problème aux limites fractionnaire, on a utilisé la dé�nition

de la dérivée fractionnaire conformable. Le problème été ramené a une équation de Sturm-

Liouville avec des conditions séparables, et des conditions pour l�existence de solution a été

donné on moyen de théorème de point �xe de Henderson, Avery, O�reggen. Comparé avec la

dérivée fractionnaire de Rimann-Liouville. On a un que l�utilisation de la dérivée fractionnaire

conformable est plus riche, et nous donné une meilleure estimation (Majoration) pour la résolution

de notre problème, aussi pour la fonction de Green.
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