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Résumé

Le traitement du signal est un domaine très répondu, maitriser les outils mathématiques pour

le traitement du signal, c�est maitrisé une bonne partie du traitement de signal. Parmi ses outils

on cite: l�analyse de Fourier, l�analyse fonctionnelle, les distributions et l�analyse complexe.

Abstract

Signal processing is a very wide area, understanding mathematical tools is equivalent or almost

equivalent to undestanding signal processisng among the main important tools we cite: Fourier

analysis, which is the source of Laplace transform and Z transform, functional analysis, distrib-

ution and complex analysis.
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Notations
Vect(A) : Le sous-espace vectoriel engendré par A.

e.v.n : Espace vectoriel normée.

SEV : Sous-espace vectoriel.

(i,e) : C�est-à-dire.

PP : Qui veut dire presque partout.

Rn : Espace euclidien de dimension n:


 : Est un ouvert non vide de Rn:

h:; :i : Le produit scalaire dans un espace Rn:

| = R ou C:
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Introduction

Ce travail est une petite contribution sur les méthodes mathématiques utilisées en traitement

du signal. Il s�agit d�une initiation aux techniques couramment utilisées: en particulier l�analyse

de Fourier, quelques analyse fonctionnelle, les distributions et quelques éléments de fonction de

la variable complexe,

Dans le premier chapitre, nous commençons par donner un rappel sur l�analyse fonctionnelle.

Nous donnons quelques concepts de base.

Dans le deuxième chapitre, nous donnons un rappel de la fonction d�une variable complexe,

où dans la première partie nous dé�nissons les séries entières et on étudie le rayon de convergence.

Dans la deuxième partie on dé�nit les fonctions d�une variable complexe.

Dans le troisième chapitre, nous donnons un rappel sur les notions de base de distribution

telle que cette dernier en analyse mathématique est un objet qui généralise la notion de fonction

et de mesure. La théorie des distributions étend la notion de dérivée à toutes les fonctions

localement intégrables et au-delà, et est utilisée pour formuler des solutions à certaines équations

aux dérivées partielles.

Dans le quatrième chapitre nous étudions de façon détaillée l�analyse de Fourier. On dé�nit

et étudie les notions de séries de Fourier, transformée de Fourier, transformée de Laplace, trans-

formée en Z et leur utilisation.

Les séries de Fourier se rencontrent principalement dans la décomposition de signaux péri-

odiques, dans l�étude des courants électriques, des ondes cérébrales. Le traitement du signal

repose essentiellement sur l�utilisation d�opérateurs linéaires qui modi�ent les propriétés d�un

signal de façon homogène dans le temps. Les transformées de Fourier et de Laplace qui diago-
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nalisent des opérateurs sont les principaux outils d�analyse mathématique.

On étudie un signal de deux points de vue :

�le point de vue temporel (ou spatial): étude du signal dans le temps, tel qu�il est enregistré

ou dans l�espace physique (pour une image par exemple) ;

� le point de vue fréquentiel : on extrait du signal des informations cachées mais qui sont

caractéristiques de chaque signal. Les outils mathématiques sont essentiellement la transforma-

tion de Fourier et la transformation de Laplace (et leurs analogues "discrets", la transformation

de Fourier discrète (ou TFD) et la transformation en Z.

Et en�n, dans la dernière partie nous donnons une application sur l�outil mathématique pour

le traitement du signal.



Chapitre 1

Rappels d�analyse fonctionnelle

Les outils de base pour l�analyse fonctionnelle et le traitement des signaux sont les outils d�analyse

Hilbertienne, en dimension �nie et in�ni. On rappelle dans ce chapitre les notions élémentaires

(espaces de Hilbert, bases orthonormées,...). Ces notions sont utilisées pour la théorie L2 des

séries de Fourier.

1.1 Rappels sur les espaces vectoriels normés et les espaces

de Hilbert

1.1.1 Espace vectoriel normé

Normes sur un espace vectoriel

Dé�nition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur corps |; on dit qu�une application k:k : E ! R

est une norme si

9
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� kxk � 0 pour tout x 2 E:

�8x 2 E kxk = 0() x = 0E:

� 8x 2 E; 8� 2 |; k�xk = j�j : kxk :

�8(x; y) 2 E2; kx+ yk � kxk+ kyk :

Remarque 1.1.2 On dit que le couple (E; k:k) est un espace vectoriel normé (e.v.n).

Exemple 1.1.3 1) Rn muni d�une des normes suivantes, est un (e.v.n) pour p 2 [1;+1[

kxkp = (
nX
i=1

jxijp)
1
p ; kxk1 = max

i=1;:::;N
jxij

où x = (x1; :::; xn) 2 Rn:

2) L�espace vectoriel E des applications bornées de X à valeurs dans | peut être muni de la

norme suivante

kfk1 = sup
x2X

jf(x)j , 8f 2 E:

3) L�espace vectoriel E des applications continues de K dans | où K est une partie compacte de

Rn peut être muni de la norme suivante

kfk1 = maxx2K
jf(x)j , 8f 2 E:

Dé�nition 1.1.4 On dit que deux normes k:k1 et k:k2 sur un espace vectoriel E sont équivalentes

s�il existe deux constantes C1, C2 > 0 telle que

C1 kxk1 � kxk2 � C2 kxk1 ; 8x 2 E:

Remarque 1.1.5 Si E est de dimension �nie, toute les normes sur E sont équivalentes. Lorsque

E est de dimension in�nie ce résultat est généralement faux.
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1.1.2 Les espaces normées complets

Dé�nition 1.1.6 Soit (E; k:k) un (e.v.n) sur |: On dit qu�une suite (xn) d�éléments dans E est

de Cauchy si

8" > 0; 9 n0 2 N; 8n � n0; 8p � 0; kxn � xn+pk � �:

On peut démontrer facilement que toute suite convergente est de Cauchy. La réciproque est

générale faux.

Dé�nition 1.1.7 On dit qu�un espace vectoriel normé E est complet si toute suite de Cauchy

d�éléments de E converge. dans ce cas E est un espace de Banach.

Proposition 1.1.8 Soit (E; k:k) un espace de Banach et K � E non vide. Alors K muni de la

norme induite est de Banach, si et seulement si K est fermé.

Preuve. Supposons K complet. Soit (xn) une suite d�éléments dans K qui converge vers

x 2 E. D�où (xn) est une suite de Cauchy. Comme K est complet, (xn) possède une limite x

dans K, utilisant le fait que la limite d�une suite est unique, on obtiendra x = x 2 K: Donc K est

fermé. Supposons maintenant que K est fermé. Soit (xn) une suite de Cauchy de K. Alors (xn)

est une suite de Cauchy dans E qui est complet. Donc (xn) admet une limite x 2 E. Comme K

est fermé et (xn) est une suite d�éléments de K, la limite x est aussi dans K. Donc (xn) possède

une limite dans K, et K est complet. �

Applications linéaires continues

Soit (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces vectoriels normés sur |:
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Théorème 1.1.9 Soit L : E ! F une application linéaire. Les assertion suivantes sont équiva-

lentes :

i) L est continue sur E;

ii) L est continue en 0E;

iii) Il existe une constante K > 0 tel que

kL(x)kF � K kxkE 8x 2 E:

iv) L est Lipchitzienne sur E.

Soit L(E;F ) l�ensemble des applications linéaires continues de E dans F . Notons que L(E;F )

est |-espace vectoriel. On munit l�espace vectoriel L(E;F ) par la norme

kTkL(E;F ) = sup
x 6=0E

kT (x)kF
kxkE

:

Théorème 1.1.10 Si F est un espace de Banach, alors L(E;F ) est également un espace de

Banach.[1, 1]

Remarque 1.1.11 Le dual d�un e.v.n est toujours complet : Rappelons que le dual E 0 d�un e.v.n

est l�ensemble des formes linéaires continues sur E

E 0 = fT : E ! |; T linéaire continueg :

Preuve. Supposons que (Tn) soit une suite de Cauchy dans L(E;F ). Montrons d�abord que,

pour tout x 2 E, la suite (Tn(x)) est une suite de Cauchy dans F . Si x = 0E; alors Tn(x) = 0F ;

et le résultat est évident. Supposons maintenant que x 6= 0: Fixons " > 0: Comme (Tn) est de
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Cauchy, il existe n0 2 N tel que

8n � n0; 8p � 0; kTn � Tn+pkL(E;F ) �
"

kxkE
:

Par conséquent

8n � n0; 8p � 0; kTn(x)� Tn+p(x)kF � kTn � Tn+pkL(E;F ) kxkE �
"

kxkE
kxkE = �:

Donc la suite (Tn(x)) est de Cauchy dans l�espace complet E, elle admet une limite notée

T (x):

Comme les Tn sont linéaires, donc T l�est aussi. Montrons que T est continue. On note aussi

que la suite (Tn) est de Cauchy, la suite de nombres réels (kTnkL(E;F )) l�est aussi, puisque

���kTnkL(E;F ) � kTn+pkL(E;F )��� � kTn � Tn+pkL(E;F ) 8n; p � 0:

Donc, comme R est complet, la suite (kTnkL(E;F )) converge et, donc elle est bornée par une

constante M . On a alors

kTn(x)kF � kTnkL(E;F ) kxkE �M: kxkE 8x 2 E; 8n 2 N.

On fait tendre n vers +1; on obtient donc Tn(x)! T (x) et la norme k:kE est continue,

kT (x)kF �M: kxkE ; 8x 2 E

cela montre que T est continue.

Montrons �nalement que Tn tend vers T pour la norme k:kL(E;F ) : �xons " > 0 et soit n0 2 N

tel que

8n � n0; 8p � 0; kTn � Tn+pkL(E;F ) � "
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(un tel n0 existe puisque (Tn) est de Cauchy ). On a alors

kTn(x)� Tn+p(x)kF � �; 8n � n0;8p � 0; x 2 E avec kxkE � 1:

On fait que tendre p vers +1 dans l�inégalité ci-dessus : Tn+p(x) tend vers T (x); ce qui donne

kTn(x)� T (x)kF � �; 8n � n0; x 2 E avec kxkE � 1:

Donc

kTn � TkL(E;F ) = sup fkTn(x)� T (x)kF j x 2 E; kxkE � 1g � �; 8n � n0:

En conclusion, la suite de Cauchy (Tn) tend vers T , cela prouve que L(E;F ) est de Banach.

�

1.1.3 Espace de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont la généralisation naturelle en dimension in�nie des espaces euclidiens

(ou hermitiens) Rn (ou Cn).

Produit scalaire

Dé�nition 1.1.12 Soit E un |-espace vectoriel, on appelle produit scalaire sur E toute applica-

tion sesquilinéaire, hermitienne, dé�nie positive, i.e

i) B est une forme sesquilinéaire sur E :

� Pour tout y 2 E, l�application x! B(x; y) est linéaire.

� Pour tout x 2 E, l�application y ! B(x; y) est anti-linéaire

(B(x; �y + y0) = �B(x; y) +B(x; y0);8x; y; y0 2 E; 8� 2 C):
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ii) B est hermitienne: B(x; y) = B(y; x) 8(x; y) 2 E � E:

iii) B est dé�nie positive: B(x; y) � 0, 8x 2 E et B(x; x) = 0() x = 0E:

Remarque 1.1.13 Si B est hermitienne, alors B(x; x) est réel puisque B(x; x) = B(x; x):

Au lieu de B on note un produit scalaire h:; :i:

Dé�nition 1.1.14 Si E un R-espace vectoriel, on appelle espace préhilbertien réel le couple

(E;B). Si E est de dimension �nie l�espace est dit euclidien.

Si E un C-espace vectoriel, on appelle espace préhilbertien complexe le couple (E;B): Si E de

dimension �nie, l�espace est dit hermitien.

Proposition 1.1.15 Soit E un espace vectoriel réel ou complexe muni d�un produit scalaire h:; :i

alors si on pose kxk = (hx; xi) 12 ;8x 2 E;on a

i) kx+ yk2 = kxk2 + 2<e(hx; yi) + kyk2 ; 8x; y 2 E:

ii) (Cauchy-Schwarz) jhx; yij � kxk : kyk, 8x; y 2 E:

iii)(Identité du parallélogramme) 2(kxk2 + kyk2) = kx+ yk+ kx� yk ;8x; y 2 E:

iv) k:k dé�nit une norme sur E:

Preuve. i) Si x; y 2 E alors

kx+ yk2 = < x+ y; x+ y >=< x; x+ y > + < y; x+ y >

= < x; x > + < x; y > + < y; x > + < y; y >

= kxk2+ < x; y > +< x; y >+ kyk2

= kxk2 + 2<e(hx; yi) + kyk2 :
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ii) (Cauchy-Schwarz) Soient x; y 2 E; � 2 R

0 � kx+ �yk2 =< x+ �y; x+ �y >=< x; x > +2� < x; y > +�2 < y; y >

� � 0; jhx; yij � kxk : kyk

iii) (Identité du parallélogramme) Soient x; y 2 E on a

kx+ yk2 + kx� yk2 = kxk2 + 2<e(hx; yi) + kyk2 + kxk2 � 2<e(hx; yi) + kyk2

= 2(kxk2 + kyk2):

iv) k:k dé�nit une norme sur E .Nous montrons que l�inégalité triangulaire

kx+ yk2 = kxk2 + 2<e(hx; yi) + kyk2 � kxk2 + 2 kxk : kyk+ kyk2

� (kxk+ kyk)2:

�

Exemple 1.1.16 1) Sur Rn; le produit scalaire usuel est dé�ni par

< x; y >=
nX
i=1

xiyi;8x = (x1; :::; xn); y = (y1; :::; yn) 2 Rn:

2) De même sur Cn; le produit scalaire usuel est dé�ni par

< x; y >=
nX
i=1

xiyi;8x = (x1; :::; xn); y = (y1; :::; yn) 2 Cn:

Dé�nition 1.1.17 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet (pour la distance

associée à sa norme ).

Exemple 1.1.18 1) Cn muni du produit scalaire

< x; y >=

nX
i=1

xiyi
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est un espace préhilbertien complet .

2) L�espace `2 des suites de carrée sommable est un espace de Hilbert

`2 =

(
u = (un)n2N;

1X
n=1

junj2 < +1
)
; < u; v >=

1X
n=1

unvn:

1.1.4 Théorème de projection

Dans cette section, nous supposerons que (E;<;>) un est espace préhilbertien complet, c-à-d un

espace de Hilbert. Nous noterons généralement par H les espaces de Hilbert. Le théorème de la

projection est l�outil-clé pour l�étude des espaces de Hilbert

Dé�nition 1.1.19 (Ensemble convexe) Soit E un espace vectoriel. On dit qu�un sous-ensemble

C de E est convexe si

8x; y 2 C, 8� 2 [0 1] ; �x+ (1� �)y 2 C:

Remarque 1.1.20 Une intersection quelconque de convexe est convexe [1]

Dé�nition 1.1.21 (Fonction convexe) Soit E un espace vectoriel et C un sous-ensemble convexe

de E, une application f : C ! R est convexe si

8x; y 2 C, 8� 2 [0 1] ; f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y):

Si f : C ! R est convexe alors pour tout c 2 R, l�ensemble fx 2 E n f(x) � cg est convexe .

Théorème 1.1.22 (de projection cas réel) Si H est un espace vectoriel muni d�un produit

scalaire < :; : > et F est un sous-ensemble convexe complet non vide de H; pour tout x 2 H il
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existe un unique point �F (x) 2 F (appelé projeté de x sur F ) tel que

kx� �F (x)k = min
y2F

ky � xk :

De plus �F (x) est caractérisé par l�inégalité suivante

< x� �F (x); y � �F (x) >� 08y 2 F:

Théorème 1.1.23 (Projection sur un SEV) On suppose que H est un espace de Hilbert et

que F est un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors l�application x! �F (x) véri�e

i) Elle est linéaire continue, de norme 1 si F n�est pas réduit à f0Hg.

ii) �F (x) � �F (x) = �F (x)

iii) < x� �F (x); y > = 0; 8y 2 F . Dans ce cas �F (x) est appellée la projection orthogonale de

x sur F .

1.1.5 Orthogonalité

Dé�nition 1.1.24 Soit H un espace de Hilbert. On dit que deux vecteurs x et y de H sont

orthogonaux si

< x; y >= 0:

On note alors x?y.

Remarque 1.1.25 Si x est orthogonal à tous vecteur de H alors x = 0:

Dé�nition 1.1.26 (Orthogonal d�une partie) Soit A un sous-ensemble non vide deH, L�orthogonal

de A est le sous-ensemble de H que l�on note par A? telle que

A? = fx 2 H n < x; y >= 0; 8y 2 Ag :
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Proposition 1.1.27 Soit A un sous-ensemble non vide de H.

i) A? est toujours un sous-espace vectoriel fermé de H.

ii) H? = f0Hg et f0Hg? = H:

iii) Si A � B, alors B? � A?.

iv) (V ect(A))? = A? (où V ect(A) la fermeture de V ect(A)):[1]

1.1.6 Forme linéaire

Si a est un vecteur d�un espace de Hilbert, alors l�application ' : H ! C est linéaire continue

telle que '(u) = hu; ai. La réciproque est vraie dans un espace de Hilbert, au sens où toute forme

' : H ! C est représentée de cette manière.

Théorème 1.1.28 (Ficher-Riesz) Soit H un espace de Hilbert. Pour toute forme linéaire

continue ' sur H, il existe un unique vecteur a de H tel que

'(x) = ha; xi;8x 2 H

Alors ' est une forme linéaire continue sur H, et k'kL(H;R) = kakH :

Preuve. Pour la continuité, on a

j'(x)j = jha; xij � kxk : kak

) k'k � kak (donc ' est continue).

D�autre part: pour u = a
kak , a 6= 0 on a

'(u) = '(
a

kak) = ha;
a

kaki = kak

) k'k � kak :
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�

Remarque 1.1.29 Toute forme linéaire sur H est de type ', pour un a unique de H:

1.1.7 Systèmes orthonormés

Dé�nition 1.1.30 Un système fxigi2I de vecteurs d�un espace préhilbertien est un système or-

thogonal si pour tout i 6= j on a < xi; xj >= 0:

Dé�nition 1.1.31 Un système orthogonal fxigi2I de vecteurs d�un espace préhilbertien E est un

système orthonormé si kxik = 1 pour tout i 2 I:

Exemple 1.1.32 Dans Rn (ou Cn) muni du produit scalaire le système fe1; :::; eng ; où

ek = (�k;n)k2f1;:::;ng et �i;j =

8>><>>:
1 si i = j

0 si i 6= j

est un système orthonormé.

Théorème 1.1.33 (Pythagore) Soit n 2 N�; une famille (xi)1�i�n orthogonale �nie de vecteur

de E véri�er la relation de Pythagore





nX
i=1

xi







2

=

nX
i=1

kxik2 :

Preuve. On a





nX
i=1

xi







2

=<

nX
i=1

xi;

nX
i=1

xi >=
X
j 6=i

< xi; xj > +

nX
i=1

< xi; xi >= 0 +

nX
i=1

kxik2 :

�
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Proposition 1.1.34 Soit feigi2I est un système orthonormé d�un espace préhilbertien E où I

est un ensemble �ni.

On pose F = V ect feigi2I Alors pour tout x; y 2 E on a :

1) �F (x) =
P

i2I < x; ei > ei:

2) k�F (x)k2 =
P

i2I j< x; ei >j
2 :

3) < �F (x); y >=
P

i2I < x; ei > < y; ei >:

Preuve. Pour tout x 2 E; on pose �x =
P

i2I < x; ei > ei: Alors pour tout y 2 E on a

< �x; y >=<
X
i2I

< x; ei > ei; y >

=
X
i2I

< x; ei > < y; ei >

en particulier, pour tout j 2 I, < �x; ej >=< x; ej > d�où < x � �x; ej >= 0 par

suit < x � �x; y >= 0 pour tout y 2 F , d�après le théorème de projection � = �x: D�ou

k�F (x)k2 =< �F (x);�F (x) >=
P

i2I < �F (x); ei >< ei;�F (x) >=
P

i2I < x; ei > < x; ei > =P
i2I j< x; ei >j

2 : �

Proposition 1.1.35 (L�inégalité de Bessel) Soit feigi2I un système orthonormé d�un préhilber-

tien E. Alors

a) pour tout x 2 E et tout sous-ensemble �ni J � I on a :

kxk2 =
X
i2J
j< x; ei > eij2 +






x�X
i2J

< x; ei > ei







2

:

b) pour tout x 2 E; la famille (j< x; ei >j)2i2I est sommable dans R est on a l�inégalité de Bessel

X
i2I
j< x; ei >j2 � kxk2 :
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Preuve. a) On écrit y =
P

i2J < x; ei > ei et z = x� y. Alors y?z et comme x = y + z on

aura

kxk2 = kyk2 + kzk2 :

b) D�après a), pour tout sous-ensemble J � I on a

X
i2J
j< x; ei >j2 =






X
i2J

< x; ei > ei







2

� kxk2 ;

d�où la famille (j< x; ei >j)2i2I est sommable dans R et
P

i2I j< x; ei >j
2 � kxk2 : �

Corollaire 1.1.36 Soit H un espace de Hilbert et feigi2I un système orthonormé. Alors pour

tout x 2 H, la famille orthonormé (j< x; ei > eij)i2I est sommable est


P

i2I < x; ei > ei


2 �

kxk2 :

Bas hilbertienne

Dans les espaces de Hilbert de dimension in�nie, il n�existe pas de base orthonormée. Cette

notion sera remplacée avantageusement par celle d�une base hilbertienne.

Dé�nition 1.1.37 Soit E un espace préhilbertien, une famille feigi2I de E est une base hilber-

tienne de E si elle est orthonormée et totale.

Remarque 1.1.38 Si H est un espace de Hilbert alors le système orthonormée feigi2I est une

base hilbertienne si et seulement si8>><>>:
< x; ei >= 0

pour tout i 2 I
) x = 0:
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En e¤et si < x; ei >= 0 pour tout i 2 I, alors x 2 (V ect feigi2I )? = H? = f0g

Réciproquement, la condition entraîne que

(V ect feigi2I)? = (V ect feigi2I)
?
= f0g :comme H = (V ect feigi2I)? � (V ect feigi2I)

?
;

on aura nécessairement H = (V ect feigi2I):

Corollaire 1.1.39 Tout espace euclidien ou hermitien admet une base orthonormée.

Dé�nition 1.1.40 Soit H un espace de Hilbert on dit qu�une famille A de H est totale si

l�adhérence de l�espace vectoriel engendré par A est égale à H tout entier V ect(A) = H ou A est

totale si et seulement si A? = f0Hg :

Théorème 1.1.41 (Caractérisation des Bases de hilbertiennes ) Soit H un espace de Hilbert et

feigi2I une famille orthonormée les conditions suivantes sont équivalentes:

1) feigi2I est une base hilbertienne.

2) Pour tout x 2 H, x =
P

i2I < x; ei > ei:

3) pour tout x; y 2 H, < x; y >=
P

i2I < x; ei >< ei; y >=
P

i2I < x; ei > < y; ei >:

4) Tout x 2 H, satisfait l�identité de Parceval

kxk2 =
X
i2I
j< x; ei >j2 :

Preuve. 1)) 2) Soient x 2 H et " > 0; alors il existe y" 2 V ect feigi2I tel que kx� y"k < ":

Il existe donc J" � I; J" �ni et �i 2 |; i 2 J" tel que y" =
P

i2J" �iei: On pose F" = V ect feigi2J" ;
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alors dimF" < +1 et �F"(x) =
P

i2J" < x; ei > ei; alors


x�Pi2J" < x; ei > ei



 � kx� y"k �
": D�où la famille

P
i2I < x; ei > ei est sommable et

P
i2I < x; ei > ei = x:

2)) 3) Soient x 2 H; " > 0. Soit y 2 H � f0g alors il existe J" � I; J" �nie, tel que




x�X
i2J"

< x; ei > ei






 � "

kyk :

D�où �����< x; y > �X
i2J"

< x; ei > < y; ei >

����� =

�����< x; y > � <X
i2J"

< x; ei > ei; y >

�����
�






x�X
i2J"

< x; ei > ei






 : kyk < ":
3)) 4) Il su¢ t de prendre y = x:

4)) 1) si x 2 (V ect feigi2I)
?
; d�aprés 4), kxk = 0; i.e x = 0; ceci entraîne que (V ect feigi2I)

?
=

f0g et donc

(V ect feigi2I)
?
= f0g? :

�

Base de Riesz

Dé�nition 1.1.42 une base ffn, n 2 �g de l�espace de Hilbert séparable H est une base de Riesz

si il existe un opérateur linéaire borné T : H ! H; inversible et à inverse borné, et une base

orthonormée fen, n 2 �g ; tels que

fn = Ten 8n 2 �:

Remarquons immédiatement que si ffn, n 2 �g est une base de Riesz de H, alors on a

kfnk = kTen k � kTk :
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De même on déduit de 1 = kenk = kT�1fn k � kT�1k : kfn k que

1

kT�1k � kfn k � kTk :

Les résultat suivant donne une caractérisation des bases de Riesz.

Théorème 1.1.43 Soit H un espace de Hilbert séparable. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

1) ffn; n 2 �g est une base de Riesz de H:

2) Il existe dans un H un autre produit scalaire, noté < :; : >1; équivalent à < :; : >; (au sens

où les normes correspondantes ), et tel que la famille ffn, n 2 �g soit une base orthonormée par

rapport à ce produit scalaire.

3) Il existe deux constantes réelles 0 < A < B <1 telles que pour tout famille fc1; c2; c3; :::; cNg 2

CN ; on ait

A
NX
n=1

jcnj2 �






NX
n=1

cnfn







2

� B
NX
n=1

jcnj2 (1)

la famille ffng est complète dans H:

Preuve. 1 ) 2) Supposons que ffn; n 2 �g soit une base de Riesz de H; il existe S; borné

tel que pour tout n; en = Sfn: Soit < :; : > dé�nie par

< x; y >1=< Sx; Sy >; x; y 2 H:

On véri�e immédiatement que la famille ffng est orthonormée par rapport à ce produit

scalaire. De plus, on a kxk1 = kSxk � kSk : kxk ; et kxk = kS�1xk1 � kS�1k kxk : Donc les

produits scalaires sont équivalents.
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2) 3) Soit < :; : >1le produit scalaire équivalent, soit f 2 H telle que < f; fn >= 0 pour tout

n. Alors on a < f; fn >1= 0 pour tout n, ce qui implique f = 0 donc la famille ffng est complète.

Soit maintenant x 2 H. On sait que m kxk1 � kxk � M kxk1 ; où m;M sont deux constantes

indépendantes de x: Si on prend un x de la forme x =
PN

n=1 cnfn; alors kxk
2
1 =

PN
n=1 jcnj

2 et on

à immédiatement la propriété annoncée.

3 ) 1) Soit feng une base orthonormée de H: Alors il existe deux opérateurs linéaires T; S

bornés grâce a (1) tels que pour tout n; en = Sfn et fn = Ten. Donc ST est l�opérateur identité

sur H. Mais la famille ffng étant complète, TS est aussi identité sur H: Donc T est inversible,

ce qui conclut la preuve. �

Remarque 1.1.44 Une base de Riesz possède automatiquement une base biorthogonal (ou base

dual )
n efno ; tel que

< fn;ffm >= �m;n;

qui est également une base de Riesz du même espace. En e¤et, avec les notations plut haut,

considérons l�adjoint S� de S = T�1; et posons

efn = S�en:

Alors on a immédiatement < fn;ffm >=< STen; em >= �m;n: De plus, pour tous f 2 H, on peut
écrire

f =
X
n

< f; efn > fn =X
n

< f; fn > efn:
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Par exemple, en écrivant T �f =
P

n < T
�f; en > en =

P
n < f; fn > en; on obtient directement

la seconde égalité.

1.1.8 Espaces Lp

En mathématiques, un espace Lp est un espace vectoriel de classes des fonctions dont la puissance

d�exposant p est intégrable au sens de Lebesgue, où p est un nombre réel strictement positif. Le

passage à la limite de l�exposant aboutit à la construction des espaces L1 de fonctions bornées.

Les espaces Lp sont appelés espaces de Lebesgue.

Préliminaires

Dé�nition 1.1.45 (mesure) Soit (E; T ) un espace mesurable tel que E un ensemble quelconque

et T est une tribu .

On appelle mesure sur (E; T ) tout application � : B ! R+ telle que :

i) � (�) = 0:

ii) Pour tout An 2 T; deux à deux disjoints: � (An) =
P

n � (An) :

Dé�nition 1.1.46 (Fonction mesurable) Soit (X;A); (Y;B) deux espaces munis de tribus.

Une fonction f : X ! Y est dite (A;B)-mesurable si et seulement si

8b 2 B; f�1(b) 2 A:

Dé�nition 1.1.47 (Fonction intégrable) On dit qu�une fonction mesurable f : 
 ! R est

intégrable au sens de Lebesgue si Z



jf j <1:



28

Dé�nition 1.1.48 (L�espace Cc(
)) Une fonction f : 
 ! C est à support compact s�il ex-

iste un compact k � 
 tel que f vaut zéro sur 
nk: Nous dé�nissons l�ensemble des fonctions

continues à support compact sur 


Cc(
) = ff : 
! C : f est continue et à support compactg :

Nous appelons le support de f dans 
 l�ensemble

supp
(f) = fx 2 
 : f(x) 6= 0g � 
:

Espace Lp(
) Soit 
 un ouverete de Rn et p un réel de [1;+1[ :

Dé�nition 1.1.49 Lp(
) =
�
f mesurable sur 
 ;

R


jf jp < +1

	
:

Fonction égale presque partout

Dé�nition 1.1.50 Soient f et g deux fonctions mesurables. On dit que f et g sont égales presque

partout si

fx 2 
; n f(x) 6= g(x)g ;

est un ensemble négligeable.

Deux théorèmes importants

Théorème 1.1.51 Soient f et g deux fonctions de L1(
) égale presque partout. AlorsZ



f =

Z



g:

Théorème 1.1.52 Soit f 2 L1(
) telle que
R


jf j = 0. Alors f est nulle presque partout sur 
.
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Espaces Lp(
) et Lploc(
)

On généralise ici les espaces précédemment présentés.

Soit p un réel, p � 1:

Espaces Lp(
)

Dé�nition 1.1.53 L�espace vectoriel Lp(
) est le quotient de Lp (
) par la relation d�équivalence

égalité presque par tout dans 
:

Autrement dit

Lp(
) =

8>><>>:
f; dé�nie sur 
 à un ensemble négligeable

près, telles que
R


jf(x)jp dx < +1

9>>=>>; :
Théorème 1.1.54 Muni de la norme dé�nie par

kfkLp(
) =
�Z




jf(x)jp dx
� 1

p

l�espace vectoriel LP (
) est un espace de Banach

Théorème 1.1.55 (inégalité de H
::
older) Soit p 2 R; 1 < p < +1, soit q 2 ]1;+1[ tel que

1
p
+ 1

q
= 1: Soit f 2 LP (
) et g 2 Lq (
) : Alors f:g 2 L1 (
) et kfgkL1(
) � kfkLP (
) kgkLq(
) :

Remarque 1.1.56 Pour p = q = 2; on retrouve l�inégalité de Cauchy-Schwarz.

On suppose 
 borné. Soit q > p � 1: Alors Lq (
) � LP (
) :

Espace Lploc(
)

Dé�nition 1.1.57 Soit 
 un ouvert de Rd. On dit que f est localement intégrable sur 
 si, pour

tout compact k inclus dans 
; la fonction f est intégrable sur k. On note

L1loc(
) =
�
f ; f 2 L1loc(
) pour tout compact k � 


	
;
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l�espace vectoriel des fonctions localement intégrables. De même

Lploc(
) = ff ; f 2 L
p
loc(
) pour tout compact k � 
g :

Remarque 1.1.58 On a bien sur LP (
) � Lploc(
)

Proposition 1.1.59 Soit q > p � 1: Alors Lqloc(
) � L
p
loc(
):

Soit p � 1. Alors LP
�
Rd
�
� Lploc(Rd) � L1loc(Rd):

Dé�nition 1.1.60 (Convergence dans Lploc(
)). Soit fn une suite de L
p
loc(
) et f de L

p
loc(
) si

pour tout compact k � 
; la suite fnnk converge vers fnk dans Lploc(k):

Espace L1(
)

Dé�nition 1.1.61 On dit qu�une fonction f est essentiellement bornée sur 
 si il existe une

réel positif M tel que

�(fx 2 
; jf(x)j �Mg) = 0:

Remarque 1.1.62 En dehors d�un ensemble de mesure nulle, on a jf(x)j < M:

Théorème 1.1.63 Pour f 2 L1(
); on a

pour presque tout x 2 
; jf(x)j � kfkL1(
) ;

et kfkL1(
) est le plus petite réel satisfaisant cette propriété.

Théorème 1.1.64 Si f 2 L1(
) et g 2 L1(
); alors le produit f:g est dans L1(
) et

kf:gkL1(
) � kfkL1(
) : kgkL1(
)
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Convolution dans L1(
)

Dé�nition 1.1.65 Soient f et g dans L1(
): La fonction notée f ? g dé�nie presque partout sur


 par

(f ? g)(x) =

Z
Rd
f(x� y)g(y)dy;

est appelée la convolution de f et g (ou le produit de convolution). La fonction f ? g est dans

L1(
) et on a

kf ? gkL1(
) � kfkL1(
) : kgkL1(
) :

Densité

Théorème 1.1.66 Pour tout 1 � p <1, l�espace C1c (
) est dense dans Lp(
); c�est à dire que

pour tout fonction f 2 Lp(
) et pour tout " > 0 il existe une fonction f" 2 C1c (
) telle que

kf � f"kLp < ":

Remarque 1.1.67 Le théorème ci-dessus n�est pas vrai si p =1.

En e¤et, si f" 2 C1c (
) converge vers une fonction f dans L1(
), alors f est continue. En e¤et

kf" � fkL1 < ";

et donc f" converge uniformément vers f , ce qui nous assure la continuité de f:

Ainsi une fonction dans L1 discontinue sur un ensemble de mesure non nulle, ne possède aucune

suite f" 2 C1c (
) converge vers f dans L1:
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Chapitre 2

Fonction d�une variable complexe

2.1 Série entière

2.1.1 Généralités

Soient z0 2 C et r 2 R�+ on pose

D(z0; r) = fz 2 C; jz � z0j < rg ; D0(z0; r) = fz 2 C; jz � z0j � rg ;

C(z0; r) = fz 2 C; jz � z0j = rg :

On dit que D(z0; r) (respectivement D0(z0; r); C(z0; r)) est le disque ouvert (respectivement

disque fermé, cercle) de centre

z0 et de rayon r:

Dé�nition 2.1.1 On appelle série entière (de variable complexe z )toute série de fonction de la

33
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forme
P
fn(n) où

fn : C! C

z ! anz
n:

où an 2 C pour tout n 2 N: On dit que an est le coe¢ cient d�indice n de la série, et que a0 en

est le terme constant.

2.1.2 Rayon de convergence

Dé�nition 2.1.2 On appelle rayon de convergence R de la série entière
P
anz

n

R = sup

(
r � 0 :

X
n

janj rn < +1
)

Le rayon de convergence est bien dé�ni il peut valoir 0 ou +1 .Le rayon de convergence peut

aussi être obtenue comme suit.

Lemme 2.1.3 (Abel)Le rayon de convergence de la série entière
P
anz

n est

R = sup

�
r � 0 : sup

n
janj rn < +1

�
:

Preuve. Soit R le rayon de convergence de la série entière
P
anz

n et

R0 = sup

�
r � 0 : sup

n
janj rn < +1

�
;

soit r0 < R0 alors il existeM tel que janj rn0 �M et donc si r < r0 on a janj rn = janj rn0 ( rr0 )
n �

M( r
r0
)n et donc

P
n janj rn < +1 puisque son terme générale est majoré par celui d�un série

géométrique convergente on a donc R � r0 et donc en passant a la limite r0 ! R�0 il vient bien

que R � R0. Si r < R par dé�nition
P

n janj rn < +1 est bornée si bien que R � R0: �
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Proposition 2.1.4 Soit R le rayon de convergence de la série entière
P
anz

n, on a alors

1) Pour tout z 2 C tel que jzj < R,
P
anz

n est absolument convergente sur le disque fermé

jzj � r:

2) Pour tout z 2 C tel que jzj > R,
P
anz

n est divergente.

Preuve. 1) Soit r < R et r0 2 ]r R[ il existe M tel que janj rn0 �M pour tout n .

Ainsi

sup
n2D(o;r)

janznj � janj rn �M(
r

r0
)n;

ce qui montre la convergence absolument sur D0(o; r):

2) Si jzj > R, janznj n�est pas bornée et donc en particulier le terme générale de la sérieP
anz

n ne tend pas vers 0, la série diverge. �

Proposition 2.1.5 (Hadamard)� Le rayon de convergence de la série entière
P
anz

n est don-

née par

1

R
= lim

n
sup n

p
janj

1) En un point z tel que jzj > R; la suite (anzn)n n�est pas bornée.

2) Si jzj = R; on ne peut rien dire a priori de la série
P
anz

n:

3) Les séries entières
P
anz

n;
P
nanz

n�1;
P
janj zn;

P
�anz

n; avec � 2 C� ont même rayon de

convergence.

4) Dans le cas d�une série entière de la variable réelle, on parle de l�intervalle de convergence

]�R;R[ ou lieu de disque de convergence.
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2.2 Fonction analytique

Une fonction analytique est une fonction qui se développe en série entière au voisinage de chaque

point

Dé�nition 2.2.1 Soit U un ouvert de C, f : U ! C et z0 2 U: On dit que

1) f est analytique en z0 s�il existe r > 0 tel que D(z0; r) � U et une série entière
P

n anz
n de

rayon de convergence au mois égale à r telle que

f(z) =

+1X
n=0

an(z � z0)n; 8z 2 D(z0; r):

2) f est analytique sur U si f est analytique en chaque point de U:

Exemples 2.2.2 1) Tout polynôme est localement somme de son développement de Taylor

f(z) =
X
n�0

p(n)

n!
(z � z0);

est analytique en tout point de C:

2) Soit f(z) = 1
z
est analytique sur Cn f0g car pour z 6= 0; Z = z � z0; on a pour

��� Zz0 ��� < 1
f(z) =

1

Z + z0
=

1

z0(
Z
z0
+ 1)

=
1

z0

X
n�0
(
�Z
z0
)n =

X
n�0

(�1)n

zn+10

(z � z0)n:

avec rayon de convergence R = jz0j :

Théorème 2.2.3 La somme d�une série entière f(z) =
P
anz

n de rayon de convergente R > 0 et

analytique dans le disque D : jzj < R. Elle est dérivable en tout point de D et son développement
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au voisinage de 0 est donné par sa série de Taylor

f(z) =

+1X
n=0

fn(z)

n!
zn;

où

fn(z) =
X
n�p

n(n� 1):::(n� p+ 1)anzn�p

désigne la série "dérivée terme à terme" de la série f possédant le même rayon de convergence,

et représentant la dérivée d�ordre p au sens complexe.

2.3 Fonctions holomorphes

Dérivée d�une fonction f : C! C

Soit f : C! C une fonction et z0 2 C. On dit que la fonction f admet une dérivée au point z0

si le nombre complexe f(z)�f(z0)
z�z0 tend vers une limite �nie lorsque z tend vers z0:

Autrement dit, cela veut dire qu�il existe un nombre complexe, noté f 0(z0), et appelé la dérivée

de f en z0 tel que ����f(z)� f(z0)z � z0
� f 0(z0)

���� tend vers 0, si jz � z0j tend vers 0:
Condition de Cauchy-Rieman

On va chercher dans quelles conditions une fonction f : C ! C admet une dérivée en un point

z0 2 C:

Posons z = x+ iy , z0 = x0 + iy0

f(z) = P (x; y) + iQ(x; y); f(z0) = P0 + iQ0;

z � z0 = �x+ i�y:
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Dire que f admet en z0une dérivée f 0(z0) = A+ iB; c�est dire que

8" > 0;9� > 0; j�x+�yj < � =)
����f(z)� f(z0)z � z0

� f 0(z0)
���� < ":

On a alors

j(P + iQ)� (P0 + iQ0)� (�x+ i�y)(A+ iB)j < �";

j(P � P0 � A�x+B�y) + i(Q�Q0 �B�x� A�y)j < �":

Donc en séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient les conditions :

P � P0 � A�x+B�y < �";

Q�Q0 �B�x� A�y < �":

qui signi�ent que P et Q sont dérivables en (x0; y0) et que leurs dérivées partielles véri�ent

(@P
@x
)x=x0;y=y0 = A (@P

@Y
)x=x0;y=y0 = �B

(@Q
@x
)x=x0;y=y0 = B (@Q

@Y
)x=x0;y=y0 = A

On alors

(
@P

@x
)z0 = (

@Q

@y
)z0 et (

@P

@y
)z0 = �(

@Q

@x
)z0 :

ce sont conditions de Cauchy.

La dérivée de f en z0 est alors donnée par :

f 0(z0) = (
@P

@x
)z0 + i(

@Q

@x
)z0 = (

@P

@x
)z0 � i(

@P

@y
)z0 = (

@Q

@y
)z0 + i(

@Q

@x
)z0 = (

@Q

@y
)z0 + i(

@P

@y
)z0 :

Réciproquement, si ces conditions sont réalisées, alors les quantités
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�����P � P0 � A�x+B�yp
(�x)2 + (�y)2

����� et
�����Q�Q0 �B�x� A�yp

(�x)2 + (�y)2

����� ,
sont aussi petites que l�on veut dès que

p
(�x)2 + (�y)2 est aussi petite, donc

���f(z)�f(z0)z�z0 � f 0(z0)
���

tend vers 0, si jz � z0j tend vers 0; ce qui signi�e que f admet en z0 une dérivée f 0(z0) = A+ iB:

Les conditions de Cauchy sont donc des conditions nécessaires et su¢ santes pour que f(z)

admet en z0 une dérivée.

Exemple 2.3.1 Soit f(z) = z2:

f(z) = (x+ iy)2 = (x2 � y2) + 2ixy d�ou8>><>>:
P (x; y) = x2 � y2

Q(x; y) = 2xy

:

On a

@P

@x
(x; y) = 2x =

@Q

@y
(x; y) et aussi

@P

@y
(x; y) = �2y = �@Q

@x
(x; y):

Donc f est dérivable et f 0(z) = 2x+ 2iy = 2(x+ iy) = 2z:

En coordonnées polaires, les conditions de Cauchy s�écrivent

@P

@r
=
1

r

@Q

@�
et
@Q

@r
= �1

r

@P

@�
:

Fonction monogène en un point z0 2 C

Une fonction f : C! C; f = P + iQ qui véri�e les conditions de Cauchy en un point z0 2 C et

dite monogène en z0:

Remarque 2.3.2 une fonction monogène en un point z0 est nécessairement continue en ce point

car, f(z)�f(z0)
z�z0 tend vers une limite �nie lorsque jz � z0j tend vers 0:
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Fonction f : C! C holomorphe dans un ouvert

Une fonction monogène en tout point d�un ouvert D � C est dite holomorphe dans cet ouvert.

Rappel: On appelle domaine dans C un ouvert du plan complexe C:

Dé�nition 2.3.3 Une fonction complexe f est une application d�un ouvert D � C dans C: Soit

z0 2 D si la limite

lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0

;

existe dans C, on dit que la fonction f est holomorphe en z0; c�est à dire dérivable au sens

complexe en z0: Une fonction complexe f peut aussi se voir comme une fonction de R2 dans R2

via l�écriture z = x+ iy avec x; y réels. On écrit en général

f(z) = f(x+ iy) = P (x; y) + iQ(x; y)

P est la partie réelle de f , Q sa partie imaginaire. Ce sont des fonctions réelles de deux

variables réelles. Si f est holomorphe alors P;Q véri�ent les conditions de Cauchy-Riemann.

f est holomorphe() f est R2 di¤érentiable et (
@P

@x
)z0 = (

@Q

@y
)z0 et (

@P

@y
)z0 = �(

@Q

@x
)z0 :

� On dit que f est holomorphe sur l�ouvert D si elle est holomorphe en tout point z0 de D:

Remarque 2.3.4 Tout fonction analytique est holomorphe. On verra plus tard que la réciproque

est vraie.

Propriétés des fonctions holomorphes dans un domaine

Soient f et g des fonctions holomorphes dans un domaine D alors :

1) f + g est holomorphe dans D:
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2) f:g est holomorphe dans D:

3) Pour tout � 2 C, �f est holomorphe dans D:

4) Si g ne s�annule en aucun point de D: alors f
g
est holomorphe dans D:

Détermination des fonctions holomorphes

Si f : C! C est holomorphe dans un domaine D et si f(x+ iy) = P (x; y) + iQ(x; y) on a

@P

@x
=
@Q

@y
et
@P

@y
= �@Q

@y
:

Si P et Q admettent des dérivées secondes continues, on a donc

@2P

@x2
=

@2Q

@x@y
=
@2Q

@y@x
= �@

2P

@y2
;

@2Q

@x2
= � @

2P

@x@y
= � @

2P

@y@x
= �@

2Q

@y2
;

donc

@2P

@x2
+
@2P

@y2
= 0:

@2Q

@x2
+
@2Q

@y2
= 0:

Composée de deux fonctions holomorphes Si f : D ! D0 est holomorphe dans un domaine

D et si g : D0 ! D00 est holomorphe dans D0, alors g � f : D ! D00 est holomorphe dans D et

l�on a

d(g � f)
dz

=
dg(f(z))

df(z)
:
df

dz
:
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Singularités isolées d�une fonction f : C ! C holomorphe presque partout dans un

domaine D

Soit D un domaine complexe, f une fonction holomorphe dans D sauf en un point a 2 D, f est

alors holomorphe dans tout domaine contenu dans D et extérieur à un cercle de centre a et de

rayon " > 0 aussi petit qu�on veut. C�est ce qui se passe quand on est dans l�un des cas suivant :

1) f n�est pas continue en a:

2) f 0 n�est pas continue en a:

3) Les conditions de Cauchy ne sont pas véri�ées en a.

On dit alors que a est un point singulier isolé de f(z):

Analycité des fonctions holomorphe

Théorème 2.3.5 Une fonction f : C! C est analytique dans un ouvert D � C si et seulement

si elle est holomorphe dans D:

Toute fonction analytique dans D est holomorphe. Nous allons maintenant étudier la ré-

ciproque.

Théorème 2.3.6 Soit f une fonction holomorphe dans un disque ouvert D(z0; R). Alors f

admet dans ce disque un développement en série absolument convergente

f(z) =

+1X
n=0

anz
n:

f est donc analytique dans ce disque.

Théorème 2.3.7 Soit f une fonction dans un ouvert D de C et a un point de D. Alors f est
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analytique dans D, la série de Taylor de f en a converge et représente f dans le plus grand disque

ouvert de centre a continu dans D:

Preuve. En e¤et soit D(a;R) le plus grand disque de centre a contenu dans U ;par compo-

sition, la fonction g dé�nie par

z 7! a+ z 7! f(a+ z);

est holomorphe dans D(a;R) et s�écrit donc

g(z) =

+1X
n=0

anz
n;

série absolument convergente dans le disque D(0; R). D�où on posant u = a+ z

f(u) =
+1X
n=0

an(u� a)n;

série absolument convergente dans le disque D(a;R): Or au voisinage de a: �
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Chapitre 3

Distribution

La théorie des distributions a été introduite pour élargir la notion de fonction et pour étendre

la notion de dérivation dans le cas de fonctions discontinues. Elle permet d�un�er l�étude des

phénomènes discrets et des phénomènes continus, entre autre en mécanique, en électronique.

3.1 Dé�nition et propriétés

Une fonction test ' est une fonction indé�niment dérivable, nulle hors d�un intervalle borné ( on

dit aussi que ' est de classe C1 et à support borné ). L�ensemble des fonctions test est noté D:

Dé�nition 3.1.1 Les formes linéaires continues surD(
) sont appelées distributions sur l�ouvert


. L�espace vectoriel de toutes les distributions sur 
 sera noté D0(
):On a

T 2 D0(
); ' 2 D(
); < T; ' >D0�D=< T; ' >= T ('):

L�espace D0(
) est le dual topologique de l�espace fonctionnel C1c (
):

45
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Exemples 3.1.2 1) On dé�nit la distribution de Dirac en a par : < T;' > = '(a) et on note

alors T = �a:

2) La distribution échelon U est dé�nie par

< TU ; ' >=

Z +1

0

'(t)dt:

3) La distribution port triangulaire � est dé�nie par

< T�; ' >=

Z 1
2

� 1
2

'(t)dt:

4) La distribution sinus est dé�nie par

< Tsin us; ' >=

Z +1

�1
sin(t)'(t)dt:

Proposition 3.1.3 1) Linéarité : La linéarité de l�application ' 7�!< T;' >, en e¤et

8'1; '2 2 D; �1; �2 2 C on a

< T; �1'1 + �2'2 >= �1 < T;'1 > +�2 < T; '2 > :

2) Continuité : Si 'j ! 0 dans D(
) ()

8>><>>:
9 k � 
 (compact) telle que supp 'j � k; 8j

@�'j ! 0:

pour véri�er la continuité on a

Si 'j ! 0 dans D(
) =)< T; 'j >= T ('j) �!j!1 0:

3) Egalité : Deux distributions T et S sont égales ssi

8' 2 D(
); < T; ' >=< S;' > :

Proposition 3.1.4 Une forme linéaire T est une distribution si, et seulement si, pour chaque

compact k � 
; il existe une constante C > 0 et un entier m � 0 tels que

j< T; ' >j � C: sup
x2
; j�j�m

j@�'(x)j ; 8' 2 Dk(
).
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Théorème 3.1.5 On a T 2 D0(
) si, et seulement si, pour toute suite ('i) convergente vers 0

dans D(
), la suite numérique j< T; 'i >j converge vers 0 dans | = R:

Dé�nition 3.1.6 Une distribution T est dite régulière si il existe une fonction f , sommable

sur tout intervalle borné ( f 2 L1loc(R)) telle que

8' 2 D(
); < T; ' >=
Z +1

�1
f(t)'(t)dt:

pour montrer le lien entre la distribution régulière T et la fonction associée f; mais sans

confondre la distribution et la fonction, on note alors T = Tf ou T = [f ] :

Toute distribution qui n�est pas régulière est dite singulière.

Exemple 3.1.7 La distribution de Dirac T dé�nie par 8' 2 D(
); < T; ' >= '(a) est singulière

car il n�existe pas de fonction f telle que pour toute fonction ' on ait
R +1
�1 f(t)'(t)dt = '(a):

3.2 Dérivées partielles au sens des distributions

Considérons une fonction f de classe C1dans Rn et analysons l�action de ses dérivées partielles

sur les fonctions tests. Si ' 2 D(
) alors

�
@f

@xk
; '

�
=

Z
Rn

@f

@xk
(x)'(x)dx = [f(x)'(x)]+1�1 �

Z
Rn

@'

@xk
(x)f(x)dx

= �
Z
Rn

@'

@xk
(x)f(x)dx = �

�
f;
@'

@xk

�
:

Cette dernière formule a-t-elle un sens si on remplace f par une distribution? plus précisément,

on a :
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Proposition 3.2.1 Soit 
 un ouvert de Rn et T 2 D0(
). pour tout 1 � k � n; la forme linéaire

dé�nie par

' 7�! �
�
T;
@'

@xk

�
; ' 2 D(
)

est une distribution.

Dé�nition 3.2.2 Soit 
 un ouvert de Rn et T 2 D0(
): La dérivée partielle de T par rapport à

la variable xk; 1 � k � n; est la distribution @T=@xk dé�nie par la formule

<
@T

@xk
; ' >= � < T; @'

@xk
>;8' 2 D(
):

Soient � = (�1; :::; �n) 2 Nn un multi-indice et T 2 D0(
): Par récurrence on, dé�nit la dérivée

partielle de T d�ordre � par

h@�T; 'i = (�1)j�j hT; @�'i ;8' 2 D(
):

Si Tf est une distribution régulière dé�nie par une fonction f localement intégrable sur 
; une

dérivation par partie montre que la dérivée partielle d�ordre j�j de Tf coïncide avec la dérivée

partielle d�ordre j�j de f au sens des fonctions. En particulier, si Tf est une distribution régulière

associée à f 2 L1loc(
) où 
 � R; on a

T
0

f = Tf 0 :

La dérivation des distributions véri�e les propriétés suivantes :

� La dérivation, au sens des distributions, dé�nie partout sur D0(
):

� Chaque distribution sur Rn admet des dérivées partielles de tout ordre.

� Si T 2 D0(
); alors

@2T

@xi@xk
=

@2T

@xk@xi
; 1 � i; k � n:
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C�est une conséquence du lemme de Schwarz pour f 2 L1loc(
); on a

T 00f = Tf 00 :

Exemple 3.2.3 Supposons que 
 = R et considérons la fonction de Heaviside sur R

H(x) =

8>><>>:
1 si x � 0

0 si x < 0

:

Sa dérivée au sens des distributions est

hH 0(x); 'i = �hH(x); '0(x)i = �
Z +1

0

'0(x)dx = '(0) = h�; 'i ; 8' 2 D(
):

Donc

H 0 = �:

Exemple 3.2.4 Soit f une fonction dérivable sur R sauf au point x0 où elle présente une dis-

continuité de première espèce. Soit h0 = f(x+0 ) � f(x�0 ) le saut de f au point x0. Alors par

intégration par parties et en tenant compte du fait que ' est nulle à l�in�nie, on obtient



T 0f ; '

�
= �hTf ; '0i

= �
Z x0

�1
f(x)'0(x)dx�

Z +1

x0

f(x)'0(x)dx

= '(x0)(f(x
+
0 )� f(x�0 )) +

Z +1

�1
f 0(x)'(x)dx

= '(x0)h0 + hTf 0 ; 'i

= hh0�x0 ; 'i+ hTf 0 ; 'i :

Ainsi, on a ai

T 0f = Tf 0 + h0�x0 :
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Plus généralement, nous allons maintenant étendre ce résultat à une classe de distribution

régulière associées a des fonctions de classe C1 par morceaux dé�nies sur un intervalle ouvert

]a; b[ .

Dé�nition 3.2.5 On dit que f dé�nie dans un intervalle ]a; b[ est de classe C1 par morceaux

s�il existe un nombre �nie de points �1 � a = a0 < a1 < ::: < an = b < +1 tels que, dans

chacun des intervalles ]ai; ai+1[, la dérivée f 0 existe et continue et se prolonge par continuité dans

les intervalles ]a0; a1[ ; :::; ]ai; ai+1[ ; :::; ]an�1; an[ :

Posons hi = f(a+i )� f(a�i ) le saut de f au point ai:

Théorème 3.2.6 Avec les notations précédentes, on a

T 0f = Tf 0 +
n�1X
i=1

hi�ai :

3.3 Multiplication d�une distribution par une fonction de

classe C1

On ne pourra pas en général dé�nir pas le produit de deux distributions, mais on peut dé�nir le

produit d�une distribution par une fonction indé�niment dérivable sur R (on dit de classe C1 ou

que g appartient à C1(R) ): Encore une fois, on s�inspire du cas des distributions régulières on

veut que gTf = Tgf donc que

8' 2 D; hgTf ; 'i = hTgf ; 'i

=

Z +1

�1
(g(t)f(t))'(t)dt =

Z +1

�1
f(t)(g(t)'(t))dt:
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La fonction g(t)'(t) est de classe C1 car g(t) et '(t) le sont et qu�un produit de 2 fonctions

de classe C1 est de classe C1:

La fonction g(t)'(t) s�annule hors d�un intervalle borné grâce à '(t): Donc g(t)'(t) est une

fonction test.

On a donc une formule que l�on va étendre aux distributions non régulières

8' 2 D; hgTf ; 'i = hTf ; g'i :

Dé�nition 3.3.1 Si T une distribution et si g est une fonction de C1(R), le produit de g par

T; noté gT , est dé�nie par

8' 2 D; hgT; 'i = hT; g'i :

Proposition 3.3.2 Soit g 2 C1(R) alors

g(t)�a = g(a)�a:

En particulier, si la fonction g s�annule en a alors g(t)�a = 0:

Preuve. 8' 2 D; hg�a; 'i = h�a; g'i = g(a)'(a) = hg(a)�a; 'i

donc

g(t)�a = g(a)�a:

�

Théorème 3.3.3 Si T est une distribution et si g est une fonction de classe C1(R) alors

(gT )0 = g0T + gT 0:
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3.4 Translation, changement d�échelle et parité des dis-

tributions

Pour une fonction localement sommable f on aZ +1

�1
f(t� a)'(t)dt =

Z +1

�1
f(u)'(u+ a)du:

On introduit donc la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.4.1 La translatée de a d�une distribution T = T (t) est noté �a(T ) ou T (t � a) et

est dé�nie par

8' 2 D, hT (t� a); '(t)i = hT (t); '(t+ a)i :

Exemple 3.4.2 La distribution de Dirac en 0 est notée indi¤éremment � ou �0 ou �(t) et donc

�a est aussi notée �(t� a) ou �a(�):

Dé�nition 3.4.3 Une distribution est périodique de période a ssi �a(T ) = T:

Pour une fonction localement sommable f on aZ +1

�1
f(kt)'(t)dt =

Z +1

�1
f(u)'(

t

u
)
du

jkj :

On introduit donc la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.4.4 Le changement d�échelle pour une distribution est dé�nie par

8' 2 D, hT (kt); '(t)i =< 1

jkjT (t); '(
t

k
) > :

Dé�nition 3.4.5 Une distribution T est pair si T (�t) = T (t) c�est à dire si

8' 2 D, hT (�t); '(t)i = hT (t); '(�t)i :
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Impaire si T (�t) = �T (t);c�est à dire si

8' 2 D, hT (�t); '(t)i = �hT (t); '(�t)i :

Comme pour les fonctions on peut montrer que si T est paire alors T 0 impaire et T 00 est paire,

etc...

3.5 Convergence d�une suite de distribution

Dé�nition 3.5.1 On dit qu�une suite de distribution fTng converge vers une distribution T si

et seulement si

8' 2 D, hTn(t); '(t)i�����!n!+1 hT (t); '(t)i :

On écrit alors

Tn D
0

�!n!+1T:

Exemple 3.5.2 Véri�ons que la suite
n
n1[0; 1n ]

o
tend vers �0

8' 2 D; hTn(t); '(t)i =
D
n1[0; 1n ]

(t); '(t)
E
=

Z 1
n

0

n'(t)dt

= n(�(
1

n
)� �(0));

où � est une primitive de ':

Lorsque n tend vers +1, �( 1
n
) tend vers �(0) est donc �( 1

n
) � �(0) ! 0. Or en multipli-

ant par n qui tend vers +1, on obtient une indétermination. Pour enlever celle-ci on fait un

développement limité en 0 de la fonction �: D�après la formule bien connue de Taylor on a

�(x) = �(0) + x�0(0) + x"(x)

�(
1

n
) = �(0) +

1

n
�0(
1

n
) +

1

n
"(
1

n
)
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d�où

n(�(
1

n
)� �(0)) = n( 1

n
�0(
1

n
) +

1

n
"(
1

n
)):

Or si � est une primitive de ' alors �0 = ' et donc

8' 2 D; hTn(t); '(t)i�����!n!+1 '(0) = h�0; 'i :

Théorème 3.5.3 Si la suite fTng converge vers une distribution T alors la suite des distributions

dérivées converge vers la distribution T 0

Tn D
0

�!n!+1T =) T 0n D
0

�!n!+1T
0:

Preuve. En utilisant la dé�nition de la dérivation et de convergence on a

8' 2 D; hT 0n; 'i = �hTn; '0i�����!n!+1 � hT; '
0i = hT 0; 'i :

�

3.6 Convolution des distributions

Etudiant l�expression de la distribution Tf�g lorsque f et g sont localement sommables ainsi que

leur produit de convolution on a

hTf�g; 'i =
Z +1

�1
(

Z +1

�1
f(t� y)g(y)dy)'(t)dt =

Z +1

�1
g(y)(

Z +1

�1
f(t� y)'(t)dt)dy:

En faisant le changement de variable x = t� y dans l�intégrale en dt on obtient en utilisant

dx = dt

hTf�g; 'i =
Z +1

�1
g(y)(

Z +1

�1
f(x)'(x+ y)dx)dy:
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Si la fonction de y dé�nie par (
R +1
�1 f(x)'(x+ y)dx) est de classe C1 et à support borné, on

peut écrire

hTf�g; 'i = hTg(y); hTf (x); '(x+ y)ii :

En utilisant la commutativité du produit de convolution, on a de même façon

hTf�g; 'i = hTf (x); hTg(y); '(x+ y)ii :

Comme précédemment, ceci amène à la dé�nition du produit de convolution de deux distri-

butions dans le cas général

Dé�nition 3.6.1 Le produit de convolution de deux distributions T et S est dé�nie par

hT � S; 'i = hT (x); hS(y); '(x+ y)ii ;

ou par

hT � S; 'i = hS(y); hT (x); '(x+ y)ii :

Proposition 3.6.2 On a �a � �b = �a+b

Pour toute fonction test ' on a

h�a � �b; 'i = h�a(x); h�b(y); '(x+ y)ii

= h�a(x); '(x+ b)i = '(a+ b) = h�a+b; 'i

d�où �a � �b = �a+b:
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Théorème 3.6.3 Sous réserve que les produits de convolution intervenant soient dé�nie et en

notant �a(T ) la distribution translatée en a, on a les propriétés suivantes

�a(T ) = T � �a:

�a(T � S) = T � �a(S) = �a(T ) � S:

T � �0 = T 0:

(T � S)0 = T 0 � S = T � S 0:

Pour toute fonction ' on a en utilisant la dé�nition de la translation et de la convolution

h(T � S)(t� a); '(t)i = h(T � S)(t); '(t+ a)i

= hT (x); hS(y); '(x+ y + a)ii :

Ce qui donne en utilisant de nouveau la translation

h(T � S)(t� a); '(t)i = hT (x); hS(y � a); '(x+ y)ii

= hT (t) � S(t� a); '(t)i :

Corollaire 3.6.4 Plus généralement on a

T � �(n) = T (n);

(T � S)(n) = T (n) � S = T � S(n):



Chapitre 4

Analyse de Fourier

Le traitement du signal classique s�appuie fortement sur l�analyse harmonique, et en particulier

l�analyse de Fourier. On donne ici les éléments essentiels de la théorie des séries de Fourier.

4.1 Série de Fourier

Les séries de Fourier sont un outil fondamental dans l�étude des fonctions périodiques. L�étude

d�une fonction périodique par la série de Fourier comprend deux volets

� L�analyse, qui consiste en la détermination de la suite de ses coe¢ cients de Fourier .

� La synthèse, qui permet de retrouver, en un certaine sens, la fonction à l�aide de la suite de

ses coe¢ cients.

57
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4.1.1 Préliminaire

Soient f une fonction de R dans R et T un réel strictement positif. On dit que f est T -périodique

si

8x 2 R; f(x+ T ) = f(x):

S�il existe un plus petit tel T , il est appelé la période de f (et son inverse appelé la fréquence

de f ).

Par exemple , si T un réel strictement positif, les fonctions sinusoïdales

x 7�! cos(2�
n

T
x) et x 7�! sin(2�

n

T
x);

sont périodique, de période T
n
.

Polynômes trigonométriques

Une combinaison linéaire de ces fonctions sinusoïdales élémentaires port le nom de polynôme

trigonométrique et constitue aussi une fonction T-périodique. Elle peut se récrire comme com-

binaison linéaire de fonctions

x 7�! ei2�
n
T
x:

L�emploi des nombres complexes et de la fonction exponentielle permettant de simpli�er les

notations, grâce à la formule d�Euler

eiy = cos y + i sin y:

Un polynôme trigonométrique p s�écrit donc sous la forme

p(x) =
+1X
n=�1

Cn(p):e
i2� n

T
x:
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Où les coe¢ cients Cn(p) sont presque tous nuls, et peuvent être obtenus par la formule

1

T

Z T
2

�T
2

p(t)ei2�
n
T
tdt = Cn(p):

4.1.2 Principe des séries de Fourier

On ne peut pas obtenir toutes les fonctions T-périodiques comme une telle combinaison, ne

serait-ce que parce qu�un polynôme trigonométrique est nécessairement indé�niment dérivable.

L�idée sous-jacente à l�introduction des séries de Fourier est de pouvoir obtenir une fonction

T-périodique par exemple comme somme de fonction sinusoïdale

f(x) =
+1X
n=�1

Cn(f):e
i2� n

T
x:

avec les coe¢ cients Cn(f), appelés coe¢ cients de Fourier de f , dé�nis par

Cn(f) =
1

T

Z T
2

�T
2

f(t)ei2�
n
T
tdt:

Il s�agit cette fois-ci d�une véritable somme in�nie, c�est-à-dire une limite de somme �nie, ce

qui correspond au concept de somme de série.

4.1.3 Coe¢ cients de Fourier

La dé�nition de coe¢ cient de Fourier porte sur les fonctions périodiques intégrables au sens de

Lebesgue sur une période. Pour une fonction périodique, être de classe Lp implique intégrabilité.

Ceci comprend en particulier les fonctions continues, ou continue par morceaux, périodique.
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Coe¢ cient complexe

Les coe¢ cients de Fourier (complexe) de f (pour n 2 Z) sont donnés par

Cn(f) =
1

T

Z T
2

�T
2

f(t)e�i
2�n
T
tdt:

Par périodicité de l�intégrante, ces coe¢ cients peuvent également être calculés considérant

l�intégrale sur n�importe quel segment de longueur T. Le coe¢ cient Cn(f) est la valeur moyenne

de f(t)e�i
2�n
T
tdt. En particulier le coe¢ cient C0(f) n�est autre que la valeur moyenne de f:

Si n > 0 , on appelle harmonique de rang n et note Hn(f) la fonction sinusoïdale de fréquence

nF = n
T
obtenue en tenant compte des coe¢ cients de Fourier d�indice n et �n; donnée par

Hn : x 7�! Cn(f):e
i 2�n
T
x + C�n(f):e

i 2�n
T
x:

La série de Fourier, Sn(f), et la série de fonction obtenue en sommant les harmoniques

successifs jusqu�au rang n, soit

Sn(f) = C0(f) +
nX
k=1

Hk(f) =
nX

k=�n

Ck(f)e
i 2�k
T
x:

Une des questions à laquelle répond la théorie de Fourier est de déterminer le mode de con-

vergence de cette série (convergence ponctuelle, convergence uniforme, convergence quadratique

....).

Coe¢ cients réels

Si la fonction f est à valeurs réelles, il peut être intéressant de manipuler des coe¢ cients réels,

notamment dans le cas de fonctions paires ou impaires. On dé�nie ainsi les coe¢ cients de Fourier
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réels de f

a0(f) =
1

T

Z T
2

�T
2

f(t)dt = C0(f):

b0(f) = 0:

Pour n > 0

an(f) =
2

T

Z T
2

�T
2

f(t) cos(nt
2�

T
)dt:

bn(f) =
2

T

Z T
2

�T
2

f(t) sin(nt
2�

T
)dt:

La périodicité autorise à changer l�intervalle d�intégration.

L�harmonique de rang n se réécrit alors comme la fonction

Hn : x 7�! an(f) cos(nx
2�

T
) + bn(f) sin(nx

2�

T
) = �n cos(nx

2�

T
+ �n):

où �2n = an(f)
2 + bn(f)

2 et si �n est non nul

cos(�n) =
an
�n

et sin(�n) =
bn
�n
.

La convention suivante peut aussi être choisie pour a0

a0(f) =
2

T

Z T
2

�T
2

f(t)dt = 2C0(f);

ce qui ne s�interprète plus alors comme une valeur moyenne, mais en est le double. Cette

dernière convention harmonise les dé�nitions des coe¢ cients qui commencent alors tout par 2
T
:

Les systèmes de coe¢ cients (an; bn), pour n positif, et Cn pour n entier relatif sont liés

linéairement par les relations suivantes pour n > 08>><>>:
an(f) = Cn(f) + C�n(f)

bn(f) = i (Cn(f)� C�n(f))
;

8>><>>:
Cn(f) =

1
2
(an(f)� i:bn(f))

C�n(f) =
1
2
(an(f) + i:bn(f))

:
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Ces identités restent vraies pour n = 0 sous la convention du coe¢ cient en 2
T
:

La parité d�une fonction se traduit sur les coe¢ cients de Fourier :

� Si f est une fonction paire alors C�n(f) = Cn(f) pour tout n. Dans le cas d�une fonction

f réelle, cette propriété devient bn(f) = 0 pour tout n.

� Si f est une fonction impaire, alors C�n(f) = �Cn(f) pour tout n. Dans le cas réel cela

donne an(f) = 0 pour tout n.

La série de Fourier Sn(f) est alors la série de fonction

Sn(f) = a0(f) +
nX
k=1

ak(f) cos(kx
2�

T
) + bk(f) sin(kx

2�

T
):

Exemple 4.1.1 Donnée la série de Fourier du signal périodique de période T0 = 2� suivant

f(t) =

8>><>>:
0 si � � � t � 0

1 si 0 � t � �
:

On a

S(t) = a0 +
1X
n=1

an(t) cos(nt
2�

T0
) + bn(t) sin(nt

2�

T0
);

2�

T0
= 1

a0 +

1X
n=1

an(t) cos(nt) + bn(t) sin(nt):

on a donc

a0 =
1

2�

Z 2�

0

f(t)dt =
1

2�

Z �

0

dt =
1

2
:

an =
1

�

Z �

0

cos(nt)dt = 0:

bn =
1

�

Z �

0

sin(nt)dt =
�1
n�
(cos(n�)� 1);

=
1

n�
(1� (�1)n):
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d�où

S(t) =
1

2
+

1X
n=1

(1� (�1)n)
n�

sin(nt):

Egalité de Parseval

Pour une fonction T-périodique continue par morceaux ou plus généralement de carré intégrable

sur une période, l�égalité de Parseval a¢ rme la convergence de la série suivante et l�identité

+1X
n=�1

jCn(f)j2 =
1

T

Z T
2

�T
2

jf(t)j2 dt = kfk2 :

Ce résultat est équivalent à une convergence en moyenne quadratique des séries de Fourier

correspondantes (voir ci-dessous).

L�égalité de parseval implique en particulier que les coe¢ cients de Fourier de f tend vers 0

en l�in�nie.

Remarque 4.1.2
P+1

n=�1 jCn(f)j
2 = ja0(f)j2 + 1

2

P+1
n=1

�
jan(f)j2 + jbn(f)j2

�
:

E¤et de la dérivation sur les coe¢ cients

Pour une fonction continue et C1 par morceaux, on établit par intégration par parties

Cn(f
0) =

2i�n

T
Cn(f):

Plus généralement pour une fonction de classe Ck et Ck+1 par morceaux on établit

Cn(f
(k+1)) = (

2i�n

T
)(k+1)Cn(f):
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4.1.4 Divers modes de convergence

Convergence normale

Théorème 4.1.3 Soit
P

n�0 Un une série trigonométrique dé�nie sur R par

U0 : t 7�! C0 et 8n 2 N�; Un : t 7�! Cne
int + C�ne

�int:

On note (an)n2N et (bn)n2N les suite dé�nies par

8n 2 N; an = Cn + C�n; bn = i(Cn � C�n):

Les assertions suivantes sont équivalentes :

i)
P

n�0 Un converge normalement sur R;

ii)
P

n�0Cn et
P

n�0C�n sont absolument convergentes;

iii)
P

n�0 an et
P

n�0 bn sont absolument convergentes.

Preuve. Supposons que
P

n�0 Un converge normalement sur R: Soit n 2 Z:D�après l�inégalité

de Cauchy Schwarz, on a

jCnj = j< en; Un >j � kUnk2 :

Or

kUnk22 =
1

2�

Z 2�

0

jUn(t)j2 dt �
1

2�

Z 2�

0

 
sup
t2[0;2�]

jUn(t)j
!2
dt:

Sachant que Un est 2�-périodique,

sup
t2[0;2�]

jUn(t)j = sup
t2R

jUn(t)j = kUnk1 :

Par conséquent, kUnk22 � kUnk21 donc kUnk2 � kUnk1 et donc jCnj � kUnk1 ;
P

n�0

kUnk1 converge par hypothèse et
P

n�0 jCnj et
P

n�0 kUnk1 sont des séries à termes positifs
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donc
P

n�0 jCnj converge, c-à-d
P

n�0Cn converge absolument. De même
P

n�0C�n converge

absolument.

Supposons maintenant que
P

n�0Cn et
P

n�0C�n sont converge absolument. Soit n 2 N:

janj = jCn + C�nj � jCnj+ jC�nj :

P
n�0 janj et

P
n�0(jCnj + jC�nj) sont deux séries à termes positifs et

P
n�0(jCnj + jC�nj)

converge (somme de deux séries convergentes) donc
P

n�0 janj converge, c�est-à-dire
P

n�0 an

converge absolument. De même,
P

n�0 bn converge absolument car pour tout n 2 N; jbnj �

jCnj+ jC�nj.

Supposons maintenant que
P

n�0 an et
P

n�0 bn sont converge absolument. On a :

8n 2 N; 8t 2 R; Un(t) = an cos(nt) + bn sin(nt);

donc

8t 2 R; jUn(t)j � janj+ jbnj ;

c�est-à-dire

kUnk1 � janj+ jbnj :P
n�0 janj et

P
n�0 jbnj convergent donc

P
n�0(janj+jbnj) converge.

P
n�0 kUnk1 et

P
n�0(janj+

jbnj) étant deux séries à termes positifs, on en déduit que
P

n�0 kUnk1 converge, c�est-à-direP
n�0 Un converge normalement. �

Théorème de convergence ponctuelle de Dirichlet

C�est le résultat suivant qui assure la convergence ponctuelle de la série de Fourier vers la fonction

f , sauf aux points de discontinuité
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Théorème 4.1.4 (de Dirichlet) Soit f : R! C, une fonction périodique de période T, de classe

C1 par morceaux. Alors pour toute x 2 R, la série de Fourier Sn(f) converge vers f(x+)+f(x�)
2

Sn(f)�����!n!+1
f(x+) + f(x�)

2
;

où f(x+) et f(x�) désignent respectivement la limite à droite et la limite à gauche de f en x:

Remarque 4.1.5 Si f est continue en x, on a f(x+) = f(x�) = f(x) donc f(x+)+f(x�)
2

= f(x):

Lemme 4.1.6 (Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction intégrable sur un intervalle I de R, à

valeurs réelles ou complexes. Alors

Z
I

f(t)e�intdt! 0 quand n! +1;

où

lim
t!+1

Z
I

f(t) cos(nt)dt = 0; ou lim
t!+1

Z
I

f(t) sin(nt)dt = 0:

Preuve. La démonstration du théorème se base sur le fait que la série de Fourier se calcule

par produit de convolution avec un polynôme trigonométrique aux propriétés remarquables : le

noyau de Dirichlet.

Dn(x) =

nX
k=�n

eikx =
sin
�
(n+ 1

2
)x
�

sin(x
2
)

;

Sn(f)(x) =
1

2�

Z �

��
f(t)Dn(x� t)dt =

1

2�

Z �

��
f(x� t)Dn(t)dt:

On utilise la seconde écriture du noyau de Dirichlet

Sn(f)(x) =
1

2�

Z �

��
sin

�
(n+

1

2
)t

�
f(x� t)
sin( t

2
)
dt:
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Cette écriture est proche de l�application du théorème de Riemann-Lebesgue, mais la fonction

t ! f(x�t)
sin( t

2
)
n�est pas intégrable a priori au voisinage de 0. On forme donc (en utilisant le

changement de variable t0 = �t pour replier la moitié de l�intégrale sur [0; ]).

Sn(f)(x)� bf = 1

2�

Z �

��
sin

�
(n+

1

2
)t

�
f(x+ t)� f(x� t)

sin( t
2
)

dt� f(x
+) + f(x�)

2

Puis en utilisant la valeur moyenne du noyau de Dirichlet Dn on rentre les constantes dans

l�intégrale :

Sn(f)(x)� bf = 1

2�

Z �

0

sin

�
(n+

1

2
)t

�
f(x+ t)� f(x� t)� f(x+)� f(x�)

sin( t
2
)

dt:

Cette fois le théorème s�applique. Donc l�expression a bien une limite nulle.

S(f)(x)�����!n!+1
f(x+) + f(x�)

2
:

�

Théorème de convergence uniforme de Dirichlet

La Théorème de convergence uniforme de Dirichlet est une version globale du Théorème de

convergence ponctuelle. Pour une fonction T-périodique et continument dérivable au voisinage

de tout point d�un segment I, la série de Fourier de f converge uniformément vers f sur I (La

convergence est uniforme sur tout segment [a; b] ne contenant pas de point de discontinuité.).

Preuve. Soit Sn(f) =
P1

n=0 an cos(nx) + bn sin(nx); On sait que Sn(f) converge simplement

vers f(x) donc il su¢ t de montrer que Sn(f) converge uniformément. on montre que

lim
n!+1

n2 janj = 0; lim
n!+1

n2 jbnj = 0:

D�où 9 N telle que 8n � N , on a janj � 1
n2
et jbnj � 1

n2
:
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Ce qui implique que Sn(f) converge normalement, donc uniformément.

Montrons que 9 N telle que 8n � N , on a janj � 1
n2

an =
1

�

Z �

��
f(x) cos(nx)dx =

1

�

��
f(x)

sin(nx)

n

��
��
� 1

n

Z �

��
f 0(x) sin(nx)dx

�
=

1

�

�
1

n2
[f 0(x) cos(nx)]

�
�� �

1

n

Z �

��
f 00(x) cos(nx)dx

�
) n2an = �

1

�

Z �

��
f 00(x) cos(nx)dx.

donc limn!+1

�
� 1
�

R �
�� f

00(x) cos(nx)dx
�
= 0 par le lemme de Riemann-Lebesgue 9 N telle

que 8n � N ��n2an�� = ����� 1�
Z �

��
f 00(x) cos(nx)dx

���� � 1) 8n � N; janj �
1

n2
:

De même pour 9N 0, on a jbnj � 1
n2
:

Ainsi, il existe N 00 = max fN;N 0g tel que

X
n�N 00

jan cos(nx) + bn sin(nx)j �
X
n�N 00

(janj+ jbnj)

�
X
n�N 00

2

n2
:

Alors Sn(f) converge normalement, donc uniformément vers f: �

Convergence en moyenne quadratique

La convergence en moyenne quadratique concerne la convergence pour la norme hermitienne

kfk2 = 1

T

Z T

0

jf(t)j2 dt = 1

T

Z T
2

�T
2

jf(t)j2 dt:

Cette norme est dé�nie par exemple sur l�espace E des fonctions T-périodiques et continues,

ou sur l�espace F des fonctions T-périodiques mesurables de carré intégrable identi�ées modulo
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égalité sur un ensemble négligeable ; c�est d�ailleurs la périodicité qui permet de donner l�égalité

des deux normes.

Proposition 4.1.7 L�espace C2�(R;C) des fonctions continues 2�-périodique à valeur complexe,

dé�nie sur R peut être muni du produit scalaire <;> dé�nie par

< f; g >=
1

2�

Z �

��
f(t)g(t)dt

alors la famille (ek)k2Z où ek est la fonction t ! ekit est une famille orthonormée de C2�(R;C)

et

8f 2 C2�(R;C); Ck(f) =< ek; f > :

Proposition 4.1.8 La projection orthogonale d�un élément f 2 C2�(R;C) sur le sous espace

Pp = V ect((ek)jkj�p;

est la somme partielle Sn(f):

Les théorèmes de convergence en moyenne quadratique

Théorème 4.1.9 (Weierstrass) Toute fonction appartenant à C2�(R;C) est uniformément ap-

prochable par des polynômes trigonométriques complexes (un polynômes trigonométriques com-

plexes est un élément d�un espace Pp)

Théorème 4.1.10 Pour tout élément f de C2�(R;C), la suite (Sn(f)) des sommes partielles de

la série de Fourier converge en moyenne quadratique vers f , à savoir

lim
n!+1

kSn(f)� fk2 = 0:
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4.2 Transformation de Fourier

En la transformation de Fourier est une extension pour les fonctions non périodiques et associe à

une fonction intégrable, dé�nie sur l�ensemble des nombres réels ou celui des nombres complexe,

une fonction appelée transformée de Fourier dont la variable indépendant peut s�interpréter en

physique comme la fréquence ou la pulsation.

Dé�nition 4.2.1 La transformation de Fourier F est une opération qui transformée une fonction

intégrable sur R, sa transformée de Fourier F (f) = bf dé�nie par la formule

F (f) : � 7�! bf (�) = Z +1

�1
f(x)e�i�xdx:

on note F (f) = F [f ] et F (�) = F [f ] (�):

4.2.1 Conventions alternatives

Il est possible de choisir une dé�nition alternative pour la transformée de Fourier. Ce choix est une

a¤aire de convention dont les conséquences ne se manifestent que par des facteurs multiplicatifs

constants par exemple, certains scienti�ques utilisent ainsi

F (f) : � 7�! bf (�) = Z +1

�1
f(t)e�i2��tdt:

avec t en secondes et � la fréquence en (Hz).

Certains électroniciens ou physiciens utilisent la transformation suivant

F (f) : w 7�! bf (w) = 1p
2�

Z +1

�1
f(t)e�iwtdt

avec t en secondes et w la pulsation (en rad.s�1):
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L�ensemble de départ est l�ensemble des fonctions intégrables f d�un variable x: L�ensemble

d�arrivée réelles � concrètement lorsque cette transformation est utilisée en traitement du signal,

on notera volontiers t à la place de x et w ou 2�� à la place de � qui seront les variables respectives

de temps et de pulsation ou de fréquence, on dira alors que f est dans le domaine temporel, et

que bf est dans le domaine fréquentiel.

Exemple 4.2.2 Soit f(t) =

8>><>>:
t si jtj � 1

0 ailleur

La transformée de Fourier de f(t) est

bf (�) =

Z +1

�1
f(t)e�i2��tdt =

Z +1

�1
te�i2��tdt

=

�
�t
i2��

e�i2��t
�1
�1
+

1

i2��

Z +1

�1
e�i2��tdt

=
�1
i2��

�
e�i2�� + ei2��

�
+

1

4�2�2
�
e�i2�� � ei2��

�
�1
i��

cos(2��)� i

2�2�2
sin(2��):

Existence

Si f 2 L1(R), c�est -à-dire si
R +1
�1 jf(t)j dt < +1 alors la transformée de Fourier existe.

Si f a un support borné (9a; b 2 R;8x =2 [a; b] ; f(x) = 0) et continue par morceaux alors la

transformée de Fourier existe.

Théorème 4.2.3 (de Parceval) Si F (f) la transformée de Fourier de f alors

Z +1

�1
jf(t)j2 dt =

Z +1

�1

��� bf (�)���2 d�:
Exemple 4.2.4 Calculons la transformée de Fourier d�une fonction f(t) = exp(� jtj)
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bf (w) =
1p
2�

Z +1

�1
e�jtje�iwtdt =

1p
2�

�Z 0

�1
ete�iwtdt+

Z +1

0

e�te�iwtdt

�
=

1p
2�

�Z 0

�1
e(1�iw)tdt+

Z +1

0

e�(1+iw)tdt

�
=

1p
2�

�
1

1� iw +
1

1 + iw

�
=

1p
2�

2

1 + w2
:

Exemple 4.2.5 Transformée de Fourier de la fonction porte

rect(
t

T
) =

8>><>>:
1 pour

�� t
T

�� < 1
2

0 pour
�� t
T

�� > 1
2

:

La transformée de Fourier donne

TF
�
rect(

t

T
)

�
=

Z +1

�1
rect(

t

T
)e�i2��tdt =

Z T
2

�T
2

e�i2��tdt

=

�
1

�i2�� e
�i2��t

�T
2

�T
2

=
1

i2��

�
ei��T � e�i��T

�
=

1

��

�
ei��T � e�i��T

2i

�
=
1

��
sin(��T ):

Comme sinc(t) = sin(�t)
�t

TF
�
rect(

t

T
)

�
= T:sinc(T�).

4.2.2 Propriétés de la transformée de Fourier

Parité

Si f est réelle et paire alors F est paire et

F (�) = 2

Z +1

0

cos(2��x)f(x)dx:
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Si f est réelle et impaire alors F est imaginaire pure et impaire et

F (�) = �2i
Z +1

0

sin(2��x)f(x)dx:

Linéarité

L�intégration étant une opération linéaire, le transformation de Fourier l�est aussi, c�est-à-dire

que, � et � étant des scalaires, on a

F [�f(x) + �g(x)] = �F (�) + �G(�):

En d�autres termes, la transformation de Fourier commute avec l�addition et la multiplication

par un scalaire

Translation

Cherchons la transformée de Fourier de f(x� a) (a réel). En posant u = x� a; on obtient

F [f(x� a)] =
Z +1

�1
f(x� a)e�i2��xdx = e�i2��a

Z +1

�1
f(u)e�i2��udu:

Donc

F [f(x� a)] = e�i2��aF (�):

La translation de f(x) correspond un déphasage de F (�) proportionnel à � ( la transformée

de Fourier de f(x� a) s�obtient en multipliant F (�) par le facteur de phase e�i2��a)

Modulation

Inversement, la transformée de Fourier de ei2��0xf(x) (�0 réel) est donnée par

F
�
ei2��0xf(x)

�
=

Z +1

�1
f(x)e�i2�(���0)xdx:
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Donc

F
�
ei2��0xf(x)

�
= F (� � �0):

à la modalisation de f(x) correspond une translation de F (�):

Changement d�échelle

Changer l�unité pour la variable x revient à multiplier celle-ci par une constante réelle a 6= 0: En

posant u = ax; on obtient

F [f(ax)] =

Z +1

�1
f(ax)e�i2��xdx =

1

jaj

Z +1

�1
f(u)e�i2�

�
a
udu:

Donc

F [f(ax)] =
1

jajF (
�

a
):

Une compression de l�échelle des x entraîne une dilatation de l�échelle des �:

Conjugaison complexe

On a

F [f �(x)] =

Z +1

�1
f �(x)e�i2��xdx =

�Z +1

�1
f(x)ei2��xdx

��
:

Donc

F [f �(x)] = F �(��):

Transformée de Fourier de f 0(x)

Supposons f(x) intégrable, dérivable et à dérivée intégrable. Sa dérivée f 0 possède alors une

transformée de Fourier, donnée par :

F
h
f
0
(x)
i
=

Z +1

�1
f 0(x)e�i2��xdx:
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Intégrons par parties l�intégrale au second membre donc

F
h
f
0
(x)
i
=
�
f(x)e�i2��x

�+1
�1 + i�

Z +1

�1
f(x)e�i2��xdx:

Donc

F
h
f
0
(x)
i
= i�F (�):

La dérivation de f(x) par rapport à x correspond donc la multiplication de F (�) par i�.

Plus généralement, pour la dérivée d�ordre m; on a

F
�
f (m)(x)

�
= (i�)(m) F (�):

Cette résultat conduit à une majoration importante. De la formule

(i�)(m) F (�) =

Z +1

�1
f (m)(x)e�i2��xdx:

on déduit l�inégalité

j�jm jF (�)j �
Z +1

�1

��f (m)(x)�� dx:
Plus f(x) est dérivable, à dérivées intégrables, plus sa transformée de Fourier F (�) décroit

rapidement à l�in�ni.

Dérivation de F (�) par rapport à �

On a

d

d�
F (�) =

d

d�

Z +1

�1
f(x)e�i2��xdx:

Soit, en dérivant sous le signe somme

d

d�
F (�) = �i2�

Z +1

�1
xf(x)e�i2��xdx = F [�i2�xf(x)] :
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Plus généralement, on a

F [(�i2�x)m f(x)] = F (m)(�):

Convolution et transformée de Fourier

On dé�nit le produit de convolution de deux fonctions f et g appartenant à L1 par la formule

[f � g] (x) =
Z +1

�1
f(u)g(x� u)du:

On peut alors calculer la transformée de Fourier de f � g

F [f � g] =
Z +1

�1

Z +1

�1
f(u)g(x� u)e�i2��xdxdu:

E¤ectuons le changement de variables x� u = #; dx = d# on obtient

F [f � g] =
Z +1

�1

Z +1

�1
f(u)g(#)e�i2��(#+u)dud#:

L�intégral double est le produit de deux intégrales simples

F [f � g] =
Z +1

�1
f(u)e�i2��udu

Z +1

�1
g(#)e�i2��#d#:

On obtient ainsi le relation

F [f � g] = F [f ] :F [g] :

La transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions est égale ao produit

ordinaire des transformée de Fourier de ces deux fonctions.

Et on a

F [f:g] (�) =
1

2�
(F (�) �G(�)):
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4.2.3 Transformée de Fourier inverse

Si la transformée de Fourier de f notée F , la transformée de Fourier inverse notée F�1 permet

de retrouve f à partir des données fréquentielles

f(x) = F�1( bf)(x) = 1

2�

Z +1

�1
bf(�)e+i�xd� () bf(�) = Z +1

�1
f(x)e�i�xdx:

Dans le cas des dé�nitions alternatives la transformée de Fourier inverse devient :

Dé�nition en fréquence

f(t) =

Z +1

�1
bf(�)e+i2��td� () bf(�) = Z +1

�1
f(t)e�i2��tdt:

Dé�nition en pulsation

f(t) =
1p
2�

Z +1

�1
bf(w)e+iwtdw () bf(w) = Z +1

�1
f(t)e�iwtdt:

Exemple 4.2.6 Soit bf(w) =
8>><>>:

2 cos(w) si jwj � �

0 si jwj > �
:

La transformée inverse de bf(w) est
f(t) =

1p
2�

Z +1

�1
bf(w)e+iwtdw = f(t) = 1p

2�

Z +�

��
2 cos(w)e+iwtdw

=
1p
2�

Z +�

��

�
eiw + e�iw

�
e+iwtdw =

1p
2�

Z +�

��
ei(1+t)w + e�i(1�t)wdw

=
1p
2�

�
1

i(1 + t)

�
ei(1+t)� � e�i(1+t)�

�
+

1

i(1� t)
�
ei(1�t)� � e�i(1�t)�

��
=

1p
2�
f2�sinc(1 + t) + 2�sinc(1� t)g

=
p
2� (sinc(1 + t) + sinc(1� t)) :
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4.2.4 Transformée de Fourier d�une fonction de plusieurs variables

On considère un point r = x1; x2; :::; xn de l�espace à n dimension Rn un point k = k1; k2; :::; kn

de Rn: On considère une fonction f(r) appartenant à L1 (Rn) ; c�est-à-dire telle que

Z
Rn
jf(r)j dr < +1:

Sa transformée de Fourier est une fonction F (k) dé�nie par

F (k) =

Z
Rn
f(r)e�ikrdr:

De façon générale, les propriétés de la transformée de Fourier d�une fonction de plusieurs

variables sont du même type que celles qui correspondent au cas d�une seule variable.

4.3 Transformée de Laplace

Dé�nition 4.3.1 Tout fonction réelle du temps f(t) nulle pour t < 0 (fonction causale) on

associée une fonction F (p) de variable complexe p = x+ iy par

f(t) L�! F (p) =

Z +1

0

f(t)e�ptdt:

telle que F (p) désigne la transformée de Laplace.

Exemple 4.3.2 La transformée de Laplace de l�impulsion de Dirac et de l�échelon unité est

donné par

L [�(t)] =
Z +1

0

�(t)e�ptdt = e�p(0) = 1

L [u(t)] =
Z +1

0

u(t)e�ptdt =

Z +1

0

e�ptdt =
1

p
:
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4.3.1 Propriété de la transformée de Laplace

Linéarité

Soit f; g : R+ ! C deux fonctions admettant des transformée de Laplace L(f) et L(g) et soient

�; � 2 R alors

L [�f + �g] = �L [f ] + �L [g] :

Translation

Soit f : R+ ! C une fonction causale, on considère la fonction f� dé�nie par fa(t) = f(t � a);

(a > 0) la transformée de la Laplace de f� est

L [f(t� a)] = e�apF (p):

L�homothétie

Soit k > 0, fk la fonction dé�nie par fk(t) = f(kt), la transformée de la Laplace de fk est

L [f(kt)] = 1

k
F (
p

k
):

Dérivée

Soit f 0 la dérivée de f; la transformation de Laplace correspond, à une constante additive près,

à une multiplication par p de la transformée

L [f 0] =
Z +1

0

df(t)

dt
e�ptdt =

�
f(t)e�pt

�+1
0

�
Z +1

0

(�p)f(t)e�ptdt

= pF (p)� f(0):
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d�où

L
�
f (n)

�
= pnF (p)�

nX
k=1

pk�1f (n�k)(0):

Transformée de Laplace d�une primitive

Soit F (t) =
R t
0
f(x)dx une primitive de f on a alors

L [F ] = F (p)

p
:

Transformée dans le plan complexe

L
�
e�atf(t)

�
=

Z +1

0

e�atf(t)e�ptdt =

Z +1

0

f(t)e�(p+a)tdt

= F (p+ a):

Convolution

L [f � g] = F (p):G(p):

Théorème de valeur initiale

lim
t!0+

f(t) = f(0+) = lim
p!+1

pF (p):

Théorème de valeur initiale

lim
t!+1

f(t) = lim
p!0

pF (p):
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Exemple 4.3.3 La transformée de Laplace de f(t) = sin(wt) est

L [sin(wt)] =
Z +1

0

sin(wt)e�ptdt =

Z +1

0

eiwt � e�iwt
2i

e�ptdt

=
1

2i

Z +1

0

�
e(iw�p)t � e�(iw+p)t

�
dt

=
1

2i

�
�1

iw � p +
�1
iw + p

�
L [sin(wt)] = w

w2 + p2
:

Exemple 4.3.4 La transformée de Laplace de f(t) = (1� at)e�at est

L
�
(1� at)e�at

�
=

Z +1

0

(1� at)e�ate�ptdt

=

Z +1

0

e�(a+p)tdt�
Z +1

0

ate�(a+p)tdt

=
1

p+ a
+

�a
(p+ a)2

=
p

(p+ a)2
:

Exemple 4.3.5 La transformée de Laplace de f(t) = e�at cos(wt) est

L
�
e�at cos(wt)

�
=

Z +1

0

e�at cos(wt)e�ptdt

=
1

2

Z +1

0

e�at
�
eiwt + e�iwt

�
e�ptdt

=
1

2

Z +1

0

�
e�(a�iw+p)t + e�(a+iw+p)t

�
=

1

2

�
1

a� iw + p +
1

a+ iw + p

�
=

p+ a

(p+ a)2 + w2
:

4.3.2 Transformée de Laplace inverse

Soit x(n) un signal causal et X(z) sa transformée de Laplace alors la transformée inverse est
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x(t) =

Z +1

�1
X(p) exp(pt)dp

cette relation théorique est rarement utilisée.

La méthode plus utilisée pour calculer L�1 est la décomposition en éléments simples.

Exemple 4.3.6 Soit X(p) = 3p
p2+4p+2

On sait que X(p) peut se décomposer en éléments simples

X(p) =
3p

(p+ 2)2
=

�6
(p+ 2)2

+
3

p+ 1
;

donc

x(t) = L�1
�

�6
(p+ 2)2

+
3

p+ 1

�
= �6L�1

�
1

(p+ 2)2

�
+ 3L�1

�
1

p+ 1

�
=

�
�6te�2t + 3e�2t

�
U(t):

Exemple 4.3.7 Soit X(p) = p3+3p2+4p+3
p2+2p+1

On sait que X(p) peut se décomposer en éléments simples

X(p) = p+ 1 +
p+ 2

(p+ 1)2
= p+ 1 +

1

(p+ 1)2
+

1

p+ 1

donc

x(t) = L�1
�
p+ 1 +

1

(p+ 1)2
+

1

p+ 1

�
= �0(t) + �(t) + (te�t + e�t)U(t):
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4.4 Transformée de Fourier à temps discret (TFTD)

Dé�nition 4.4.1 (Signal discret) Soit un signal x(t) échantillonné a une période Te. Le signal

échantillonné s�écrit

xe(t) =
X
n

x(nTe)�(t� nTe):

En considérant période d�échantillonnage normalisée Te = 1 on a

xe(t) =
X
n

x(n)�(t� n);

on obtient la suite de valeur fx(n)g appelée signal discret.

Question: comment faire l�analyse fréquentiel de signaux discrets?

Soit xe(t) un signal issu de l�échantillonnage de x(t). La transformée de Fourier du signal

échantillonnage est

Xe(f) =

Z +1

�1
(
X
n

x(nTe)�(t� nTe))e�i2�ftdt

=
X
n

x(nTe)

Z +1

�1
�(t� nTe)e�i2�ftdt:

En utilisent la dé�nition de la distribution de Dirac, on a
R +1
�1 �(t�nTe)e�i2�ftdt = e�i2�nfTe :

Par conséquent

Xe(f) =
X
n

x(nTe)e
�i2�nfTe :

Dé�nition 4.4.2 (TFTD) Soit x(n) un signal discret, la TFTD de signal est donnée par

Xe(f) =
X
n

x(nTe)e
�i2�nfTe :
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4.5 Transformée de Fourier discrète

La transformée de Fourier discrète est un outil mathématique de traitement du signal numérique,

qui est l�équivalent discret de la transformation de Fourier continue qui est utilisée pour le

traitement du signal analogique. Par dé�nition on appelle signal numérique une suite fxng de

nombre réels, �nie ou in�nie. Le cadre mathématique le plus couramment utilisé est le cadre des

signaux numériques d�énergie �nie `2(Z):

Remarque 4.5.1 On dit qu�une suite f = ffn; n 2 Zg appartient à `p(Z) si

kfkp =
 

+1X
n=�1

jfnjp
! 1

p

<1:

Dé�nition 4.5.2 Un signal discret x = fxng 2 `2(Z) est dé�ni par une d�échantillons espacés

entre eux d�une période Te. La transformée de Fourier appliquée à un signal discret x [n] devient

donc

X(f) =
N�1X
n=0

x [n] e�i2�
nf
N :

Si cette série converge, la transformée de Fourier inverse est dé�ni par

x [n] =
1

N

N�1X
f=0

X(f)ei2�
nf
N :

Exemple 4.5.3 Calculer la TFD de la signal discret suivant

x [n] = [2; 3;�1; 1] 0 � n � 3:

X(f) =
3X
n=0

x [n] e�i2�
nf
4 =

3X
n=0

x [n] e�i�
nf
2 :
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Pour f = 0 on a X(0) =
P3

n=0 x [n] = 5:

Pour f = 1 on a X(1) =
P3

n=0 x [n] e
�i� n

2 = 3� 2i:

Pour f = 2 on a X(2) =
P3

n=0 x [n] e
�i�n = �3:

Pour f = 3 on a X(3) =
P3

n=0 x [n] e
�i� 3n

2 = 3 + 2i:

donc

X(f) = [5; 3� 2i;�3; 3 + 2i] ; 0 � f � 3:

Exemple 4.5.4 Calculer la TFD�1 de X(f) = [5; 3� 2i;�3; 3 + 2i] 0 � f � 3;

x [n] =
1

4

3X
f=0

X(f)ei�
nf
2 :

Pour n = 0 on a x [0]=1
4

P3
f=0X(f) = 2:

Pour n = 1 on a x [1] =1
4

P3
f=0X(f)e

�i� f
2 = 3:

Pour n = 2 on a x [2] =1
4

P3
f=0X(f)e

�i�f = �1:

Pour n = 3 on a x [3] =1
4

P3
f=0X(f)e

�i� 3f
2 = 1:

donc

x [n] = [2; 3;�1; 1] ; 0 � n � 3:

4.5.1 Propriétés

Linéarité

�x [n] + �y [n]TFD���! �X(f) + �Y (f):
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Translation

x [n� k]TFD���! ei2�
nk
N X(f):

ei2�
nf0
N x [n]TFD���!X(f � f0):

Convolution

x [n] � y [n]TFD���!X(f):Y (f):

x [n] :y [n]TFD���!
1

N
X(f) � Y (f):

Théorème de Perceval
N�1X
n=0

jx [n]j2 = 1

N

N�1X
f=0

jX(f)j2 :

4.5.2 Formulation matricielle

On peut exprimée la TFD sous forme matricielle. Soit WN = e
�i2�
N

X(f) =
N�1X
f=0

x [n]W nf
N f = 0; 1; 2; :::; N � 1:

ce qui donne

X = WN :x

où

WN =

0BBBBBBBBBBBBBB@

W 0
N W

0
N W

0
N ::::::::::::::::W

0
N

W 0
N W

1
N W

2
N ::::::::::::::W

N�1
N

W 0
N W

2
N W

4
N ::::::::::::W

2(N�1)
N

::::::::::::::::::::::::::::

W 0
N W

N�1
N W

2(N�1)
N :::W

(N�1)(N�1)
N

1CCCCCCCCCCCCCCA
:
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4.6 Transformée en Z

La transformée en Z est un outil mathématique du traitement du signal, qui est l�équivalent

discrèt de la transformée de Laplace.

Dé�nition 4.6.1 La transformée en Z est une application qui transforme une suite s en une

fonction S d�une variable complexe z, telle que

S(z) = Z fs(n)g (z) =
+1X
n=�1

s(n)z�n, z 2
(
z 2 C=

+1X
n=�1

s(n)z�n converge

)
.

Si 8n < 0; s(n) = 0, on parle de signal causal. Inversement, si 8n > 0; s(n) = 0 , on parle de

signal anti-causal.

Pour les signaux causaux, on peut aussi utiliser la transformée en Z monolatérale

Z fs(n)g =
+1X
n=0

s(n)z�n:

Exemple 4.6.2 1) Soit la suite (Un)n2N telle que, pour tout entier n; Un = 1;on a

pour z tel que jzj > 1; Z f1g (z) =
+1X
n=0

z�n =
1

1� z�1 =
z

z � 1 :

2) De même on note la suite (Sn)n2N telle que, pour tout entier n; Sn = n, on a

pour z tel que jzj > 1; Z fng (z) =
+1X
n=0

n:z�n =
z�1

(1� z�1)2
=

z

(z � 1)2
:

3) Soit a un nombre réel non nul, on considère la suite Un = an

Z fang (z) =
+1X
n=0

an:z�n =
+1X
n=0

�
a:z�1

�n
:

donc

pour z avec jzj > jaj ; Z fang (z) = 1

1� az�1 =
z

z � a:
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4) Soit un signal x dé�ni par x(t) = e�atU(t). Avec la période d�échantillonnage T , l�échantillonné

est dé�ni par

e�aTn =
�
e�aT

�n
:

donc

Z
��
e�aT

�n	
(z) =

1

1� e�aT z�1 =
z

z � e�aT :

4.6.1 Propriétés de la transformée en Z

Linéarité

La transformée en Z d�une combinaison linéaire de deux signaux est la combinaison linéaire des

transformées en Z de chaque signal

Z f�x(n) + �y(n)g = �Z fx(n)g+ �Z fy(n)g :

Décalage temporel

Le décalage temporel d�un signal de k échantillons se traduit par la multiplication de la trans-

formée en Z du signal par z�k

Z fx(n� k)g = z�k:Z fx(n)g :

Convolution

La transformée en Z d�un produit de convolution est le produit des transformées en Z

Z fx(n) � y(n)g = Z fx(n)g :Z fy(n)g :
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où

x(n) � y(n) =
+1X
k=�1

x(n� k)y(k):

En e¤et

Z fx � yg (z) =

+1X
n=�1

fx � yg (n)z�n

=
+1X
n=�1

+1X
k=�1

x(n� k)y(k)z�(n�k)z�k

=

+1X
m=�1

+1X
k=�1

x(m)y(k)z�(m)z�k

=

 
+1X
k=�1

y(k)z�k

! 
+1X

m=�1
x(m)z�(m)

!
= Z fxg :Z fyg :

Changement d�échelle

Z fanx(n)g = X(z
a
), avec X(z) transformée en Z de la suite x(n):

Théorème de la valeur initiale

Soit x(n) un signal causal et X(z) sa transformée en Z alors

x(0) = lim
n!0

x(n) = lim
z!1

X(z):

Théorème de la valeur �nale

Soit x(n) un signal causal et X(z) sa transformée en Z. Alors lorsque la limite de gauche existe,

on peut écrire

lim
n!+1

x(n) = lim
z!1
(1� z�1)X(z) = lim

z!1
(
z � 1
z
)X(z):
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Exemple 4.6.3 Soit (xn) une suite géométrique, avec Xn = an et jaj < 1; X a un pôle (a) à

l�intérieur du cercle "unité", on a

lim
z!1
(1� z�1)X(z) = lim

z!1
(
z � 1
z
)(

z

z � a) = 0 = lim
n!+1

xn:

4.7 Application :

4.7.1 Série de Fourier

Exercice 4.7.1 Soit f une fonction continue 2�-périodique. On suppose que la série de Fourier

de f converge uniformément.

Montrer que cette convergence est vers la fonction f .

Solution

Par hypothèse, il y a convergence uniforme de (Sp) vers sa limite que nous avons notée S et

donc il y a aussi convergence en moyenne quadratique

1

2�

Z 2�

0

jSp(t)� S(t)j2 dt! 0:

Par unicité de la limite pour la convergence en moyenne quadratique, on peut a¢ rmer f = S.

Exercice 4.7.2 Soit f : R! R l�application 2�- périodique, paire, telle que

8x 2 [0; �] ; f(x) = x:

a) calculer la série de Fourier de f:

b) Étudier la convergence simple ou uniforme de la série de Fourier de f:
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c)Déterminer
1X
k=0

1

(2k + 1)2
et

1X
k=0

1

(2k + 1)4
:

Solution

pour n 2 N

1

�

Z �

��
f(t) cos(nt)dt =

2

�

Z �

0

t cos(nt)dt:

pour n = 0, a0 = �

pour n > 0

an =
2

�

�
t

n
sin(nt)

��
0

� 2

n�

Z �

0

sin(nt)dt =
2((�1)n � 1)

n2�
:

Aussi

C0 =
1

2�

Z �

��
tdt =

�

2
;

et pour n 2 Z�

Cn =
1

2�

Z �

��
f(t)e�intdt =

1

�

Z �

0

t cos(nt)dt =
(�1)n � 1
n2�

:

Par suite

S(f)(t) =
1

2
a0 +

1X
n=1

an cos(nt) =
�

2
� 4

�

1X
k=0

cos((2k + 1)t)

(2k + 1)2
:

b) f est continue et C1 par morceaux, la convergence est donc normale a fortiori simple et

uniforme

c) S(f)(t) = f(t): Pour t = 0, on obtient

1X
k=0

1

(2k + 1)2
=
�2

8
:
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Par la formule de Parceval

1

2�

Z �

��
jf(t)j2 dt =

1

4
a20 +

1

2

1X
k=0

a22k+1

=
�2

4
+
8

�2

1X
k=0

1

(2k + 1)4
:

Or

1

2�

Z �

��
jf(t)j2 dt = 1

�

�
1

3
t3
��
0

=
�2

3
:

Donc
1X
k=0

1

(2k + 1)4
=
�4

96
:

4.7.2 Transformée de Fourier

1) Calculer la transformée de Fourier de la fonction f(x) = e�jxj et déduire
R +1
�1

cos(2�xy)
1+4�2y2

dy

La fonction f(x) et continue pour tout x réel. Comme elle est paire, sa transformée de Fourier

bf(y) peut être calculée à l�aide la formule des cosinus de Fourier
bf(y) = Z +1

�1
e�jxje�i2�xydx = 2

Z +1

0

e�x cos(2�xy)dx = 2<e
�Z +1

0

e�xe2�ixydx

�
Or Z +1

0

e�xe2�ixydx =

�
e�xe2�ixy

2�iy � 1

�+1
0

=
1

1� 2i�y

=
1 + 2i�y

1 + 4�2y2
:

On trouve

bf(y) = 2<e� 1 + 2i�y
1 + 4�2y2

�
=

1

1 + 4�2y2
:

On peut appliquer la formule de réciprocité de Fourier, ce qui donne

F�1( bf) = f:
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L�égalité précédent se traduit par f(x) =
R +1
�1

bf(y)e+i2�xydy pour tout x 2 R; puisque bf(y)
est une fonction paire, on peut calculer l�intégral précédente en appliquant

f(x) =

Z +1

�1
bf(y)e+i2�xydy = 2Z +1

�1

cos(2�xy)

1 + 4�2y2
dy:

On pose t = 2�y ) dt = 2�dy donc

2

Z +1

�1

cos(2�xy)

1 + 4�2y2
dy =

1

�

Z +1

�1

cos(xt)

1 + t2
dt;

on déduit Z +1

�1

cos(xt)

1 + t2
dt = �ejxj pour tout x 2 R:

2) La fonction g(x) =

8>><>>:
1� jxj si jxj � 1;

0 sinon

est dé�nie et continue pour tout x réel, et elle

est nulle en dehors de l�intervalle [�1;+1]. Comme elle est paire, sa transformée de Fourier bg(y)
peut être calculée à l�aide de la formule des cosinus de Fouriedonc on a

bg(y) = Z 1

�1
g(y)e�i2�xydx = 2

Z 1

0

(1� x) cos(2�xy):

d�où pour y 6= 0

bg(y) =
2

2�y

�
(1� x) sin(2�xy)� 1

2�y
cos(2�xy)

�1
0

=
1

�y
(� 1

2�y
cos(2�y) +

1

2�y
) =

1

2(�y)2
(1� cos(2�y)) = (sin(�y)

�y
)2 ,y 6= 0:

D�autre part

bg(0) = 2Z 1

0

(1� x)dx = 1:

La fonction ( sin(�y)
�y

)2 est continue pour tout y 6= 0, de plus, en utilisant sin(u)]u!0u on obtient

bg(y) = (sin(�y)
�y

)2 ]y!0(
�y

�y
)2 = 1 = bg(0):
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Ce qui montre que bg(y) est continue pour y 6= 0
bg(y) =

8>><>>:
( sin(�y)

�y
)2 si y 6= 0

1 si y = 0

:

On applique la transformée de Fourier inverse de bg(y), ce qui donne F�1( bg) = g on a trouvé
g(x) =

Z +1

�1
bg(y)e+i2�xydy:

d�où on particulier
R +1
�1 bg(y)dy = g(0) = 1; en remplaçant bg(y) par sa valeur, puis en posant

t = �y, cette égalité devient

Z +1

�1
(
sin(�y)

�y
)2dy =

1

�

Z +1

�1
(
sin(t)

t
)2dt:

d�où Z +1

�1
(
sin(t)

t
)2dt = 1:

3) Soit f(x) = 1[�a;a](x): La transformée de Fourier ha(y) = b1[�a;a](y) avec (a > 0) est
ha(y) =

Z a

�a
e�i2�xydx = 2

Z a

0

cos(2�xy);

d�où pour y 6= 0

ha(y) = 2

�
sin(2�xy)

2�y

�a
0

=
sin(2�ay)

�y
(y 6= 0):

D�autre parte

ha(0) = 2

Z a

0

dx = 2a:

Pour a = 1
2
on a 8>><>>:

bf(y) = sin(�y)
�y

pour y 6= 0

bf(0) = 1 :
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Puisque F (f � f) = F (f):F (f) = (F (f))2 = ( bf)2 = bg donc g = f � f:
On déduit que F�1(F (f � f)) = F�1(bg) = g:
On peut lui appliquer la formule de Parseval

Z +1

�1
jg(x)j2 dx =

Z +1

�1
jbg(y)j2 dy:

Or Z +1

�1
jg(x)j2 dx = 2

Z a

0

(1� x)2dx = 2

3
;

et d�autre parte

Z +1

�1
jbg(y)j2 dy = Z +1

�1
(
sin(�y)

�y
)4dy =

1

�

Z +1

�1
(
sin(t)

t
)4dt;

d�où Z +1

�1
(
sin(t)

t
)4dt =

2�

3
:

4.7.3 Application de la Transformée de Laplace aux équations dif-

férentielles

Soit donnée une équation di¤érentielle linéaire d�ordre n à coe¢ cients constants

a0y
(n) + a1y

(n�1) + :::+ an�1y
0 + any = f(t) ...... (�):

On demande de trouve la solution de cette équation y = y(t) pour t � 0 et véri�ant les

conditions initiales

y(0) = y0; y0(0) = y00; :::; y(n�1)(0) = yn�10 :

Ce genre de problème est déjà résolu de la manière suivante :
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nous cherchons d�abord une solution générale de (�) contenant n constantes arbitraires, puis

nous déterminons les constantes de manière que les conditions initiales soient véri�ées.

Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolution en introduisant la trans-

formée de Laplace.

On cherche la transformée de Laplace des deux membres de l�équation (�)

L
�
a0y

(n) + a1y
(n�1) + :::+ an�1y

0 + any
�
(p) = L [f(t)] (p) ....... (��):

En utilisant les propriétés de linéarité, l�équation (��) devient

a0L
�
y(n)
�
(p) + a1L

�
y(n�1)

�
(p) + ::::+ an�1L

h
y
0
i
(p) + anL [y] (p) = L [f(t)] (p):

Sachant que L
�
y(k)
�
(p) = pkL [y] (p) �

Pk
i=1 p

i�1y(k�i); k = 1; 2; 3; :::; n: on remplace ces

expressions dans l�équation (��) pour aboutir à une équation algébrique du type L [y] (p)('n(p)) =

L [f(t)] (p) + 	n�1(p); avec 'n un polynôme de degré n et 	n�1un polynôme de degré n � 1.

L�équation algébrique est

L [y] (p) = 	n�1(p)

'n(p)
+
L [f(t)] (p)
'n(p)

:

Pour �nir, on utilise la transformée inverse de Laplace pour déterminer la solution y(t).

Exemple 4.7.3 1) Soit l�équation y0+y = 1 avec la condition initiale y(0) = 0. Par application

de la transformée de Laplace, on obtient

L [y0] (p) + L [y] (p) = 1

p
ou encore pL [y] (p) + L [y] (p) = 1

p
;

d�où

L [y] (p) (p+ 1) = 1

p
et par suite L [y] (p) = 1

p(p+ 1)
=
1

p
� 1

p+ 1
:
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On conclut alors que

y(t) = L�1 [y] (p) = L�1(1
p
� 1

p+ 1
)

= 1� e�t:

2) Résoudre, en utilisant la transformée de Laplace, l�équation di¤érentielle y00 + 2y0 + 5y =

sin(t) avec les conditions initiales y(0) = 1; y0(0) = 2:

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de l�équation. On aura

L [y00 + 2y0 + 5y] (p) = L [y00] (p) + 2L [y0] (p) + 5L [y] (p)

= p2L [y] (p)� py(0)� y0(0) + 2 (pL [y] (p)� y(0)) + 5L [y] (p)

= L [y] (p)
�
p2 + 2p+ 5

�
� p� 4:

L�équation devient

L [y] (p)
�
p2 + 2p+ 5

�
� p� 4 = L [sin(t)] (p) = 1

p2 + 1
:

et donc

L [y] (p) = p+ 4

p2 + 2p+ 5
+

1

(p2 + 1)(p2 + 2p+ 5)
:

On décompose la fraction en éléments simples et on aboutit à l�équation algébrique

L [y] (p) = 11

10

p+ 1

(p2 + 1) + 22
+
29

20

2

(p2 + 1) + 22
� 1

10

p

(p2 + 1)
+
1

5

1

(p2 + 1)
:

L�originale est alors

y(t) =
11

10
e�t cos(2t) +

29

20
e�t sin(2t)� 1

10
cos(t) +

1

5
sin(t):
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4.7.4 Transformée en Z

Exercice 4.7.4 Resoudre, en utilisant la transformée en Z l�équation récurrente xn+1 = xn + 2

pour tout n 2 N, avec la condition initiale x0 = 3:

Solution

ce qui est équivalent à

Z(x) =
3z

z � 1 +
2z

(z � 1)2 ;

bien sur 3z
z�1 est la transformée en Z de 3 et

2z
(z�1)2 la transformée en Z de 2n

Ainsi

xn = 2n+ 3:

Exercice 4.7.5 Déterminer la suite x de la transformée en Z est f(z) = 4z
3z2�2z�1 :

Solution

Ainsi 4 = a(3z + 1) + b(z � 1), cela conduit a = 1; b = �3 donc

f(z)

z
=

1

(z � 1) �
3

(3z + 1)
) f(z) =

z

(z � 1) �
3z

(3z + 1)
=

z

(z � 1) �
z

(z + 1
3
)
:

Il en résulte donc que

x(n) = Z�1(
z

(z � 1))� Z
�1(

z

(z + 1
3
)
) = 1� (�1

3
)n:

Exercice 4.7.6 Calculer la transformée en Z de xn = cos(wnT ); w et T �xés.

Solution

Or Z((ean)n) = z
z�ea donc

Z(x) =
1

2

�
z

z � ejwT +
z

z � e�jwT

�
=
1

2

�
2z2 � z(ejwT + e�jwT )

z2 � 2z(ejwT + e�jwT ) + 1

�
=

1

2

�
2z2 � z cos(wT )

z2 � 2z cos(wT ) + 1

�
:
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Exercice 4.7.7 Résoudre, en utilisant la transformée en Z l�équation récurrente d�ordre 2: xn�

3xn�1 + 2xn�2 = �0(n) pour tout entier naturel n, avec, bien sur x�1 = x�2 = 0:

Solution

Z(x)� 3z�1Z(x) + 2z�2Z(x) = 1:

On trouve donc

Z(x) = � z

z � 1 +
2z

z � 2 ;

d�où

xn = 2
n+1 � 1:

Conclusion

les outils mathématiques utilisées en traitement du signal. Il s�agit d�une part de fournir une

introduction à la problématique du traitement du signal, et d�approfondir certains domaines des

mathématiques couramment utilisés: en particulier l�analyse de Fourier, quelques éléments de

fonction de la variable complexe, analyse fonctionnelle, distribution . . . etc.

Les séries de Fourier visent à décomposer une signal périodique en une « somme in�nie

de fonctions trigonométriques » de fréquences dont chacune est un multiple d�une fréquence

fondamentale. Dans un premier temps, on procède à l�analyse du « contenu en fréquences » ,

appelé spectre de la fonction. Puis, selon les hypothèses caractérisant la fonction et le cadre

d�analyse choisi, divers théorèmes permettent de la recomposer. Les espaces de Hilbert sont un

bon cadre d�étude pour les séries de Fourier qui fournit un lien entre analyse harmonique et
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analyse fonctionnelle. La transformation de Fourier généralise la théorie des séries de Fourier

aux fonctions non périodiques et permet également de leur associer un spectre en fréquences. Ce

dernier concerne alors toutes les fréquences. Ainsi, la sommation des composantes périodiques se

présentera sous forme d�intégrale La transformée de Fourier classique sur Rn reste actuellement

un domaine de recherche active, en particulier la transformation de Fourier sur des objets plus

généraux comme les distributions tempérées. Par exemple, en imposant des contraintes à une

distribution, elles peuvent se traduire directement sur sa transformée de Fourier

La transformation de Laplace généralise la transformation de Fourier qui est également utilisée

pour résoudre les équations di¤érentielles, les fonctions admettant une transformée de Fourier

admettent toutes une transformée de Laplace, mais la réciproque n�est pas vraie. La trans-

formée en Z est un outil mathématique de l�automatique et du traitement du signal, qui est

l�équivalent discret de la transformée de Laplace. Elle est utilisée entre autres pour le calcul de

�ltres numériques à réponse impulsionnelle in�nie et en automatique pour modéliser des systèmes

dynamiques de manière discrète.

Il a aussi quelques domaine qui n�ont pas été mentionnés, par exemple, utilisé les probabilités

pour les signaux aléatoires.
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