Remerciements

En préambule a ce mémoire je remercie ALLAH qui m’aide et me donne la patience et le
courage durant ces langues années d’études.
Je tiens tout d’abord a remercier grandement Mme L.Djouamai, pour sa grande
disponibilité et ses précieux conseils.
Je remercie vivement Mr M.Hachama pour 'honneur qu’il me fait en acceptant de présider
le jury de ce mémoire, je le remercie chaleureusement pour sa participation & ma formation.
J’adresse mes sinceres remerciements aux Mr O.Benniche et Mr M.Bezziou pour leur

contribution a ma formation et en acceptant de juger mon travaille.

Je voudrais remercier mes parents, mon mari, mes fréres, ma sceur, mes chéres amies, aussi
toutes les personnes qui ont participé de prés ou de loin & mes recherches et a 1’élaboration
de ce mémoire.

Merci a tous et a toutes.



Notations

|.[, - La norme euclidienne.
) : est un ouvert de R".

C* () : L’espace des fonctions définies sur 2 & valeurs dans R , k fois contintiment

dérivables.

C* (Q) : L’espace des fonctions indéfiniment dérivables f: 2 — R .
Ck(Q) : Les éléments de C* () a support compact dans €.

C> () : Les éléments de C* (§2) a support compact dans (2.

L' (I,R) : L’espace des fonctions x : I — R Lebesgue intégrables.

Ll

e (I, R) : L’espace des fonctions localement intégrables.

L? : L’espace des fonctions de carré intégrable.
L? : L’espace des fonctions dont la puissance p est intégrable au sens de Lebesgue.
D (Q) : L’espace des fonctions indéfiniment dérivable a support compact dans €.

D" () : L’espace (des distributions) des formes linéaires continues sur D (£2) .
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Résumé

Dans notre travail, nous montrons la stabilité exponentielle de I’énergie associé a un systeme
en thermoélasticité. On considére le systéme de Bresse, ce modéle est un modeéle linéaire
couplant trois équations d’ondes et deux équations de la chaleur. Il décrit les mouvements
d’une poutre thermoélastique planaire. Comme nous considérons le systéme de Timoshenko
qui décrit les vibrations d’une poutre thermoélastique dans un domaine bornée en dimension

1. Ce modeéle est un modéle linéaire couplant trois équations d’ondes.



Introduction

Au cours des derniéres années, la stabilité des poutres élastiques, thermoélastiques et vis-
coélastiques de type Timoshenko, Bresse, Rayleign et Euler-Bernoulli, et la stabilité des
plaques vibrantes de type Kirchho , ont attiré beaucoup d’attention de beaucoup d’auteurs.
Dans leur étude sur les réseaux de poutres felexibles, Lagnese, Leugering et Schmidt [1]
découlent un modele général de poutres élastiques non linéaires de trois dimensions. Un cas
particulier de ce modéle est un modéle linéaire couplant trois équations des ondes. Il décrit
les mouvement d’une poutre élastique planaire sous 'effet de petites déformations. C’est le

systeme de Bresse donnée par :

prp — Gh (9, + 9 +lw), — 1Eh (w, —1p) =0,
Py — ElY, + Gh(p, + ¢+ lw) =0, ,
pawi — Eh (wy = lip) +1Gh (¢, + 1 + lw) = 0.

out>0et0<xz< L. L’indice t désignele temp, et I'indice x désigne la variable spaciale.
Les fonctions ¢, 1 et w désignent, respectivement, le déplacement transversal de la poutre,
I’angle de rotation d’un filament de la poutre et le déplacement longitudinal de la poutre. En
plus, p; , py, I, l, G, E, et h désignent des constants positives caractérisent des propriétés
physiques de la poutre et du filament.

Des autres auteurs ont étudié la stabilisation des systémes couplés hyperbolique-parabolique
tels que thermoélasticité, thermoplastes (voir [2], [3], [4]). Pour ces systémes, 'objectif prin-
cipal est de déterminer si la dissipation induite par I’équation de la chaleur est suffisante
pour stabiliser le systéeme obtenu par couplage & une équation de type hyperbolique.

Ce mémoire est divisé en deux parties principales. Dans la premiére partie on considére

le systéme thermoélastique de Bresse suivant :
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phwiy = (Eh (wie — kws) — abyy), — kGh (¢y + w3 + kwi)

phwsy = Gh (¢y + way + kw1), + kEh (w1p — kws) — kaby,

plooy = Eldyy, — Gh(dy + wse + kwi) — by, (0.0.1)
pcl1tt = 0100t + 0100 — T (Wire — kwsy)

. pce?)t = 933690 - 04T0¢2m,

avec les conditions initiales

w1 (:L‘,O) = Up (12)7 Wit (ZL“,O) = o (m)v ¢2 (I,O) = ¢0 (x)a
¢2t (‘7370) = % ([L’), w3 (x,O) = Wo ((L‘), W3t (ZL’,O) = %o (x)a
01 (z,0) = 6o(z), 61 (x,0)=mn(z), 03(x,0)=¢,(x), (0.0.2)

et les conditions aux limites
w1 (z,t) = wse (T,t) = ¢ (x,t) = 01 (z,t) = 03 (x,t) =0, pour = =0,1, (0.0.3)

out>0,et 0 <z <1, telle que wy, ws, et ¢, sont respectivement le déplacement longitu-
dinal, vertical, et 'angle de cisaillement, 6; et 03 sont les déviations de la température de
référence T' le long des directions longitudinale et verticale, £, G, p, I, m, k, h, et ¢ sont
des constants positives caractérisant les propriétés élastiques et thermiques des matériaux.
Ce modeéle est un modele linéaire couplant trois équations d’ondes et deux équations de la
chaleur. Il décrit les mouvements d’une poutre thermoélastique planaire. On a démontré
que le taux de la décroissance exponentielle est préservée lorsque la vitesse de propagation du
déplacement verticale coincide avec la vitesse de propagation du déplacement longitudinal
ou l'angle de rotation.

Dans la deuxiéme partie, on considere le systeme thermoélastique de Timoshenko suivant:

(

prpw — K (o, +¢), =0,

Pou — by + K (@, +9) + B0, =0,

P30t — 0000 + Yy — Kbiee = 0,

©(0) =g » (-0) =0, V(,0)=1v ¥, (,0)=1,
0(.,0) =0y, 6,(.,0) =0y,

[ ©(0,1) =¢(1,1) =¥ (0,t) =9 (1,t) = 0, (0,t) = 0, (1,1) = 0,

(0.0.4)
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ou t désigne le temp, et 'indice x désigne la variable spatiale telle que t > 0, et 0 < x < 1.
@ est le déplacement transverse de la poutre, et i) est ’angle de rotation du filament de la
poutre. 0 est la déviations de la température, En plus, p;, ps, p3, K, b, 9, vet k désignent
des constants positives caractérisent des propriétés physiques de la poutre et du filament.
Ce modele est un modéle linéaire couplant trois équations des ondes. il décrit les vibrations
d’une poutre thermoélastique. On a démontré la stabilité exponentielle du systéme (0.0.4) .

Cette thése est divisée en trois chapitres. Dans le premier chapitre nous rappelons
quelques notations de base, des définitions, des propriétés qui seront utilisés dans ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle le travail de Z. Liu et B. Rao [5], nous commengons
par I'étude de comportement asymptotique pour le systéme thermoélastique de Bresse, et
nous démontrons une décroissance exponentielle de 1’énergie.

Dans le troisiéme chapitre, on rappelle le travail de S- A. Messaoudi et B-Said-Houari [6],
nous commengons par I’étude de comportement asymptotique pour le systéeme thermoélas-

tique de Timoshenko, et nous démontrons une décroissance exponentielle de ’énergie.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, consacré aux rappels, nous avons regroupé les notions de base, les défini-

tions, les propriétés qui seront utilisés dans ce mémoire.

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace L? ()

Soit 1 < p < oo et 2 un ouvert de R” ;| on définit

LP(Q)=1 f:Q—R: fmesurableet/|f(x)\pd:z:<oo
Q

On définit sur LP (2) la norme :

1/p

11, = /If(:r)lpdﬂf

Q
1.1.2 Espace L (a,b,Q)

Soient €2 un espace de Banach et ]a, b[ un ouvert de R, on définit

L? (a,b,Q) = { f :Ja,b|— R : f mesurable et / |f ()P dx < +oo} :
(a,b)



1.1. Notions d’analyse fonctionnelle

On définit sur L? (a,b,?) la norme :

1

p
1l = / I (Olndt| , pour p < oo,
(a,b)

Définition 1.1.1 (Dérivée faible)
Soit 1 < i < n, on dit qu'une fonction f € L} . est dérivable dans la direction i au sens

faible s’il exizte D;f € Lj,.(Q) tel que :

veeD® [>rw@ o - - [>ops @@

0 =1 Q =

st un tel D;f existe, il est unique.

1.1.3 Espace de Sobolev

On introduit espace H™ (£2) comme étant 1’espace des fonctions u € L?(£2), dont toutes les
dérivées partielles d’ordre inférieure ou égale a m-prises au sens faibles sont dans L?(€2).

Ces espaces jouent un role fondamental dans I’étude des équations aux dérivées partielles.
Définition 1.1.2 Pour m € N, on définit [’espace de Sobolev d’ordre m € N par:

H™(Q) = {ue L*(Q) : D*u € L*(Q),|a| <m},

0
ot o= (ag,..,o), o €N, | a| =a1 + ...+, et D¥=0{"...0%" ot 0; = P
Lj
On munit H™ (€2) du produit scalaire
(w,v),, = Z / D%u(x) D% (x)dx,
| aj<m 7 <
et la norme associeé a ce produit scalaire
1/2 1/2
a 2 o 2
iy = | 3 [ 10| = X gl
| a|l<m | al<m
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1.1. Notions d’analyse fonctionnelle

Notion de trace

Pour une fonction v € C° (Q), la trace de u sur 02 est définie par

vy 00— R

En d’autres termes, v (u) = u|spq. On introduit alors 'application trace

v CV () — C°(09)

u —  y(u).

qui est une application linéaire. A une application définie sur un ouvert €, elle associe la
restriction de cette application au bord de ’ouvert.

Peut-on étendre la notion de trace a des fonctions moins réguliéres ?

On ne peut pas définir la trace d’une fonction de L?*(Q) . par exemple u : * — sin(1/x)
définie sur © =]0, 1[. L’ensemble 02 est alors compoé des deux points 0 et 1. Il n’y a pas
de fagon naturelle de définir la trace de u (la valeur de u) en le point 0.

Une fonction qui est dans H'(£2) n’est pas nécessairement continue. On peut cependant
définir la trace sur 92 d’une fonction de H'(€). Plus précisément, on admet qu’il existe

une application linéaire et continue
v HY(Q) — L?(09)
ur— 7y (u)

véritant Vu € H(Q) N C° (Q) , v (u) = ulga.
Pour u € H'(Q), la fonction 7 (u) est définie sur 912, et elle n’est pas forcément continue,

)
mais seulement L? (09) .

Proposition 1.1.1
Hy () ={ue€ H (Q), v(u)=0},

Autrement dit, H} () est l’ensemble des fonctions de H' (Q), qui s’annulent sur le bords

de Q0 (quand ce bord est défini).

11



1.2. Quelques inégalités utiles

1.1.4 Théoréme de Fubini

Les théoréemes de Fubini et de Tonelli sont des théoremes qui permettent de changer les or-

dres d’intégration dans les calculs d’intégrales de fonctions dépendant de plusieurs variables.

Proposition 1.1.2 Soit f une fonction continue sur [a,b] X [c,d] & valeurs dans C. Alors

b d

d b
/ f(x,y)dy | dx :/ [ (z,y)dz | dy.

a c a

1.2 Quelques inégalités utiles

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1 1
2 2
Vu,v € L* () /uvdm < /|u|2da: /|v|2dx
Q Q Q
1 1
n n 2 n
/Zumldaﬁ < /Zu?dm /vadx
q =1 o =1 o =1

Preuve. On pose :

FO) = | (u+0)%dp,
/
donc

(Au+v)2 >0 Alors f(A) >0, VAER.

On peut écrire f(\) sous la forme:

fo) = / (Nu® +0* + 2 uw) dp = / Nu?dy + / v2dp + / 2\uvdp

Q Q Q Q

= /\2/u2d,u+/v2d,u+2>\/uvd,u.
Q

Q Q

Dautre part on peut remarquer que f()) est un polynéme du 2°¢ degré positive donc

son descriminant A < 0, alors:
2 2

A= 2/uvd,u —4/u2d,u/v2d,u§0 = 2/uvd,u §4/u2d,u/v2d,u.
Q

Q Q Q Q Q

12



1.2. Quelques inégalités utiles

Simplifiant 'inégalité par 4 on trouve:

-

/uvdu < /u2d,u /UQdu ,

Q Q Q

V)
Nl

d’ou le résultat. m

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young)

Pour tout a,b € R, et € >0, on a:

bZ
b<ea®+—. 1.2.1
ab < ea” + 1 ( )
Preuve. On a

(2ea — b)* > 0, (1.2.2)

pour tous € > 0, alors :
4e%a® + b? — 4eab > 0, (1.2.3)

cela implique

deab < 4e%a® + b, (1.2.4)

donc

b2
ab < ea?® + —,
4e

cela achéve la démonstration. m

Lemme 1.2.3 L’%négalité de Young affirme que pour tous a et b réels positifs ou nuls, et
1 1

tous p et q réels strictement positifs tels que —+— = 1, (on dit parfois qu’ils sont conjugués),
p q

on a :
aP bl

ab < — + —. (1.2.5)
p q

L’éqgalité a lieu st et seulement si a? = bi.

13



1.2. Quelques inégalités utiles

Preuve. La fonction exp est convexe, ce qui veut dire que pour tous z, y et pour A € [0.1]
exp (Az + (1= A)y) < Aexp(z) + (1 — A)exp (y) -
En particulier

ab = exp (Inab)

<ln a? In bq)
— exp _|_ -
p q

1 1
< —exp(Ina?) + —exp (Inb?) =— + —,
b q p

d’ou le résultat. m

Lemme 1.2.4 (Inégalité de Sobolev-Poincaré)
Soit Q un ouvert, alors il existe une constante C', dépendant uniquement de §2 telle que,

pour toute fonction u € H}(Q) on a:
||u||L2(Q) < C(Q) ||Vu||L2(Q) : (1.2.6)

Preuve. On peut écrire:

Alors, pour x € [a.b],

INA
Q\&
—
g\
—~
&
S~—
[\
.
<
—
.
=

donc:
b b x
/uZ(x)dx < / /(u’(y))2 dy x (x —a)| dx
b
< Wy * [ (o= el

14



1.3. Quelques définitions physiques

cela implique :

2
||U||i2(a.b) < @ ||u/||iQ(a.b) — ||U||L2(a.b) < (b\;;> ||u,||L2(a.b)7
d’ou
[ull o) < ClIVull 2y Vu € Hy(Q).
|

1.3 Quelques définitions physiques

Définition 1.3.1 (Energie)

L’énergie (du grec : force en action) est ce qui permet d’agir : sans elle, rien ne se passe,
pas de mouvement, pas de lumiére, pas de vie !

Au sens physique, [’énergie caractérise la capacité & modifier un état, a produire un travail
entrainant du mouvement, de la lumiére, ou de la chaleur. Toute action ou changement

d’état nécessite que de l’énergie soit échangée.

Définition 1.3.2 (Thermoélastique)
La Thermoélastique est relation entre [’élasticité d’un corps et a sa dilatation en fonction

de la chaleur.

1.3.1 Stabilité

La notion de stabilité correspond a I'idée d’'un comportement qui dure dans le temp. Une

notion qui est primordiale dans ’étude de la stabilité est la notion du point d’équilibre.

Définition 1.3.3 [’état x. est appelé état d’équilibre ou point déquilibre pour un systéme
autonome si lorsque x (ty) = x. alors x (t) = x. pour tout t > 0. En d’autre termes, .

vérifie l’équation f (x.) = 0.

Il existe plusieurs notions de stabilité :
Le premier degré consiste a analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions
vers z€ro, i.e :

E(t) — 0, lorsque t — 0.

15



1.3. Quelques définitions physiques

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de I’énergie la plus rapide, c’est-a-dire

lorsque celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle, i.e :
E(t) < Cexp(—dt),Vvt >0,

ou C' et 0 sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Quant au troisiéme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance

des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :
C
E(t) < 2, vt >0,

ou C' et a sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.

1.3.2 Fonction de Lyapunov

La notion de fonction de Lyapunov constitue d’une certaine maniére une généralisation de
I’énergie. Etant donnée une fonction définie positive, I'idée directrice des théorémes de
Lyapunov consiste a évaluer I’évolution de cette fonction sur les trajectoires du systéme afin
de conclure a la décroissance de ’énergie.

Soit V une fonction de classe C! sur un domaine D C R™ contenant ’origine,
V:D—Rzx—V(x)
On notera V la fonction définie par
: d oV OV
V(o) = 5V )= (G 7@ = 3T o)

c’est la dérivée de V (z) .

Proposition 1.3.1 o V est dite définie positive si : V (0) = 0 et V (z) > 0 dans un

voisinage de O pour tout x # 0.
o V est dite définie négative si : -V est définie positive.

o V est dite semi-définie positive si : V (0) =0 et V (z) > 0 dans un voisinage de 0.

16



1.3. Quelques définitions physiques

o V est non définie si: V (0) =0 et V (z) change de signe dans tout voisinage de 0.

Définition 1.3.4 (Fonction de Lyapunov)

Une fonction de Lyapunov est une fonction de classe C*, VR™ — R telle que
Vi(x)>0 Vo #0, V(z)=0 =0,

ayant la propriété

Vix) <0 Vo #0, V(z)=0 z=0.
Nous devons étre en mesure d’écrire qu’il existe des fonction ¢ (||z||) et ¥ (||z]|) tel que :
¢ (llzl) = V(. t) = (lzl]), Vo € G, Yt > 1o,

ou ¢ (||z]|) et ¥ (]|z||) sont des fonctions de classe K.
Le résultat fondamental de la stabilité de Lyapunov affirme que si une fonction de Lya-
punov existe pour un systéme donné alors ce systéme est stable. Si la fonction de Lyapunov

est strictement décroissante, V (r) < 0, Vx # 0, alors la stabilité est en plus exponentielle.

17



Stabilité exponentielle pour un

Chapitre 2

systéme de Bresse Thermoélastique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considére le systéme suivant:

phwit
phwsi
Pl
PO

pcls

(Eh (wiy — kws) — abyy), — kGh (¢y + wsy + kwy),
Gh (g + wae + kwy), + kEh (w1, — kws) — kafy,
El¢y,, — Gh(¢y + wae + kwi) — by,

0120t + 0120 — &To (Wi — kwsy) ,

93x:c - O47—‘0 ¢2t:p )

avec les conditions initiales

wy (z,0)

¢2t (ZE,O)
61 (I, 0)

Ug (1’), Wit (35,0) =" (33)7 ¢2 (:L’,O) = ¢0 (x)u
'Qbo ($)7 w3 (3570) = Wy (ZL‘), W3t ($,O) = ¥o (‘T)v
‘90 (I)v 91,5 (ZL’,O) =T (l‘), 03 (J],O) 250 (x)a

et les conditions aux limites

wi (z,t) = wse (z,1) = ¢y (z,t) = 01 (x,t) =03 (x,t) =0, pour x=0,1,

18
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2.2. Calcul d’énergie

out>0et 0<x<l, telle que wy,ws, et ¢, sont respectivement le déplacement longitu-
dinal, vertical, et ’angle de cissaillement, 6, et 63 sont les déviations de la température de
référence T le long des directions longitudinale et verticale, E, G, p, [, m, k, h, et ¢ sont des

constants positives caractérisant les propriétés élastiques et thermiques des matériaux.

2.2 Calcul d’énergie
On introduit quelques notations que nous utiliserons dans ce chapitre. On pose:
N = H{ x H! x H} x H x (L?)°,
ou
1
H = {fe 0.0/ [f@dr=0p.
0

et
Uy = (Uo, Wwo, %, 8o, vo, Yo> 1%7 No> fo) .

On désigne par U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5) , ou
U= (w17w37 ¢27 917 93) .

Lemme 2.2.1 Soit U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5) , alors pour tout t > 0,

1

dE(t) 1 [,
= Ol 02, )dz. (2.2.1)
0
o
) 1
5/ Eh wlw - k(U3) + Gh(QbQ + w3, + kw1)2 + El(ng}
0
1
+ [ph (w}, + w3y) + plo3] + T (pc (67, + 63) + 603,))dz. (2.2.2)

19



2.2. Calcul d’énergie

Preuve. Multipliant (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4), et (2.1.5), respectivement par
Wig, W3ty Oop, O11, U3, €n intégrant par rapport & x sur [0, 1] on obtient:

( 1

1 1
ph [winwide = [(Eh(wiy — kws) — abyy) wide — kGh[ (¢y + wsy + kw1) wide,
0 0 0

1 1 1 1
ph [wanwsidr = Gh [ (¢ + wsy + kwi)swsedr + kEh (w1, — kws)wsedr — ka [0wsdz,
0 0 0 0

1 1 1 1
Pff¢2tt¢2td35 = Elf¢211¢2td'r - th (¢g + wse + kw1) o da — Oéfe?,x(bztdx»
0 0 0 0

1 1 1 1
pcf‘gltteltdx = felzzt‘gudx + [012201,dx — CYTof (Wite — kwst) O14d,
0 0 0

0

1 1 1
pcf93t93d:v = f93m03dx — @Tof¢2tm93dl'.
0 0 0

(2.2.3)
On peut voir que :
1 i 1 1 ; 1
1 1
ph/wlttwltdx = §E/phwftdx, et ph/wgttwgtdx = §£/phw§tda:, (2.2.4)
0 0 0 0
1 i 1 1 p 1
1 1
p]/gbwgbztdx = §E/pf¢§tdx, et pc/@lhﬁltdx = §%/pc¢9%tdx, (2.2.5)
0 0 0 0
et . .
Oy =~ [ peo2d 2.2.6
e 3t3x—2dt pchsd. (2.2.6)
0 0
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2.2. Calcul d’énergie

Remplagons (2.2.4), (2.2.5) et (2.2.6) dans (2.2.3). Puis additionnons les équations
résultantes, alors on obtient :

1

c c
{phw%t + phw?, + plds, + 7'0,—09%,5 + ;—093} dx — Eh/wlmwltdqf
0

1
1d
2dt

0

1 1 1

—i—Ehk/wgmwltdx + a/@lmwltda: + kGh/ (g + w3z + kwy) wiedx
0

0 0

1 1 1 1
—Gh/gbzxwgtdaj — Gh/wgmcugtdx - kGh/wlx(.Ugtdl' — l{:Eh/(wlgC — kws)wsidz
0 0 0 0

1

1 1
+ka/‘91tw3tdl’ — El/gbzxmgb%dl’ + Gh/ <¢2 + W3ag + kwl) ¢2td$
0 0

0
1 1 1 1

1 1
+Oé/93x¢2tdﬂf — —/Olmﬁltdx — —/ngmeltdﬂj + CY/ (wltm — k(JJ3t) Hltdl'
Ty Ty

0 0 0 0

1 1
1
—_— 93mé’3dx + a/¢2m93dx
Ty
0 0

= 0. (2.2.7)

Une intégration par partie, donne :

1 1 1 1
Eh/wlmwltdac = —Eh/wmwlmdl’, et Ehk:/ngwltdx = —Eh/{;/wgwltzdm, (2.2.8)
0 0 0 0
1 1 1 1
oz/@lmwltda: = —a/@ltwlmtdm , et Gh/(é%wgtdx = —Gh/(wagmdx, (2.2.9)
0 0 0 0

1

1 1 1
Gh/wgmwgtdx = —Gh/ngw;),ztdx,et kGh/wlmUJgtdl' = —kGh/wlwgmdaj,, (2.2.10)
0 0 0

0
1 1

1 1
El/ngmngtdx = —El/gbhgbmxd:ﬂ, et a/ngngtdx = —a/@;»,qbzmdx, (2.2.11)
0 0 0

0

1 1 1

1
1 1 1 1
— lemeltdl’ = _’_ZTO/ellemdx s et TO/QMMQde = —TO\/Q?MCL'E, (2212)
0 0 0

To
0
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2.2. Calcul d’énergie

1

O30003dr = —— / 0% dx, (2.2.13)
To
0
et remarquant :
1 1 1
a/Hlmwltdx + ka/@ltcugtd.r = —a/ (Wite — kwst) O1ede. (2.2.14)
0 0 0

On peut voir aussi :

1 1 1

Gh/¢2w3xtda7 + Gh/w;»,xwgmdx + Gh/kwlwgmdx = Gh/ (Pg + wss + kw1 ) wagrde,
0 0 0 0
donc

1 1 1

Gh/ (pg + w3z + kwy) kwydx + Gh/ (Pg + wse + kw1 ) wagdr + Gh/ (pg + w3z + kw1) Pgpdx

0 0 0

1
= Gh/ (g + way + kw1) (g + wa, + kwy), do
0

1d

De méme
1 1 1
Eh/wmwlxtdx — Eh/kw;z,wmd:c = Eh/ (W1r — kws) wigdx,
0 0 0
donc
1 1 1
Eh/ (wlx — k’W3) wmtdx h/ Wig — ]{I(U3 W3tdl’ = Eh/ (wlm — ]{ZCL)3> (wlx — ]{ILL)3>t dx
0 0 0
= 1i{Eh( — kws)"}. (2.2.16)
- 2 dt Wiz w3

Regroupant (2.2.8), (2.2.9), (2.2.10), (2.2.11), (2.2.12),(2.2.13), (2.2.14), (2.2.15) et
(2.2.16) dans (2.2.7), on obtient :
1 d

P ([Eh(wiy — kws)? + Gh(¢y + wap + kw1 )? + El1¢3,]
0

+[ph (W%t + w%t) + P[¢§t]

1
- To/eiwe

0

b [pe (67, + 63) + 62, )
0
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2.3. Résultats principaux

d’ou le résultat. m

Théoréme 2.2.1 On suppose que E = G et (ug,wo, ¥y, 0o, Vo, Py Vo, Mo, Ep) € N. Alors

il existe deux constantes positives C et p telles que l'énergie de la solution de systéme

(2.1.1) — (2.1.5) , satisfait

E({t)<CE(0)e ™ Vt>0.

Pour prouver ce Théoréme on a besoin des lemmes suivants.

2.3 Résultats principaux

Lemme 2.3.1 Soit U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5), alors pour tout e; € RT, et

t>0 on a:

ou:

1 1 1

dl(z.t EI

1c(lf’ : = _/7¢§zda: + pf/éf)gtdx + 81/ (W3 + (wie — kws)*] d
0 0 0

1

+C(er) [ (B + 6+ 03) da, (231)
0
1
(2.0) = [ (o160, + phisa ) da, (232)
0
et f la solution de ’équation differentielle suivante:
e = 02 (2.3.3)
f0)=f(1)=0,

telle que:

1 1 1
/ Pz < / Sde < ¢ / &2 de,

0 0 0

1 1 1
/fthaj < Cp/ftzxdx < Cp/¢gtdxa
0 0 0

1 1

/ 0ldr < ¢, / 02, dux.

0 0
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2.3. Résultats principaux

Preuve. On a

d[l (.QT, t)
dt

1
d
= G [ 01620, + phiouf) d
0

1

W@MﬁwMQM+/wmmﬂmmwmm
0

I
o —

Utilisant (2.1.2), (2.1.3) on obtient:

dh

1
/ [El¢y,, — Gh(dy + wsy + kw1) — als,] podx + pI/gf)gtdx
0

1

1

+/ (Gh (¢y + w3 + kw1), + EEh (w1 — kws) — kabyy] fdx + ph/wgtftdx.
0 0

On peut voir que :

1

+ / [Gh (63 + wsp ¢y + kwidy) + bz, 0] dz

0
1 1

1
—/p[qbgtdx — / [kER (w1, — kws) — kaby) fdx — ph/wgtftdx

0 0 0
1 1 1

1
= /EMM@MWH%/%JMH{%/MmMm+@m/mﬁw. (2.3.4)

0 0 0 0

d]1

Une intégration par partie sur le deuxiéme membre de (2.3.4), donne:

1 1
0 0
1 1
/%Jm——/%hw, (2.3.6)
0 0
1 1
Wsga fdr = — [ wag fodz, (2.3.7)
[t
1 1
wigfdr = — [ wy fodx. (2.3.8)
[erre=]
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2.3. Résultats principaux

On remplace (2.3.5), (2.3.6), (2.3.7), et (2.3.8), dans (2.3.4). On trouve:

1 1
dI, (.t
# 4Bl / 62 dx — pl / 2 dx
0 0
1

1 1 1

= —« /93x¢2d:v + k:Eh/ (Wi — kws) fdx — k‘a/@ltfda: + ph/w;gtftdx. (2.3.9)
0 0 0 0

Maintenant, on va estimer les termes du membre droit de (2.3.9). En utilisant I'inégalités

de Young et I'inégalité de Sobolev-Poincaré et 1’équation (2.3.3), on obtient:
1 1 1

/ Osp0pdr < &) / prdr + c (1) / 0% dx

0 0 0
1

1 / ¢3,dx + c(e1) / 03 dx, (2.3.10)
0

0

IN

/(wm — kws) fdxr < & » — kws) dm—i—c (e1 /fzdx

IN

1
of o
0
1
61/ Wig — kw?, dx + c1 (1 /gb%dx, (2.3.11)
0

1 1 1

/ O1,.fdr < & / f2dz +c(e1) / 02, dx
0 0

1
< a / ¢5,dx + c1 (1) / 03 da, (2.3.12)
0 0

1
/wgtftda: < 51/w3td:c + 1 (&1 /qﬁQtd:c (2.3.13)

0
On remplace (2.3.10), (2.3.11), (2.3. 12) (2.3.13) dans (2.3.9), on trouve:

1

< ——/gbzxdaz + p[/gb%dx + 51/ (w3, + (wiz — kws) } dx

0

d[l (I, t)
dt

1

0
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2.3. Résultats principaux

pour un choix convenable de C' (1) , ot C (e7) est une constante dépend de ¢; et la constante

de Sobolev-Poincaré et k, £, G, h, a, et p. =

Lemme 2.3.2 Soit U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5), alors pour tout e; € RT, et

t>0 on a:
dI o ;
¢ _
2(;3:7 ) < ag O/w%tdﬂf + 0(62)/ (H%It + wgt) dx
0 0
1
+52/ ((wie = kws) + (6 + wae + kwl)Q) dx, (2.3.14)
0
ou 1
Iy (x,1) = peph / / Ody | wyde, (2.3.15)
0 0
Preuve. On a
dI o L
Tt
26(1_15 ) = Ph/ /pcelttdy wyedx + pC/ /Hltdy phwigdz.
0 0 0 0

Utilisant (2.1.1) et (2.1.4), on obtient:

1

dly (z,t y
QC(Zt ) = ph/ [elxmt + elajx - OZT() (wlm — ]Cu)3t)] dy wltd:L‘
0 0

xT

1
—|—pc/ /Hltdy (Eh (wiy — kws) — abyy), — kGh (¢y + wsy, + kwq)] dx,
o \0

d’ou

T T T

dly (x,t
QC(Zt ) = /)h/ /elxactdy Wltdx + Ph/ /(91mdy wltdx — ,OhOéTo/ /wltmdy wltdx
0 0 0 0 0

0
1 =z 1 T

+aT0phk‘/(/w3tdy)w1tda: + Eh,oc/ /Qltdy (wip — kw3),, dx
0 0 o \o

1 x 1 x
—a,oc/ /91tdy 01dx — kthc/ /Hltdy (P + w3p + kwy)dx.  (2.3.16)
0o \o 0o \o
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2.3. Résultats principaux

On peut voir que :

/ Oroasdy = D1 () — Orog (0,8) = Ory (1) (2.3.17)
0
de méme .
/ Orandy = Oy (2.1) (2.3.18)
0
et N
/wlmdy = wy (z,t). (2.3.19)
0

On peut écrire aussi que:

1

1 =z
//HU (Wie — kws), dydr = —/GU (w1z — kws) dz, (2.3.20)
00

0

et
1 1

/ / O1,dy | O1ppdr = — / 03,da. (2.3.21)

o \'o 0
Remplacant (2.3.17), (2.3.18),(2.3.19), (2.3.20), et (2.3.21) dans (2.3.16) on obtient:

1 1 1 =z
dl t
% + phozTo/wftdx = ph/ (0124 + 012) widx + phkaTo/(/wgtdy)wltd:L‘
0 0 )
1 1
—chh/@lt (wiz — kws) dz + pca/@idm
0 0
1 x
—pck:Gh/ /Qltdy (g + w3y + kwy)dx.  (2.3.22)
o \o

Utilisant I'inégalité de Young et 'inégalité Sobolev-Poincaré sur les termes de deuxiéme
membre de (2.3.22), on obtient:

1

1 1
/91xtw1tdI < 52/W%tdl’ + 0(52) /G%xtd‘rﬂ
0 0

0
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2.3. Résultats principaux

1 1
/Hlxwltd:v < 52/w%tdx + c(e2) /G%xdaz
S / dZE + Co 82 / lmt

0

1
/wlt /wgtdy dr < c/w wwipdx
1

0
1
1d 5d
g [ widx + 2 (2) [ w3, dx,
0

0

IN

1 1 1

/91t (Wi — kws)dr < 52/ (Wi — kws)? dz + ¢ (e2) /Hftda:

0

0
1

< 82/ (Wlx — sz)Q dx + ¢ (52) /Hfmd:c,
0

0 0
1 T 1
/ /Hltdy (P + wse + kwy)dr < cp/Qlt (Pg + wse + kw1 ) dx
o \o

0
1

< 52/ (Pg + w3e + kw1)2 dx + o (2) /Himda:.
0

Regroupant les estimations precedentes dans (2.3.22), on trouve :

dl t —aphT
dly (x,t) < ag 0/ 1tdm+052/ m—l—w?)t)d

dt -
0

/ Wir — kw;g (¢2 + W3y + kwl)ﬂ dl’,
0

pour un choix convenable de C(e3), out C(e2) est une constante dépend de e5 et la constante

de Sobolev-Poincaré et k, £, G, h, a, et p. m
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2.3. Résultats principaux

Lemme 2.3.3 Soit U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5), alors pour tout e3 € RT, et

t>0 on a:
1 1
—dhéf’t) < _orih / G2+ C (3) / 02, dz
0 0
1
+83/¢§mdx + 83/ (¢ 4 Wae + kw:)? dz, (2.3.23)
0 0
o . N
I3 (x,t) = pcp]/ /Hgdy bqyd. (2.3.24)
0 \0
Preuve. On a
1 /=
dIS z,1) / 93td3/ Pgidx + pepl / / O3dy | dopdz.
0 0 \0

Remplacant par (2.1.3) et (2.1. 5) on obtient:

d]g (l’ t

dt = / / 039:1’ aTO¢2tz) dy ¢2tdx
0

1
T pc / egdy (BI$y, — Gh (65 + ws, + kun) — afs,) da.
0

On peut écrire aussi:

1

dI (z,t) | |
iR el R A pl / / O322dy | Oodr — aTopl / / Gorpdy | Popdx
0

0 0
1 [/

—thc/ /ngy (P + w3y + kwy) dx
0o \'0
1 @ 1 [

+Elpc/¢2m /diy dx — apc/ /6’3dy Os.dx.  (2.3.25)
0 0 o \'o

On a N
/ O300dy = 03, (7,1) (2.3.26)

0
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2.3. Résultats principaux

et .
/gbztxdy = oy (x,1). (2.3.27)
0
Une intégration par partie pour les deux dernier termes de (2.3.25) , donne:
1 =z 1
//03q52mdydm = —/qf)%é’gdx, (2.3.28)
00 0
et
1 z 1
/ / O3dyls,dz = — / 03dx. (2.3.29)
00 0
Remplacant (2.3.26), (2.3.27), (2.3.28), et (2.3.29), dans (2.3.25) on obtient :
e 1 1 1 [z
t
%’) + pIozTo/gbgtdx = pl/ﬁgmgb%dx — pcGh/ /ngy (hg + w3e + kwy) dx
0 0 0 \0
1 1
—ch[/qSZngdm + apc/egda:. (2.3.30)
0 0

Une estimation du membre droit de (2.3.30) par l'inégalité de Young et l'inégalité de

Sobolev-Poincaré,

1 1 1
/ O30Pypd < €5 / P3dr + ¢ (£3) / 03, dz, (2.3.31)
0 0 0
1 T 1
/ /ngy (g + wsg + kwy)dx < cp/93 (g + way + kwy) do (2.3.32)
o \'o 0

1 1

S 63/ (ng + W3z + kw1)2 dx + C3 (63) /ngdx,

0 0
1 1 1
/ Py, 03dr < €3 / ¢3,dx + c (e3) / 02 dx, (2.3.33)
0 0 0
et
03 < c,03,. (2.3.34)
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2.3. Résultats principaux

On vertu (2.3.31), (2.3.33), (2.3.32), et (2.3.34) dans (2.3.30), on obtient :
1 1

1 1

dlz (x,t aplT;

3c(it ) < - p2 °/¢§tdx+0(sg) /«9§mda:—|—53/gb§mdx+€3/ (¢ + wip + kw: )? dz,
0 0 0 0

pour un choix convenable de C' (€3) , ot C (e3) est une constante dépend de e3 et la constante

de Sobolev-Poincaré et k, £, G, h, a, et p. m

Lemme 2.3.4 Soit U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5), alors pour tout e4 € RT, et

t>0 on a:
I i 1 1 1 1
t
) o B [Gorunrtanfder 0 | [Badot [0hr ) +C e [
0 0 0 0
ol 1 1 1
+Tp /¢§tdx + /wid:ﬁ + 54/ (wip — kws)® dz, (2.3.35)
0 0 0
ou . .
Iy (z,t) = hp]/ngt (pgy + wse + kwy) da + hp]/gb%cugtdx. (2.3.36)
0 0

Preuve. On divise I; en deux parties:
Iy = (1) +(2),

telle que:
1
(1) = [ 63,0, + was + n)do
0
et

1
(2) = hp]/gb%wgtdx.
0

En dérivant la 1¢" partie par rapport a t,
1 1

(1), = h/p[qu (¢gy + w3e + kwy) dx + hp]/gb% (g + w3y + kwy), dx
0

0
1

= h/ [El¢g,, — Gh(py + wse + kw1) — als,] (g + ws, + kwy) dx
0

1 1 1
+hpl / b3 dx + hpl / Bowsgrdr + hpl / Poskwrde,
0 0 0
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2.3. Résultats principaux

donc
1

1
(1), = hEI / Goge (g + Wiz + kwi) dz — Gh? / (¢ + wap + kw:)? dz
0

0
1

1 1
—ah/ng (g + wsg + kw1) do + hp]/(bgtdx + hp]/qﬁ%wgmdx
0 0 0

1
+hpl / ok, (2.3.37)
0

En dérivant la 2°7¢ partie par rapport a t,

1 1
(2), = hp[/¢2xtw3tdx + hPI/%xUJSttdiﬂ
0 0
1 1
= —hp[/qb%w?,mdx + Gh[/gng (g + w3y + kwy), dx
0 0

1 1
—i—Ik;Eh/(/)ZT (Wi — kws) dz — a[k‘/(bzﬁltdx. (2.3.38)
0 0

Regroupant (2.3.37), (2.3.38), on obtient:
1 1

+ Gh? / (¢ + wsy + kw1)? dz — hpl / ¢2,dx
0

0
1 1

= —ah/ng (g + w3z + kwy) dx + hp[/gbztk;wltdx
0 0

d]4 (.CC, t)
dt

1 1
+[k'Eh/¢2x (Wi — kws) do — alk/qﬁh@ltdx. (2.3.39)
0 0

Une estimation du membre droit de (2.3.39) par l'inégalité de Young et l'inégalité de

Sobolev-Poincaré, donne:

1 1 1
/83:,3 (g + wag + kwq) do < 54/ (¢ + wap + kw)? da + ¢ (g4) /ngdm, (2.3.40)
0 0 0
1 1 1
/qﬁztwltdx < 54/¢§tdx + ¢ (g4) /w?tdx, (2.3.41)
0 0 0
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2.3. Résultats principaux

1

1
/(bh (Wi — kws) dz < 54/ (Wi — kws)? dx + ¢ (g4) /(/ngdw, (2.3.42)
0

0
et

1 1
/¢2x91td$ S 54/¢2$dﬂf + C<€4) /91tda:
0

< /¢2mdl’+C4 €4 / lact (2343)

0
Remplagant (2.3.40), (2.3.41), (2.3.42), et (2.3.43) dans (2.3.39), on obtient :

1

1
(6 +wgo + k) dz + C (22) / 02 do + / 02 du

0 0
1

| khol
p /¢2td —|—/w1tdx + O (e /¢2mdx+54/ (Wie — kws)? do,
0

0

1
d[4 (Jf,t) < _G_h2
dt - 2

pour un choix convenable de C' (g4) , ot C (g4) est une constante dépend de ¢4 et la constante

de Sobolev-Poincaré et k, E, G, h, a, et p. =

Lemme 2.3.5 Soit U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5), alors pour tout e5 € RT, et

t>0 ona:
dl, kEh |
t
% < - (wip — kws)® dz — —/wltdx + kph/wgtdx + /¢2t
0 0 0
1
C (&5 /Hfmtdx + (kGh + €5 / Gy + Wiy + kwy)? d, (2.3.44)
0 0
ot
1
I (x,t) = —h,o/wgt (w1 — kws) dz — hp/wlt (pg + wae + kwy) dz. (2.3.45)
0 0

Preuve. On divise I5 en deux parties:
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2.3. Résultats principaux

telle que:
1

(1) = —hp/a;gt (wiz — kws) dx,
0

et
1

(2) = —hp/wlt (¢2 + W3z + kW1) dx.
0

En dérivant la 1¢" partie par rapport a t:

1 1

(V) = —hp [ ore — k) o — b [ (010 = b, do

0 0

1 1

= —Gh/ (ng + W3 + kwl) (wlw — ]{?(A)3 d(L‘ — ]%'Eh/ Wig — kw3 dz
0 0
1 1
+ak/91t (Wi — kws) dx — ph/w;),twmdx + k:ph/wgtdx. (2.3.46)

0 0 0

En dérivant la 2°7¢ partie par raport a t:

1 1

(2)t - _hP/W1tt (¢2 + Wsy + kwl) dr — hp/wlt (qbQ + Wz + kwl)t dx

0 0
1 1

1
= Eh/ (Wig — kws) (¢ + way + kwn), dr + oz/@m (g + w3z + kwy) dox — phk/w%tdx
0

0 0
1 1 1

+kGh / (¢ + wp + kw:)? dz — ph / Wi d + ph / WitpWsder. (2.3.47)
0 0 0

Additionnant (2.3.46) et (2.3.47), on trouve la dérivée de I;:

1 1 1 1

dIs (x,t
% + kEh / (wip — kws)® dz — kph / w2, dz — kGh / (¢ + wap + kw:)? da + phk / w?,dx
0 0 0 0
1 1 1
= k:oz/@lt (w1 — kws) dz + Oé/gut (g + w3s + kwy) do — ph/wltqb%dx. (2.3.48)

0
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Une estimation du second membre de (2.3.48) par I'inégalité de Young et I'inégalité de
Sobolev-Poincaré, donne:

1

1
/Qu (Wi — kws)dr < / w1z — kws) dx + c(es5) /G%tdx

0 0
1

< /wlx—kw;), ) dx + c5 (&5 / 1A, (2.3.49)
0 0

1

1
/91“ (Pg + w3e + kwy) dx < 55/ (g + w3e + k:wl)z dx + c(e5) /Q%Itdx, (2.3.50)
0 0

0
et

1 1 1
/ Wit dr < €5 / wldz + ¢ (e5) / ¢3,dx. (2.3.51)
0 0 0

Regroupant (2.3.49), (2.3.50), et (2.3.51), dans (2.3.48), on obtient:

1 1 1
dl (a,t) _ —kEh

phk
7 < T (Wie — kw3) dr — 5 /wltdx + kph/wgtda:
0

1
/(;SQtdx—irC €5 /9md:c—|— (kGh + €5) / (g + wae + kw1)? da,
0

pour un choix convenable de C' (¢5) , ot C (g5) est une constante dépend de ¢5 et la constante

de Sobolev-Poincaré et k, E, G, h, a, et p. m

Lemme 2.3.6 Soit U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5), alors pour tout t > 0 on a:

1 1 1
% < —ph /wgtd:v + /w%tdx + C/H?mtd:v + C/qbgwd:l:, (2.3.52)
0 0 0 0
ot . .
Ig (z,t) = —ph/wg,twgdx — ph/wltwldx, (2.3.53)
0 0
et 3C' > 0 telle que:
1 1 1
—a/&lt (W1e — kws) do < C’/@fzt — Eh/ (Wi — kws)? d, (2.3.54)
0 0 0
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de méme

1
Gh/ (g + Wy + kwr) (Wsg + kwy) do

1

0
1

= Gh/ (P + wszs + kw1)2 dx — Gh/ (Pg + w3e + kwy) dodx
0

0

1
< C / b3, da. (2.3.55)
0

Preuve. On a

1 1

d]ﬁ (I, t)

1 1

o = —ph/WgttW3d5U — ph/w%td:v — ph/w1ttw1d$ - ph/w%tda;
0 0 0 0
1

1 1

= —ph/wgtdx — ph/w?tdm - k:Eh/ (Wi — kws) wadz
0 0 0
1

1 1
—i—ka/@ltwgd:z: + kGh/ (Pgy + w3e + kwi) wridx + a/@lmwldx
0 0 0

1 1
—Gh/ (g + Wy + kwi), wadxr — Eh/ (w1p — kws), widr.  (2.3.56)
0 0

Une intégration par partie sur les trois derniers termes de (2.3.56) , donne:

1 1

G’h/ (g + way + kw1), wade = —Gh/ (Pg + w3e + kw1) wade, (2.3.57)
0 0
1 1
Eh/ (w1y — kws), wide = —Eh/ (W1e — kw3) widz, (2.3.58)
0 0
et
1 1
oz/@ltxwldx = —a/&ltwlxdx. (2.3.59)
0 0
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Remplagant (2.3.57), (2.3.58), et (2.3.59), dans (2.3.56) , on obtient:

1 1 1

dl t
ﬁc(lt% ) — —ph/w%tdaﬁ — ph/w%tdx + Gh/ (g + w3p + kwy) (W3g + kw) do
0 0 0
1 1
+Eh/ (Wi + hws)” dw — 04/91:: (wiz — kws) dz. (2.3.60)
0 0

Insérant (2.3.54), et (2.3.55), dans (2.3.60), on obtient:

1 1

dlg (z,t

% < —ph / wi,dr + / whdr | +C / 07,.dx + C / ¢3,dr,
0

d’ou le résultat. m

Lemme 2.3.7 Soit U la solution du systéme (2.1.1) — (2.1.5), alors pour tout e; € RT, et

t>0 on a:
1 1 1 1
% < —%/Q%Idx + pc/@fxtdx + C(e7) /wftdrp + /wgtdm : (2.3.61)
0 0 0 0
on . .
I; (z,t) = pc/Gltﬁldx + %/éicdx. (2.3.62)
0 0
Preuve. On a
1 1 1

I
W = pe / 0161dz + pe / 02,dz + / 01, 01id
0
1 1
= pc/&ftdx + /91x0mdx
0 0
1

1
+/01mt01d:ﬁ + /leeldm - OéTo/ (wlxt - kw3t) Hldflf (2363)

0 0 0

0

1

Une intégration par partie sur les trois derniers termes de (2.3.63):

1 1
/glmxtgldx = —/letﬁlmdx, (2364)
0 0
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1 1

/ 012001dx = — / 03 dx, (2.3.65)

0 0

et
1 1

/wlmtﬁldx = —/wthde. (2366)

0 0
Regroupant (2.3.64), (2.3.65), et (2.3.66) , dans (2.3.63) , on obtient :

1 1 1 1 1 1

—dhc(if’t) = —/elxtelxd.T — /efa:dx + aTo/wltelxdw + OékTo/w?,t@ldx + pc/@%tdx + /elxglxtdx
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1
= —/Hfmda: - aTO/CUthlde + OékTO/w:gt@ldQ? + pc/@?td:l:, (2.3.67)
0 0 0 0
d’ou
1
dj7 /8 dr = ozTO/wltGde + OéTgk?/CL)gte dx + pc/@%tdm (2.3.68)
0

Une estimation du second membre de (2.3.68) par l'inégalité de Young et 'inégalité de
Sobolev-Poincaré, donne:

1 1

/wltﬁlxdx < 57/9mda: + c(e7 /w Az, (2.3.69)

0 0

1 1

/Wgteldfﬁ < 87/ Ldx +c(eq /w A, (2.3.70)
0 0 0

et
1 1

/G%tdx < cp/éfxtdx. (2.3.71)
0 0
Remplagant (2.3.69), (2.3.70), et (2.3.71) dans (2.3.68), donc

1 1 1 1

d[7 (Qf, t) 1
— < —i/efmdx + pc/QiEtdx + C (e7) /Wftdf + /Wgtdl' 3
0

0 0 0

pour un choix convenable de C (g7), ou C (¢7) est une constante dépend de €7 la constante

de Sobolev-Poincaré et k, £, G, h, a, et p. m
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Preuve de théoréme

On définit la fonction de Lyaponov:
L =NEFE + NiI; + Nyly + N3l3 + Nyl + Nsls + Nglg + NIz,

ou N, Ny, No, N3, N4, N5, Ng, N7 sont des constantes positives. En différentiant la fonction-
nelle L par rapport au temps:

d d
ZL(@t) = S INE+ NI+ Nalp + Nyl + Naly+ Nsls + Nolg + NoJy)

dE I, dl, dls dl, I dl dI.
= N N N2 N2 N N2 N8 N T
ar gy Ty e N T T et N

Utilisant (2.2.1),(2.3.1),(2.3.14),(2.3.23) (2.3.35) , (2.3.44) , (2.3.52) , et (2.3.61) , on ob-
tient :
1 1 1 1 1
%L (,1) < ’71/9%xtd5’3 +’Y2/9§xd~’c + 73/¢3xd$ + 74/“’%&031' + 75/¢§td1'
0 0

0 0 0
1 1 1 1

‘f"YG/ (g + wse + kw1)2 dr + '77/ (Wi + kw3)2 dr + ’78/w§tdm + '79/0%;,@177

0 0 0 0
ou
N
Y1 = —T + NlC (81) + NQO (52) + N4C (84) + N5C (65) + NﬁC + pCN7,
0
N
Yo = —T + NlC (81) + NgC (53) + N4C (54),
0
N{ET
V3 = = ; + Nseg + N4C (e4) + NoC,
0
Noaph'Il Nykphl  Nsph
Y4 = — 22p 0+ 42p - 52/7 —Nﬁph+N7C<67),
NsaplT Nykhpl Nsph
V5 = — 32p 0—|— 42p —|—N1,0[+N10(€1)+ 52/) s
N,Gh?
e = — 42 + kGhN; + Nses + Nies + Naeo,
NskEh
Y7 = = 52 + Nygy + Nig1 + Nogo,
Ys = _Nﬁph + N5l€ph + NQC (62) + N1€1 + N7C (67),
N7
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2.3. Résultats principaux

Car on peut choisir N assez grand ,eq, .. , €g, assez petits, et

Ny

V

N47N6

N, Ny,

vV oV

N3 N, N,

N

V

N57
N6 > N27N57N7a

alors vy, ..., Vs, sont des constantes négatives. Donc 3 ¢ > 0, telle que :

1 1 1 1
L < / 02 i + / 02 dr + / 02 d + / ¢2.du
0 0 0 0
1 1 1

T / udr + / e + / (6 + wan + k)2 di
0

0 0
1

1
+/ (wig + kws)® do + /wgtdx).
0

0

ce qui donne:

CL(rt) < —wB (). (2.3.72)

D’autre part, on a:

IL — NE| = |NiI; + NoIy + N3Iy + NoIy + NsIs + Nglg + NoTy| .
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Utilisant (2.3.2),(2.3.15), (2.3.24) , (2.3.36) , (2.3.45) , (2.3.53) , (2.3.62) , on obtient :

1 1 x
L-NE| = |N, /Oﬂ%@rﬂmmﬁﬁh +N¢pw@/ /EMy wrda
0 0 0
B 1 T 1
+N3 pcp]/ /93dy Popdx | + Ny hp]/¢2t (hg + w3e + kwy) dx
0 0 0

1

1
+Ny hp[/%zwgtdx — Nj hp/wgt (w1 — kws) dx
0 0

1 1

—Nj hp/wlt (pg + w3e + kwy) dx | — Ng ph/wgtwgdx
L 0
! 1 1
1
—Ng ph/wltwldm + N7 pc/@ltﬁldm + 5/9%xdx |. (2.3.73)
| 0 0 0

Des estimations par I'inégalité de Young et 1'inégalité de Sobolev-Poincaré, donne:

1 1

M/M%%MSMM/%M,
0

0

1 1 1
Nl/phW3tfd$ < NlKg/wgtda: + N1K3/¢ga;dff7
0 0 0
1 T 1 1
ngcph/ /91tdy wygdr < N2K4/wftdx + Nsz/H%td%
o \'o 0 0

1 1

T 1
Ns | pepl / / Osdy | dopda | < NyKg / ¢3,dx + N3K; / 03dz,
0 0 0 0

1

1 1
N4hp]/¢2t <¢2 + W3y + k:wl) dx S N4Kg/¢gtd$ + N4Kg/ (sz + W3y + k:wl)2 dlL‘,
0 0

0
1

1 1
N4hpf/¢2xw3tdx < N4C/¢§xdx + N4Cl/w§tdx,
0 0

0
1 1 1

N5h/)/(ﬂ3t (wlm - kw?)) dx S N5Cg/w§tdx + N503/ (wlx - ]CW3)2 dl‘,
0 0 0
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1 1 1

N5hp/w1t (P + w3p + kwy) dx < N5O4/widx - N505/ (g + wae + kw:)” do,

0 0 0
1 1

N6ph/w3tw3dw < N6C'6/w§td:c,

0 0

1 1
Nﬁph/wltwldx < NGC'7/wftda:,

0 0

1 1

N7p6/91t91d.%' S N7Cg/9%tdﬂf
0 0

Alors on peut écrire (2.3.73) comme:

1

|L NE‘ S |N503/ (wlx — kUJ[),) d:z:+51/ ng + w3, + kwl) dx
0
1

0
1

/thdx + 53/w1td:z: + 54/w3tdx + 55/¢2tdx

0 0
1 1 1

1
+36 / 07,dx + N3 K7 / 03dx + 3 / 07,dx|,

0 0 0

ou

01 = NyKy+ N5Cs,

0o = N1K3+ N,C,

03 = NoKy+ N5Cy+ NeCr,

0s = Ni1Ky+ NyCy + N5Cy + NeCo,
05 = N1K;+ N3Kg+ NyKs,

d¢ = Ni1K;+ N7Cs,

Donc, dX\ > 0 telle que:
L NE|<AE(1),

alors

(N—=NE<L<(N+\E,



2.3. Résultats principaux

pour un choix de N trés grand, on déduit facilement que:

wel (1) < L(z,t) <w E(t).

A partir de (2.3.72), et (2.3.74), on trouve

d

—FE(t) < —uE(t).
SB (1) < B 1)
Intégrant (2.3.75) par rapport a ¢, on obtient:

E(t) < CE(0)e .

D’ou le résultat.
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Chapitre 3

Décroissance de I’énergie pour un
systéme Timoshenko de

Thermoélastique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considére le systéme suivant:

P10y — K (o, +¢), = 0 (3.1.1)
Poy — Wby + K (0 + ) + 801 = 0 (3.1.2)
p3bi — 005, + Yy — kOpzw = 0 (3.1.3)

avec les conditions initiales :
¢(,0) = &g, ¢(-,0) = ¢y, ¥(,0) = by, ¥,(.,0) =1y,
0(.,0) = 0o, 0,(.,0) =01, (3.1.4)
et les conditions aux limites:
$(0,8) = o(1,) = (0, 8) = 1(1,1) = 0,(0,¢) = 0,(1,1) = 0, (3.1.5)

out € (0,00) et z € (0,1), telle que p est le déplacement transverse du poutre, et 1) est
I’angle de rotation du filement du poutre. 6 est la déviations de la température , En plus,

P1s Pas P3, K, b, 0, v et k sont des constantes positives.
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3.2. Calcul d’énergie

3.2 Calcul d’énergie

Lemme 3.2.1 Soit (¢,1,0) solution de (3.1.1) — (3.1.3), pour tout t > 0 on a l'identité

sutvante: )
E
dd—t(t) = —Bk/Qfxdx. (3.2.1)
0
o
=1 / p162 + o2 + K (6, + 0)° + by?) / (pa2 +60%) dz.  (3.22)
0 0

Preuve. Multiplions (3.1.1) par v¢,, (3.1.2) par y,, et (3.1.3) par 36,, en intégre par

rapport a x sur [0, 1], on obtient :

.

1 1
P1'V{¢tt¢td$ - K'Yb[ (¢, + YMI ¢, dx = 0,

1 1 1 1
pﬂ{%wtdﬂf - b7{¢mx¢td$ + K'Yj(; (¢p +10) Yy da + BW{thwtdx =0, (3.2.3)

1 1 1 1
,03ﬁf9tt(9tdx — (5[)’f9m€td:c + B”wametdw — k‘ﬂf@thetdﬁﬂ =0.
0 0 0 0

\

On peut voir que:

1 1
1d
P1’Y/¢tt¢td7f = 5%;017/@@@’37 (3.2.4)
0 0
1 1
1d 9
P2V | Yythyda = ol Yide, (3.2.5)
0 0
et
1 1
1d 9
p3B | 0ubidr = §£p36 0, dx. (3.2.6)
0 0

Remplagons (3.2.4), (3.2.5), et (3.2.6) dans (3.2.3). Puis additionnons les équations

résultantes, on obtient :

1 1

2dt {p”/@dx*pﬂ/%dzﬂﬂﬁ dw} +K7/ (s +¢)¢tdx+ﬂ’y/9m¢tda:

0 0
1

= 7/ (K (¢, + 1), & + 0 00, — B0, do + 66{09”915(& + kﬁ{@tmﬁtdm (3.2.7)

0
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Une intégration par partie sur le second membre de (3.2.7), donne :

1 1

/ (6 + 1), byl = — / (6 + ) bpuda, (3.2.8)
0 0
1 1
/ Prathudz = — / botbrade, (3.2.9)
0 0
1 1
/wtxetdx = —/wﬁmdx, (3210)
0 0
1 1
[ooi==]
et
1 1
Ornelidr = — [ 07.dx, (3.2.12)
Jonie ==

En insérant (3.2.8), (3.2.9), (3.2.10), (3.2.11) et (3.2.12) dans (3.2.7), on obtient :

1 1

1 1 1
1d
3 {pﬁ/fzﬁ?daﬁ + pﬂ/w?dﬂv + pgﬁ/Hfd:c} + K’y/ (¢, + ) thyda + ﬁv/emwtda:
0 0 0

0 0
1

1 1 1 1
LKy / (6, + ) duda + by / Yods + kB / 0. dv — / 0 Ond + 55 / 0,0,dz
0 0 0 0 0

= 0. (3.2.13)

On peut voir aussi :

1 1 1
d
K'y/ (¢, + ) qﬁmderv/ (¢p + ) Yyda = %% {K/ (¢m+w)2d:v}, (3.2.14)
0

0 0
et _
1 d 1
Y 2
S 2.1
i [obade =35 v [ wxdx] , (3215)
0 . 0
de méme -~
1 1
55/9,,09,,0@:5:51 6/02dx : (3.2.16)
2 dt v
0 L O
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Remplagant (3.2.14), (3.2.15) , et (3.2.16) dans (3.2.13), on obtient :

1

v d

2 dt
0
1

= —pk / 02 dx.

0

1
d
[p167 + Pt} + K (¢, +40)° + bp2] dz + % / [ps07da + 062] du
0

d’ou le résultat. m

Théoréme 3.2.1 On suppose que
fr_ 2 (3.2.17)

et
¢07¢0780 € H(% (07 1)a ¢la¢1a91 € L2 (Oa ]-)

Alors l’énergie E(t) décroit exponentiellement quand le temps tend vers linfini, autrement

dit, il existe deux constantes positives C' et & indépendant de t, telles que
E(t) < CE(0)e™*, vt > 0. (3.2.18)

Pour prouver ce Théoréme on a besoin des lemmes suivants

3.3 Reésultat principaux

Lemme 3.3.1 Soit (¢,1,0) solution de (3.1.1)—(3.1.3), alors pour toutt > 0, ete; € RT,on
a:
a1, (. b 1 1 1 e 1
1\, P
—a < —§/widm +51P1/¢?d@" + (:02 + E) /@D?dx + Q_b/egwdx7 (3.3.1)
0 0 0 0

ol
1

I (w,1) = / (P20 + prdyw) de, (3.3.2)
0
et w la solution de I’équation différentielle:

—Wgg = wxa

w(0) = w (1) =0. (333)
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3.3. Résultat principaux

telle que:

ot —

1 1
widr < /¢2dx < cp/widm,
0 0

1 1 1
/w?dm < cp/wfxdx < cp/wfdx, (3.3.4)
0 0 0
Preuve. On a
il (z.8)  d
T,t
1dt - E/ (P20 + prow) d
0
1
= / (P2tbuth + pat} + p1dyw + prywy) da. (3.3.5)

0

Remplacons par (3.1.1) et (3.1.2), dans (3.3.5) :

1

dhétx 1) /(biﬁmlb K (¢y + )% — BO) + pot? + K (¢, + ), w + pyoywr) d
0
donc
d[l (x,t) _ _K/Cb (O K/¢ d‘r_B/th¢d$+P2/1/}tde+p1/¢twtdx

+b / o, dr + K / 6. wdz + K / b, wdz. (3.3.6)

L’intégration par partie sur les trois derniers termes de (3.3.6), donne :

]@bmzbdx = —]¢§dx, (3.3.7)
0 0

]gbmwdm = —]gbxwwdx, (3.3.8)
0 0

]%dex = —]gﬁwxdm (3.3.9)
0 0
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3.3. Résultat principaux

En vertu (3.3.7), (3.3.8), et (3.3.9) dans (3.3.6), on obtient :

d[l_” _ _b/¢ d:p—K/qbv,b K/¢2d:c—ﬁ/w0t$da:+pg/wtdﬂf

—K/qﬁzwxda: — K/wwxdx + p1/¢twtdx,
0 0 0

et d’aprés (3.3.3), on trouve:

1 1 1 1
I
di, C(;: H_ / Pidx + p, / Yide — 3 / V0radz + py / dywda. (3.3.10)
0 0 0 0

Maintenant, on va estimer les deux derniers termes de (3.3.10) . En utilisant 'inégalité

de Young et I'inégalité de Sobolev-Poincaré et (3.3.4) , on obtient:

1 1 1
2
ﬁ/zpemd;p < g/zbidx + %/erdx, (3.3.11)
0 0 0

1 1 1
pl/qbtwtdx < plsl/gbfdx + f?l/wfdx, (3.3.12)
1
0 0 0

Regroupant (3.3.11) et (3.3.12) dans (3.3.10), on trouve :

djlc(lf ) < ——/w d3:~|—61p1/¢tdaf+ (pg ) /%dx"‘ /92 dz.

d’ou le résultat. m

Lemme 3.3.2 Soit (¢,1,0) solution de (3.1.1)—(3.1.3), alors pour toutt > 0, eteo € R, 0n

a:
1
dly (x,t)
2C(lt P2 /iﬁfdx + 62/¢ dzr + 62/gz5 dzx + C' (g9) /szdx, (3.3.13)
0
ot 1 1
I (z,1) = py pS//Qt (t,y)dy | ¥y (t,x) dx — 5/9w¢d:p, (3.3.14)
00 0
et i )
d
/9t (t,y)dy = dt 0(t,y)dy =0. (3.3.15)

0

49



3.3. Résultat principaux

Preuve. On a

1 /= L /e
dI.
25:’775) = pg/ (/Pgé’tt (t,y) dy) Y, dr + ,03/ (/Ht (t,y) dy) poypda

0 0 0

0
1 1

—5/6xt¢da: - 5/0xz/1td:c,
0 0

Utilisant (3.1.2) et (3.1.3) :

1 T
I
dly C;tx,lt) _ / { / (6000 — Y1y, + kem)dy] P d
0 0
1

+%/(/m@>wmwwa+w6%mm

0 0

1 1

—5/6’xtwdx — (5/9x¢td$~ (3.3.16)
0 0
On peut voir que :
/Hmdy =0, (x,t) —0,(0,t) =0, (x,t), (3.3.17)
0
de méme .
[y =0 w.0) = 0,0, = v, a.), (3.3.18)
0
et N

0
On peut écrire aussi que :

Z (Zetdy) VYppldr = -(Zetdy %- | —] (7%611/) Y dx
- 00N

- 1 1
L 0 do 0
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3.3. Résultat principaux

et
1 T B T 71 1 T
/ ( / etdy) bpdz = ( Joan)o| [ ( / emdy) b
0 0 L \o do o 0
B T 71 1
L \O do 0
de méme
1 T B T 71 1 T
0 0 L \o do o 0
B T 71 1
= / Oudy | 0, — / 02dz. (3.3.22)
L\o J 0
Remplagant (3.3.17), (3.3.18), (3.3.19), (3.3.20), (3.3.21) et (3.3.22) dans (3.3.16), on
obtient :

1 1 /= 1 1
dl.
d_t2 = p2/ (00, — v, + kb)Y dx — Kp3/ (/thy) dx — pgb/Qt@D dx + Kpg/thbdx
0

0 0 0
1 1 1 r=1
+6p3/95dm — 5/9”1&6& — / L0 dx + | pg (/Ht (t,y dy) (), — ko — ﬂé’t)]
0 0 0 0 =0
En utilisant (3.3.15) ,on obtient:
z =1
[pg (/% (t,y) dy) (b, — ko — 590] =0.
0 =0
Donc
1 1 1 1 /[«
I py [Vida = b0, [ 0.00da + oy [butido — gy | ( / etdy> Y
0 0 0 0o \0
1 1 1
—P3b/9t¢xd$ + P3K/9t¢dl' + 503/936595
0 0 0
1 1
—5/9mt¢d$ — 5/6’,,31/1tdx. (3.3.23)
0 0
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Maintenant, on va estimer les termes de second membre de (3.3.23) par L’inégalités de
Young et I'inégalité de Sobolev-Poincaré, on obtient :

1 1 1

/watdx < 52/¢fd:ﬁ + ¢o (9) /szda:,

0 0 0

1

/Hmwt T < eg/wtdx + ¢ (&g /Hmdx,
0

0

T

1 1

/ /thy Ydr < cp/Htwda:

0 0 0

1 1
/ Vidx + ¢y (€3 / 07 dx,
0 0

1 1

1
/ 0, dr < & / V2da + ¢y (9) / 07 dx
0

0
1 1

0
/thbdx < 52/¢ dx + o (€2 /Htmdx,
0

0 0
1 1
/ 02dx < c, / 02 dx,
0 0
1 1 1
/ 00dr < / Vidx 4 ¢y (€3) / 0%, dx,
0 0 0
et
1 1 1
/ 0,1, dr < € / Y2dr + ¢y (2) / 0%, dx.
0 0 0

Regroupant les estimations précédentes dans (3.3.23) , on obtient :

1

dl.
dt2 < 792/¢td$+52/@/} dx+82/¢ de + C( 82)/6’%(&“,
0

pour un choix convenable de C' (g5), ot C' (2) est une constante dépend de e, et la constante

de Pincaré et K, b, 9, v, 3, py, et p,. ®
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3.3. Résultat principaux

Lemme 3.3.3 Soit (¢,1,0) solution de (3.1.1) — (3.1.3), alors pour tout t > 0, et 5L = £

on a:
1

dJ (x K
c(it )g[b¢w 1—5/ b, + 1) dx+p2/wtdx+ /92d1’ (3.3.24)
0 0

ou
1

1
T (@)= py [ 0,0+ 0)dot p, [ 0,0, (3.3.25)
0

0

Preuve. On a

1 1 1 1
dJ (z,t)
=Py | Yy (bp +0)d+ py [V, (G + ) dx 4 py |y, drd + py [ Yy yda.

On peut écrire aussi:

1

1
d
ACLIS [ W= K (04 0) = 50) 6+ 0) oty [ 0,6+ ) o
0

dt
0

1 1
+p2/¢zt¢tdm + P2/¢x¢ttdxa
0 0

d’ou

1 1 1
dJ (x,t) 2

1 1 1 1
o, [ Y2+ py [ byudz + b [ b (60 + 1) d + py [ bpbdr.  (3.3.26)

Une integration par partie sur les deux derniers termes de (3.3.26), donne:

/ Yraadls = [10,6,]7 / byoad, (3.3.27)

1

]wmwdx =-b / Vid, (3.3.28)
0

0
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et
1 1
[t == [0, (3:3.29)
0 0
On regroupe (3.3.27), (3.3.28), et (3.3.29) dans (3.3.26), on obtient:
TED o, —b/w qud:c—bfwzd:c—f(/ 6, + ) dx—ﬂ/ 60+ ) Ol
/ W2de + p, / byl (3.3.30)
On peut voir aussi :
1 1 1
b [t = [ s = b [0, 6+ ), do. (3331)
0 0 0
et
1 1
_ P2
p2/77/}x¢ttd‘r = p_/¢xpl¢ttdx'
0 "
D’autre part, on a :
P10y = K (¢, + 1),
donc

1 1
Kp,
py | Vpbudr = —= [V, (o, + @/})x dr

1

= b / Y, (¢, + 1), dz. (3.3.32)

0

Regroupant (3.3.31) et (3.3.32) dans (3.3.30), on obtient:

1 1 1
dJ C(;; t) _ (b, 0,)7 = — K / (6, + ) dz + p, / Yidz — 3 / (¢, + ) Orod.  (3.3.33)
0 0 0

L’estimation du dernier terme de (3.3.33) par 'inégalité de Young donne :

1

ﬁ/ ¢p + V) Gmda:<—/ by + ) dx—l—ﬁ 07 dz. (3.3.34)

0
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3.3. Résultat principaux

En vertu, (3.3.34) , dans (3.3.33) , on obtient :
1 1

K 2
70 <boT -5 [ 6.+ 0p dx+p2/wtdx+ o [ e
0 0
d’ou le résultat. m

Ensuite, afin d’absorber les termes limites, apparaissant dans (3.3.24), nous exploitons,
la fonction :

q(x)=2—4z, € (0,1). (3.3.35)

Lemme 3.3.4 Soit (¢,1,0) solution de (3.1.1)—(3.1.3), alors pour toutt > 0, ete3 € R™,on

a !
1 1

z=1 _bpy d
by < 24 fa00.dn - L2 i et

0

+353/¢ dx + (53—|— 453) /w dx + 2p183/¢t

2
/wt dr + —63/ (o, + w) dz + 46—/02 dz. (3.3.36)
0 0
Preuve. Utilisant I'inégalité de Young, alors Vez > 0,

b S a B0 +EO] - MO +E0]. 6330

dl dl
Ensuite, calculant les dérivées, p [bpaq0t)du et p [ p1ad,¢,dz.
0 0

On a :
d 1 1 1
& [ = [voqodo+ [vo0,0,,do
0 0 0

D’autre part on a :
p2¢tt = bwa:x - K (¢x + ¢) - 69?5367

alors :
1 1 1

d
G [poavade = Kb [qu, 0, +0)do = 50 [ a0, o

0 0 0
1 1
0 [ abntdo -+ bp, [ e (33.38)
0 0
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Une integration par partie, sur les deux derniers termes de (3.3.38) , donne :
1 1

b? b?
b / WerPolr = [qu?], - 5Y / g5z, (3.3.39)
0 0
et
1 b 1
bp, / QY dr = —% G ide. (3.3.40)
0 0

En vertus (3.3.39) et (3.3.40) dans (3.3.38) , on obtient :
1 1 1

d b? o=1 b b
G [poavwds = Tl - fanian -2 g0t

2
0 0 0
1 1
—Kb / QY (¢, + ) dr — Bb / QY 0zd. (3.3.41)
0 0
On peut voire que:
b2 27z=1 b2 2 2
2@ = Tl () - a(0)¢? 0)]
= =0 [ (1) + 3 (0)], (3.3.42)
et
b2
%wdx—2¥/wdx (3.3.43)
0
de méme .
bg"’ Gudz = 2bp, / Yide, (3.3.44)
0
car
dq
- h
et d’aprés (3.3.35),onaV z € (0,1) :
q(z) <2 (3.3.45)

Remplacant (3.3.42), (3.3.43), (3.3.44), et (3.3.45), dans (3.3.41) , on obtient:
1

d
dt/prqwtw dv < —b*[¢2 (1) + 42 ( +262/w da:—l—prz/wtdx

1
—2Kb [ 1, (¢, + ) dx — 26b [ 1, 0,udu. (3.3.46)
/ [
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Une estimation par 'inégalité de Young pour les deux derniers termes de (3.3.46) , donne

1

1 1
b2
2Kb de < K2 2de + = [ ¢2dx, 3.3.47
{%(%er)x_% /<¢x+w> x+€§[w (3.3.47)

0

et
1

1 1
260 [, ude <0 [ 12+ 5 [0 (33.48)
0 0

0
On regroupe (3.3.47) et (3.3.48), dans (3.3.41) , on obtient :

1

1
d
G [poavds < 8 [0+ O] +39 [vias
0 0
1

1
s2tp, [ido+ S [ (0, 0 do

0 0
b2 1 1
t3 / Yidx + B2 / 07,dz, (3.3.49)
3
0 0

1
Maintenant, on arrive a calculer la dérivé 7 [ p1adyd,dx
0

On a
p 1 1 1
E/quqbt(?xcm = /P1Q¢tt¢xdx + /P1Q¢t¢xtd$a

0 0 0
et

PPy = K (¢x + 1/))35 :

Alors

1 1

1 1
d
¢ = foster e

0 0

Une intégration par partie sur les deux derniers termes de (3.3.50) , donne:
1

K
a62], ~ 5 [ a.otda, 3351

0

1
K
0

et
1

1
Py / 014y = —% / 4.0 dz. (3.3.52)
0

0

57



3.3. Résultat principaux

Remplagant (3.3.51) et (3.3.52) dans (3.3.50) , on obtient :

1 1 1 1

d K K
G [pasibds =5 10i2)y = 5 [adtdo - 2 [actao v K [qv,0.d0. (3353)
0 0 0 0
D’autre part, on a :
K 1 K
Slet)y = 5l -a(0)62 )]
= —K[¢2 (1) + 47 (0)], (3.3.54)
aussi :
1 1
K 2 2
5 G @dr = 2K | ¢ dx, (3.3.55)
0 0
et
1 1
—% @ 0pdr = 2p1/gbfdx. (3.3.56)
0 0

Une estimation pour le dernier terme de (3.3.53) par L’inégalité de Young, donne:

1 1
K[WMMES2K[%@M

1 1
< K / Vide + K / P2dx. (3.3.57)
0 0

En vertu, (3.3.54), (3.3.55), (3.3.56) , et (3.3.57) dans (3.3.53) on obtient:

1

% pradidyde < —K [¢7(1) + 67 (0)]
0

1 1 1
+3K / ¢2dr + K / Yid + 2p, / prda. (3.3.58)
0 0 0
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3.3. Résultat principaux

Alors, daprés (3.3.49), on peut voir que :

b? bp
2 +2o)] < —4—2@/ Vi, d:c+—/w2d

bp2/¢tdx ; —53/ (6 +0)%d

1

b? 2 3
Fo / i+ L / (3.3.59)
0

0
de méme, d’aprés (3.3.58) :

1

[0+ 62 0) < —”l—fa/qm d:r:+353/¢ i

ey / R 4 205 / $2dw (3.3.60)

Remplagant (3.3.59), (3.3.60) dans (3.3.37), on obtient :
_ b
e=1 _0153_/ %P2 /

302 b? 2
+3€3/¢xd$+ (53+ )/¢ dr + Pleg/gbt
4es 453

0

1 1
pob K? 62
+2—§3/wt2dx + Teg/ (¢, 4+ 1) dx + i 02 da.
0 0

0

D’ou le résultat. m

Lemme 3.3.5 Soit (¢,v,0) solution de (3.1.1) — (3.1.3), alors pour toutt >0, on a :

d“ /¢tdx—p2/wtdx+(b+ )/w da

2
+K/ by + 1) dm—kﬁ /92 dz, (3.3.61)

0
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o
1 1
K (fE, t) = _pl ¢t¢dw - p2 Tﬂ,ﬂbdﬂf,
[ossen]

Preuve. On a

1 1 1 1
o / buddz — p, / $2dz — py / butbde — py / YRda.
0 0 0 0

PPy = K (gbx + @Z))x )

D’autre part, on a

et
Py = bhyy — K (¢ +0) — B4
Remplagant (3.3.64) et (3.3.65), dans (3.3.63) , on trouve :

dk (z,1t)
dt

= K] (¢, + ) Ydz + 5]9mwdx - pjd)?dx - pz/lw?d:v
0 0 0 0

1

1
K [ (6 + 1), oo — b [ $putbie.

Une intégration par partie sur les deux derniers termes de (3.3.66) donne:

1 1
—K [ (¢, +¥), 0dx = K [ (¢, + 1)) d,dz,
/ /

1 1
b [ s =b [,
0 0

et

et remarquons:

1 1 1
K[(¢x+¢)¢xd$+ff[(¢x+¢)wd$=K[(%ﬂ/})Zdl’-

En insérant (3.3.67), (3.3.68) et (3.3.69) dans (3.3.66) , on obtient:

d“ /gbtdm pQ/wtda:+b/w da

+K/ ¢, + 1) da;+5/9m¢dx
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3.3. Résultat principaux

Une estimation par I'inégalité de Young et 'inégalité de Sobolev-Poincaré, donne :

AN
|
—
%
.
]
_l’_
2

1
{ B0,

1
< 5 / Vidr + = [ 07 du. (3.3.71)

d
/-gg,t) < _p1/¢?dx_p2/¢fdx+<b+%> /@Z)idx

d’ou le résultat. m

Lemme 3.3.6 Soit (¢,1,0) solution de (3.1.1)—(3.1.3), alors pour toutt > 0, et o € R, 0n

a:
1
doe 2
c(if < 5/02dm—|—(p3+4 >/6’dm+62/¢dx
0
ol
1 k
— / (pgete + 592 + Wﬁ) dz. (3.3.72)
0
Preuve. On a
1
do (z,t
(gt ) _ / (05000 + 37 + k0,0, + V0000 + 100,0,) do. (3.3.73)
0
Utilisant (3.1.3), on obtient:
d@ 1
t)
(, / — Yy + ki) 0dT + 307 + k0,0, + by, 0 + Y, 04d,
0
d’ou
o 1 1 1 1 1
t
C(;’ ) _ 5/0mé’dx + k/é’tmed:z: + pg/Hf + /{:/Qm@mt + v/wlﬂtdx. (3.3.74)
0 0 0 0 0
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Une integration par partie sur les deux premiers termes de membre droit de (3.3.74),

donne :

1 1
) / 0pofdr = —6 / 02dx, (3.3.75)
0 0

et

1 1
k / Opuubda = —k / 0,0, dz. (3.3.76)
0

Remplagant (3.3.75) et (3.3.76) dans (3.3.74), on obtient :

1 1 1
t
) _ pg/ef - 5/93@: = v/wxétd:v. (3.3.77)
0 0 0

Une estimation du second membre de (3.3.77) par I'inégalité de Young donne :

/ Y Opdr < e, / Vida + 1 / 02dx. (3.3.78)

En vertu, (3.3.78) dans (3.3.77), on obtient :

1 1 1
dO (z,t) 2 '72 2 2
g S Rl I
o < 6/0xdm + (p3 + 1o, /Gt + 62/1/)rdx,
0 0

0

d’ou le résultat. m

Lemme 3.3.7 Soit (¢,1,0) solution de (3.1.1) — (3.1.3), alors 36 > 0, telle que :

dL (z,t)
dt

< —BE(t), Vt>0, (3.3.79)
ot L la fonction de Lyaponov définie par :

L = NE+N1I1+N2]2+J+'0183/ 1P, dx

1

b
+Zi Q) dz + ik + O, (3.3.80)
0
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3.3. Résultat principaux

Preuve. On a :

1

dL (z,t) dE (z,t) dly (x,t) dly (z,t)  dJ(x,t) des
= yEWLY L N8 Y LN d
dt i g Tt a +dtK 1300y
A psb | drs (2,t) | dO (x,1)
pob K(x,t T,t
Y aas, | Wibadr

0

Maintenant, utilisant (3.2.1), (3.3.1), (3.3.13), (3.3.24), (3.3.36), (3.3.61), (?7), et

1 1
/Hfdx < /Gfxdx,
0 0

aussi
1 1 1
/¢§dxg 2/ (¢m+w)2dx+2/widx,
0 0 0
on obtient:
dL 1 1 1 1 |
,t
0 0 0 0 0
1
470 [ (00 +0)" e (3.3.81)
0
ou
/62 62 /62 /62 72
= —BEN + N;— + N>C — + — - -
71 BEN + Nigp + NoC (e >+2/<:+4 g et
Nib 302 b2 1
Yo = —Tl+3N2€2+7€3+4 +F u(b+§>+€2,
e a2
Y3 = P1 1€1 K i,
Yy = —O,
NQ’Y b pl
Vs Pz( 9 2€3+M)+ 1(P2+4€1 ,
K K?
Vo = —E+(T+6)53+252N2+NK'

A ce stade, nous devons choisir trés soigneusement nos constantes. Tout d’abord, laissez-

.« . . K
nous prendre ;. = L et et choisissez €5 = min [ &%, 1 —TK :
16 47 216( 5 +6)
4
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Maintenant, sélectionnez N; assez grand pour que

Nib 3b2 b2 1
T— 73+43+4_€§+M(b+§):| > 0,

puis choisir €; si petit que

S_

l\DIt

1
17
donc ¢; < ﬁ. Ensuit nous choisissons Ny assez grand pour que

Novy b P1 po Noy
2l - - N A )
p2 ( 2 283 +M) ! (p2 * 451 4 ’

4 b
N2Z—{N1(Pz+ﬁ> M+1+—1
Y 1 263

alors

Apres, nous choisissons e, si petit que

TK Nyb )

.
2 T (64N2’ 4(3N, + 1)

Finalement, nous choisisons N asser grand, pour que (3.3.81) devient:

1
dL t)
@0, / (62 6%, + 42 + 2+ 6 + (b +0)?) da, (3.3.82)
0
donc
dL (z,t)
— L —BE().
= < g ()
d’ou le résultat. m
Preuve de Théoréme
On a
1 b 1
L=NE+ NI+ N+ J+ p}; 6,6, dx + P2 o qU ), dz + prk + ©.
0 0
Alors

£
|L—NE| = N1+ Nolo+J + %/91Q¢t¢xd$

1

b
+ZL g, d + ik + ©.

0
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Utilisant (3.3.2), (3.3.14), (3.3.25), (3.3.36), (3.3.62), et (3.3.72), on obtient:

1 1

‘L - NE’ = ‘Nl/ (/121/4,1# + P1¢tw) dr + N2P2P3/ 0 (ta y) dyi, <t7 55) dx
0 00

1 1 1
Ny / 0,6 + py / by (6, + ) dz + p, / b, 6,da
0 0 0
1 b 1 1
£ p
= / a6y + 52 / bods — oy / oo
0 0 0

1 1
k
—po / VYybdr + / (p30t9 + §0§ + wxe) dz|. (3.3.83)
0 0
Des estimation par 'inégalité de Young et I'inégalité de Sobolev-Poincaré, donne:
1 1
Nip, / Ypdr < N,C / Vida,
0 0
1

1 1
Nip, / pwdr < N1Cy / ¢7 + N, Cy / Y, du,
0 0

0

et
1z 1 1
N2p2p3//6’t (t,y) dyy, (t, z) dx < NgC’g/Qfdx + N204/¢fdx,
00 0 0
1 1 1
—Nyd / 0,0dr < NoCs / 02dz + NCs / Yidz,
0 0 0
de méme

1 1 1

o [0 6+ 01 < e [widn + B2 [ (0,4 ),
0 0 0
1

1 1
oo [[Vutde < prea 2o+ 22 [ G
0 0 2 0
1

1 1

9

2 [paooin < [ dido+ 1 [ G2a,
0 0

0
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1 1

1
b
82 [t o < K [ o+ K, [ 2,
0

0 0
aussi

1 1

—up, / duode < Koy / P2dr,
0 0
1 1

1, [t < K [ vhde
0 0

finalement

1 1

3 / 0,0dx < K / 07dz,
0 0

1

1 1
v / Y, 0dr < Kg / Yide + Ky / 07dx.
0 0 0

Remplacant les estimations précédents dans (3.3.83), on obtient:
1

1 1 1
IL-NE| < 61/gbfdx+62/¢?dx+i—z (¢x+¢)2dx+53/wid:v
0 0 0

0
1 1 1

+64 / 07dx + NyCs / 02dz + K / P>dx
0 0 0
< AE(1), (3.3.84)

ol

5 = NGOy + P2 LKk 4K
482

52 = N10+NQC4—|—p25—|—K4—|—K8,
(53 = N102+NC5+p252+K6+K9,
0y = NoCs+ K5+ Ko,

et A > 0. Donc on peut écrire:

PLE(t) < L(x,t) < BE(1). (3.3.85)
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Cambinant (3.3.79) et (3.3.85), on trouve

d
L) < ~€L(x.1), (3.3.86)

ou
_B
By

lintégrant (3.3.86) par rapport a ¢ et exploitant (3.3.85), on obtient :

§

E(t) < CE(0)e .

Ceci termine la preuve de théoréme.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié la stabilité exponentielle de I’énergie associé aux systeme

en Thermoélasticité, nous avons étudier le systéme de Bresse et le systéme de Timoshenko.
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