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Résumé

L’objectif de ce mémoire, est de donner une introduction générale sur les courbes elliptiques,
et de rappeler quelques applications de ces courbes dans d’autres disciplines. Tout d’abord, on
rappelle la définition d’une courbe elliptique, et les transformations qui réduisent son équation
de Weierstrass, en suite on présente la structure de son groupe donne la construction de son
groupe de Mordell Weil. Enfin, et comme des applications de ces courbes, on les utilise dans
la factorisation d’un entier, et finalement, on explique la cryptographie en utilisant les courbes

elliptiques.
Abstract

The objective of this thesis is to give a general introduction on elliptic curves , and to
recall some applications of these curves in other disciplines. First, we recall the definition of an
elliptic curve , and the transformations that reduce its Weierstrass equation , the suite presents
its group structure gives the building its Mordell Weil. Finally, and as applications of these
curves are used in the factorization of an integer, and finally , it is explained cryptography

using elliptic curves
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Notations

Notations et Abréviations

F, =: Un corps fini & ¢ éléments ;

Ker f =: Le noyau de f;

Im f =: L’image de f;

7, =: L’ensemble des nombres entiers ;

Z/nZ =: Les classes résiduelles d’entiers modulo n ;
a = b[n| =: a congrus b modulo n ;

(n,q) = 1 =: n et ¢ sont premiers entre eux ;

alb =: a est divise b ;

PGCD(a;b) =: Le plus grand commun multiple de a et b.

mod =: est P'opération de modulo (reste de la division entiére)

k* =: L’ensemble des éléments inversibles de k.
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Introduction

La théorie des courbes elliptiques est une branche de Mathématiques, qui se situent de sur
croitau croisement de multiples branches : arithmétique, géométrie algébrique, représentations

de groupes, analyse complexe, etc.

En général, une courbe elliptique est une courbe algébrique, munie entre autres propriétés
d’une addition géométriquesur ses points. Parmi les applications des courbes elliptiques, elles
interviennenten mécanique classique dans la description du mouvement des toupies ; en théorie
des nombres dans la preuvedu dernier théoréme de Fermat qui a été démontré par Andrew
Wiles en 1995 ; encryptologie dans le probléme de la factorisation des entiers ou pour fabriquer
des codes performants.Contrairement & ce que son nompourrait laisser croire, I’ellipse n’est pas
une courbe elliptique. Le nom des courbes elliptiques vienthistoriquement de leur association
avecles intégrales elliptiques, elles-mémesappelées ainsi car elles servent en particulier a calculer

la longueur d’arcs d’ellipses.

Le mémoire est composé de quatre chapitres, le premier chapitre est consacré a présenter

quelques préliminaires qui seront utiles tout au long de ce travail.
Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle les définitions et les propriétés d’une courbe elliptique.

Le troisiéme chapitre, est consacré a la construction du groupe de Mordell- Weil E(k)d une

courbe elliptique sur un corps k.

Enfin, dans le quatriéeme et le dernier chapitre on donne quelques applications des courbes

elliptiques.
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Préliménaires

On regroupe dans ce chapitre quelque notions qui seront nécessaire pour la suite.

1.1 Groupes et anneaux

1.1.1 Groupes

Définition 1 On appelle un groupe un couple formé par un ensemble G et d’une loi de com-
position (x,y) — zy sur G:

oz, y;z € G: (xy) z = x (yz) (associativité) .

el € G tel que Vr € G : 1 = 1l = z (existence d’un élément neutre) .

ovr € G, 3z ! € G tel que v~ o = xx™t =1 (existence d’un élément inverse pour tout élément

du groupe).

Remarque 1 1)S5i la loi de groupe est commutative, le groupe est appelé groupe commutatif
(ou abélien) .

2) Pour un groupe commutatif, on utilise la notation du loi (x,y) — = + y.

Dans cette notation, I’élément neutre est habituellement noté O et l’inverse d’un élément x est

noté (—x).

Exemple 1 on définit dans Z une loi de composition interne T définit par

alb=a+b+ ab

avec a,b € Z, (Z — {—1},T) est un groupe car :



1.1. Groupes et anneaux

o'l est associative
Soient a,b,c € Z
(aTb)Te =yTc=y+c+yc tq y=a+b+ab
=(a+b+ab)+c+(a+b+ab)c

aT (bTc) =aTx =a+x+ ax tq r=b+c+bc
=a+ (b+c+bc)+a(b+c+be)

donc : (aTh)Te = aT (bTc)
o/existence de I'élément neutre
On suppose que O est l’élément neutre a lot T
VaeZ: aTO=0Ta=a
alO=a=a+0+a0 =a
=0(1+a)=0
= 0 =0.

oT'out élément de Z admet un symétrique 7

supposons que x' est I’élément symétrique de x donc :

2T =0=z+2" +z2' =0

=1 +zx'=—2z
, —x
= =
1+2
donc élément © = —1 n’admet pas de symétrique donc(Z,T) n'est pas un groupe mais par

contre ((Z — {—1},T)) est un groupe.

Applications surjectives

Définition 2 Une application f : E — F' est surjective si tout élément de F' posséde au

moins un anticédant

f surjective < Vy € F,3 (au moins)x € E, f(x) =y.

Exemple 2 Soit f un application tq :

f:R—R
2x

r—J@) =15s



1.1. Groupes et anneaux

1/ f est elle surjective

Suposon que y =2, on a

y=f(z) 2= f(a)
B 2z

C 14 222

& 24222 =2

&2

S22 —204+2=0
A=4-4(2)(2)=-12<0.

Donc ’équation n’admet pos de solution alors f n’est pas surjective.

homomorphisme de groupe

Définition 3 Soit (G,e) et (H,x) deux groupes, une application f : G — H est appelée

homomorphisme de groupes de G dans H si :

Va,be G, f(aeb)=f(a)*f (D) (1.1)

Remarque 2 Si dans la relation (1.1), nous prenons b =1,

Flas)=F (@ f 1)
f@)= (@ f ()
fo) _
w1

1= £(1)

alors f (1) =1 .

Dans la définition, nous avons utilisé ’écriture multiplicative pour les groupes G et H. Si
les groupes sont notés additivement, il faut bien sir adapter la définition en conséquence. Par
exemple, si le groupe G est noté additivement et le groupe H multiplicativement, alors la relation

(1.1) devient
fla+b) = f(a)f(b)

Exemple 3 On a les groupes (R, +) et (R*,.), alors Uapplication suivante est un homomor-

phisme de groupes

1)

f:(R4+) — (R*).)

r — exXpz.



1.1. Groupes et anneaux

2)

On applique la définition

Ve,ye R, f(z+y)=f(z).f(y)

Vz,y € R, exp(z +y) = exp(z). exp (y) .

g: (R*)) — (R,+)

x—In|x]|.

On applique la définition

Vr,y e R*,  g(zy) =g(x)+9(y)

Ve,y e R*,  In|zy|=ln|z|+In|y].

Exemple 4 Soient G le groupe additif Z., H un groupe multiplicatif quelconque et a un élément

de H.

L’aplication

est un homomorphisme de 7 dans H.

En effet,

f(ny+ng) =am™ =a"a™ = f(n1) f (na).

Le noyau

Définition 4 Soit f : G — H un homomorphisme de groupes.

[’ensemble

et limage

ker f=f7({h}) ={a€G; fla)=h)

de f l’ensemble

Im f=f(G)={f(a), a€G}.

On appelle noyau de f



1.2. Corps finis

1.1.2 Anneaux

Définition 5 On appelle un anneau un ensemble k muni de deux lois de composition (x,y) —
xy et (z,y) — x+y sur l’ensemble k. Tel que:

o (k,+) est un groupe commutatif;

e la loi de composition (x,y) — xy est associative et admet un élément neutre 1;

eVr,yzek:x(y+z) =xy+yz (distributivité).

Remarque 3 Si la loi de composition (x,y) — zy est commutative, alors l'anneau est dit

commutatif.

Exemple 5 xL’ensemble des entiers muni des lois composition habituelles (adition et multi-

plication) forme un anneau commutatif.

1.2 Corps finis

Définition 6 k un anneau. On dit que k est un corps si tout élément non nul de k est in-

versible.

Exemple 6 Les anneaux Q et R sont des corps, appelés respectivement corps dse nombres

rationnels et corps dse nombres réels

Exemple 7 Par contre, l’anneau Z n’est pas un corps car les seuls éléments non nuls qui sont

1nversibles sont 1 et -1.
Définition 7 Un corps fini est un corps commutatif dont le nombre d’éléments est fini.

Exemple 8 Sip un entier premier, alors Z/pZ est un corps fini, notons F,, tel que :

F,=2%Z/pZ ={0,1,2,...,p— 1}

Définition 8 Soit k un corps. La caractéristique de k c’est le plus petit entier p tel que

p.1=0.



1.3. Le plan projectif P,

1.3 Le plan projectif P,

Définition 9 soit k un corps, Le plan projectif Py(k) est l’ensemble des points P = (a,b,c)
non nul dans k* de sorte que deuz points P = (a,b,c) et P' = (a',b', ¢ ) sont considérés comme
étant des points équivalents s’ il existe t appartient o k* tel que (a,b,c) =t(a’,b',c).

a,b et c sont appelés les coordonnées homogénes du point P.

Plus généralement, nous définissons le n-espace projectif P,(k) comme I'ensemble des classes

d’équivalence des (n + 1)

P, (k) = {(ag, a4, ...,a,) € K" tel que : ag,ay, ...,a, non tous nuls }
n - ~

Y

ou (ag,ay,...,a,) " (ay, al, ...,al) s’il existe t € k*tel que

ey Uy

(ag, ay, ..., an) =t (ag, ay,...,a,)

Définition 10 Soit un corps k. Le degré d’un terme d’un polynéme P de l'anneauk [ X1, ..., X,
est la somme des exposants des variables X; apparissant dans ce terme. Le degré du polyndome

p est le plus grand de ses termes.
Exemple 9 Le polynéme p (x,y, z) = 323y + 42%y*2 — y2? est un polynome de degré 5.

polynéme irréductible

Définition 11 Soit un corps k. Un polynéme P € k[ X1, ..., X,,] est un polynéme homogeéne de
degré d si chacun de ses termes est de degré d. De plus, P est dit irréductible s’il ne peut pas

s’écrire comme un produit non trivial de deux polynéome de k[ X1, ..., X,] .

Notation 1 Si P est un polynéme homogéne de degré d défini sur un corps k et a n variables,

alors nous écrirons P € k[ Xy,..., X,], -
Définition 12 Soit un corps k. Une courbe E de Py(k) est l’ensemble des points qui satisfait
a

P(z,y,z) =0,

Notation 2 F (k) : = {(z,y,2) € Py(k) : P(x,y,z) =0}

ou P € k[Xj, ..., X,,] est un polynéme homogene de degré d > 1.



1.4. congrunce modulo n

xS1 d = 1, alors E est appelée une droite.
x51 d = 2 FE est dite une conique.
*xS1 d = 3 une cubique, Le nombre d est appelé le degré de la courbe.

Le plan usuel sur un corps k, et noté A, (k), est I’ensemble des point (X,Y) € k2 Si nous

introduisons les coordonnés x,y,z telles que X = Z et Y = % alors a tout point (X,Y)

de As (k) correspond le point (z,y, z) de P»(k). Réciproquement, si z # 0, alors a tout point
(x,y,2) de Py(k) correspond le point (X,Y’) de A (k). Dans le cas z = 0 on considere dans
Ay (k) , deux droites paralleles

L:aX+bY +c=0 e L:dX+bVY+c=0
ou a’ = ta et b’ = tb. En coordonnées homogenes, c-a-d. dans P(R), ces droites s’écrivent

L:ar+by+cz=0 et L':dx+by+dz=0

L’intersection de ces droites a lieu en un point pour le quel z = 0. Un tel point est appelé point
a l’infini.
courbe algébrique

Définition 13 une courbe algébrique est un schéma de type fini sur un corps, dont les

composantes irréductibles sont de dimension 1

1.4 congrunce modulo n

Définition 14 Soit n un entier naturel. Deux entiers relatifs a et b sont dits congrus modulo

n si leur différence est divisible par n, c’est-a-dire
a=0b+kn keN

et on note :

a=bln] ou a=b(modn).

les propriétés :

1/Pour tout entier a,



1.4. congrunce modulo n

En effet :

a=a+0n=a=an|

2/pour tous entiers a et b,

En effet :

a=b+knesb=a+(—kn tqkeZ
<:>b:a—|—k:1n

< b= aln)].

3/pour tous entiers a, b et c,
sia=bn] et b=cn] alors a = cn].
En effet :

a=b+kn e b=c+kn tqkk €7
=b=a+(—kn et b=c+kn
=b=a+ (-kn=c+kmn
=a—c=(k+k)n

=a=c+ (k+k)n

= a=c+ kyn

= a = c[n].
4/8i ay = by (n) et ay = by(n), alors

ai + ag = by + ba[n] et  ajag = bibylnl,

car

ar=b; +kin et ay=by+ kan tq kl,kQEZ

donc on a

(al — bl) = kln, (ag — bg) = k’gn

(ay —b1) + (ag — be) = kn
(a1 + ag) — (by + by) = kn
(a1 + ag) = (by + b2) + kn
aj + as = by + be[n]



1.4. congrunce modulo n

Pour ajas = bibsy[n] on a et

(a1 — bl) = kln et ((lg — bg) = kgn.

On en tire

a1 = by + kin, ag = by + kon.

D’ou

a1a9 = blbg +n (k?lbg + k?gbl + ]{?1]{7271) .

On en déduit que

a109 = b1b2 [n]

Diviseur

Définition 15 Si les termes a et b d’une division sont des nombres naturels non nuls, alors b

est un diviseur entier de a si et seulement si le reste de cette division est nul.
Définition 16 un diviseur premier est un diviseur entier qu’est un nombre premier.

Exemple 10 Dans l'opération 12 =4 = 3, le nombre 4 est le diviseur.

L’ensemble des diviseurs de 60, noté div60, est
{1,2,3,4,5,6,10, 12,15, 20, 30,60}

L’ensemble des diviseurs premiers de 60 est {2,3,5}.

Décomposition d’un nombre en facteurs premiers

Définition 17 On appelle un décomposition d’un nombre en facteurs premiers la formule

T

T = HPZO”

=1

telle que P; parcorue ’ensemble des nombre premier et «; des entier tq a; > 0.

Propriété : La décomposition d’un nombre en facteurs premiers est unique.

Exemple 11 50 = 2% 5 % 5 = 2 % 52.
100 =2 % 2% 5 %5 = 22 % 52,

10



1.4. congrunce modulo n

diviseur non trivial

Définition 18 un diviseur non trivial d’un entier naturel n est un entier naturel diviseur de

n mais distinct de n et de 1 (qui sont ses diviseurs triviaux).

Exemple 12 Les diviseurs non triviaux de 30 sont 2,3,5,6,10 et 15.

11



Chapitr
e

Quelque notions sur les courbes

elliptiques

Dans ce chapitre, on va introduire quelques notions des courbes elliptiques et donner quelques

exemples et quelques résultats

2.1 Structure d’une courbe elliptique

2.1.1 Courbe elliptique

Définition 19 Une courbe elliptique est une paire (E,Oy), ot E est une cubique irréductible
non singuliére et Oy € E. On dit que la courbe elliptique E est définie sur un corps k st E est
une courbe surk et si Oy € E (k).

J.

Remarque 4 Le point “non singuliére 7 signifie que la propriété suivante est satisfaite :

xsi P = (X,Y,7Z) € k3, vérifie I’équation

E:F(x,y,z) = (2.1)
alors 5 5 5
F F F
%P#O ou a—yP%O ou ap%O

xsi P vérifie équation (2.1), on dit que P est un point sur la courbe. La condition “courbe

non singuliére” de la définition affirme que si F(X,Y,Z) = 0,avec (X,Y,Z) € k3 alors le

12



2.1. Structure d’une courbe elliptique

vecteur

oF oF oF

n’est pas le vecteur nul. En d’autres termes, on peut définir une tangente o la courbe au point

(X,Y, 2).

Exemple 13
»On prend k = R, on pose :
By =1+z et Byt =2 +2%

Les courbes F4 et E, sont bien définies sur R puisque tous les coefficients sont réels.

La courbe Ejest non singuliére, car :

(G G en)) = 0.0 @{ o

dy 2y =0
& =3

y=0

22

& =5

y=20
o r==+

y=20

or les points (£i/+/3,0) ne sont pas sur la courbe et donc la courbe Eest non singuliére.

Pour la courbe F5 est non singuliére, car :

oF oF 322 +22 =0
—(x,y), —(x, =(0,0) &
(G G wn)) = 0.0 { oo

@{ 23z +2)=0

2y =
{a;_o {395—}—2:()
o Y
y= y=
—2
= x:?
y=0

13



2.2. Transformation de I'équation de Weierstrass

le point (0,0) est un point sur la courbe et on vérifie aisément que aa—i(O, 0) = %—5(0, 0) =0. On

dit alors que le point (0,0) est un point singulier.

La courbe F5 est non singuliére. F, posséde un point singulier (un point double en (0,0)).

FIG :1.1 — Graphes des courbes E1 et E2 sur R.

2.1.2 Equations de Weierstrass

Définition 20 une courbe elliptique sur k, définie comme [’ensemble des solutions du plan

projectif Py (k) de l’équation de Weierstrass suivante :

E:F(x,y,2) =9y%2 + a1vyz + asyz® — 1> — aon®z — agx2® — ag?®

ot les coefficients ay, as,as,as et ag sont dans k.

pour alléger les notations, nous allons écrire ’équation de Weierstrass avec coordonnées non

homogenes : X =x/zet Y =y/z,

E: Y 4+ XY +a3Y = X3+ as X% + as X + ag (2.2)

2.2 Transformation de I’équation de Weierstrass

Soit k un corps de caractéristique k # 2,3, il’'ya des transformation qui rendrent ’équation a

la courbe elliptique (2.2), plus simplifiée.

Proposition 1 Soit E une courbe elliptique. On peut se ramener une équation de E, dite

forme simplifiée de Weierstrass :

1/8i car(k) # 2, on a
b b b
Ioy2 w3y Z2y2 V4 6
E.Y—X+4X+2X+4

2/8i car(k) # 3, on a

E’ iy =24+ B2+

14



2.2. Transformation de I'équation de Weierstrass

Preuve. On a I’équation de Weierstrass :
E: Y2+ u XY +a3Y = X34 a, X%+ au X + ag (2.3)
1/ Supposons que car(k) # 2, le changement lineaires de variables (X,Y) — (X Y + 23X+ “2—3)

transforme 1’équation(2.3) :

2 2
(Y+%X+%)2:Y2+a1XY+a3Y+%X+%X2+%

on ajoute la valeur (“42 X + GT?X 4 %) dans la formule (2.3) ensuite on Ienleve.

2 2 2 2
Y2+GIXY+G3Y+CL1;3X+%X2+%:X3+G2X2+CL4X—|—CL6+a12a3X+%X2+%
a a a? aa a?
(Y + 5 X+ )7 = X4 (an + )X o+ (aa+ =) X + (ag + )

day + a? 2a4 + aqa dag + a?

= X (X (X ()

On pose by = (4ay + a?), by = (2a4 + aya3) et bg = (dag + a2) et on définit la courbe E sur k

par :

/ b2 b4 b6
E Y?’=X34+2X24+ =X+
+ 4 + 2 + 4
donc on a
E =2+ A+ Bx + C (2.4)

2/Supposons que car(k) # 3, on pose 2’ = (z+ 4) tqg A = (4a21a%)

3 3 3 9 3 9 9 27
3A2 + A3
27

/3< A>3 s LA LA AT LA AT A2 A3
rt=lr+ 5| =rFrotrotr——+ro+ -+ T+ 5

2
= 2%+ Azx? + §A2x+

15



2.2. Transformation de I'équation de Weierstrass

on ajoute la valeur (2A%x + %) dans la formule (2.4) ensuite on 'enleve.

y2+§A2x+#:x3+Ax2+Bx+C+§A2x+#
92:$3+A$2+§A2x+#+3m+0—SA%—%J;A?)
9221’3+Bx+0_§142x_%—;/13
=4 (B A+ ) - Do M
PPN PR B S
y2:x/3+(B—§A2)x/_BTA+22_f;3+O_%¢N’
yQZII3+(B—gA2)x’+ C—3A2;73A3_BBA

y2:xl3+A1x/+Cl

On pose A' = (B—2A%),C" = (C — % — £B4) et on définit la courbe E sur k par :

E =2+ Al + '

Remarque 5 I existe d’autres formes de ’équation d’une courbes elliptique; par exemple :

B :Y?=X(X-)N(X=-)
Ey:Y? = (X —e1) (X —e) (X —e3)

U’hypothése < non — singuliére > implique les conditions : A # 0,1, et e; # e; pour i,j =

1,2,3.

Proposition 2 Sur les cubiques de Weierstrass E le point & l'infini O, = (00, 00) = (0, 1,0)

est un point non singulier sur E.

Preuve. Soit une cubique de Weierstrass d’équation
E:F(X,)Y)=Y*+ a1 XY +a3Y — X? —ayX? —ay X —ag € R[X,Y] (2.5)
Dans le plan Projectif P»(R), 'équation (2.5)devient :

E:-F(X,)Y,2)=Y?Z 4+, XYZ +asY 7> — X? — 0y X?Z — ay X 7% — 062 € P,(R)

16



2.3. Invariants d’une courbe elliptique

on a les dérivées partielles :

OF
F)/( == a_X - G1YZ - 3X2 - QCLQXZ - CL4Z2 - CLGZ3
OF
F = ¥ = 2YZ + ay X Z + azZ?
OF
Fj, = 57~ Y24+ a1 XY +2a3Y 7 — 4y X? — 204X Z — 3agZ*

Les coordonnées du point O satisfont cette équation : F(Og) = 0. Il en résulte que ce point est
sur la cubique E. La valeur F7, (0,1,0) = 1 # 0 implique que le point O = (0, 1,0) = (00, 00)

est un point non singulier sur F .

2.3 Invariants d’une courbe elliptique

Les coeffécients b; de I’équation d’une courbe elliptique E permettent de défini deux invariants

de cette courbes :

Définition 21 Soit E: Y2+ a1 XY + a3Y = X2 + as X? + ay X + ag une courbe définie sur k.

On pose :
by = a2 + 4ay by = ajas + 2ay
be = a3 + 4ag by = alag — ayazay + axai — a3

A = —b2bg — 8b3 — 27b2 + 9bybybs
=—(al + 4a2)2 (aZas — arazaq + aza? — a3) — 8 (araz + 2a4)® — 27 (a3 + 4a6)2
+9 (a% + 4a2) (aras + 2a4) (ag + 4(16) )
Le nombre A = A (E) est appelé le discriminant de E.

Proposition 3 [4] un courbe est une courbe elliptique si et seulement si on a A # 0.

Définition 22 L’invariant modulaire d’une courbes elliptique E est la fraction rationnelle

3
i(F) = —2
IE) = Xm
Définition 23 Soit un polynome
f(@)=2"+az" " + ...+ a,, de degré n > 1

17



2.3. Invariants d’une courbe elliptique

et sa factorisation

flz) = H (z—6;), 6;eR (2.6)

alors le discriminant de f est égal a :

dise(f)= T (60>

1<i<j<n
L’une des méthodes de calcul de ce discriminant utilise la définition du Reésultant de 2

polynomes.

Soit deux polynomes de 'anneau R [z] :

f(x) = agx™ + a1z + 4 a1z + ay, de degré n > 1 ;

g(x) = boz™ + byx™ 4 4 bp1x + by, de degré m -1 ;

Définition 24 Résultant de deux polynomes f et g est le déterminant d’ordre n + m.:

ap ap . .. Qp 0 . . 0
0 ag ai (07% 0 0
0 0 ao 0
Res(f,g)=10 0 0 . . a9 . . Gp1 an
bo by by, 0O 0
0 by bp O 0
o 0 0 0 . . .. by by
formé de n lignes (ao.......a,) et m colonne (by....... b) de diagonale principale formée de m

termes ag et n termes b, et les termes manquants sont remplacés par des zéros.
Exemple 14 f(x) = 223 +322+4 et g(x) = 32" — 523+ 82% — 62 — 3 le Résultant Re s(f, g) est

donc le déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3+4 =7 de lignes (ag, a1, as,a3) = (2,3,0,4)

et <607 b17 b27 b37 b4) - (37 _57 87 _67 _3)

18



2.3. Invariants d’une courbe elliptique

23 0 4 0 0 O
o 2 3 0 4 0 O
o 0 2 3 0 4 0
Res(f,g)=10 0 0 2 3 0 4
3 -5 8 -6 -3 0 O
0O 3 -5 8 -6 -3 0
o 0 3 -5 8 —6 -3

Définition 25 Le discriminant d’un polynéome f(x) de degré n > 1
f(x) = apx" + ayz" ' + ...+ ap 17 +ay,

est
n(n—1)

disc(f) = (=1)"z Res(f, f'). (2.7)

Proposition 4 soit £ : y? = 2® + Bx + C une courbe définie sur k. Le discriminant de E est
A(E) =16 disc(f) tq f = 23+ Az + Bz + C

A (E) = —16(4B* + 27C?)

Preuve. On & f = 2% + Bz + C et sa dérivée

f'(x) =32+ B

19



2.3. Invariants d’une courbe elliptique

et donc
3(3—-1)
A(E)=(-1)"7 Res(f,[)
= (~1)2 Res(f, f')
= (=1)°Res(f, f)
= —1Res(f, )
10 B C 0
01 0 BZC
=—det|{3 0 B 0 0
03 0 B 0
00 3 0 B
1 0 B C 01 B C 01 0 C
:—detOBOO+Bdet3000+0det3030
3 0 B 0 03 B O 03 0 0
0 3 0 B 00 0 B 00 3 B
= —4B® - 27C?

Proposition 5 soit £ : y*> = 23+ Ax? + Bx + C une courbe définie sur k. Le discriminant de

E est
A (E) = —4A°C + 18ABC — 4B* — 27C?

Preuve. On a f = 2° + Az? + Bx + C et sa dérivée
f'(r) =32° +2Ax + B
et donc

A(E) = (~1)" 7 Res(f, f!

= —Res(f,f)
1 A B C 0
01 A B C
=—det|3 24 B 0 0
0 3 24 B 0
0 0 3 24 B

20



2.3. Invariants d’une courbe elliptique

1 A B C
24 B 0 0
det + Adet
3 24 B 0
0 3 24 B
a 01 B C
324 0 O
+Bdet
0 3 B 0
0O 0 24 B
B 0 0
det |24 B 0 | + Adet
B 3 24 B
24 B 0
+Bdet| 3 24 0
0 3 B

= —4A%C 4+ 18ABC — 4B? — 27C?

Exemple 15 *F; /R :y?> = 2+ 1z, on a A (E;)

A B C
B 0 0
2A° B 0

B
1 A C
3 2A B 0
0 3 24 0
0o 0 3 B

0
0| +Bdet| 3 24 B
B

+...+Cdet |0 3 24

2A

2A B 0

0 3 24
3 2A B

0O 0 3

—4 x 16 = 64 # 0, est une courbe elliptique.

Exemple 16 *F, /R :y?> = 2% + 2% on a A(E;) =0 x 16 = 0, nest pas une courbe elliptique.

2.3.1 Représentation graphique

On prend k =R

Exemple 17 »Soit E; /k définie par

E:Y?P=(X’+X+14)(X+1)=X>+2X? + 15X + 14.



2.3. Invariants d’une courbe elliptique

\

FIG : 1.2 — Graphe de courbe E; sur R

FEst une courbe elliptique car A (E) = —4A3C + 18ABC — 4B3 — 27C?

A(E) = [-4x (2)% x 14] +[18 x (2) x 15 x 14] — [4 x (15)*] — [27 x (14)?]
= —11680 # 0.

Exemple 18 »Soit Fy/k définie par

E2: YV?’=X3-X+1

yi=x-x+1

FIG : 1.3 — Graphe de courbe Ey sur R

Est une courbe elliptique car A (E) = —16(4B3 + 27C?)

A(E) = —16(4 x (—1)> +27(1)?)
= —16(—4 +27)
— —16(23) = —368 # 0.
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2.3. Invariants d’une courbe elliptique

Exemple 19 »Soit E3/k définie par

y.zzxﬂ_x

FIG : 1.3 — Graphe de courbe E3 sur R

FEst une courbe elliptique car A (E) = —16(4B3 + 27C?)

A(E) = —16(4 x (—1)*)
= —16(—4)
=64 #0.
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Groupe de Mordell Weil d’une courbe

La loi de groupe abélien sur une courbe elliptique est déterminée par une propriété
géométrique des sécantes qui coupent la courbe en 3 points distincts, soit en un point dou-

ble et un point simple, soit en deux points distincts et un point a I'infini.

3.1 Structure de groupe F (k)

3.1.1 Points rationnels

Dans cette partie, on considére une courbe elliptique E définie sur k par :

E: Y 4+ u XY +a3Y = X34+ a0, X? + as X + ag (3.1)

Définition 26 L’ensemble des points k-rationnels de E, noté E (k) est :

Ek) ={(X,Y) ek’ | Y+ a1 XY + a3V = X?+ arX* + asX + ag} U{Og}

Exemple 20 Soit E la courbe elliptique définie sur Q par

E:Y?=X?-6X+4

L’ensemble des points Q rationnels de E

E (k) = {Op, (=1,3), (=1, -3), (2, —3), (2,0), (1, —1), ...} .
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3.1. Structure de groupe E (k)

3.1.2 Introduction de la loi de groupe

Une courbe elliptique est un cas particulier de courbe algébrique, munie entre autres propriétés
d’une addition géométrique sur ses points. En somme, il s’agit, pour deux points P et () donnés
de la courbe, de tracer la droite définie par ces deux points, et de considérer le troisiéme point
appartenant a cette droite et a la courbe, qu’on appellera P % (). En ayant choisi une origine
Opg sur la courbe qui sera I’élément neutre de la loi de groupe, et qui peut étre un point "a
linfini", P + @) sera le troisiéme point d’intersection de la courbe et de la droite définie par les
points O = O et P * Q).

FIG : 2.1 — Graphe de la loi de group sur les courbs elliptiques

Définition 27 On définit une loi de groupe abélien @ sur E(k) de la fagon suivante (il faudrait
vérifier a posteriori qu’il s’agit bien d’une loi de groupe commutatif) :

0., est l’élément neutre

(21,11) ® O = Oso @ (v1,91) = (21, 71) V(z1,11) € E(k)

¢ L oposé de (x1,y1) est © (x1,y1) = (21, %1) = (T1, —y1 — @171 — ag).
#Soient P et Q deuz points de E(k)\ {Ow }, la droite passant par P et () "recoupe” la courbe
E en un troisiéme point P x Q) € E(k) qui est l'oposé de P ® Q.

—Si P =@, on considére la droite tangente en P a la courbe E au lieu de la droite (PQ).
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3.1. Structure de groupe E (k)

p*p

FIG : 2.2 — Graphe de courb dans le cas P = Q)

L’addition de P et @)

—8i P # Q, La droite passant par P et () a pour équation y = A\x + p avec

\ = Y1 — Y2
1 — X2

et p=y1 — AT

L’intersection de la droite (PQ) avec la courbe de weierstras F est donnée par :

Az + 1)* + arx Az + p) 4 as Mz + p) = 2° + ao2? + aux + ag
Az + 1) + (a1 + as) Az + p) = 2° 4 ap2® + agz + ag
N? 4 1 + 2 v+ an A + a4+ as T + azpo = 1 + axr® + agx + ag

ce qui donne I’équation suivante :

23+ ap2® + agr + ag — N2a? — p® — 2 xp — a1 \x® — apxp — asAr — asp =0

Et donc :
3+ (ag - al)\) 22+ (ay — 20 — ayp — as\) T + (a6 —u? - agu) =0 (3.2)
Les trois solutions de notre systéme est les coordonnées des points P, () et I’oposé de P & ()

= (x3,y3) = P*Q tq P ® Q = (x3,73)du coefficient de degré 2, I’équation(3.2) peut donc étre

écrite de la maniére suivante :

(x —21) (& — x2) (x — x3) = 0.

Ce qui donne aprés développement :

3 — x1x2 — x2x2 — x3x2 4+ T122T + T123T + Tox3T — T1X2x3 = 0
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3.1. Structure de groupe E (k)

2% — (21 + 29 + 23)2% + (2129 + 2123 + To3)T — 212975 = 0 (3.3)

En égalisant les coefficients de (3.2) et (3.3), on obtient :

—(x1+x2+a:3):a2—)\2—a1/\
—xl—xg—x3:a2—)\2—a1)\

:1:3:)\2+a1)\—a2—:v1—x2

donc on a les coordonnées de point P x Q) = (z3,y3)

$3:A2+a1)\—a2—x1—x2
Y3 = Ax3 + [t

En remplacant i par sa valeur, on obtient :
5133:)\2+CL1)\—(12—1’1—$2
Ys = /\1'3 +y1 — )\ZL‘l

I3:A2+CL1A—CL2—Z[‘1—ZE2
ys = Mzz — 1) + 01

et on a l'oposé de (z1,y1) est © (z1,y1) = (21, —(y1 + a123 + a3)) , donc

9:3:)\2+a1>\—a2—x1—x2

P = (23,73
®Q = y):‘{ggz_(x(xg—xl)wl)

=N t+a\—a,— 11 —
P& Q= (v3,73) = { mf AT h T
Js = —(Mxz — 21) — (y1 + @13 + az))

T3=MN4+au\—ay—x—T
P@Q:($3>§3)=>{ ’ ' Lo

Y3 = )\(171 - $3) — Y1 — a1T3 — as

Y
B=(zpy) 13=(I2,y2)ﬁ R*B=(z3yy)
} T
/-\ S

FIG : 2.3 — Regle de la sécante tangente dans le cas P # Q
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3.1. Structure de groupe E (k)

Doublement de P

— Supposons maintenant que P = Q = (x1,41) et y1 # 0. La droite tangente a la courbe E au

point P a pour équation y = Ax + p avec 4 = y; — Ax; et :

_% (%;yl)
g_ch (%;yl)
_ 322 + 2a971 + ag — ayy;

2y1 +a1x1 + as

A:

tq f équation de Weierstrass .

L’intersection de la droite avec la courbe de Weierstras E est donnée par :

Az + 1) + (12 + ag) Az + p) = 2 4 a2 + a4z + ag

ce qui donne I’équation suivante :

x3—|—(az—)\2—al)\)a:2+(a4—2Au—a1u—a3A)x+(aﬁ—u2—a3u) =0

On connait une racine double (a savoir z;) de cette équation, on en déduit la derniére solution,
le calcul est ensuite le méme qu’au paragraphe précédent. On obtient :
I3:A2+6L1)\—6L2—2l’1

P® P = (r3,73) :>{

gg = /\(l’l — IE3) — Y1 — a3 — as.

FIG : 2.4 — Reégle de la sécante tangente dans le cas P = Q).

Si Yy = 0:
La tangente en P & la courbe E est verticale et ne coupe E qu’au point P. Le point P

est alors un point d’ordre 2 et on a 2P = O, donc
PeQ=P®P=2P=0g
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3.1. Structure de groupe E (k)

P=0

FIG : 2.5 — Régle de la sécante tangente dans le cas P = Q et y; = 0.

Proposition 6 Soit E est une courbe elliptique définie sur un corp k. Pour tous points Py, Py, ()1 et

Q2 de E, nous avons :

(Prx Po) * (Q1 % Q2) = (Prx Q1) * (Pax Q)

Théoréme 1 Soit un corps k. Soit E est une courbe elliptique définie sur k. Soient P et ()

deux points de cette courbe. Alors 'opération
P+Q=0px(Px*xQ)

définit une structure de groupe commutatif ayant O = O comme élément neutre.

FIG : 2.6 — Graphe de Liassociativité de la loi de groupe

Preuve. géométrique :
1/ La loi + est bien interne puisque P + @) est U'intersection d’une droite et de la courbe,

c’est-a-dire un point de la courbe.

2/ Laloi + est associative voir(FIG : 2.6). En effet, si P, Q) et R sont trois points de la courbe,
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3.1. Structure de groupe E (k)

on a :

Px(Q+R)=Px(Ox(Q+*R

doncona: Px(Q+R)=(P+Q)*R

)
(Ox(Q+*R)) car P=(PxQ)*Q
(

Q*(QxR)

R car (Q*(Q*R)=R
R voir la figure précédent

En appliquant O sur les deux membres de 1’égalité, nous trouvons

Op x(Px(Q+R))=0p = ((P+Q) *R)
P+(Q@+R)=(P+Q)+R

car

3/L’¢léement OF est le neutre pour la loi + (voir FIG : 2.7). En effet :

P+ 0O =0g *(P*0E>IP

et

Op + P=0g*(0Og xP)=P

FIG : 2.7 — Liélément neutre de la loi de group.

4/Tout point P posséde un inverse pour la loi +. Vérifions que le point

est bien 'inverse de P :
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3.1. Structure de groupe E (k)

P+ (—P)=0g
=Op
= 0p

(=P)+ P =0g
=Op
= 0p

x (P ((Og *xOp ) x P))
*(Op *Og) carOg x(Px0Og )=1P

+Op =0Og
* (((Og *Og )« P)* P)
* (Op *Ogp)
+Op =0Og

5/Enfin la loi + est commutative. Si P et ) sont deux points de la courbe :

P+Q=0p *(PxQ)=(0Op *P)xQ=0Q + P.

Les propriétés de la loi de groupe sur une courbe elliptique sont représentées sur la (FIG : 2.8)

FIG : 2.8 — La loi de groupe + sur une courbe elliptique
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Chapitr
e

Quelques applications

Dans ce chapitre, on donne quelques applications des courbes elliptiques.

4.1 Théoréme de Fermat

Proposition 7 ( petit théoréme de fermat)

Soit p un nombre premier. Tout entier a satisfait :

a? = a (mod p)

de plus si a n’est pas divisible par p alors

a’?~' =1 (mod p).
Preuve. Considérons d’abord le cas ou p ne divise pas a, alors a € F.
Par conséquent, nous avons

a? = a (mod p)

a’? =a+kp
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4.1. Théoréme de Fermat

donc on a

a’ =a+ kp
a’ —a=kp
a (ap_l — 1) =kp
(ap’l — 1) =kp ( car p ne divise pas a )
At =1+kp
a?~' =1 (mod p).

Si p divise a alors a = 0 (mod p), donc c’est trivial.

Ce théoréeme (Fermat) permet d’introduire la notion de nombres pseudo premiers.

Définition 28 Un nombre est dit pseudo premier en base b est un nombre composé impair n

qui se diwvise pas par b et tel que :

a’”' =1 (mod p).

Théoréme 2 (Théoréme d’Euler)

Si p un nombre impair alors pour tout nombre x premier avec p,on a :

(p—1)

r 2z =1(mod p).

Preuve. On a 277! = 1 (mod p).
(p—1)

Donc o2 est une racine de I’équation suivante dans le corps F,
X?-1=0

car si on pose

donc on a



4.1. Théoréme de Fermat

D’ou
(»—1) (r—1)

z 2 =1(mod p) ouz 2 = —1(mod p).

Montrons que 'ensemble des carrés de [} coincide avec les x € F tels que :

(p—1)
r 2 =1

Si z est un carré de F;,

T = y2 alors P~ = y(p_1)2

(r—1) (r—1)?2

= xr 2 :yz

— 2
: :U(p21) — y(pfl)é

(p—1)
2

=z 2 =y =1

Montrons que seuls les carrés de I sont tels que :

(p—1)
r 2z =1.

Tout d’abord ,il y a exactement (p — 1) /2 carrés dans F;. En effet,

=V <a=b ou a= —b.
De plus I'application
[ F—{1,-1} (4.1)

(p—1)
r— T 2

est surjective. Et est un homomorphisme de groupe car :

(p—1)

+7 = exp((p — 1)/2(Inx)

si on applique
Ve,y e by, f(zy)=f(2)+ [ () (4.2)

on va donne

Va,y € Fy,  exp((p—1)/2(In(z.y))) = exp((p — 1)/2(In(z) + In(y)))

donc on a la formule suivant si on applique
Ve,ye Iy, flz+y)=f(2).f(y) (4.3)
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4.2. Factorisation d’un entier par les courbes elliptiques

Yo,y € Fy, exp((p—1)/2(In(z)). exp((p — 1)/2(In(y))

donc est un homomorphisme de groupe. donc le noyau contient (p — 1) /2 éléments car
ker f ~ F*/Im f

donc
| ker f |=| F/Im f [= (p—1) /2.

4.2 Factorisation d’un entier par les courbes elliptiques

4.2.1 Méthode p — 1 de Pollard

Elle a été présentée par J. M. Pollard en 1974. Soit n un entier composé. Cette méthode
probabiliste permet de déterminer les diviseurs premiers p de n, pour lesquels toute les facteurs
premiers de p — 1 sont inférieurs & un certain entier A << n. cela sinifie que A! est un multiple
dep—1.

Principe

Soit p un diviseur premier de n tel que les diviseurs premiers de p — 1 soient inférieurs ou egaux
a un certain entier A, avec des exposants pas trop grands.

Choisissons un entier a tel que 1 < a < n.

On peut supposer que a est premier avec n, donc on a

a® (mod n) = a®®=Y (mod n)

= (a" (mod n))pi1 (mod n)

= (a" (mod n))p_l +kon car a” =d + kp' donc ' = (o™ (mod n))p_l

avec ki kg € Z. Et donc, d’aprés le petit théoréme de Fermat

a™ (mod n) = (a* (mod n))p_l (mod n)
a™ = (a* (mod n))p_l
donc

a™ =1 (mod p)

35



4.2. Factorisation d’un entier par les courbes elliptiques

. . | .o .
et comme a est premier avec n . L’entier p est donc un facteur de a' — 1. On choisir au hasard

un nombre «a, et de calculer A! (mod n).

Si 'on a pged (a‘“ -1, n) # 1, ce qui est pratiquement presque toujours le cas, on obtient un

facteur non trivial de n , qui est un multiple de p, ce qui permet souvent d’obtenir p.

Algorithme p — 1 de Pollard

1) On choisit un entier naturel A disons plus petit que 10°.
2) On choisit un entier a tel que 1 < a < n (par exemple a = 2 ou a = 3).
3) On calcule le pged de a et n
pgcd (a,m) .
Si 'on a pged(a,n) # 1, on obtient un diviseur non trivial de n et ’algorithme est terminé.

4) Si I’'on a pged(a,n) = 1, on calcule ' modulo n, puis I'entier
d = pgcd (aA! — 1,n) .
Sil'on a1l < d < n, alors d est un diviseur non trivial de n. Si d = 1, on reprend & la premiére

étape avec un plus grand entier A. Si d = n, on retourne a la premiére étape avec un plus petit

entier A ou a la deuxiéme avec un autre entier a.

Exemple 21 On a n = 1403, Appliquent la Méthode p — 1 de Pollard
on prend A =2 et évaluer
24 (mod 1403) pour A=23,4,...,

et on calcule
pged (24 —1,1403) .

pgcd (22! -1, 1403) =1 donc est un facteur trivial, passer a la prochaine étape .
xS1 A =3,
23" = 64,

pged (2% —1,1403) =1

donc est un facteur trivial, passer a la prochaine étape .
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xS1 A =4,
24 = 142,
pged (2 — 1,1403) = 1

donc est un facteur trivial, passer a la prochaine étape .
xSt A =25,
25" = 794,

pged (2% — 1,1403) = 61

et nous truvons

1403 = 61 x 23

donc l’algorithme s’arréte la .

61 est un diviseur non triviale

4.2.2 Factorisation par courbes elliptiques
Etape 1 : choix d’une courbe elliptique

On choisir une équation
y? = 23 + ax + b définit une courbe elliptique

vérifiant

4a® +27b* £ 0

sur n’importe quel corps fini F,, pour cela il suffit de vérifier que
pgcd (4a3 + 27b?, n) = 1.

donc est premier avec n et premier avec p et est inversible dans Z/pZ. Tel que p un diviseur

premier de n .

Etape 2 : choix d’un point sur la courbe elliptique

On choisit P(x,y) sur la courbe elliptique £ modulo n.

Etape 3 : choix d’un entier auxiliaire

On choisit A un entier pas trés grand, mais qui est produit de petits facteurs premiers a des

exposants déja élevés.

Par exemple, A = 2193856,
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Etape 4 : calcul sur les courbes elliptiques
On calcule les coordonnées du point AP, en utilisant
2
% (w1,91)
3=\ =95 — | — 21
By (z1,91)

9f (g
Ys = <>\= —M> (z1 —x3) — v,

)
By (371, yl)
les calculs s’effectuant modulo n.

I faut que le dénominateur d soit premier avec n. Si d n’est pas premier avec n, pgcd(d,n)

donne un diviseur premier de n.

4.3 Les crypto systémes basés sur les courbes elliptiques

la cryptographie est de proposer des méthodes pour coder facilement de 'information de telle
sorte que le décodage soit difficile si ’'on ne posséde pas la signature d’autentification adéquate
comme dans la méthode RSA qui est un systéme de codage a clé publique de taille inferieure

et utilise les courbes elliptiques.

4.3.1 La cryptographie a clé publique « le RSA »

La méthode de cryptographie RSA a été inventé en 1977 par Ron Rivest, Adi Shamir et Len
Adleman .

Principe de fonctionnement :

Si Bob souhaite recevoir des messages en utilisant le RSA , il procéde de la fagon suivante :
xCréation des clés : Bob crée 4 nombres p, g, e et d :

1/ p et g sont deux grands nombres premiers distincts .

2/ On pose n = pq.

3/z=(p—1)(qg— 1), e est un entier premier avec z tq :

l<e<z.
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4/ (d x e)mod z = 1, On peut trouver d a partir de e, p et ¢, en utilisant algorithme d’Euclide.
5/ Distribution des clés :
¢ K, = (e,n) constitue la clé publique de Bob.

¢ K,,.; = (d,n)constitue sa clé privé.

xEnvoi du message codé :

Alice veut envoyer un message codé a Bob. Elle le représente sous forme d’un plusieurs entiers
M (message en clair) compris entre 0 et n — 1.

Alice posséde la clé publique K, de Bob .

Alice calcule C' = M€ (mod n), tq C' = message encrypté.
xRéception de message codé :

Bob recoit C' et il le calcule grace a sa clé privée

M = C%(mod n).
Il a donc reconstitué le message initial.

Exemple 22 Exemple 23 On a 2 nombres premiers p et q, tgp =11, ¢ =5.
donc on calcul n

n=pqg=11x5=255.
On calcul
z= (p-1-1)
=(11-1)(5—-1)
=10x4
= 40.
On choisir e un entier premier avec z tq :
l<e<z.
Donc e = T,0n calcul d o partir de (d x e)mod z =1, on a
(dxe)mod z=1

(d x 7)mod 40 =[1],

39
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1/
40+ 7y =1
40=5(7)+5
7T=1(5)+2
5=2(2) +[1]
donc on a le reste = 1.
2/
1=5-2(2)
1=5-2(7-1(5))
1=3(5)—2(7)
1=3(40-5(7))—2(7)
1=23(40) —17(7)
1 =3(40) +|(—17) |(7)

donc d =40 — 17 = 23.

On a maintenant nos clés :

e La clé publique est (e,n) = (7,40)(=clé d’encryptage).
e La clé privée est (d,n) = (23,40) (=clé de décryptage).

Exemple 24 crée 2 nombres p =29, q = 37,
On calcul n = pg = 29 x 37 = 1073.0n calcul z

z=((p—1)(¢g—1)=(29—-1)(37—1) = 1008.

On prend e = T1.
On choisit  tel que
71 x dmod 1008 = 1

On trouve d = 1079.

On a maintenant nos clés :

e La clé publique est (e,n) = (71,1073) (=clé d’encryptage).

e La clé privée est (d,n) = (1079,1073) (=clé de décryptage).

On va encrypter le message "HELLO’ tq M = 7269767679. Ensuite, il faut découper le message
en blocs qui comportent moins de chiffres que n, n comporte 4 chiffres, on va donc découper

notre message en blocs de 3 chiffres :

726 976 767 900
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(on compléte avec des zéros). Ensuite on encrypte chacun de ces blocs :

726™ mod 1073 = 436.
976™ mod 1073 = 822.
767" mod 1073 = 825.
900" mod 1073 = 552.

Le message encrypté est 436 822 825 552. On peut le décrypter avec d :

436'°" mod 1073 = 726.
82219 mod 1073 = 976.
825' mod 1073 = 767.
5521979 mod 1073 = 900.

C’est o dire la suite de chiffre 726 976 767 900.
On retrouve notre message en clair 7269767679 : "HELLO'.

4.3.2 L’échange de clés par les courbe elliptiques : schéma Diffie-

Hellman

On a deux personnes Alice et Bob se mettent d’accord ensemble et publiquement sur une
courbe elliptique F, c’est-a-dire qu'ils choisissent un corps fini k (par exemple, Z/pZ) et une
courbe elliptique

v =23 + az® +b.

Ils choisissent aussi ensemble, et toujours publiquement, un point P situé sur la courbe.

Et pour constitue clé secréte il faut appliquent le schéma Diffie-Hellman qui procede de la

facon suivante :

1/ Données publiques : E une courbe elliptique sur un corps fini F, et un point P € E (F,)

d’ordre suffisamment grand.

2/ Choix secret d’Alice : un entier a.

3/ Choix secret de Bob : un entier b.

4/ Alice envoie P, = aP a Bob.

5/ Bob calcule P, = bPet I’envoie a Alice.

6/ Alice calcule aP, = abPet Bob calcule bP, = abP . La clé commune est une certaine

fonction du méme point abP.
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Définition 29 On appelle probléeme de Diffie-Hellman le probléeme suivant :
étant donné P, aP et bP dans E(Fp), trouver abP.

Exemple 25 F : y* = 2 + az? + b (mod 17), une courbe elliptique sur un corps fini F,,
P=(51),n=19.
1/ On calcule 2P = P+ P tq :

242 %) +2

A= Bt BEIHD rr 0 Z gy 9= 13 (mod 17).
2yp 2(1)

Top = A —22p =13 —2(5) = 16 — 10 = 6 = 6 (mod 17).

Yop = A(xp —2p) —yp =13(5—6) —1=—-13—-1=—14 =3 (mod 17).

Donc 2P = (6,3),3P = (10,6),4P = (3,1), 5P = (9,16),6P = (16,13), 7P = (6,0),
8P = (13,7),9P = (7,6), 10P = (7,11), 11P = (13,10), 12P = (0,11), 13P = (16,4),
14P = (9,1), 15P = (3,16), 16P = (10,11), 17P = (6,14) , 18P = (5,16), 19P = (Op).
2/Alice elle est choisir un entier a = 3.

3/ Bob elle est choisir un entier b =9.

4/ Alice calcule P; = 3P = (10,6) et envoie ¢ Bob.

5/ Bob calcule Py =9P = (7,6) et l’envoie a Alice.

6/ Alice calcule 3Py = 3(9P) = 27TP = 8P = (13,7) car 27 — 19 = 8 et Bob calcule
9Py = 9(3P) = 27P = 8P = (13,7). Ce point de la courbe elliptique constitue leur clé

secreéte.
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Conclusion

Conclusion

dans ce mémoire nous avons abordé une notion générales sur la structure des courbes
elliptiques comme étant un domaine de recherche trés vaste puisqu’il n’est pas resté sur les
domaines des mathématiques ordinaires, et ne rester pas restrin sur ’algébre ou de la géométrie,
or il a pris un chemin trés utile envers d’autres domaines et encours d’améliorer le monde des
technologies jusqu’a ce jour par le developpement des méthodes de cryptographie, les domaines
de rebotique et les systéemes CAO dans l'industrie. on ne savait pas ou va ce domaine mais
ce qu’on sait c’est que ce dernier va bien servire monde au future comme c’set le cas avec les

autres branche des mathématques.
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