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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a étudier quelques outils d’analyse réelle
et complexe qui jouent un roéle tres important dans la théorie analytique
des nombres.

D’abord, on rappelle les grandes notions de base : fonctions arithmé-
tiques et leurs propriétés, fonctions sommatoires, produit de convolution
et produit eulérien, la fonction zéta de Riemann et le prolongement ana-
lytique. . . etc.

Ensuite, on étudie quelques outils d’analyse réelle comme : les formules
sommatoires d’Abel et d’Euler Mac Laurin, théoréme des nombres pre-
miers et quelques méthodes élémentaires.

Finalement, on étudie quelques outils d’analyse complexe comme : la for-
mule de Perron, théoréme d’Ikehara et théoréme d’Erdos et Turdan comme
un résultat sur la fonction phi d’Euler.



Introduction

La théorie analytique des nombres est une branche de la théorie des nombres qui
utilise les méthodes de I'analyse mathématique, pour résoudre les problémes liés aux

nombres naturels comme théoréme de Dirichlet sur les nombres premiers.

Un nombre premier p est un entier > 2, divisible uniquement par 1 et lui-méme.
Depuis Euclide, il est connu qu’il existe une infinité de nombres premiers.
A la fin du 18 siecle, Gauss 1792 et Legendre 1798 ont conjecturé que 7(z) _le nombre des
nombres premiers < x était proche de x/In(z), o In est la fonction logarithme népérien.
Plus précisément,

. () _ *
mEIJPoo x/In(z) L ®)

Cette affirmation constitue le théoréme des nombres premiers, prouvé indépendamment
par Hadamard et La Vallée Poussin en 1896, grace a la fonction zéta de Riemann. Une
assertion équivalente est :

m(x)

li =1
xﬂlrfoo LZ(I‘) ’

xT

ot Li(z) = /1%

0
En 1949 Erdos et Selberg donnent une preuve plus élémentaire de (x) sans utiliser les

résultats d’analyse complexe (la fonction zéta de Riemann).

Dans ce mémoire nous avons présenté trois chapitres, le premier contient quelques
outils fondamentaux et quelques définitions utiles pour ’étude de ce théme. Nous présen-
tons dans le deuxiéme chapitre quelques outils utilisés dans I'analyse réelle et quelques
applications de ces outils. Enfin, nous représentons quelques outils utilisés dans ’analyse

complexe.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

1.1 Notations

Nous donnons les principales notations utilisées dans notre travail :

1.
2.

Le mot " entier " désigne un entier relatif (les éléments de Z).
On désigne par p un nombre premier.

Les deux symboles > et [] représentent respectivement une somme et un produit
p<r  p<w

étendus a tous les nombres premiers p € [2, x]. De plus

2= m > e ][ =
p

p p<z p<w

Sim et n sont des entiers positifs, alors m | n signifie m divise n, et (n, m) désigne

le plus grand commun diviseur de n et m.

. p* || n signifie p divise n et p*™! ne divise pas n.

[xz] désigne 'unique entier k tel que k < z < k + 1 (la partie entiére de x)
{z} désigne la partie fractionnaire de x, {z} =z — [z] (0 < {z} < 1).

n

La fonction " In " représente toujours le logarithme népérien.

Si g est une fonction définie et positive pour z > 0 et si f est une fonction définie

pour tout x > xg, on a alors

|f(2)]
g(z)

f(z) = O(g(x)) signifie qu'il existe M > 0 tel que pour tout = > xg : < M.



9.

10.

11.

12.

(f(x) est un grand O de g(x))

f(z) =o(g(x)) signifie lim

f(z) «~ g(x) signifie lim ——= =1.

k
n = [[p;" signifie la factorisation de n en facteurs premiers, p, nombre premier et

=1
a; € N*.

s = o + it désigne un nombre complexe, on note la partie réelle o := Re(s) et la

partie imaginaire ¢ := Im(s).

La constante d’Euler est le nombre v défini par

1 1 1
y= lim (1+=-+-+..+——Inn) ~0.577215663 - - -
n—+o00 2 3 n

Soit I’ une fonction analytique, et ¢ un nombre réel on a :
cHiT T

a) / F(s)ds  est signifié /F(c +it)i.dt (¢ variable réelle)

b) / F(s)ds  est signifié /F(c—l—z’t)i.dt et /F(s)ds:limquo /F(s)ds.

c—iT =T
c+i0o +o0 c+1i00

c—100 —00 c—100

1.2 Définitions et théorémes

Les fonctions arithmétiques

Définition 1.2.1 Une fonction arithmétique est une application de N* dans C. On dé-

signe par A l’ensemble des fonctions arithmétiques.

Exemples

1.

La fonction nombre de diviseurs d(n) est définie par

d(n) = card{d € N*,d|n}

221

dln

6

=0 ( f(z) est un petit o de g(z) )



pour tout entier n > 1.

2. La fonction somme de diviseurs o(n) est définie comme suit

o(n) = Z d pour tout entier n > 1.
d|n

3. La fonction de Von Mongoldt A(n) est définie par :

A(n):{ lnp:?i n =p* avec a > 1
0 sinon.

k
4. La fonction de Mobius u(n) est définie par : pour tout entier n = H p?j
j=1
1 sin=1
pn) =4 (=1)*% sia; =ay=---=a; =1 (produit des facteurs premiers distincts)
0 sinon

Si n posséde au moins un facteur carré supérieur a 1, donc p(n) = 0.

5. La fonction indicatrice d’Euler ¢(n) est définie par

o(n) = card{m € N*/m <n et (m,n) =1}

= > L

m<n
(m,n)=1

Théoréme 1.2.1 Sin>1, ona :

S ld) = H :{ Lsin=1

i 0sin>1.

Démonstration

Pour n = 1 le résultat est évident.

Prenons n > 2 et montrons que la somme est nulle.



Soit n = pi*py? - - - pi¥ avec a; > 1 (Vi=0,--- , k), alors

S ould) = p(1)+ p(pr) + -+ plpr) + plpipe) + - - + p(Proapr) + - + plpipe -

dln

k k k , k i
e

Théoréme 1.2.2 Sin>1, ona :

n
p(n) = uld)-.
din
Démonstration
On peut écrire la fonction ¢ comme suit
n 1 .
o(n) = Z h k:)] k est tous les entiers < n.
n?

k=1
Nous appliquons le théoréme (1.2.1) et en remplagant n par (n, k), on obtient

o =3 [ ]ZZM =33 @)

k=1 k=1 d|(n,k) k=1 d|n
d|k

’pk)

Pour un diviseur d fixé de n, nous devons sommer sur 1 < k < n qui sont multipliés par

d. Sion écrit k = qd, alors 1 < k < n si et seulement si 1 < g < n/d. D’ou on peut écrire

la derniére somme de ¢(n) sous la forme :

n/d n/d
=D > uld) =) Zl—Zu
dln q=1 din dln



Propriétés

1. Vn € N* po(n) :nH (1 - %) :
pln

2. Pour tout p premier et o € N*on a, ¢(p®) = p*~1(p — 1).

Fonction arithmétique multiplicative et complétement multiplicative

Définition 1.2.2 On dit qu’une fonction arithmétique f est multiplicative si f(1) = 1
et f(nm) = f(n)f(m) lorsque (n,m) = 1 et on désigne M [’ensemble des fonctions

multiplicatives. Dans ce cas pour tout entier n = H P on a :
p

fn) =11,

Une fonction arithmétique f est dite complétement multiplicative si f(1) = 1 et

f(nm) = f(n)f(m) pour tout n et m.

Théoréme 1.2.3 Soient f une fonction multiplicative et F' une fonction sommatoire de
f définie par
F(n)= Zf(d) pour tout n > 1.

dln

Alors la fonction F est multiplicative.

Démonstration

Soient n et m deux entiers positifs tel que (n,m) =1 et d = dydy ot dy|n et da|m et
(d1,d2) =1, 0na

F(nm) = > f(d)= Y f(dd)

dlnm di|n, d2|m

= ) [(d)f(do)

dl‘nv d2|m

= 3N Hd)F(de) =D f(di) Y fldy)

di|n d2|m diln da|m

= F(n)F(m).

D’ot le résultat.



Exemples

1. Les fonctions d(n) et o(n) sont multiplicatives.
D’apres le théoréme précédent, on a

= Z 1 donc f(d) = 1, comme la fonction 1 est multiplicative alors d(n) est

multiplicative, de méme pour o(n) on applique le théoréme pour f(n) = d.

2. La fonction de Mébius p(n) est multiplicative.
On a u(1) = 1.
Soient n,m € N* tels que(n,m) = 1. Si n ou m a un facteur carré alors nm aussi
et pu(nm) = p(n)u(m) = 0.
Si n et m ne sont pas des nombres de facteurs carré, on a : n =p;---p. et m =
¢ -+ -¢s- Comme n et m sont premiers entre eux, les p; et g; sont tous distincts,

donc
p(nm) = (=1)"" et p(n)u(m) = (=1)"(=1)" = (=1)"*.

3. La fonction ¢ d’Euler est multiplicative.

On a ¢(n Z w(d
din
Comme la fonction p est multiplicative donc la fonction indicatrice d’Euler aussi

est multiplicative puisque

=Y uld) :n;@.

din

On pose d = dyds et (dy,ds) = 1, alors

d (dydy)
p(nm) = an% Z il dz) “ddy

dinm d1d2|nm
_ nmz p(dy) Z p(d
diln dalm
_ 3 pi(dr) 3 pu(d>)
din  t da|m d
= p(n)e(m)

10



Fonction arithmétique additive et complétement additive

Définition 1.2.3 On dit qu’une fonction arithmétique f est additive si pour tous n et

m entiers premiers entre euxr, on a

flnm) = f(n) + f(m)

et si la relation tient pour tout n et m, alors on dit que la fonction complétement
additive.

Exemples
1. La fonction nombre des facteurs premiers w(n) distincts de n est définie par

w(n) = Zl

pln
p<n

w(n) est une fonction additive. En effet, pour tout couple (n, m) premier entre eux,
on a les diviseurs premiers de n ne divisent pas m et de méme pour les diviseurs

premiers de m, alors w(nm) = w(n) + w(m).

2. La fonction ©(n) le nombre des facteurs premiers de n est définie par

Qn) = Z a pour n un entier positif

p*[|n

est une fonction complétement additive.

Produit de convolution

Définition 1.2.4 Soient f et g deux fonctions arithmétiques. Le produit de convolution

de f et g est la fonction f x g définie comme suit

(F=a)m) =3 f@)g (5) = o (5).

dln dn

Toute fonction arithmétique f vérifie l’égalité :

Vn e N" (fx0)(n) = f(n)

11



tel que 0 est la fonction indicatrice définie par

5= lsin=1
10 sin > 1.

Proposition 1.2.4 Soient f, g et h trois fonctions arithmétiques, on a
1- fxg=g=x*f (le produit de convolution est commutatif)

2- (fxg)xh= fx(gxh) (le produit de convolution est associatif)
3-fx(g+h)=(f*g)+ (f*h) (le produit de convolution est distrubitif).

Démonstration

Soient f, g et h des fonctions arithmétiques, pour tout n € N*, on a

1. * est commutative : on pose n = d x d’,alors
(f *g)(n Zf <Z)=Zg<3) ng’ < ) (9% f)(n).
djn

2. % est associative :

(Frg)sh) = S (F=g)@h (%)

- Z (F % 9)(d)h(m)

S Y S
- :fk}ém(wm

- jf;w)lz/kg(nh(m)
- ;f(k)l%)g(l)h(%)
— 3" fk)(g*h) ( )

~ (Frlgemyn)

12



3. x est distributive par rapport a l'addition :

n n

(Ftgrmm = S (9(5) +n (%))
din
= Y fld)g (g)+2f(d)h (g)
din

dn

= (fx9)(n) + (f=n)(n).

Théoréme 1.2.5 L’ensemble A des fonctions arithmétiques, muni de [’addition et de la
convolution, forme un anneau commutatif unitaire, c’est-a-dire que

-A muni de ’addition est un groupe abélien.

-la lot interne * est associative, commutative et distributive par rapport a l’addition, et il

admet un élément neutre 9.

Démonstration

On a déja vu et démontré dans la proposition précédente que la loi (*) est commutative,
associative et distributive par rapport a l’addition, et on a par définition ¢ est élément
neutre pour la loi *, ce qui prouve que (A, *, +) est un anneau commutatif unitaire.

Inversibilité des fonctions arithmétiques

Nous avons montré dans le théoréme préceédent que (A, *, +) est un anneau commu-

tatif unitaire et le résultat suivant caractérise les éléments inversibles de cet anneau.

Théoréme 1.2.6 Soit f une fonction arithmétique. Alors f est inversible si et seulement

si f(1) #0.

Démonstration

Supposons que [ soit inversible, c’est-a-dire qu’il existe g € A tel que f x g = 9.
Alors

(fxg)(1) =0(1) =1
et comme

(£ = 3 () (3) = F(0)a01).

dj1

donc f(1)g(1) = 1. Alors f(1) # 0.
Réciproquement, supposons f(1) # 0 et on cherche g € A telle que f* g = §, c’est-a-dire

13



f(1)g(1) =1 et pour tout n > 2 on a
(fxg)n) =D fld)g (5) =0
din

On va construire g par récurrence, et définit la fonction g par : g(1) = %

0 = fWgm)+ Y fd)g(5)
e

donc, on a

Alors g € A telle que f x g = 0.

Exemple 1.2.7 La fonction inverse de u est la fonction constante 1, car on a vu que le
théoréme(1.2.1)

0Ostn>1

ZN(d):{mm:l
dn

doncp*I:Zu(d)zé.

dn

Théoréme 1.2.8 Soient f et g deux fonctions arithmétiques multiplicatives, Alors la

fonction arithmétique f x g est aussi multiplicative.

Démonstration

On a

(f x9)(1) = f(1)g(1) = L.

Soit maintenant deux entiers m et n premiers entre eux. Nous avons

(f xg)nm) = > f(d)g (=)

djnm

14



alors

Fraom) = X flag (5) wvee () =1

dida|nm

Fraem) = SN s sag (7)o () e (=1

di|n d2lm

=Y g (dﬁl)%ﬂdm (2)

diln

= (f*xg)(n)(f *g)(m).

Théoréme 1.2.9 (Formule d’inversion de Mdbius )

Soit f une fonction arithmétique, on a pour tout n > 1

F(n) =Y f(d) <= f(n) = Y_ F(Z)u(d).

din din

Démonstration
Posons F' = f x 1, donc

fro=f*x(puxl)=(f*x1)*xpu=F=x*p.
Réciproquement, on pose f = F' * u, d’oll
f=fx1=(Fxp)x1=Fx(uxl)=Fxd=F.

Fonctions sommatoires

Définition 1.2.5 Soit f une fonction arithmétique, et soit x > 1 la fonction F(z) définie
par
F(x) = Z f(n) est dite fonction sommatoire de f.

n<x
Exemples

1. La fonction 7(z) : Pour tout # > 0, on désigne par 7(x) le nombre de nombres

15



premiers inférieurs ou égaux a x

m(x) = card{p, tel que p premier et p < z}

— 21
p<z

avec (x) = 0 pour 0 < z < 2.

. La fonction () : Pour tout # > 0, on définit la premiére fonction de Tchebychev

0(x) par
- Z]np avec f(z) = 0 pour 0 < z < 2.

p<z

. La fonction ¢(z) : Pour tout > 0, on définit la deuxiéme fonction de Tchebychev

(x) par
= Zlnp avec (x) =0 pour 0 < x < 2.

pY<z
et 'on a
Gle) = D mp=3 lp+ ) Ipt )y Inpt-t Y Inp
pv<z p<lx p2<z p3<z pr<a
= Y lp+ Y lp+ Y Ipt--+ Y Inp
p<zT p<zl/2 p<zl/3 p<zl/m
|
= O(a) + (22 + -+ 0™ oum = [%}
n

Expression élémentaire de la fonction ¢, (z)

La fonction 1, (z) est définie par

() = / bu)du (z € R) avee ¥ (x) = 0 pour z < 2
1

16



Soient = > 2 et p" et ¢™ (n, m € N*) les deux puissances successives des nombres p et ¢

tels que p"” < x < ¢™. On aura alors

by(z) = /w<u>du+ /wu)du:wl(p“)+w<p"><:c—p">

Yi(z) = (@O")z+ @ (") —p"Y(")).

Exemples Soit ¢(x) = Z Inp, alors
p'<w
Si2<x<3,

Pi(z) = (@) z+ @(p") — p"Y(p"))
= (¥(2)z+ (¥1(2) — 29(2))
= zln2—-2In2

donc 1,(3) = In2.

Si3d3<z<4,Y(xr)=(In2+1mn3)r—2In2—-31In3, 1);(4) =2In2+ In3.

Sid<z <5 9Y(r)=2n2+In3)r—6In2—-3In3, ¢,(5) =4In2+21In3.

Les polynomes et nombres de Bernoulli

Les nombres de Bernoulli

Définition 1.2.6 Les nombres de Bernoulli sont défini par By = 1, et par la relation de

u n+1
Z , B =0 pour tout n > 1.

k=0

récurrence :

17



Les polyndmes de Bernoulli

Définition 1.2.7 Les polynomes de Bernoulli sont ['unique suite de polynomes (pn())nen

telle que :
.

po(z) =1

p(T) = n/pn_l(t)dt + B,
Vn € N* pl (z) = np,_1(x)
/pn(t)dt —0 (> 1)

\ 0

On appelle niéme nombre de Bernoulli le nombre B,, = p,(0).

Les premiers polyndémes et nombres de Bernoulli sont :

1
)=x—3, Bi=pi(0) = —3
x) =2 —x+ g, By =p2(0) = g
) =2 — 327 + 1z, By = ps3(0) = 0.

Les fonctions de Bernoulli

Définition 1.2.8 La niéme fonction de Bernoulli B,(x) définie par B, (z) = p,(z—[z]).

Abscisse de convergence

Définition 1.2.9 Soit F(s) = Z S est une série de Dirichlet, on note
n>1
0. = inf{o = Re(s)| Z 92 < oo} est l'abscisse de convergence de la série de Dirichlet,
n>1

et o, = inf{o] g |a,|n~7 converge absoluement} est l’abscisse de convergence absolue
n>1
d’une série de Dirichlet.

Alors
1- Si o > o,, la série F(s) est converge.

2- Si o > 04, la série F(s) est converge absolument.

Théoréme 1.2.10 Soit F(s) = Z (s € C) est une série de Dirichlet convergente
n>1
en point so € C. Alors, elle converge dans le demi plan o > oq. De plus, elle converge

18



uniformément sur tout domaine de la forme
Du(so) ={0—00 >0, |arg(s — so)| < a avec 0 < a < g}
Pour la démonstration voir [1].

La fonction & d’Euler

Pour m > 1, on considére a,, le nombre de solutions de I’équation p(n) = m, alors

Ay = Z 1 =card{n: ¢(n) =m}.

p(n)=m
Il est donc tout a fait naturel de considérer la fonction

O(z) = Zam: Z L.
(n)<z

m<x @e(n

La fonction ( de Riemann

La fonction ((s) est tres importante en arithmétique puisqu’elle fait donc un lien
entre les entiers naturels et les nombres premiers. C’est aussi la série de Dirichlet la plus

simple puisqu’elle est associée a la fonction constante 1.

Définition 1.2.10 La fonction zéta de Riemann est la fonction complexe

+oo1

Cs)=2

Cette série converge absolument sur le demi-plan o > 1.

Produit eulérien
+0o0
Théoréme 1.2.11 Soit f une fonction multiplicative telle que la série Z f(n) est ab-

n=1
solument convergente.

1. Pour tout nombre premier p, la série

+o0 +o00
Z fp") =1+ Z f(P")  est absolument convergente.
n=0 n=1

19



+o0o +00
2. La série Z f(n) est égale au produit infini des séries Z f(")
n=1

n=0

St =TT10+rw+ 05+ 1.

Pour la démonstration voir[7]

Remarque 1.2.12 La fonction zéta de Riemann s’écrit comme suit

g

p

Prolongement analytique de la fonction ((s)
+oo
La fonction ¢ définie dans le demi-plan (o > 1) par ((s) = =,
n=1
La fonction ((s) se prolonge analytiquement au demi-plan (¢ > 0). Elle y est holo-

morphe sauf au point s = 1 qui est un pole simple et dont le résidu vaut 1. Elle s’exprime
par I’égalité suivante

S

(=5 [z}

1 1 T

dx
s+1
Pour la démonstration voir [6].

Fonction méromorphe

Définition 1.2.11 Soit 2 un ouvert de C, on dit que la fonction f est méromorphe sur

Q si f est holomorphe sur Q sauf aux nombre fini des points singuliers isolés de €) .

20



Chapitre 2

Les outils d’analyse réelle

2.1 Formules sommatoires

2.1.1 La formule sommatoire d’Abel
Théoréme 2.1.1 Soit {a(n)}nen+ une suite de nombres complexes et soit A(t) = Z a(n)

1<n<t
avec A(t) =0 pourt < 1, x ety deux nombres réelles tels que 0 <y <z et f : [y,x] — C

une fonction de classe C*. Alors, on a

y<n<z

Démonstration

On pose m = [y] et k = [z]. Alors on a

On a
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Cela implique

sachant que

donc

On a encore

et

= > Am)f(n)+ Ak)f(k) — An)f(n+1)+ A(m) f(m+ 1)

= Y Am{f(n) = fn+ 1)} + A(k)f(k) — A(m) f(m + 1)

— Y A / £/ ()t + A(k) f(k) — A(m) f(m + 1)

n=

Puisque n <t <n+1ona A(t) = A(n), alors

n+1 n+1

A(n)/f’(t)dt: /A(t)f’(t)dt
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d’ou

S af) = = X [ A0 @+ AWIE - AGm) S+ 1)

n

on écrit A(k)f(k) et A(m)f(m + 1) sous les formes suivantes :

A(k)f (k) = A(k)(f (k) + /A t)dt+A(x) f(x)  (car A(z) = A(k))

et

—A(m) f(m+1) = =A(m)(f (m+1)+f(y)—f(y)) = — / AQ@) S ()dt=A(y) f(y) (car A(y) = A(m)).

Nous obtenons

S am)fn) = - / A(t) (1)t / A f/()dt + Al f () — / A (Dt — Aly) ()

L’utilisation de la formule sommatoire d’Abel pour étudier quelques fonctions

arithmétiques

Théoréme 2.1.2 On considére la fonction de Von Mongoldt définie par :

Aln) = lnpszi n = p* avec a > 1
0 simon

On a

ZA (x —n), avec Yy (x /w (x € R).

n<x
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Démonstration

La fonction 1, (z) est sous la forme Z a(n)f(n) pour x > 1, tels que

y—l 5(t) = (m—t) f'()z—l, a(n) = A()
ZA A(t) =0 pour t < 2

Fa) = 2 = 0, Aly)f(y) = $(1) (1) = 0.

D’aprés la formule d’Abel, on a

S A @ —n) = $@)f() - o)) - /w(t)f%t)dt

n<x 1

2.1.2 La formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin
Théoréme 2.1.3 [5/Soit k > 0, et soit f une fonction de classe C*** sur [a,b] ot a et

beZ, ona

T+1 _1\k

. (-1)
)_f( )(a))Br+1+ i +

/f dt+z

a<n<b

La preuve utilise le lemme suivant

Lemme 2.1.1 Soit f une fonction réelle continiment dérivable sur l'intervalle [a, b]ow
a, beZ.
(a) Pour tout n tel que a <n <b, on a

_ /f(t)dt+/{t}f’(t)dt {t} =t -1t

24



(b) 1l existe un nombre réel § = 6(a,b), 0 < 6 < 1 tel que

b

S fn) = /f(t)dt+9(f(b)—f(a))

b b

= [rwas TSI [0

a a

avec By(t) =t — [t] — 1 est la premiére fonction de Bernoulli.

Démonstration

(a) La démonstration est basée sur I’évaluation des deux intégrales suivantes

/f(t)dt et / [t]f'(t)dt pour a < n <b
n—1 n—1

Par intégration par parties

o= dt v=t
nous obtenons
[ = ep, - [
n—1 n—1

et
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donc
n

fn) = (nf(n)—(n—1)f(n—1)) - / 7 (8)dt

n—1
n

— (nf(n) — (n—1)f(n—1))— / (t — (1) f (1)t

n—1
n

— (af(n) — (0~ 1)f(n— 1)) — / L (1)t + / {3/ (0)de

n—1

— /nf(t)dt—I— /n{t}f’(t)dt.

(b) On peut introduire l'intégrale de Stieltjes de f par rapport a la mesure d[t]. On a

b

S fn) = / F(t)d([1)

a<n<b a

b
L’évaluation de la différence Z f(n) — / f(t)dt, donne

a<n<b a

b

>t~ [ e - / F(o)() - / F(t)dt

a<n<b @

a

— /bf(t)d(t—{t})—/bf(t)dt

=~ [y,
Par l'intégration par parties
u = f(t) u'=f'(t)
v'o= d({t}) v={t}

26



On obtient

b

[ 10y = s /{t}f (O] =0 car b € 2).

a

Donc

b b

a<n<b " .

Ensuite, sia <n < bon a

f(n) = ft)dt +
Lo = % f

a<n<b

3 / [

a<n<b

= Z/nf dt+Z/{t}f

n= a+1 1 n= a+1

_ /f dt+/{t}f’(t)dt
= /bf(t)dtJr /b(t — [t]) f'(t)at.

Alors

Démonstration (du théoréme)
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D’apres le lemme précédent pour tout n tel que a < n < b, on a
fo = [ fode+ [ (7w
n—1 n—1

ce qui donne, en sommant sur les n de a + 1 jusqu’a b,

S ) = % / fde+ Y / (t — [1) £ (t)dt

a<n<b a<n<b,” q a<n<b,” q
b b
_ / (0t + / (t — ) £/ ().

donc

b

Z f(n) = /bf(t)dt+/ (t— [t]+%—%) f(t)dt

a

_ / F(t)dt + M + / By(t)f/(¢)dt

b
d’apres l'intégration par partie de / Bi(t)f'(t)dt (Bi(t) est la fonction de Bernoulli), on

a

u = fO) du = fA(t)dt
Qv — Byt 0_332(@

alors

[r0rna = [300m0] -3 [m00
) O (0)B, ; ,
_ S (b) By (b) > fW(a) By (b) . %/Bg(t)f( )(t)dt.

a
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et on a

Bg(b) = Bz(a) = Bg(l) = BQ(O) = Bg.

Donc
b

b
/ By (1) 1V (t)dt = B, / By(t) @ (t)dt.

a a

Alors pour k£ =1

b
> sy = [rwas T2 L B o) — @) - 3 [ B0

2
a<n<b a

= [rwas S S50 - 0@m -+ G (o oa

a

Pour démontrer la formule sommatoire d’Euler Mac Laurin on intégrer k-fois(k > 2) par
parties en posant

1
w= f"(t) et dv = B,(t)dt (du = D (4)dt et v = ?BTH(t))
r

Exemple
On utilise la formule d’Euler Mac Laurin pour démontrer I'inégalité suivante

Pour tout n > 2, on a

n

. 1 .y Loy ] Lo,
nn _ P nn -
T T S g T o T 122 T Gant

m=1

tel que v est la constante d’Euler.
On a

n

1 11 1 1
ZE:1+§+§+W+ =1+ > —.

m=1 l<m<n

Nous appliquons la formule d’Euler Mac Laurin pour

1
f<t>:¥7k:37a:17b:netf(r)(t):
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_1+ndt+11 Nl 1Yy, (L,
- t  2\n 12 n?2 120 \ n4
1

1 1 1 1 1

1
S— 141 Lo
Zm T S T o2 T 12 T 120m 120

" 1,1 /nB4(t) »
= Inn+— — — — .
2n  12n?2  120n%* 40 td

1

Cela implique

1+ L + = = + .. —i— ! 1 ! ! + -
2 3 2n 12n2  120n4

si n tend vers 400, donc

1

li 1+ L + L + ..+ L 1 li ! !
1m — — — —1mn = 11m -_— —
N— 400 2 3 n n—+oo | 2n 12n2 120n4
23 [ Ba(t)
4
= — — dt
i 40 / B
1
23 [Byt) . [ Bat)
4 4
- = _ dt — dt
40 / t5 / t5
1 n
on obtient

+o0 n
By(t) 23 By(t)

n 1

30

dt

n 23 /
40

23

40

-/

1

Balt)

t5

dt



Alors

—+00

1 1 1 1 B
Y —=hn+y+—- + +/ ih) gy
m

2n  12n2  120n4 to

<
m<n "

Sachant que

7
—-— < B < — R
< By(t) < 210 (Vt € R)

donc
+o00 +oo +o0o

_i ldtg/B4<t>dt<L ldt

30/ t° to — 240 )

n n n

—+o00

1 </B4(t)dt< 7
120n* — 1o ~ 960n4

n

enfin

oy ] PR (N 11
nn — — — <Inn — — —
T T Ly T T 122 T Gant

m<n

2.2 Etude élémentaire de la fonction ¢, (z)

Théoréme 2.2.1
1. Pour toute fonction réelle strictement positive h = h(z) >0 (Vz € R), on a

Yy () — Py (v — h)

; < () < P1(r +h) — ¢y (x)

h Y

avec

() = / (u)du (z € R).

2. On suppose ¥y (x) ~ 3x* si & — +00.

(a) (Ve > 0) il existe deuz fonctions réelles g(x) et f(z) telles que

_% +g(z) < @Z’f) -1< g +f(2) avec. lim f(z) = lim g(z)=0.

(b) V(x) ~z six — +00.

Démonstration
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1. La croissance de la fonction (x) implique

1 T
H / v <
r—h

Donc, on a
T z+h
1 1
7 [ vt <o) < 3 [
z—h T
Alors
T T r—h
Yudu = [Pu)du— [ Pu)du =1 (z) — ¢y (z —h)
AR
z+h z+h T

[owan = [vtan— [oin =+ - v,0)

2. (a) On suppose ), (x) ~ 327 est équivalent par définition & Dexistence d’une fonction

d(z) telle que 1
Py (x) = §$2 + () avec 6(x) = o(z?). (2.2)

Alors pour toute fonction réelle strictement positive h = h(x) telle que
r—h—+ooetx+h— +oo (rv — +00),

on peut écrire

2.3
Uy(z+h) =2z +h)*+6(z + h) (?g(cﬁl})g —>O(a:—>—|—oo)> : (23)

{ Uile = h) = S —h)? + 3@ = ) (858 = 0( — +0))

Soit € > 0, on a deux cas
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Si0<e<1onposeh=h(z)=cx(zr>1)

r—h = x—ex=z(l—¢) = oo six— +00

r+h = z(l+¢e)— +oosiz— 400

Alors les relations (2.1), (2.2) et(2.3) impliquent

s22 4 6(x) — 3(x — h)? — 6(x — h)

Yo —h)?+0(x+h) — Lz +h)? - i)

e < o) < ;
m_%h_’_é(aﬁ)—(fi(aﬁ—h) < ¢(m)§x+%h+5<x+hfi_5<x).
e b B - d@—h) _ @) | _ h | Sw+h)-5)
) —o(r — x x — o
_ﬁjL xh = x _1S%+ xh
En remplacant h par ez, on obtient
£ Y(z) h
—5tgl@) < —= 1< -+ f(a)
e 5(x) — 8(x(1 5(2(1 5(
gla) = D=L 0) oy gy Mot 2) = 0
On a

Si e > 1, Sachant que
0<e—-1<c¢

On considére un nombre ¢ dans |e — 1, ¢]
0<e—-l<c<eel<e—c<l(0<l—-(e—¢)<1)
et on pose h = h(z) = (¢ — ¢)z (z > 1). On a alors

O<z—h=zxz—(c—c)x=2(1—- (¢ —¢)) = +oo(x — +00).
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Donc les inégalités (2.1), (2.2) et(2.3) impliquent

h 6(x)—d(x—h) _ (x) h  6(x+h)—6(x)
1_%4_ xh = x §1+%+ xh

En remplagant h par (¢ — ¢)z, nous obtenons

N F L P Ay 1)
avee gy = X 0@ = =) oy et (= 9) — o)
x2%(e — ¢) z?(e —¢)
Puisque ¢ > 0, alors
e <M 1< Sy )
On a
e 1 \ @) (1=(e—¢)? (1~ (e—0)) M 0sig — 4o
o) = (=) - (e 0

car (e—¢)>0et (1—(s—¢)) > 0.

On a méme pour f(x)

(1+(e—0))? <5(m(1+(5—c))))_ 1 (6(x)
2 €

E—c (14 (e —0¢))x)

Alors I'inégalité est vraie pour tout € > 0.

flz) = )—>OSix—>+oo.

(b) Est une conséquence directe de (a) : D’aprés (a) on a

¢f)—1<g+f(az)w>0

15
—5 + g(x) <

ou g(x) » 0et f(x) — 0siz— +o0.

Alors Vxy > 0 il existe g = xo(g) > 0 tel que

£ £
x> x0 = |g(x)] < 3 et |f(z)| < 5

donc

’MCE)

—1’<5pourx>x0.
x
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D’ou
lim 2/1(:6)

Tr——400 €T

2.3 Théoréme des nombres premiers

Théoréme 2.3.1 (Théoréme des nombres premier)
Pour x — +o00 on a
(@)~
m(z) ~ —
Inz

Pour la démonstration voir [9].
Théoréme 2.3.2 Les relations suivantes sont équivalentes

|
lim TEMT
Tr——+00 €T

Tr——400 €T

La démonstration de ce théoréme est basée sur le lemme suivant

Lemme 2.3.1 Pour tout x > 2, on a

et

Démonstration

On considére la fonction

0 sinon

a(n):{ lsin=p
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D’apres le théoréme (2.1.1), premiérement on pose

b(n) = a(n)lnn (n € N*), y =
Alx) = Z b(n) = Zlnp =0(z) (A(z) = 0 pour z < 2)

DN o

n<x n<lx

1
f(z) = —— contintiment dérivable pour x > 1
nx
1
!/
fle) = rin®z
Y bn)f(n) = Y 1=mn(x)
n<x p<lz

alors, on a

w(@) = M) f0) = Al)f(e) ~ A S ) — [ A0 @

— A2)f(z)— A @) f (g) +j 1) it (A(t) = 6(t) = 0 pour £ < 2)

tin%t

N

@) ]ew
= —+ dt

Inx tin?t

Ensuite on pose

bn) = a(n) (neN), y =2
A(x) = ) b(n) =) 1=mr(z) (Alx) =0 pour < 2)
f&) = lne contingment dérivable pour 7 > 1
) = -
Z:b(n)f(n) = Z}lnp = 0(x).
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Donc

xT

= W(a:)lnx—/@dt.

2

Démonstration (du théoréme)
(2.4) = (2.5) : D’apres (2.8), on a

on a
m(z)lnx T

133
(—/@dt) —0siz — 400
x t

t 1
lim—:1:>—):O — | pourt > 2,
t nt

alors

Evaluons l'intégrale [ 4. On a

2 Int-’
T dt /ﬁ dt [T dt _ 1 V7
5 Int 5 Int yzlnt = In2 J,
2y —
< VT 20— Vo)
In2 Inz

37
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Ensuite

1 [* dt Ve oo 2(x —/x)

— — < 0 .

x Jy Int J;ln2+ clnz (z = +o0)
Donc 0 1 1 [ dt
r—+o0o0 T T—-+00 X r—+00 \ T Jq Int

(2.5) = (2.4) : d’apres (2.7), on a

T l T
r(z) = 0(x) +/ 0(t2) PN m(x)Inz _ 0(z) N nx/ 9(152) "
Inx tIn"t x x x J tln"t
2 2

Il est nécessaire de montrer que

xT

LG U ln_x/ ) 4 — o

r—+too T r—+00 I tln? ¢
2

on a o)
T
lim —~* =1 —
Jm — = 0(t) = O(¢)
alors
ot dt
[0 o]
tln“t In“t
2 2

Z. . , xr
Evaluons 'intégrale |, h:l—ztt. On a

[,
, In*t ), In’t \/gln2t_ln22 9 In® \/z JE
Vv | Al — V)

<
In?2 In?x
Ensuite | * (s | A
nx/ (2) dt < -7 \/25 (SB;\/E))—%)@—%FOO).
T Jo tln“t z \In“2 In“z
Alors

lim M: lim M—i— lim (ln_.r/ @dt) = 1.
2

400 T I z—too \ I Int

Finalement, nous utilisons les définitions des fonctions 6(z) et i (z) pour démontrer
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I'équivalence (2.5) < (2.6), d’apres la définition on a
(x) = 0(x) + 0(z'?) + -+ 0(z"/™).

Donc

0< () —0x)= Y 0"y < > oEm).
QSWS[IL] 2<m< ne

x
In2

On a pour tout x > 1

0(z) = Zlnp < (1nx)21 <zlnz

p<z p<z
alors
| |
O(z'/™) < Z V™ In(zV™) < /z1n(Vx) 1< v n1<\/25) nr
2<m<ing 2<m<lng 2<m<lnz n
Donc )
|
0< Ylz) _9(:/6) < Vo ln $—>OSi[E—>—|—OO.

x x (2In2)x
D’ou .

TGO DI A C) Y

r—+o00 r—-+00 €T
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Chapitre 3

Les outils d’analyse complexe

3.1 La formule de Perron

Théoréme 3.1.1 Soit F(s) = Z o une série de Dirichlel d’abscisse de convergence
n=1

o. et absolument convergente pour o > o, et soit ¢ et x deux constantes strictement

positives. Alors pour o > o, — ¢ on a

c+i00
1 xs a 1
— F(s+ z)—ds = =4 Za.r s,
21 ( ) S Z ns 27
c—100 n<z
avec a, =0 si x € R\N.
Pour la démonstration de ce théoréme on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.1.1 Soit ¢ et x sont des constantes réelles strictement positives, on a :

| il 1 st x>1
T
_ 1 . _
2—7_[_7: ?dS = 3 S xr = 1
c—iT 0 st O<zx<l1l
done
c+iT
L[ i >1
— —ds — T
271 s ~—al'lnx
c—iT

40



c+iT

1 xs 1 c
— —ds — = | < — =1
271 / s s 21 = aT o
c—iT
c+iT
1 S C
271 S 7T In =
c—1iT

Démonstration

La fonction F(s) = % est méromorphe dans tout le plan complexe avec un poéle simple
s = 0 de résidu 1.

1. Si & > 1 : nous intégrons F'(s) le long du rectangle (qui contient le pole 0) et qui a des
sommets : ¢+ 1, ¢ — T, —b+ 1T, —b —T.

—b+iT c+iT

—b—iT c—iT

D’apres le théoréme des résidus, on a :

c+iT —b+iT —b—iT c—iT
x® s 8 s .
—ds + —ds + —ds + —ds | =2m
s s S S
—iT c+iT —b+iT —b—iT
alors
c+iT c+iT —b+iT —b—iT
1 s 1 s s x®
— —ds—1=— —ds + —ds + —ds
27 S 21 S S S
c—iT b+iT —b—iT c—iT

Maintenant, nous intégrons sur les cotés horizontaux( ¢ + i7', —b + iT', ensuite ¢ — iT,
—b—iT),etona:|s| >T
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donc
C C

c+iT c
r’ 1 1 1 x°
Zdsl < = Tdo < = do = — alnmd —
/ SS_TJ} U_T/& 7 T/6 " Tz
—b+iT —b —00 —00
et
—b—iT c—iT c—zT c

c—iT

Ensuite, nous intégrons sur le segment [—b — iT, —b + T
b+zT T b+it T T b
x T~ T~ 2Tz~
—d— < [ Z—dt = —-T=
‘/ S | / / b b ]—T b
-7 -7

Si b tend vers 400, alors 2Tf7b tend vers 0.

Par conséquent

c+1iT
1 x® x°©
— —ds —1| <
271 / S s “allnzx
c—1T
2.S51zx=1
c+iT T
—at
/—@_ d—/w ) g
c+it 2+ t?
c—iT -T

t ic 1 2t
—dt ———dt=— | ———dt+ 2i
2+ t? +/c2+t2 2/02—1-152 +e

7 T

T

2ic 1
| t — [ ———dt
[In(c® + )} rt 02/1+(§)2
0

T

-T

T T T
-T

O\'ﬂ
[
no
—
+
2|
S~——
QL
~

l\DI»—t

t
= 2i[arctan -] = 2i arctan —
c c
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alors

c+zT T

1 / T
— —d = — arctan —
274 c? + t2 c

1( ) 0)
= — | — — arctan =
T

1 c
— —arctan —
T \2 T

1
2 T

et on a arctan % < % , donc I'inégalité est démontrer.

T ST
3.81 0 <2 <1:nous intégrons F(s) le long du rectangle (qui ne contient pas le pole 0)

des sommets sont : ¢+ 1, c — T, b+iT, b —T.

c+ il b+iT

c—il b —iT

D’apres le théoréme des résidus, alors

e+iT b+iT
/—ds+ /—ds+ /—ds—i— /—ds—()
c—iT e+iT b+iT
c+iT c+iT b+iT
/—ds- /—ds+ /—d8+ /—ds
c—iT b+iT c—iT

On a le méme travail, donc

c+iT c+iT b
x° 1 xr° xr°
Zdsl = |— Zds| < = °d < - Ulnwd - _ —
/ s / | = T/ 7 / o TThe T Ini
b+iT b+iT c

43



et

b—iT
x® SL'S
/—ds = / ds < / Tdo < —/ 2°do = — / Mg =
s S
c—1iT c—1
enfin
b+iT T T
5 b+zt l’b
/ —ds| = / < | —dt =
s b
b—iT -7

Si b tend vers 400, donc # tend vers 0.

Démonstration (du théoreme)

X

c

Tln%

Dans l'intégrale, la série F' est absolument convergente sur tout compact dans le demi-

plan ¢ > 0, — ¢, on a donc

y OO
c+iT s c+iT an s
F(s+z)—ds = —ds
eiT s n5+2 s
Z an /

/c+2T
c

TL<LL‘

C—HT

D’apres le lemme (3.1.1), on

c—100
donc
/C—HOO dS 2
= 27 E
n<x ¢
1 feticogds 1 ag [CTi%0 ds . o
et on a 5 [T 4 — 2 alors 92 [T — qig,
D’ou
1 e+i00 x° a
— F(s+2) ds:g —n—ir—awxz—l—g —
271 n? 2
0 n<x n>x
Il reste a prouver que
| a, [T rx\sds 0
AL DDl I )
n>x c—iT’
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+Z%L

.

T

n

y

ds

S

Qy

xZ

c+iT ds

c—iT
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D’apres le lemme (3.1.1), on a

c+iT

¥ 2x°
—ds| < si0<zrz<1
/ s - Tln%
c—iT
on pose n > x. Sin > [z] + 1, alors 2 > I];rl.
Alors
DI I CORCTI i B E
B n* c—iT n S
n>x n>x
B n>x ne T n ln <_[x]x+1)
< Z|a"|—>OsiT—>+oo
n n>r
Enfin,
c+i00
L Pt 0Zds =3 % 4 Lo
— s+ z s = — + —ax
2mi e 2 ’

Théoréme 3.1.2 Soit F(s) = Z o une série de Dirichlet d’abscisse de convergence
n=1

absolue oy, et soit A(x) = Z ay, -
n<x
Alors, pour ¢ > 0o > 0, et pour x >0 on a :

c+1i00 T
1 °F 1
1 / 2°F(s) o _/A(u)du
270 s(s+1) x
c—100 1

Pour la démonstration de ce théoréme on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.1.2 Soit ¢ et x des constantes réelles strictement positives, on a :

c+ioco
1 x’ 0 st <1
— ——ds =
271 s(s+1) 1-1 s x>1

c—100
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Démonstration
On a F(r) = 77
1. Si x <1 : On considére le rectangle des sommets : ¢ + T, ¢ — T, b+ T, b —iT qui

est méromorphe, avec deux poles 0 et —1 de résidus 1 et —%.

ne contient pas les poles

cHIT )_- b+iT
N
1 1
T TC
v
-1 0
c-iT € b-iT

D’apres le théoréme des résidus, on a

c+iT b+iT b—iT c—iT
xs x® x® s
—d —d —d ———ds =0
/S(s—l-l) o /5(5+1) o /3(8+1) i /s(s+1) s
c—iT c+iT b+iT b—iT
donc
c+iT e+iT b+iT b—iT
8 x® x® 8
——ds = —d —d —d
/s(s+1) ’ /s(s+1) S+/s<s+1> o /s(s+1) ’
c—iT b+iT b—iT c—iT
alors
b+iT T , T T
/ s p / $b+zt il < mbdt xb/dt 2T£Ub
—aSsS| = VA _ = — =
s(s+1) (b+4iT)((b+T)+1) —J) b b? b?
b—iT T -T -T

Posons b = T', donc pour 7' tend vers +oo on a le dernier terme tend vers 0.
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et on a

b—iT 1 b
:L.S
ds| < — [ 2°d
/ s(s+1) o= 2/3: d
c—iT c
1 +o0o 1 +o0 .
o _ clnx T
ST/de_ﬁ ‘ T2In 1
c+1iT b—iT 1 b
z° x®
———ds| = |— ds| < — | 2%d
/s(s—i—l)s /s(s—i—l)S_T?/m 7
b+iT c—iT c
+oo —+o00
wC

1 o 1 oclnzx
Sﬁ xdazﬁ/e da:Tﬂng—lﬂ

2. Sixz > 1 : On considére le rectangle des sommets : ¢ + T, ¢ — i1, —b+ T, —b — T

qui contient les poles
CHIT

-b+HIT
€
A

W -1 0
-b-iT > c-iT
D’apres le théoreme des résidus, on a
ciT —biT —b—iT c—iT
a;.S ;ES xS xS
—d —d —d ds| =2mi|1——
/s(s+1) o / s / T / s+ m( x
—iT e+iT —b+iT —b—iT
donc
—bHiT
‘,L.S ‘,L.C
—ds| <
/ s+ 1) = T?Ine
c+iT
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—b—iT —b+iT

x® x® 2Tx~°
———ds = |— ds| <
s(s+1) s(s+1) b2
—b+iT —b—iT
Posons b =T, pour T tend vers +00, on a 2Tb€7b — 0.
Alors si T'— 400 on a
1 c+1i00 SF( ) 1
S
1 / ks oL
2mi ) s(s+1) x

Démonstration (du théoréeme)
c+1i00

o0

On a / ds __ converge absolument et E a2 converge uniformément pour o = ¢, donc

s(s+1)
c—100 n=1
1 c+i00 sp 1 c+1i00 s o
_./x_@dsz_./f_ an
2mi ) s(s+1) 2mi ) s(s+1) £ n’
c+1i00
T omi Z / (s+1
1 00 c+1i00 d
x°® s
—%Zan / n®s(s+1)
n=1 c—100
1 c+1i00 d
T\ s
250
2mi ; C_L n/ s(s+1)
D’apres le lemme (3.1.2), on a :
1 c+1i00 SF c+1i00
%/ (s+1 sz / s+1)
S (1-2
x
n<zx
1
== Z a, (r —n)
n<x
1//1( )d
= — w)du
T



3.2 Théoréme d’Erdos et Turan sur la fonction ¢

d’Euler

3.2.1 Théoréme d’Ikehara

“+oo
Théoréme 3.2.1 [3] Soit F(s) = Zann_s une série absolument convergente dans le
n=1

demi-plan (o > 1) avec a,, > 0 pour tout n, s’il existe une constante \ tel que la différence

F(s) — 25 est tend vers une limite finie quand s tend vers 1 + it dans (o0 > 1), alors

pour r — 400 on a

O(z) ~ Az
avec O(z) = Zan.

n<x

3.2.2 Théoréme d’Erdos et Turan

Pour tout entier m > 1, on pose a,, = Z 1 telle que p(n) est 'indicatrice d’Euler,
p(n)=m
on a le théoréme suivant

+oo
Théoréme 3.2.2 Si la série F(s) = Z amm=* est convergente dans le demi-plan (o >

m=1
1) et admet un simple pole de résidu A en s =1, alors on a

O(x) ~ Ax.

avec ®(z) = Z Ay, et la valeur de A est donnée par :

m<x

(2ee)
A="00)

Pour la démonstration, on a besoin les lemmes suivants :

~ 1,943596436 - - - .

Lemme 3.2.1 La série F(s) peut s’écrire sous la forme :
+oo

F(s) = (p(m))™ (Re(s) > 1)

m=1
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avec la fonction F(s) définie par :

+o00
F(s) = Z Aym™°
m=1
dans le demi-plan (o > 1).
Démonstration
On écrit la série F'(s) sous la forme
+o0
F(s) = Z amm™® =a1(1)7° 4+ az(2)"° 4+ a3(3)"° +
m=1

et on a
ay = Z 1,@2— Z 1,@3— Z ]-7
p(n)=1 p(n)=2 @(n)=3
Alors .
F(s)=) amm™= > ()7 + > 27+ Y 3+
m=1 p(n)=1 p(n)=2 ¢(n)=3
donc
+0o0
F(s) = > amm™= > () + Y ()" + D (p(n) "+
m=1 p(n)=1 p(n)=2 p(n)=3
“+00 “+o0 400
= ) > ()= (p(m)*
m=1 p(n)=m m=1

avec
Gs)=J0+@-1D"+p) e ((s)=]J0-p)"
p p
Démonstration
+oo
La fonction ¢(n) est multiplicative et la séries ng(n)_sest absolument convergente,
n=1
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alors le produit eulérien donne :

d e =] (1 + Z(w(p”)V)

p

=TT+ @)+ @) + () "+

p

sachant que pour tout p premier on a p(p®) = p*~(p — 1).

Alors pour tout o € N*, nous obtenons
F(s) = JJO+@-D"+p (-1 +p>(p-1)"+---)

p
= H1+(p—1)_5(p_5+p_25+p_35---)
p

)]

p

Ceci implique
F(s) = [[QG+@-1)@—-p)"

-y

Q-p) ' [[a-p"+(p-1)7)

11
= [[(@=-p)'a=p7+(p-1)7)
11
C(s)G(s).

Démonstration (du théoreme)

Le produit G(s) est absolument converge dans le demi-plan (¢ > 0), car

P P
(=17 —p|=|s / e < Js| [ ot < s|(p— 1)
p_l p—l

o1



Donc F'(s) est prolongeable dans le demi-plan o > 0 avec un pdle simple s = 1 de résidu
G(1).
lim(s — 1)F(s) = lim(s — 1)((s)G(s) = G(1)

s—1 s—1
D’apres le théoreme d’lkehara,on a A = G(1)
donc
O(z) ~ G(1)x.

On montre que G(1) = %
on 2 G(s) = [[ (19~ + (p 1)) done

p

¢ = [[a=r"+e-p=]] (1 i p(pl— 1))
)
1 ((1 —p (L +pTH —P_3>>

I=p HA+pH(1—p3)

p

Alors
B (1-p7%
“n = 1;[ <(1 -p?)(1 —p‘3)>
B (I—p2) 1 —p?)"!
- Il )
[[a-p [Ja-p?"
B IR
done (@)
0 ="¢6)
enfin
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