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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse aux séries de Dirichlet qui sont trés
importantes dans la théorie analytique des nombres.

D’abord, on rappelle les grandes notions de base de notre théme, com-
mancons par les fonctions arithmétiques et leur relation avec les séries de
Dirichlet, et nous étudions les propriétés analytiques de ces séries. Fina-
lement, nous étudions un exemple fondamental précisément, la fonction
zéta de Riemann.



Introduction

Peter Gustav Lejeune-Dirichlet en 1837 introduit les séries de Dirichlet pour montrer
Pexistence d’une infinité des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. De-
dekind a établi plusieur propriétés de ces séries. Le lien que nous réalisons entre 1’arith-
métique et 'analyse complexe passe par les séries de Dirichlet, auxquelles nous allons
attacher dans la premiére partie, la somme d’une série associée & une fonction arithmé-
tique donnée, peut en effet étre vue comme une fonction complexe dont on peut étudier

les propriétés.

En 1859, un article de Bernhard Riemann "Sur le nombre des nombres premiers
inférieurs a une taille donnée", a prouvé un prolongement et une équation fonctionnelle
de la fonction ((s), il a établi une relation entre ces zéros et la distribution des nombres

premiers.

Nous abordons trois chapitres, le premier contient quelques notations et définitions
de base, dans le deuxiéme, on définit les séries de Dirichlet, leur propriété, abscisse de
convergence, structure algébrique, produit eulérien.

Le troisieme chapitre, nous étudions un exemple simple sur les séries de Dirichlet (la
fonction zéta de Riemann), on traite le prolongement et la majoration de cette fonction,

sa équation fonctionnelle et ces zéros.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

1.1 Notations

Nous donnons quelques notations qui vont nous aider dans la suite de notre travail :

1.
2.

. p* || n signifie p* divise n et p

Le mot " entier " désigne un entier naturel (les éléments de N).
On désigne par p un nombre premier et P est I’ensemble des nombres premiers.

Les deux symboles > et [] représentent respectivement une somme et un produit
p<r  p<w

étendus a tous les nombres premiers p € [2,z]. De plus Y_ = lim > et [[=
P

p r—>+00
lim JJ.
x—»—&-oopgx

p<z

Si m et n sont des entiers positifs, alors m | n signifie m divise n, et (m,n) est le
PGCD (m,n).

“*lne divise pas n.

[z] désigne la partie entiére de x, [x] = x — {x} tel que {x} est la partie fractionnelle
de x,z € R.

La fonction " log " représente toujours le logarithme de base e.

Si g est une fonction définie et positive pour z > 0 et si f est une fonction définie

pour tout x > x¢, on a alors

|f(2)]
g9(z)

f(z) = O(g(x)) signifie qu'il existe M > 0 tel que pour tout z > xy, < M.

(f(z) est un grand O de g(z))



f(x) =o0(g(x)) signifie xiriloo’{].éii' =0 ( f(x) est un petit o de g(z) )

9. Le symbole f(x) < g(z) signifie f(z) = O(g(x)).

1.2 Définitions et théorémes

Définition 1.2.1 Une fonction arithmétique est une application f : N* — C définie sur

l’ensemble des entiers n > 1 autrement dit, une suite des nombres complezes.

Définition 1.2.2 Les fonctions aritmiques f associée a séries de Dirichlet ont une région

de convergence non vide seront appelées a croissance modérée.
Fonction holomorphe

Définition 1.2.3 Soit U un ouvert de C, et zy un point de U.
Une fonction f: U — C est dite holomorphe en zy si elle est dérivable au sens complexe

en zp c-a-d :

o Sz = 20) = 1)

z—20 zZ— 2
existe et finie. On dit que f est holomorphe sur U si elle est dérivable pour tout point de

U.
Fonction méromorphe

Définition 1.2.4 Soit Q un ouvert de C, on dit que la fonction f est méromorphe sur

Q si f est holomorphe sur ) sauf aux nombre fini des points singuliers isolés de € .

Fonction analytique

Définition 1.2.5 Soit U un ouvert de C, f : U — C et zg € U, on dit que [ est une
fonction analytique en 2y, s’il existe un disque D (z9,7) C U et une série entiére y_, a,z"

de rayon de convergence p > r telle que

“+oo

f(z) = Zan (z—20)" Vze€D(z,r).

n=0

On dit que [ est analytique sur U si elle est analytique en tout point de U.



Fonction entiére

Définition 1.2.6 une fonction entiére est une fonction holomorphe définie sur tout le

plan complexe.
Fonction multiplicative

Définition 1.2.7 Une fonction f : N* — C est dite multiplicative si f(1) =1 et si pour

tout n, m

f(nm) = f(n)f(m) si (n,m) = 1.

Une fonction f : N* — C est dite completement multiplicative si f(1) = 1 et pour tout n

f(nm) = f(n)f(m).

Fonction Gamma

Définition 1.2.8 La fonction T'(s) d’une variable complexe s est définie par l'intégrale :
+oo
I'(s) = / exp(—z)2z* 'dxr ou Re(s) = o >0,
0
elle satisfait la formule de Weierstrass :

I(s)= %exp(_%s) 11 (1 + 2)_1 oxPp (2)

ol

est la constante d’Euler.
La série 0(1, )

Définition 1.2.9 Pour deuz nombres complexe T et o avec Re(t) > 0 et a un nombre

arbitraire, la série 0(7,a) définie comme suite :

cette fonction 0(7,«) est holomorphe dans le demi_plan Re(t) > 0.
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Lemme 1.2.1 .

Pour T et a deux nombres complexes, alors

1 B 9 )
9(;,04) = \/?Zexp( ™eT + 2ina)

nel

= VY exp(—wn;) +0 (7’, —%) .

nez

Démonstration : Voir[2]

En particulier si a = 0 alors

e(%,o) = VT Y_exp(—mn’r)

nez

= VY exp(—r) +0(r)

ne”

avec % = x impliquons

—TmncT 1 —ﬂ'ﬁ
1+2) e :ﬁ<1+226 )

neN*

. _ 2 . . .
avec la notation w(z) = ) .y €7 " la relation ci-dessus devient

1+ 2w(x) = —w(l) +——-.



Chapitre 2

Séries de Dirichlet

Définition 2.0.10 Soit A\, une suite strictement croissante des nombre réels tend vers
+oo et f une fonction arithmétique, la série de Dirichlet associée o f est une série de

la forme

Dy(s) =Y fn)e ™",

n>1

tel que s = o + it avec 0 = Re(s) et t deux réels. Si A, = logn la série devient

Dy(s) = 3 flm)n~.

n>1

Exemple 2.0.1 Commencant par la fonction zéta de Riemann qui est noteé par ((s) :

((s) = Z% Re(s) > 1

n>1
associeé a la fonction f = 1.

Exemple 2.0.2 Pouroc >1ona :

ns
n=1

telle que A(n) est la fonction de Von Mangoldt

logp sin=p
An) = .
(n) { 0 sin#pk

Qo



Exemple 2.0.3 Pouroc >1 ona :

Dy(s) = Z MSZ)
n=1
telle que p(n) est la fonction de Mdbius
p(n) = {(_1)k o 08 :sz'arioz T tel que n = pi*...ppr.
Exemple 2.0.4 Pouroc >1ona :
Dy (s) = f |MT(LZ)|
n=1

Exemple 2.0.5 Pourc >1 ona :

ns
n=1

pour tout entier n > 1, on note par d(n) le nombre des diviseurs d’un entier n qui définit

par :

d(n) = card{d e N*,d|n}

= ) 1

din

Exemple 2.0.6 Pouroc >1ona :

telle que A(n) = (—=1)*™ oa Q(n) =pipa---pr---.



2.1 La convergence d’une série de Dirichlet
On note que s € C, s = o +it, ou 0,t € R, donc

n® = 6slog(n) :e(a+it)log(n)

_ noezt log(n)
ce qui implique

In®| =n car |ei9‘ =1

Définition 2.1.1 Soit D¢(s) = Y o, f(n)n™° une série de Dirichlet. L’abscisse de
convergence absolue o, est définie comme étant le plus petit nombre réel o, tel que si

0 > 04, alors Y, -, [f(n)|n~7 converge, donc
0, = inf {(Re(s) =0): ) |f(n)|n7 < —l—oo} .
n>1

Le demi plan de la convergence absolue

Pour tout s = o 4 it, on a

> fan

+o0
<D lfm)n

et si o0 > a on obtient n%, < n—la d’ou

+0o0 “+oo
f(n) |f(n)]
; n® S n=1 nt

Théoréme 2.1.1 Si une série de Dirichlet »_, -, f(n)n™* converge pour sy € C, alors
elle converge dans le demi-plan o > oo. De plus elle converge uniformément sur tout

secteur du type
D, (so) ={s € C\Re(s —s9) >0 et |Arg(s — so)| < a}.
Oul<a<ig.
On peut utiliser le lemme suivant pour prouver ce théoréme

10



Lemme 2.1.1 Soient A, B deux reéls tels que 0 < A < B, alors pour tout z € C avec
oc=Re(z) >0, ona

_ _ ¥ _ _
‘6 Az_e Bz‘ < u<e Acf_6 Bo)‘
o
Démonstration :
On a
B
S_AZ . e—Bz — Z/ €_tzdt
A
d’ou

B B
e M —e P < |z|/ le™| dt = \z|/ e o dt
A A

— M(ean . efBo').

g

Démonstration : (du Théoréme)

Posons u, =) -, f(n)n™% et v, = n*~° ( s, un nombre complexe quelconque )

P P P P
Segp = Zunvn = Z Z f(n)n™ et U,, = Zun = Z f(n)n=%.
n=q n=q n=q

n>1 n=q
On suppose que pour tout £ > 0, il existe N(¢) > 0 tel que si p > ¢ > N(e) alors
Ugl < e

Pour Re(s) =0 > 0 on a

En utilisant la transformation d’Abel (et par la convention que U, ,_1 =0), on a :

Z f(n)m™ =

p

UnUn
q

Z (Uq,n - Uq,nfl)vn
k=n-+1

n=

p p p
Z fn)n™? = Z UynVn — Z Uqn—1Vn- (*)
n=q n=q n=q

11



Pour le changement de variable n = k + 1 dans le terme droite de (x) trouve

P P p—1
—S
E f(n).n = E Uynn — E Uy kVk+1
n=q n=q k=q—1
p—1 p—1
= Upptp + E : Ugnn — E , Uy kVk+1
n=q¢—1 k=q—1

p—1
= Uppvp + E :Uq,n(vn — Uny1),
n=q

d’ou pour p > g > N(¢), on a :

p p—1
SRS IS (AFD Sy
n=q n=q
p—1
< ¢ <1+Z|vn—vn+1|>
n=q
on a
| 1 1
Up — Up, = —
+1 n5—50 (n + 1)3—50

—(s—sg)logn (e_
‘6 0 —e (s—s0) log(n+1)

on appliquant le lemme (2.1.1) tel que z = s — s, A = log(n), B = log(n+1). On obtient

|S _ Sol e’("*"o)log" o e—(a—ao) log(n+1)
g — 0y

s — so| A 1 1
1 0 -
+ o — oy Z <nacro (TL + 1)000)]

n=q
— 1 1
:s{1+|8 80'( - )}
o — 0g qa—ao pU—Uo

Ceci montre que la série Y, f(n).n~° vérifie le critére de Cauchy donc elle est conver-

”Un - ’Un+1’ <

Z f(n)n=°

< ¢

gente. Il reste & montrer la convergence uniforme dans D, ().

Il existe 6 = 0(s) tel que

cos(f) = ?

et 0] <«
|s — sol

12



ou
|s —s0] 1 1

A

o—o¢ cos(f) ~ cos(a)

(" @m)

La série ) ., f(n).n™* vérifie le critére de Cauchy uniforme, donc elle converge unifor-

et par le théoréme (2.1.1) on a

Z f(n)n=°

mément sur D ().

Exemple 2.1.2 La série ((s) converge absolument sur le demi-plan complexe 0 =
{s € C\Re(s) > 1} (d’apreés le critére de Riemann o > 1).

Proposition 2.1.3 Soit Dy(s) =), ., f(n).n"° est une série de Dirichlet d’abscisse de

convergence o.. Si D¢(s) =0 pour tout s tel que o > o, alors f(n) = 0.

Démonstration :

Supposons que f(n) n’est pas nulle. Soit k£ € N* le plus petit entier qui vérifie f(k) # 0,

et soit

G(s) =k* Z f(n)7 (0 >0.).

Par hypothése, on a G(s) = 0 dans le demi-plan o > o, et d’autre part

GE=fB+ S ) (%)

n=k+1

donc si ¢ tend vers +o00 , on obtient

lim G(o) = f(k)

o—-+00

ce qui donne f(k) = 0 donc nous obtenons la contradiction.

2.1.1 Développement asymptotique

Proposition 2.1.4 Lorsque Re (s) — 400
Dy(s) = f(no)ng® + O (ng?) -

13



Démonstration :

Nous montrons que la série de Dirichlet est un développement asymptotique de sa somme

lorsque Re(s) — +o0. On considére Dy(s) = > 7 fns dont on suppose qu’elle converge

sur le demi plan Re(s) > a tel que a € R . Soit ng € N tel que Vn < ng f(n) # 0. On a

z L

n=ng+1
et comme no
St 1) _ flm)
— ns ng
on a
N (D)
Dy(s) = fmomg* = Y T,
n=ng+1
donc

pourn >ng+1let o >a,ona
n o2 n a
<—°> <(3)
n —\n
de plus, puisque la série ng ) = |f | est convergente, on a

—+00 a
Z <%> < +00,

n=ng+1

+o0

ng\?
n=ng+1 ( - ) est normalement convergente pour ¢ > a. Donc on a

alors

+oo

. No\?
dim > ) (X
11:n0+1

J/

-~

=A
“+o00

= > tm )l (%) =0,

n=ng+1

14



ainsi on montre que pour o — +00
|Dy(s) = fno)ng”| <mng” x A
tel que A — 0 si 0 — 400. Donc on peut déduire que
Dy(s) = f(no)ng” + 0 (ng”) -

Théoréme 2.1.5 .
1.Supposons que Dy(s) = D = ) converge absolument pour o > o,, on a les propriétés

sutvantes : SiN >1eto>c> o0, on a :

+oo
<Ny @ (2.1)
n=N

2.S0it Dy(s) = S fn— vérifiée 'égalité (2.1), alors

lim Dy(o+it) = f(1)

o—+00

Uniformément pourt € R

Démonstration :

1.Nous avons

+oo +oo
f(n) \f )
> =2 .
n=1 n=N
<
2.50it Ds(s) = f(1) + 372 fqgs , nous devons seulement prouver que le second terme

tend vers 0 si ¢ — +00. Nous choisissons ¢ > o,. Alors pour ¢ > ¢ (2.1) implique

+oo
—(o—c) ’f(n)| _ é
Lo e

nC
Comme 2% — 0 si 0 — +00, ou A est indépendante de o et t. Cela prouve le théoréme.

Théoréme 2.1.6 (Théoréme d’'unicité).

15



Soient deuz séries de Dirichlet Dy(s) = > féf) et D,(s) =>.1% 97(;:) a la fois abso-
lument convergente pour o > o4, si Ds(s) = D,(s) pour chaque s avec o suffisamment

grand, alors f(n) = g(n) pour tout n.

Démonstration :
Soient h(n) = f(n) — g(n), Dn(s) = D¢(s) — D,(s), alors Dy(s) = 0. Pour prouver

que h(n) = 0 pour tout n, supposons que h(n) # 0 pour certains n et on obtient une

contradiction . Soit N le plus petit entier pour lequel h(n) # 0, alors

+o00 +oo
h(n) _ h(N) h(n)
Dh(s)zzns:Ns+Z ns
N=1 n=N+1
+o0
h(n
h(N) = N°Dy(s)—N° Y (s),
n=N+1 n
nous avons Dj(s) = 0 donc
+o0
h(n)
h = —N?
(N)=-N* 3 =5
n=N+1

choisissons o = 0¢ + A avec A > 0, suivant le théoréme (2.1.6) on a pour tout n > N + 1

|W(N)| < NMNN +1)"*3-9 f h(”>:( N )AA

n=N+1 ne N +1
ou A est indépendante de A, laisser A — +00 nous trouvons (NLH)/\ — 0 donc h(N) =0,

une contradiction.

16



La dérivée de la série de Dirichlet

Théoréme 2.1.7 La somme de la série Y, -, f(n).n™° dans le demi-plan Re(s) > o

définit une fonction holomorphe. Dy(s) est indéfiniment dérivable et l'on a :

DP(s) =" f(n).n~*(~log(n))* Re(s) > .

Théoréme 2.1.8 .(de Weierstrass)

Soient Q un ouvert de C et (f,)nen suite de fonctions définies sur Q a valeur dans C,
telle que :

—Vn € N, f, est holomorphe dans ().

— La série Zn21 fn est uniformément (resp. normalement) convergente sur tout compact
K de Q vers une fonction f.

Alors

—La fonction f est holomorphe dans §2.

—La série Zn21 f;l converge uniformément (resp. normalement) vers f sur tout compact

K inclus dans € .

Démonstration :(du théoréeme (2.1.7))

D’apres le théoreme de Weierstrass, si f(n) est une suite de fonctions holomorphes sur
un ouvert {2 du plan complexe et si f(n) converge uniformément vers f sur tout compact
K C €, alors la fonction f est holomorphe sur €2 et pour tout X > 0, on a :
ff(s) = lim f*(s) s € Q.
n—-+o0o
Si on fixons donc K un compact contenu dans le demi-plan Re(s) > o,, alors sq €
C\Re(sg) > 0, et K C Dy, ,o. D’apres le théoréme de convergence (2.1.1), la série

> ns1 f(n).n™* converge uniformément vers Dy(s).

Exemple 2.1.9 Pour la fonction ((s)

+o0

(O(s) = C(s) = =3 28"

nS

n=2

17



2.2 Produit de convolution de deux séries de Diri-
chlet

2.2.1 Produit de convolution de deux fonctions arithmétiques

Définition 2.2.1 Soient f et g deux fonctions arithmétiques. Le produit de convolution

de f et g est la fonction f * g définie par :

o= 3 1 () = S ()

dln dn

Théoréme 2.2.1 Soient f et g deux fonctions arithmétiques multiplicatives. Alors la

fonction arithmétique f x g est aussi multiplicative.
La preuve de ce théoréme est basée sur le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Soient (m,n) = 1 et d est un diviseur de mn, alors d s’écrit de fagon

unique sous la forme d = dydy ou dy|met dy|n .

Démonstration :

Prouvons l'existence de d; et ds écrivons n et m comme suit :

m=pt.pp* et n=q """ .q " avec (m,n) =1 alors

mn = pt L pet g
si d est un diviseur de mn
B B Brotr
d :]91 . pkkﬁhkﬂ qu

Br+1 Brgr

ou f;, < «; , pour tout i =1,....k+r alors d; = pg’“ et do = q,""...qy
Onad:dldg y d1|m,d2|n .

Démonstration :(du théoréme)

Soit(m,n) = 1, notons h = f * g d’apres le lemme précédent, on a

=2 1@ ( ) >, flddag (d1d2>

dlmn di|m,dz2|n

18



si (m,n) =1 implique (di,d2) =1 et (7, 3) = 1. D’ou

donc

i (s () (S ()

2.2.2 Produit de convolution de deux séries de Dirichlet

Théoréme 2.2.2 Soient Dy(s),Dy(s) deuzx séries de Dirichlet avec oy, 04 < 00

fxgn
Drls) = Dyls)Dy(s) =Z%
n>1
_ ZZ Z Zab a2 f(a)g(b )
n>1 djn n>1
alors 0.y < max(oy,0,) pour Re(s) > max(oys,0,).
Démonstration :
Soit Re(s) > max(os,0,) alors
|f o |Zab:n f(a)g(b)|
2 ab= nlf( )l g (%) !f Hg
< Z =2 Ty
n>1 a,b>1
-y fa
a>1 b>1

donc o,, < max(cy,0,) pour Re(s) > max(oy,0,).

19



Exemple 2.2.3 Dans le demi plan Re(s) > 1 on a :

k() = (St (Lo

n>1 n>1
Z h(n)n~
n>1
avec
= u(d). 1= p(d)
din din
_J1 sin=1
10 sin>1
donc

Exemple 2.2.4 Dans le demi plan complexe Re(s) > 1 on a :

X ZA(n)n’s = (Zns> X (ZA(n)ns>

= Z h(n)n~

tel que
=> 1x A = A(d),
dln dln
on sait que
Z A(d) = log(n
dn
et
+oo
¢'(s) =Y (~log(n))n"*,
n=1
alors
“+o0o +oo
((s) x z:/\(n)n_S = Z:log(n)n_S
n=1 n=1

tel que C,( )= — ZJFOO log

20



2.3 Structure algébrique

On définit deux lois internes sur les séries de Dirichlet :

1. L’addition (+) : soient deux fonctions f et g dont les séries de Dirichlet convergent

absolument pour Re(s), nous avons
Dyig(s) = Dy(s) + Dy(s)

2. La multiplication (x) : soient deux fonctions f et g dont les séries de Dirichlet
convergent absolument pour Re(s), alors celle de f % g est également absolument

convergente, et nous avons

Djug(s) = Ds(5)Dy(s)

Proposition 2.3.1 Soit M [’ensemble des séries de Dirichlet (M, 4+, X) est une struc-
ture d’anneau unitaire :

1-Dy(s)Dy(s) = Dy(s)Dy(s).

2-[Dg(s)Dy(s)] Dn(s) = Dy(s) [Dyg(s)Dn(s)] -

3-[D¢(s) + Dy(s)] D(s) = Dg(s)Dn(s) + Dg(s) Dn(s).

Démonstration :
On a

Zu(n)=10GU(1)zletu(n):0 Vn>1.

(A, x) est commutatif

Dy(s)Dy(s) = Dy(s)Dy(s) tel que (f xg =g f)

21



n
d

S @ (%) =>1(5) 9@
dn dn

puisque d un diviseur de n alors 2 est aussi un diviseur, on peut écrit

(A, x) : est associative : posons 4 = ¢

[Dy(s)Dy ) PEa f*g(d)h (%)

n>1 dln

* qunabdﬂ)()()
- Sy -y

@9 fla )qu=f 9(b)h(q)
= ZZ%_Z —

a
n

vﬁlxs_

Za\n f(a) Zb|£ g( )

a > apn f(@) [f = g](s)
N Z ns _Z | s

n=1 n>1

— Dy(3) [Dy(s) Da(5)]
(A, +, x) : est distributive : VD¢(s), Dy(s), Dip(s) € M
Dy(s) [Dg(s) + Dn(s)] = Dy(s)Dy(s) + Dy(s)Dn(s)-

En effet ,vn € N*

Dy (s) [Dy(s) + Di(s)] = ZZ +h(§)}
n>1 dn
+f z
_ ;dz (d)h(3)

— Df(s)Dg(s) + Df(s)ph(s)‘
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Donc I’ensemble des séries de Dirichlet est un groupe abélien, et admet un élément neutre

P 2
n>1 ns °
D’ot I'ensemble des séries de Dirichlet avec les deux lois internes précédents est un anneau

unitaire.

Elélments inversibles : Si f(1) # 0, f est inversible pour opérations, alors

n>1
c’est-a-dire qu'il existe g telle que f * g = u. En effet, les relations (f * g) (n) = u(n)
déterminent g par récurrence :
1
9) = =
f()

o(n) = —ﬁnz;lf(d)g (2).

2.4 Séries de Dirichlet et produit eulérien

Théoréme 2.4.1 5@ f une fonction arithmétique multiplicative & croissance modérée,

s

alors pour tout s tel que 2@1 f(n)n=* converge absolument pour o > o,, on a :

p23 pks

D¢(s) = Zf(n)n_sz H (1—1—%—!-@4—....4—@—{—...)

pFn

= H (Z f(pk)p_ks> st 0 > 0,

p k>0

si f est complétement multiplicative alors :

;f(n)n—s “11 ﬁ sio > o,

peEP p®

Démonstration :

Soit f une fonction arithmétique multiplicative, supposons :| f(n)| < 1, et on considérons

une fonction auxiliaire de la forme % est aussi multiplicative et soit y € R. Elle définit
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comme suit :
Vp <y,Va >1 fy( )

Vp >y, Ya>1 f,(p)

Y

£ (n) = { f (g“‘)

de fagon symétrique :

SOR

Vp <y, Va>1 fy(p*) =
Vp >y, VYa>1 f,(p*)=f

()’

Notons que nous avons 1’équation
f=1ty* 1

en effet

Fox £ =D fyda)f¥(da),

dida=n
sont presque tous nuls puisque I'entier n admet une unique écriture n = ¢m ou tous les
facteurs premiers de ¢ sont inférieurs a y et tous ceux de m sont strictement supérieurs

a y. La somme suivant se réduit donc :
> O m)
Im=n

Nous posons
DZ(fa 8) = ny(S), Dg(fwg) = ny(S)

tel que Dy(s) = D.(f,s)Di(f,s). La série de Dirichlet D(f,s) se réduit comme un
produit pour o > 1

DZ(ﬂs):H(1+L?+@+...+ka)+...).

25 ks
» p b p

La série de Dirichlet Dg( f,s) tend a devenir petite lorsque y tend vers U'infini. En effet

1 1 oo gt 1 1
Dt 1<y < = I S
‘ y(f78) |—Zna — J+/y ta —ya+(o-_1)ya—1’

n>y Y

24



si y tend vers l'infini alors, nous obtenons la formule de D¢(s)sous forme d’un produit

culérien

Df(s)—H(l—i-%—i-f;fj)+---+f](£j)+"~) pour o > 1.

Exemple 2.4.2 On a

pour ((s) on a f(n) =1 alors

N—+1
too 4 N 1_(#>
<(8)=21;=H(§pks>= Jim o |

n= = P

p

N+1
comme o > 1, limy_,, <p%> =0, donc
+0o0o
1 1
=3 =1li==
n=1 p D

Exemple 2.4.3 On a

D,(s) =[]+ npp + pp®)p ™ +---),

u(P*) =0 sik>2etpulp)=—1 donc

Du(s) =1 —p) =

25



Exemple 2.4.4 On a

Exemple 2.4.5 On a

alors
1—p s 1— —2s
Dy = TTa+ro =TI+ )=t =T o
_ ()
Pule) = ias)
Exemple 2.4.6 On montre que
¢(2s) _ _ .
w = Dy(s) = 1;[(14’27 )~
si on multiplié par S=2—) donc

(1—p~*)

Dy(s) = H(l +p )t = H(l +po)! 1

p

) )
- Ui== -

Exemple 2.4.7 Pouro > 2, on a:
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La fonction indicatrice d’Euler définit par

pn)= > 1

m<n
(m,n)=1
est multiplicative, sachant que p(p*) = p*(1 —p=1).

Donc le produit eulérien égale :

Dy(s) = [T +p (=5 ) 45 2R —p ) +-)

= [0+ -+ 5

p

()

p

2.5 La valeur moyenne de la série de Dirichlet

Théoréme 2.5.1 Soient deur séries de Dirichlet Ds(s) et Dy(s) avec une abscisse de

convergence absolue respectivement oy, oo alors pour a > o1 et b > g5 on a

T—400 na+b

lim /T Dy(a+it)Dy(b— it)dt — io Fmg(n)

n=1

27



Démonstration :

On a
+oo +o00o
Dy(a+it)Dy(b—it) = Zﬁ’fi)( ig?)t>
m=1 n=1
+00 400 i
_ f(m)g(n) (nyt
B mz:mz; men? (E)
+oo ( +oo 400 f it
- ; naer le; manb <_> :
m#n
Maintenant
+oo +oo f ’ ’ |g
;; manb <_> <Z ; nb ’
m#n

donc la série est absolument convergente et aussi uniformément convergente pour tout t.

D’otl on peut intégre terme par terme et diviser par 27 :

1 T
—/ Dja+it)D,(b— it)dt

+o00 +oo

f f 4 'Ltlo e
- naer + Z Z manb 2T g(m)dt7

n=1 m=1 n=1
m#n

mais pour m # n

T wog(2) 17 guiTios(z) _ o-iTios(2)
/ eztlog(a)dt o [6—] :26 ‘ e

=T

2 sin [T log %}
log
donc on obtient :

) sin [T log > }

1 T ' f +oo +o0o
—T/_TDf(a/+Zt) dt Z a+b WLZ: Zl anb TlOgE ’
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sin x

encore, la série double converge uniformément avec considération de 7', comme *>*est
bornée pour tous x. Donc on peut passer vers la limite terme par terme pour obtenir
I’expression de théoréme.

Théoréme 2.5.2 Si Ds(s) = 3.7 fr(g) absolument convergente pour a > o, on a

lim T\D( +'t)|2dt—§|f(n)|2 (2.2)
T T IASHR _n=1 n2 '

Démonstration

La formule (2.2) est vrai pour g(n) = f(n) dans le théoréme (2.5.1).

Exemples :

1. Ona f(n)=1

T
Am [ ICo i),
donc . X
X1
i [ 1o vinf =32 5=t
2. On a f(n) = p(n) .
TEIEOO r [C(o +it)| " dt,
et +00 12(n) B (1—p2)
Z ns :H(1+p ):HW,
n=1 D p
d
h lim ! ‘C(O— +'Lt)|72 dt = H (1 _p_QU) _ <(20')
T—4o00 _7 . (1 _ pfg) C(40') .

3. Ona f(n) = (—1)"lgln

ns

" 2
I ‘ 0| dt
T—1>I-&l:loo _T C (U Tt )
T +o0 2k
. k N log™n o
A [ e infde=3 =5 = o)
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Chapitre 3

Quelques propriétés de la fonction

zéta de Riemann

En théorie analytique des nombres, la fonction zéta de Riemann est une fonction
analytique complexe introduite par Riemann en 1859 dans un article de théorie des
nombres, ((s) est essentielle dans la théorie des nombres premiers. La position de ses
zéros complexes est liée a la répartition des nombres premiers. Elle est aussi importante

comme fonction modéle dans la théorie des séries de Dirichlet donnée par :
Z H(1+ +—+ ) Re(s) =0 > 1
ns

3.1 Prolongement de ((s) et sa dérivée ('(s)

Théoréme 3.1.1 .

1—La fonction ((s) se prolonge analytiquement au demi plan Re(s) > 0. Elle est holo-
morphe sauf au point s = 1 qui est un pole simple en lequel le résidu égale 1. La formule
de ce prolongement est connue sous le nom de la formule habituelle de la fonction ((s),

elle s’exprime par l’égalité suivante tel que N > 1 est un entier arbitraire

N
1 1 1 = B (#)
= — — — dt. 1
) nz:; ns + (s —1)Ns—1 2Ns S/N tst+l (3.1)
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2—La fonction C,(s) se prolonge analytiquement au demi plan (Re(s) > 0). Elle y est
holomorphe sauf au point s = 1 qui est un pdle double en lequel le résidu égale —1. La

formule de ce prolongement s’exprime par l’égalité suivante telle que N > 1 est un entier

arbitraire :
C,(S)Zilogn— logN logN _logN_S/+°° Bl(t)(l—slogt)dt.
= n* (s—1Net (s—1)Ns-t  2N@ N fr
(3.2)
Démonstration :

1—Dans le demi plan ¢ > 1 et VN > 1, on a

S aer ey (3 )

n>N n= 1 N<n<M

I’application de théoréme suivant

Théoréme 3.1.2 Soit f une fonction réelle continiment dérivable sur l’intervalle [a, b] ot
a, beZ.

Pour tout n tel que a <n <b, on a

n

_ /f(t)dt+ /{t}f’(t)dt {t} =t —[t])

n—1

Voir [5]

b b
Y. fln)= / f(t)dt + / {t} £ (t)dt.

N<n<M
Posons
-3

a=Nb=M,f(t) = 1ﬁs’fU prre)

Yo o= Y ni_/ —dt—s/ {t}tsﬂ t.

N<n<M N<n<M
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Bi(t) — t—[t]—% ot {t} =t—[1
= {1} =BH)+

alors

1 11 M B(t) 1M s
= - dt + - —dt
Z f(n> 1—3 lt5—1:| N § [V ts—i—l + 2 /N ts-i—l
B 1 LS S S S _S/MBl(t)dt
o (1—s) |[Ms=1 Ns-1 INs  9Ns N st

Puisque o > 1, alors f N ts +1 Dt est convergente et si M — +00, nous impliquons :

5 lim 1
Mrboo M1 Moo 2N
, 1 1 M B (t)
Mliriloo Z f S) Ns—1 o INs - S/N ts+1 dt’
N<n<M
donc la formule est égale :
N M
1 1 1 Bi(t)
= — — — dt.
() ;n5+(1—s)N51 2N S/N s+l

2—La formule (3.2) s’obtient par dérivation de la formule (3.1) par rapport a la variable

s ou par une application du théoréme (1.5.1) [5] posons

logt 1—slogt
a=Nb=M,[(t) = <50 f(1) = —27E
N N
"ra) log N logN 1 .
(o)=Y Ry e —ZWM%( 5 f(m)
n=1 nzN n=1 M<n<N
N u ; 1
' log N logt 1 1—slogt) (By(t) +
C(S):_Z ogN S/ 088t / ( tsog)(1 1(1) Z)dt
n—1 ns M—+oco N s 2 N tS-f—
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Nous utilisons I'intégrale par partie avec M — 400, nous obtenons :

Mog t 1 MM M By (t)logt 1 M —slogt
> fn) _/ = dt+§/N ts+1dt+s/N — dt+§/N ot

N<n<M N

log N 1 T2 Bi(t)(1 — logt log N
g ___ : 1+/ 1()(+10g)dt+og+1,
(1 —5s)Ns (1 —5s)2Ns N ts ts
donc
N
by log N log N 1 log N T Bi(t)(1 — slogt)
¢ (s) = Z ns (s — 1)Ns-1 (8_1)2Ns—1+ oNs ° N st dt.

3.2 Majoration de ((s) et de C/(s) dans le domaine
D={s=o0+it/ c>1et [t| >2}

Théoréme 3.2.1 Uniformément pour s € D, on a :

()] < Aloglt| et |('(s)] < Mlog?|t|

tel que

445
A=1 =5498---
+ 2log?2
et \/_
log2 + (3 +2v/5)(1 4 log 2
TR Lhuth L) Chals LR VET
4log” 2
Démonstration :

Majoration de ((s)
On a la formule habituelle de ((s) implique

il +||/+OO|B1
£ ne |3—1|N°’1 st 40

on sait que
1
Bi(z) =x — 2] = 5
1 1
= |By(@)| < |z~ o] - 5| < 5,




alors

oo B 1 [t 1
o Brio)l g, < g L dr = 1°
ZL’0+1 2 N T

o+1 2O-Ncr
Vo2 412
20N

On a pour 0 = Re(s) > 1 la fonction V2‘;2]\J,rj2 est décroissante, donc

o [, VETE _THE
z”“ — 20N° — 20N° '’

pour o > 1, on a aussi
< 1+logN.

N 1 N
> <D,
n=1 n=1

[t et (1 <|t|] =1 <N <|t|])ona

SRS

Pour le choix N =

_ 1 log |¢| log |t
2N° 2N " 2(]t| —1Dloglt| ~ 2log?2’
et
1 < 1 log |t| < log |¢|
|s — 1| No=1 = Jt|log|t| — 2log2
18 1
l1+logN < 1—|—W log [t] < 1—1—1— log |¢|
0g 2
. |/+°° | By (x o ViIte o VI+#_ VSloglt
x““ —  20N° T 2(t| = 1)loglt]| = 2log2
Enfin

1 log|t| logl|t| +/5loglt|
< ([1+—=)log|t
)l = ( +log2) o8| H—2109;24_210g2 2log 2

445
1 log |t] .
( * 210g2) og ]
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La formule habituelle de ¢'(s) tel que (|t| > 2) et (Re(s) > 1) implique
N

logn log N log N 1 T By ()] (1 + |s|log z)
< d
_Z no +|s—1|NU—1+2NU—i_(s—1)2N"_1+|S|/N s+l v

n=1

’8‘/‘4‘00 |Bl(x)](1—|—\s|logx)d$<1/+oo 1 da:—l—]s\l/m log:cdx

$o+1

N
Z logn < log? N, log N < logN, 12 1 log N < log N
|s — 1 No— t[ (s — 1) No-t

1 [t 1 1 [T logx 1 |s|log N |s]

= dz + |s| = dv = — —

2 Jy xotl 2 Jy xott 20N° 20N° 202N°

o+ |s|(1+1logN) o+ Vo2 +t*(1+1logN)

202N° 202N°

o+vVo2+t2(1+log N)
202N°

Pour o = Re(s) > 1, la fonction o — est décroissante, alors

o+ Vvo?+t2(1+1logN) < 1++vV1+1t2(1+1logN)
202N° - 2N ’

avec le choix N = [|t|] et 1 < |t| — 1 < N < |t| nous obtenons

N logn
Y BT < log? N < log?ff

nU
n=1
log N _ logV log? [t] log 2log® ||
2N° 2N 7 2(|t] — 1) log? |t] 2log”2
et
1 log|t| 1 log®|t| _ log?[t|
< = B <
|s — 1| No—1 |t] |t| log |t| — 2log2
1 1 1 1
D R T log? |t
(s— PN = P [P log e = g
1+ /1+t2(1+10gN) < 1—}—\/1-}-t2(1+10g|t|)102|t|<1+\/5(1+10g2)102|t|
2N B 2(|t| — 1) log? |t] &= 2log®2 &1
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Enfin

2log 2 1 2log2 2+ 2v5(1+1log?2)
2210g* 2 * 22]og? 2 * 22]og? 2 22]0g? 2
N log 2 + 3(1 +log 2) + 2v/5(1 + log 2)
22]og? 2
- log2 + (34 2v/5) (1 + log2)
22]og? 2 '

=1

Lemme 3.2.1 Pour Re(s)=0>1ona

Démonstration :

On a pour tout o > 1

N

IN
[]=
18
VAN
—_
+
;\
+
8
~
4
&

l—0 o-—-1

si N — oo alors

3.3 Equation fonctionnelle pour la fonction ¢ de Rie-

mamnn

Théoréme 3.3.1 Pour toute s # 1, on a la fonction

Z(s) =7 2T <§> ((s), (3.3)

admet un prolongement méromorphe a C tout entier. Elle satisfait a l’équation fonction-
nelle
Z(1—3s)=2Z(s),
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alors

73T (g) C(s) =T (1 5 3) C(1—s), (3.4)

ses seuls poles sont en 0 et 1, ils sont simples, de résidus respectifs —1 et 1. Tous les
zéros de Z sont tel que 0 < Re(s) < 1.

Démonstration

-1

Nous calculons l’mtegrale fo e~ "7z, avec le changement de variable u = n?nz |

on a alors dx = donc

27-(-7

+oo +oo 51
S_1 _pn2 Uu 2 _ du
T2 16 nemT Jo. <T> e uT
0 0 nem n<m
S

Pouro >1

+oo
Z / ATy

n>1 n>1

N
—~
V)
S~—
Il

>]\

[Ny
=
~
N ®»
N~
o~

~—~
w

N—
I

N:lm

et

Ty < p (—) ¢(o)

= /+oo

n>1

donc on peut changer la somme avec l'intégrale
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Posons = = %, alors dx = —i—“

[\

113 % oo .
+/ — du—l—/ r2w(z)dx
0o U 1

1 +OO S S
§> _|_/ ui s §_1> w(u)du
2

]. -‘rOO s_1 s
Z(s) = . / r272 4 Tl) w(z)dx,

I'intégrale converge pour toute valeur de s

n>1
en effet
: : 2
— e n 7T.’Z’
n>0
_m2 _n2.2 . , . . L,
et ‘e mmrl < e ¢i ¢ > 1 la série converge uniformément et donc
: 7T2$
lim ™ “w(z) =0,
Tr—00
alors

’(:173_% + x%_l) w(az)’ < (x%_% + $%_1> w(x).

D’apres cette majoration, l'intégrale définit une fonction holomorphe sur tout compact

K de C et donc sur C. La fonction Z(s)

— :11 — % holomorphe sur o > 1 avec la fonction

= f1+oo ( 372 4t 1) w(z)dz, holomorphe sur C. La fonction (3.3) est valable pour
tout s € C, Z(s) est donc méromorphe avec deux poles simples en 0 et 1. Cette formule

est invariante dans le changement s < 1 — s donc donne I’équation fonctionnelle

Z(s) =Z(1—s).
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3.4 Les zéros de zéta de Riemann

Proposition 3.4.1 .
1 La fonction zéta s’annulle pour s = —2n.
2 ((s) # 0 pour Re(s) =0 > 1.

3_((s) ne s’annulle pas sur la ligne Re(s) = 1.

Démonstration

1.

Les zéros de la fonction zéta situés dans le demi-plan des nombres complexes de
partie réelle strictement négative, sont les entiers pairs strictement négatifs, appelés
les zéros triviaux.

Si on pose Re(s) < 0, alors Re(1 — s) > 1, rappelons I’équation fonctionnelle de
(3.4) remarquons que le coté droite ne s’annule pas. Mais I' (%) ayant des poles en
les points 5 = —n tel que n = 1,2, ..., donc ((s) est nulle pour s = —2n pour tout
n € N*.

. Afin de vérifié que ((s) # 0 pour Re(s) > 1. On utilise le développement en série

de Taylor pour justifier que pour |u| < 1

u
log(l - U) = _Z ?7
k>1
si on pose u = p~—*, on obtient
p—sk
log(1—p™) == ——,
k>1

pour Re(s) > 1, on trouve

> g1 —p ) = 3L
1 pfsk
C(S):gmzexp(§; k )



Lemme 3.4.1 Pour tout t € R — {0}, ¢ (1 +1it) #0.
La preuve de lemme repose sur les théorémes suivants :

Théoréme 3.4.2 (de La Vallé Poussin).
Soit une série de Dirichlet Ds(s) = f) coefficients positifs ou nuls d’abscisse de

n ns

convergence o, CLZOT’S on a pour o > 0.
3D;(0) + 4Re (D4 (0 + it)) + Re (D4 (o + 2it)) > 0. (3.5)

Démonstration

Posons v(a) =3+ 4cosa+2cosa pour a € R et

3+4cosa+2cosa = 3+4cos0z+(cos2a—sin2a)
= 3+4cosa— (1 —cos®a) + cos’ a
= 2+44cosa+ 2cos®a

= 2(1+2cosa+cos’a) = 2(1+cosa)® > 0.

Or 3D¢(0) +4Re (Ds(o +it)) + Re (Ds(o + 2it)), alors

Re (Z @) _ 5~ Jlunltlogin)

n>1 n>1

implique
3D¢(0) +4Re(Dys(o +it)) + Re (Dy(o + 2it)) > 0

Théoréme 3.4.3 Pour Re(s) > 1, on a
1P (0)¢H (o + it)¢ (o + 2it)| > 1. (3.6)

Démonstration

Sur le domaine o > 1, on peut définir

log (¢(s)) = > log(1—p~*)~"

peEP

= ) —log(1—p™),

peEP
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comme |[p~°| < 1, on a

si s = exp(z) alors |s| = exp (Re(z)), donc

C(s)| = exp (Re (Zzp:>)

peEP n>1
= exp (ZZRe (p )) )
peP n>1 n
et on a
—ns —no ,,—int —no
b R P exp(itnlogp)
n n n
= L (cos(nlog(p)t — isin(nlog(p)t)),
n
donc

(5)] = exp (ZZCOS nlog >

peEP n>1

pour tout £ € N on a donc

()] = exp <szcos nlog(p ))7

peP n>1

grace aux propriétés de I'exponentielle on a :
G o +it) (o +2iD)]| = [C@)P [¢lo +it)]* [¢(o +2it)
3 + 4 cos(nlog(p)) + cos(2nlog(p))
exXp (Z Z npne '

peP n>1

41



D’apres le théoréme (2.4.2), or o = nlog(p)t alors 'argument est positif d’ou

1P (0)¢H(o + it)( (o +2it)| > e = 1.

Démonstration : (de Lemme)

D’apres la formule habituelle de la fonction ((s), donc on peut montrer que pour s = o

N M
1 1 1 Bi(t)
-3 = - dt
(o) ; ww  (1_o)No1  2Ne G/N gor1 0

((0) tend vers 'infini si (O‘E)l) et (1—0)((0) —1si (O‘E)l) :
Donc ((1 +it) # 0 pour t = 0, et pour ¢ # 0. On utilise le théoréme (2.4.2), donnant
I'inégalité

1P (0)¢H (o +it)C (o + 2it)| > 1,

implique
(1= 0) (o)) ‘ o+ 2it) > >1
—0)((0))" | >— o+ 2i pour o > 1,
( (1-o0)
supposons que 3t # 0, (1 + it) = 0, donc si (0’2}1) , alors
. 4 .
t t) — ((1 t 4
lim | LTy, [Slo ) =+ i) ‘C o+it)|
o>1 (1 — O') o>1 l1—0

ainsi
i (1 — ) C(0))° = 1.
et
lim (o + 2i8)] = [¢(1+ 2i)].
finalement
. C(o+it / NG .
lin (1 - 0)¢(0) (—] Ko +2i0) = |¢ o+ 0| 1c1+201)
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4
1C(1 + 2it)] > +o0,

d’autre part on a lim, + ﬁ = +00, ce qui implique que ‘CI(O' +it)
contradiction avec I'hypothese.

zéta de Riemann sur la bande critique 0 < o < 1

Conjecture 3.4.4 (de Riemann)

1

Tous les zéros non triviauz de la fonction ((s) sont sur la ligne critique o = 3.

Théoréme 3.4.5 Les zéros non triviaux de ((s), s’ils existent, se trouvent dans le do-

maine 0 < o < 1.

Démonstration

Faisons quelques observations sur les zéros de la fonction zéta dans la bande critique.

On note

<)

i — e_SIOg(n) = 6_810g(n) = i
ns ns

donc
¢(3) = ((9).

Par conséquent si s = o + it est un zéro de la fonction zéta dans la bande critique, le
conjugué s = o — it un zéro aussi et d’apres I’équation fonctionnelle Z(s) = Z(1 — s) de
la fonction zéta de Riemann, si p = 4 iy est un zéro non trivial de ((s), alors 1 — p est

aussi un zéro, donc les zéros non triviaux de ((s) sont sur la ligne critique o = % et aussi

p=PB+iy, p=B—iv, 1—p=Q10-5)—iv, 1—p=01-75)+1v.
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Le schéma suivant donne I’ensemble des zéros de la fonction zéta qui nous obtenue

La bande critique g=1

La ligne critique /

O——O0

-4 i)
=l
oG =

Les zéros triviaux
| =

Les zE&ros non triviaux

Fig : zéros de la fonction zéta

Théoréme 3.4.6 Soit g(s) fonction entiére dans C, g(s) est différent de zéro. Soit o

I’ensemble des zéros de g(s) et soit v,(g) la multiplicité de g en p, supposons que

log max |g(s)| <. (R+1)"".

|sl=

Pour tout e > 0 et R > 0, alors

et

g(s) = s Ef(s) = s f(s).

Démonstration (voir [2], p328)

On applique ce théoreme sur la fonction ((s), mais on ne peut pas appliquer ce théoréme
directement car la fonction zéta n’est pas une fonction entiére. Néanmoins, on connais

que ((s) ayant un unique pole (s = 1) d’ordre 1. D’ott g(s) = (s — 1) (s) est une fonction

((s) = ﬁeﬂss 1;[ ((1 - p—i) e,il)vp(g) |

P70

entiére
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¢(0) = —%, on peut préciser A et vy dans I'expression précédente, on obtient

-z (0-3) )

Prn7#0

Théoréme 3.4.7 Soit p,, = B, + iv, sont les zéros complexes de la fonction zéta, la

dérivée logarithmique de la fonction zéta est domnée par l’équation suivante

Gt n (o) B ) o

n>1
Démonstration
On a déja vu la formule ((s) = 52—eAT5s H <<1 - i) epsn>vp(g) donc
d = 36-1) o o ;
/!
vp(9)
¢'(s) / 1 A+B S =\
= (log(¢(s))" = | log e b 1——)em
C(s) 2(s = 1) lp_[ Pn
Prn7#0
!/
s s
= c—log(s—1)+Bs—|—va(g)((1——)+—)
o Pn Pn
1 1 1
— B -
so1 +pz<8—pn+pn)
1 1 1 1 1
= + B+ v(g)( —|——)—|— v(g)( —i——),
s—1 ; g §— Pn Pn pzn 8 S = Pn Pn
Y70 V=0
car on définit les zéros de la fonction zéta p, = —2n tel que Im(p,) = 0, donc on
obtient

C(s) s—1 "~ S— Py Pn n>1s—|—2n_%'
Tn70 a
Théoréme 3.4.8 Supposons que p, = 3, +1iv, ,n=1,2,3, ..., sont les zéros complexes
de ((s). SiT >2, ona
+o0 1
— < clog(T).
2 T < e
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Démonstration
Pour s =2+ 4T, on a

400
1 1 1 1 1 1
Z(s—l—Qn_%)‘ = Z(S—FQH_%) +Z(s+2n_%>
n=1 n<T n>T
<

1 1 |s]
Z(%*%)*?m

n<T

+o0o
_ / Ly + |s |/
1

= 0(1og(T)+’T) O (log(T)),

donc

< ¢q log(T).

— s+2n n

On multiplie (3.7) par (—1), et on prend la partie réelle

we(§5) = (ki) | i) (B

p’!L

Y70
< clog(T) — Re Z ! +i
- 2 Dn S — pn pn
Vn 70
On a aussi
¢'(s) A(n) log(n)
(s) - Zn2+it < Z n2 < 3,
n>2 n>1
et

1 1
Re + — | < ecqlog(T).
%: S — Pn Pn
Yn70

Maintenant on note que 0 < /3, < 1, alors

fe ( —1pn> — e ((2—@» - (T—m) - (2—[3”)2215(;—%)2 o <T1— )
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et

alors 1 .
Re ((2 —B,) +i(T — ’Yn>> - (2 - 51},)2 n (; — ”Yn)2 < ¢y log(T),
donc
+o00 1
; m < clog(T).

3.5 Une région sans zéros de la fonction zéta de Rie-

mamnn

Théoréme 3.5.1 Il existe une constante ¢ > 0, telle que la fonction zéta ne s’annulle

jamazis sur la région
c

=c>]1]— —
Rels) =0 2 1= i+ 2)

Démonstration

((s) ayant un pole en s = 1, il existe un nombre positive v, telle que la fonction ((s) ne
s’annulle jamais dans le disque |s — 1| < 7y,. Soit p = B + iy un zéro de ((s) il est claire
que |y >4 > 0.

Pour Re(s) =0 >1on a

) A ZA(n)nﬂ’ exp(—itlog(n)),
((s) oo n=1
implique que (s)
—Re <C(s) ) — nX::I A(n)n~7 cos(tlog(n)),

d’apres le théoreme (3.4.2), il en résulte que

=s(-re(Ga)) (e () e (Grmn) . 09
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Maintenant, nous estimons chaque terme sur le coté droite de (3.8) en utilisant (3.7) et
le corollaire (5.1) dans [2], avec s = 0, 1 < 0 < 2, on obtient

(o) _ SR

(o) o-1

tel que By > 0 une constante absolue. Dans la suite on utilise (3.7) et prenons s = o +it,

1 <o <2, |t] > 7, et d’apres la corollaire (5.3) dans ([2]) nous obtenons

—+00

_ReM<B210g(m+2)_Re<Z : +1>’

(o +1it) —S—p Py

B, une constante strictement positive. Les parties réelles 3, de p, (zéros de la fonction

zéta) sont positives et en plus |5, | > 1

I“(sj%>:ReQa—m)juT—vm):<a—m;1%uq@2>a

et
Re (i) = 251@ >0,
P By + Vi
alors o+ i) 8
o+ o—
e (G ) < Bl 42— e

Pour — Re CC/((;T:;?QE))’ on remplace dans la derniere inégalité ¢ par 2¢, donc

Re (C'(a + 2it)

o+ 2%)) < Bylog(|t| + 2).

Donc les trois termes de (3.8) sont bornées, on peut additionner les estimations en en-

semble, on obtient

4(0—p)
0< + 381 + + By log(|t] +2) + By log(2 |t] + 2),
S B g+ Balos(l] +2) + Balos(21] +2
implique 5 A
0< — 5 + Blog([t| +2),

S0l (0-p)+(T—7)
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tel que B > 1, la derniére inégalité est vrai pour tout ¢, |t| > 7, et pour certains o,

1 <o <2, on prend
1

t=v, o=1+ ,
7 2B1og(]7] + 2)
ensuite, on prend
3 4
0< B1 2
S R R og(|v[ +2)
4 3
< Bl 2
e S 5ot Bleslhl +2)
alors
1
B<1

" 14B log (|v] +2)°

1

donc pour 5 > 1 — i mrs

la fonction ¢ ne s’annule jamais.
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