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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons aux solutions de viscosité des équations aux
dérivées partielles, nous avons commencé par donner des généralités sur les équations aux
dérivées partielles.

En suite, nous donnons la définition de solution de viscosité du probléme

F(z,u, Du, D*u) = 0 dans Q

Et enfin, nous étudions 'unicité et 'existence des solutions de viscosité des équations de
Hamilton-Jacobi sous certaines hypothéses.

Mots clés : Equation aux dérivées partielles (EDP), Solution de viscosité,
équation de Hamilton-Jacobi.

Abstract

In this memory we are interested by the solution of viscosity and partial differential
equations, we had started by giving generalities about the partial differential equations.
Then, we had giving the definition of solution of viscosity of problems

F(z,u, Du, D*u) = 0 dans Q

Finally, we had study the unicity and existence of solution of viscosity of equations which
refer to Hamilton-Jacobi by using certain hypotheses.

Keywords : partial differentail equations (PDE), viscosity solutions. Hamilton-|
Jacobi equations



Notations

» 1 : quantificateur existentiel ; dz : il existe un =
» V : Quantificateur universel ; Vx : quelque soit x ol pour tout x.
» () : est un ouvert non vide.

» R : Ensembles du nombre naturel.
» R" : Espace réel euclidien de dimension n.

» CK : L’espace des fonctions continues de classe C'X.

» < : Ensemble vide.

» |.| : Désigne la valeur absolue de z.

» ||.|| : Norme euclidienne d’un vecteur ou d’une matrice.
> g—;(m) = Oy, u(x) = Oju(x) = Uy, ().

> D= DN DS .. Doy = —2

a1 .
Oz, *...0xH™

Diu(z) = — (6“ ) .
» Diu(z) = Vu(z) o (@) i

Dou(z) = Au(x) = (ﬂ ) .
» Dou(x) u(z) 022 () l<i<n
» scs : Semi continu supérieure.

» sci: Semi continu inférieure.

n
> o] = > .
i=1



Introduction

La modélisation d’un probléme réel utilise les lois de la physique (mécanique, électroma-
gnétisme, etc. ), ces lois sont, généralement, écrites sous la forme de bilans qui se traduisent
mathématiquement par des Equations Différentielles Ordinaires ou par des Equations aux
Dérivées Partielles.

Les équations aux dérivées partielles interviennent aussi dans beaucoup d’autres do-
maines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier le comportement
des marchés et en finance pour étudier les produits dérivées.

Les équations aux dérivées partielles sont un sujet de recherche trés actif en mathéma-
tiques et elles sont & 'origine de la création de beaucoup de concepts mathématiques comme,
par exemple, la transformée de Fourier et la théorie des distributions.

Dans la plupart des cas il est trés difficile, voir impossible d’exhiber les solutions d’une
équation aux dérivées partielles.
Dans certaines cas on arrive a montrer que le probléme est bien posé (c-a-d qu’il admet une
solution unique) pour certain types des solutions et non pour certaine d’autres, et on parfois
on ne calculer des approximations numériques des solutions.

Il y a plusieurs types des solutions types des solutions par exemple solution classique,
solution presque partout, solution de viscosité.

La notion de "solutions de viscosité" a été introduite en 1981 par M. G. Crandall et P.
L. Lions, ou ils ont donné la théorie de base des équations de Hamilton-Jacobi du premier
ordre en dimension finie en démontrant ’existence et 'unicité de solutions de viscosité.

Un an plus tard M. G . Crandall, L .C . Evans et P. L. Lions ont reformulé et simplifié
ce travail. Apres, plusieurs auteurs se sont intéressés a ce sujet, en particulier H. Ishii, I.
Capuzzo Dolcetta et d’autres.

Quelques années plus tard, M. G. Crandall et P. L. Lions ont remarqué que ces équations
peuvent étre étudiées aussi en dimension infinie. En fait, en dimension fine, pour comparer
les sous-solutions aux sur-solutions de viscosité, ’astuce était de maximiser aprés péna-
lisation une fonction semi-continue supérieurement dite fonction auxiliaire. Ainsi, ils ont
supposé des hypothéses techniques d’uniformité sur le Hamiltonien, sur les sous-solutions et
les sur-solutions de viscosité, ce qui a été justifié par 'utilisation des jeux différentiels pour
I’existence.

Le but de ce mémoire est de présenter les idées fondamentales et les principaux résultats
de la théorie des solutions de viscosité. On va alors s’intéresser aux solutions de viscosité
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d’équations d’ordre 1 ou 2 dites "elliptiques " ou "paraboliques". Les équations elliptiques

ont la forme générale

F(z,u, Du, D*u) = 0 dans Q

ot 2 est un ouvert de R", donné, u :  — R est 'inconnue, Du(z) et D*u(x) désignant
le gradient et la matrice hessienne de v au point z et ot F': x R x R" x .S, — R est une
application donnée (.S,, désignant I’ensemble des matrices symétriques de format n x n).
Dans le cas parabolique, I’équation prend la forme

u(t, z) + F(z,u(t, ), Du(z,t)) =0 (t,z) €]0,T[xQ

ou  est un ouvert de R”, donné, u : |0,7[x2 — R est I'inconnue, u;(t,x) désigne la
deérivée partielle de u par rapport a ¢, Du(z,t) étant le gradient de u par rapport a la va-
riable x. Enfin, F' :]0,T[xQ x R x R" x S,, — R.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres, ils sont organisés comme suit :

Dans le premier chapitre on rappelle quelques définitions concernant les équations aux
dérivées partielles, on donne alors les types des EDP et aussi les définitions des types diffé-
rents des solutions (solution classique, solution presque partout,....).

Dans le deuxiéme chapitre, on commence par donner la définition des solutions de visco-
sité et ses propriétés du probléme

F(z,u, Du, D*u) = 0 dans Q

en suite on étudie I'existence et 'unicité par la méthode de Perron.

Dans le dernier chapitre, on va étudier les équations de Hamilton-Jacobi et on donne des
résultats d’unicité et d’existence pour ce type d’équations. On termine par donner une forme
de ces solutions sous certaines hypothéses.



Chapitre 1
Définitions préliminaires

Dans ce chapitre, on va introduire quelques définitions concernant les équations aux
dérivées partielles et leurs solutions.

1.1 Qu’est-ce qu’une équation aux dérivées partielles ?

Définition 1.1 Soit u = u(xy,...x,) une fonction de plusieurs variables indépendantes en
nombre fini. Une équation auz dérivées partielles (EDP) pour la fonction u est une relation
qui lie :

- Les variables indépendantes x = (x1, ... x,).

- La fonction "inconnue" u (variable dépendante).
- Un nombre fini de dérivées partielles de wu.

elle est donc de la forme :

F(xq,...xn, u, Dyu,...Dyu, D1Dyu, DiDsu, ..., D%, ...)=0. (1.1)

On rappelle que
(0% « « (6% 8‘04
D% = D11D22 Dn”u = mu

telle que

n
la] = Zai.
i=1

Exemple 1.1 Soit
ou  0*u

— —— =0 avec u = u($17$2)a

oz, 0x3

est une équation aux dérivées partielles.



L’ordre d’une équation aux dérivées partielles

Définition 1.2 L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est celui de la dérivée partielle

d’ordre le plus élevé.

Exemple 1.2 Soit L’équation des ondes :

Uy —Au=0, € QCR"
est une EDP d’ordre 2.

L’équation aux dérivées partielles linéaire

Définition 1.3 Une équation aux dérivées partielles de la forme (1.1) est linéaire si F' est
linéaire par rapport a u et ses dérivées partielles. Si m ['ordre de l’équation aux dérivées

partielles, I’équation est donc de la forme

> Au(x)Du(x) = B(z).

la]<m
Exemple 1.3 .
1. L’équation de Chaleur
uy—Au=0,t>0, v € Q CR",

est une EDP linéaire d’ordre 2.
2. L’équation de Poisson

Au = f(z), z € Q CR",
est une EDP linéaire d’ordre 2.

Exemple 1.4 Soit [’équation eikonal

|Du| = f(z), x € Q C R",

est une EDP non linéaire du premier ordre.

Définition 1.4 Si B =0 dans (1.2) on a une équation linéaire homogéne.

Exemple 1.5 Soit [’équation de la Chaleur :

u(t,z) — Au(t,z) = 0,t >0z € Q C R",

(1.2)

est une EDP linéaire homogene d’ordre 2, mais 1’équation de Poisson est une EDP linéaire

non homogeéne.

Exemple 1.6 Soit [’équation de Laplace :

—Au(z) = f(z), t >0x € QCR",

est une EDP linéaire non homogéne d’ordre 2.



10

L’équation aux dérivées partielles quasilinéaire

Définition 1.5 Une équation aux dérivées partielles d’ordre m de la forme (1.1) est quasi-
linéaire si F' est linéaire en toutes les dérivées partielles d’ordre le plus élevé, c-a-d d’ordre
m, ’équation est alors de la forme :

Z Ag(z,u, DPu)Du(z) = B(z,u, D’u), avec B € N" et || < m.

|a|=m

Exemple 1.7 Soit [’équation suivante :

Uly + Uy = 2

est une EDP quasilinéaire d’ordre 1.

Exemple 1.8 Soit [’équation suivante :

Uy + Ully = u?

est une EDP quasilinéaire d’ordre 1.

L’équation aux dérivées partielles semilinéaire

Définition 1.6 Une équation aux dérivées partielles est semilinéaire si I’équation est de la
forme

Z Ay (z)Du(x) = B(z,u, Du), avec B € N" et |B] <m .
|a|=m

Exemple 1.9 Soit [’équation suivante :

uz+uy:u2

est une EDP semilinéaire d’ordre 1.

Exemple 1.10 Soit l’équation suivante :

2
Uyt + Upgga = 0

est une EDP semilinéaire d’ordre 4.
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Classification des EDP linéaires d’ordre 2
Définition 1.7 Soit EDP d’ordre 2, linéaire, a deux variables :
0%u 9%u 9%u ou ou

b d—
0x? + 0x0y + C&yQ * ox * e(?y

L’équation est elliptique si

a + fu=g.

A = b* —dac < 0,

L’équation est parabolique si
A = b* —dac =0,

L’équation est hyperbolique si
A = b* — dac > 0,
Exemple 1.11 .
(i) Soit
Pu 0%
—_—— c —
oy? 0x?

A = b — 4ac = 4¢2. Ainsi I'équation des ondes est hyperbolique.

=0 avec ¢ > 0.

(ii) Soit
o P
ot 0x?
A = b — 4ac = 0. Ainsi I’équation de la chaleur est parabolique.

=0 avecd > 0.

(iil) Soit
Gu  Ou_
ox2 Oy

A = b? — 4ac = —4. Ainsi I'équation de Laplace est elliptique.

0.

(iv) Soit
Pu  Pu
0x? y8y2 N
e y > 0 = I’EDP est hyperbolique.
e y = 0 = I’EDP est parabolique.

e y < 0= I’EDP est elliptique.

0.

Définition 1.8 On dit que u est solution de [’équation aux dérivées partielles dans €2 C R"”
si, apres substitution de u et de ses dérivées partielles, F' s’annule pour tout

(x1,...2,) € Q CR"™
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Exemple 1.12 Soit I’équation de diffusion :

0O
8{13 (9y2 = avec u = ulx,y

Donc la solution de la forme

u(z,y) = 2z + y? solution dans tout R?
Proposition 1.1 .

1- Si u; et us sont deux solutions d’une équation aux dérivées partielles linéaire homogene,
alors pour a; et ay des réels quelconques, aju;+ asus est aussi solution.

2- Si uy, est solution de I’équation linéaire homogeéne et u, est solution de I’équation
linéaire non homogene, alors u, + uj, est solution de 1’ équation complet.

1.1.1 Conditions aux frontiéres et probléme "bien posé"

Les conditions aux limites naturelles sont les conditions de Dirichlet, Neumann ou mixte
sur différentes parties du bord. Pour trouver des solutions particulieres d’une équation aux
dérivées partielles, a partir de la solution générale, on impose des conditions restrictives sur
I’ensemble des solutions.

Les contraintes les plus fréquentes sont :

1. Conditions initiales (ou conditions de Cauchy) :

Si u est fonction de (z,t) € R" x R on donne u(x,ty) = ®o(x) ou Dyu(z,ty) = ®,(z), on
parle aussi de conditions de Cauchy. Par exemple le Probleme de Cauchy

u+Au=0, (t,z) e Ry x R”
u(to, z) = g(z), v € R*
2. Conditions au bord
Si u est fonction de z € 2 C R™ on a trois types de contraintes :

1._Conditions de Dirichlet ou u est fixé sur le bord de €2 : u|sq = g.
Par exemple le probléme de Dirichlet

Au=0 sur 2
u(z) = g(x)  sur ON.

2. Conditions de Neumann ot la dérivée normale de u est fixé : g—;ﬂag =gq.
Par exemple

Au=f sur 2
Wl =g sur 0f.

3. Conditions de Robin ou mixtes : ¢(z)u + &(z) 9% = g sur Of.
Si g = 0 on a des conditions homogénes au bord.
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3. Conditions sur les interfaces

Si
Qlequ, avec Qlﬂﬁgzﬁﬁlﬂﬁﬂ

et si 'on a déterminé u sur €y et €y, alors pour pouvoir définir sur u on a des conditions
sur u, resp.

du
— sur 9€2; N 0.
dn
Remarque 1.1 Les contraintes sont en général imposées par la nature du probléme que l’on
essaye de modéliser, l’équation aux dérivées partielles et ses conditions restrictives seront
donc a priori cohérentes.

De fagon générale une équation aux dérivées partielles ne donne lieu a un probléme
raisonnable que si on I’associe & un certain type de conditions restrictives, par exemple des
conditions initiales pour des problémes d’évolution (équation de la chaleur, équation des
ondes) ou des conditions au bord pour I’équation de Laplace.

Probléme "bien posés"

Considérons une équation aux dérivées partielles sur un domaine €2 avec éventuellement
des conditions auxiliaires sur la solution, on dit que le probléme est bien posé si on a

1. existence d’une solution du probléme,

2. unicité de cette solution,

3. stabilité par rapport aux données du probléme.

Si la solution change beaucoup quand les données changent peu on dit que le probleme
est sensible aux données, c-a-d tous les EDP ne répondant pas aux critéres ci-dessus sont
dites mal posé.
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Exemple 1.13 Le probléme de Cauchy pour I’équation de Chaleur avec conditions initiales :

u+Au=0, (t,z) € Ry xR"
u(0,z) =g(z), x € R?

Sont des problémes bien posés.

Remarque 1.2 Le probléme de Dirichlet pour l’équation de Laplace et I’équation de la Cha-
leur avec spécification de conditions initiales sont des formulations bien posées.

1.2 Les types des solutions d’une équation aux dérivées
partielles

Dans ce travail, on va étudier quatre types des solutions d’une équation aux dérivées
partielles (solution classique, solution presque partout, solution au sens distribution, solutions
de viscosité).

1.2.1 Solution classique (ou solution forte)

Définition 1.9 Soit une EDP d’ordre K > 1, une fonction u : 8 — R" est dite solution
classique si :

u € C*(Q) et u solution de 'EDP & tout € Q.

Exemple 1.14 Soit c € R et up : R — R on cherche u : Ry X R —— R solution de

(1.3)

Ou+ cou = f(t,x),(t,r) e Ry xR
u(0,x) = up(x) Ve e R

Siug € CH(R), on dit que u est une solution classique (ou solution fort) de 1.3 si :

1— ueCYRy xR,R),
2 —Vt,Vz,0u(t, x) + copu(t,x) = f(t, x),

3— Vo eR u(0,z) = uy(z).
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Exemple 1.15 Déterminer la solution de l’équation suivante :

0%u
= 422
0xdy oY
est une EDP d’ordre 2 a deux variable on a :
0%u
= 422
0xdy vy
0 .0u
2] = 442
8J%] z7y
ou

u(z,y) <= xy +/f Ydy + G(z).
Donc si F et G sont de classe C! alors

_ 28y 4 Fy) + G(x), F.G € C2

u(z,y) 3

est une solution de 'EDP.

Remarque 1.3 Les solutions classiques sont en générale unique, mazis ils ne pourraient pas
exister.

Exemple 1.16 Soit l’équation eikonal suivante :

W' (z)] =1, xz € (—1,1). (1.4)

Supposons qu’il existe une solution classique, tell que

u € C'(—1,1) solution de (1.4),

avec
u(—1) =u(l)=0

On a

3¢ e (-1,1)
tel que

u'(€) =0,

et comme

u € CH(—1,1).
Alors

v’ est continue sur (—1,1),
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donc
il existe une voisinage de &,

telle que

Ve e VE [u'(z)| < 1,
avec

Ve = [£—€,€+5],
alors

Vee[§—e&+e] |u'(x)] <1.

C-a-d

' (@)] #1.

Donc contradictions de (1.4). Alors n’admet pas une solution classique.

Remarque 1.4 Nous avons affirmé ci-dessus que les équations que nous considérons n’ad-
mettent pas de solutions réguliéres,

{ |v'| =1 dans ]0, 1]
u(0) = u(1) = 0.

Il est clair, que ce probléme n’admet pas de solution de classe C*, on doit alors définir une
notion de solution faible.

1.2.2 Solution presque partout

Une alternative a ce probleme est de définir une classe de solutions faibles, celles qui ré-
solvent ’équation presque partout. Mais cette définition n’assure pas I'unicité de la solution.
En effet, le probléme suivant :

Ou+ 0,u? =0
{ u(0,z) =0,

admet plusieurs solutions qui résolvent le probléme presque partout mais qui ne sont pas
égales presque partout.

Définition 1.10 Soit une EDP d’ordre K > 1, une fonction u : Q@ — R"™ continue est
appelé solution presque partout si le dérivés jusqu’ a l'ordre K existent presque partout et u
résout le EDP presque partout.

Remarque 1.5 En utilisant a nouveau [’exemple de [’équation eikonale, nous montrer que
la solution est le bon pour l’existence, mais trés mauvais pour 'unicité
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Exemple 1.17 Soit I’équation eikonal suivante :

[W/|> —1=0, sur (—1,1),

avec les condition de Dirichlet

u(£1) = 0.

Cette équation admet plusieurs solution continues u : (—1, 1) — R. En effet,

_f x—1, sur (—1,0),
ur () _{ 1 -z, sur (0,1),

C-a-d uy est une solution de
/> =1, sur (—1,1),

est us(x) est une solution de
[W/|> =1 sur (—1,1).

C-a-d

r—1, sur (—1,—-1/2),
B —x, sur (—1/2,0),
u() = z, sur (0,1/2),
1 —x, sur (0,1).

On peut déterminer une infinité de solution comme il est indiqué dans la figure -1-.

+1

u=1/2

u=1/4
u=1/8

figure -1-
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1.2.3 Solution au sens des distribution
Définitions des distributions

Définition 1.11 On appelle distribution sur Q une forme linéaire, continue sur D(§2). On
note l’espace des distributions par D'(2). On a :

T € D'(Q),p € D(Q)

telle que
Vo e D(Q) o —<T, p>=<p,T>=T(p).

Définition 1.12 Une distribution T est dite régquliére si il existe une fonction f, sommable
sur tout intervalle borné telle que :

+oo
VoeD <T, ¢p>= f(t)p(t)dt.

Toute distribution qui n’est pas réguliére est dite singuliére.
Exemple 1.18 La distribution de Dirac T définie par
Voe D <T,¢>=¢(a),

est singuliére car il n’existe pas de fonction f telle que pour tout fonction p on ait :

Dérivation des distributions

Dans le cas d’une distribution réguliére associée a une fonction f continument dérivable
sur R, On voudrait que la notion de dérivation d’une distribution corresponde a la dérivation
. . !/
des fonctions, on voudrait donc que (7)" = T}, donc que :

+oo

en intégrant par parties on obtient :

+oo
<Typr, o>=[f)p®]1Z - f@OP'()dt = 0— <Ty ">

La définition de la dérivation des distributions doit donc généraliser & toutes les distributions
la propriété ci-dessus qui a été obtenue dans le cas des distributions réguliéres.

Définition 1.13 Toute distribution T est dérivable, et sa dérivée est la distribution notée
T' définie par :
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VoeD <T' o>=—<T, ¢ >

Donc toute distribution est indéfiniment dérivable et pour tout entier n, la dérivée n'™e de
T est définie par :

VoeD <TW, p>=(-1)"<T, o >

Exemple 1.19 Soit :

1si >0
H<x)_{Osi <0

Donc

<H, o>=—<H, ¢ >

_ _:O H(z)g (2)do
_ _/_(; 0¢ () — /_(; 14/ (2)dz

= —lp(@)]g™ = »(0) =< do, ¢ >

Remarque 1.6 Les solutions au sens distribution d’un EDP est de bonnes propriétés d’exis-
tence et d’unicité mais elle preuve étre appliquée seulement st ’EDP est linéaire au moine
dans les dérivées maximale.

n

Nous allons introduire une novelle notion c’est les " solutions de viscosité".



Chapitre 2

Solution de viscosité

L’objectif de ce chapitre est de présenter les idées fondamentales et les principaux résul-
tats de la théorie des solutions de viscosité (ou pourquoi apprendre & utiliser les solutions de
viscosité).

La notion de solution de viscosité est apparue comme une notion de solutions faibles bien
adaptée pour les équations elliptique non linéaires, éventuellement dégénérées, du second-
ordre.

2.1 Notions de solution

Soit I’équation suivante :
—Au =0,

Supposons que cette équation admet une solution classique. Soit

@ € C?, et si ¢ touche u on dessus & un point o,

telle que
o > u et (wo) = ulxo).

Alors u — ¢ admet un maximum local au point zy, C-a-d

Au =)o) <0,

et comme
Au(zo) — Ap(xo) = —Ap(x0).
Alors
—Ap(zg) < 0.
Soit
@ € C?, et si ¢ touche u par le bas & un point zo,
telle que

v < u et p(ry) = u(xg).

20
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Alors u — ¢ admet un minimum local au point xy, c-a-d

Au = ¢)(x0) 2 0,

et comme

Au(zo) — Ap(x0) = —Ap(wp),

alors
—Ap(zg) > 0.

Siu ¢ C? nous allons utiliser les propriétés ci-dessus des fonctions ¢ de classe C? qui touchent
u au dessus et par le bas pour dire si u est une solution de PEDP au sens faible (c-a-d au
sens de viscosité).

Nous pouvons maintenant présenter la définition des solutions de viscosité pour une
équation de second ordre de la forme :

F(z,u, Du, D*u) = 0,7 € Q C R, (2.1)

et
F:QxRxR"x M,, — R

Définition 2.1 Soit 2 C R™ un ouvert et w continu en €

i) On dit que u est une sous-solution de viscosité pour (2.1), si et seulement si, pour tout
fonction de test p € C?() tell que, u — ¢ admet un maximum local en x4 € 2, on a

F (20, u(x0), Dp(x0), D*¢(20)) < 0. (2.2)

ii) On dit que u est une sur-solution de viscosité de (2.1), si et seulement si, pour tout
fonction de test p € C?() tell que, u — ¢ admet un minimum local en xy € €2, on a

F(z0,u(x0), Dp(x0), D*¢(20)) > 0. (2.3)

iii) On dit que u est une solution de viscosité dans 'ouvert €2 si u est une sous-solution
et une sur-solution de viscosité a tout point zy € €.

Remarque 2.1 Pour une EDP d’ordre K, nous pouvons donner la méme définition en
exigeant une CX régularité sur les fonctions test.

Remarque 2.2 On suppose que p(zo) = u(xg) et on remplace () avec p(x) + |z — xo|*
(ot p(x) — |z — 20|*) donc admet un minimum local strict (ot maximum local strict) en xy.

Remarque 2.3 Noter que [’équation ' = 0 et ’équation —F = 0 et sont pas d’équivalent
dans le sens de viscosité.
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Exemple 2.1 "L’équation eikonal”

Soit I’équation suivante :
|u'| =1 =0 dans] — 1,1].

On va montrer que u(z) = —|x| + 1 est une solution de viscosité de cette équation mais pas
de —|u/| +1 = 0. (On remarque que —(|u'| — 1) = 0 <= —|u/| + 1 = 0) au sens classique) et
pour cela on va applique la définition de solution de viscosité. Soit

p e C(]-1,1),
tel que u — ¢ admet un maximum local en xy € | — 1, 1], ou (admet un minimum local en
xp), c-a~d

u(z) = p(x) < ulzo) = p(x0) Y € Vi,

(u(z) —p(r) > u(zo) — @(20) VI € Vi)

Si z¢ # 0, on voit bien que

u(z) = —|x| + 1 est dérivable en x,
et que :
u(z) = —|z| + 1= —sgn z.x + 1,
alors
u'(z0) = —sgn xo,
c-a-d
|u/(zo)| = | — sgn x| = 1,

et comme u — ¢ admet un maximum local en zy et u — ¢ € C! au voisinage de zg, car

pE Cl] —1,1[, u e C’l(VxO), g # 0,

alors
(o) — ¢'(20) =0,
c-a-d
u'(w0) = ¢'(w0),
donc

|© (x0)] = |u/(xg)| = 1.

I1 nous reste a étudier le cas o u — ¢ admet un maximum (minimum) local en xy = 0. On a
u() = p(z) < u(0) - 9(0) Vo € 1.

C-a-d

ainsi
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telle que
—[z] <wu(@) —u(0) = (—|z[+1— (0] + 1)) = —[=],
et
—|z] < @(z) —¢(0),
c-a-d
z < p(x) —¢(0) siz <0,
—x < p(x) —¢(0) si z > 0.
Alors
Mgl, pour z < 0,
M > —1, pour z > 0.
c-a-d
lim £2=£0) >
250 - ’
lim £@)=2(0) ~ 4
220
alors
—1<¢'(0) <1,
et
©'(0)] <1,
donc

F(z0,u(z0), Dp(x0), D*¢(20) < 0.

Alors u est une sur-solution de viscosité de méme on voir que u est sous-solution de viscosité
donc u est une solution de viscosité.

on suppose qu'il existe ¢ € C1(] -1, 1]), tel que u— ¢ admet un minimum local en x4 = 0,
c-a-d

u(z) — (@) = u(0) — ¢(0).

telle que

—lz| = u(z) —u(0),
et

—lz] = o(x) — »(0).
alors

M >1, pour z <0
M < —1, pour xz > 0,
donc
D~ p(0) # DT p(0) = ¢ n’est pas dérivable en 4 = 0,

c-a-d

¢ n’est pas dérivable en 29 = 0, ¢ ¢ C,
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tel que il n’existe pas une fonction ¢ € C! tel que u — ¢ a un minimum local en 0.
On va maintient montre que u(x) = —|z|+1 n’est pas une solution de viscosité de I’équa-

tion —|v/(z)| + 1 = 0, on va montre qu’il existe une fonction ¢ € C'(] — 1, 1[), tel que u — ¢
admet un maximum local en xy, mais

F(z9,u(z0), Dp(x), D2g0(x0) > 0,

on prend
o(r) = —2* +1onap(x)cC.
C-a-d
u(z) — p(z) = (—|z| + 1) — (=2* + 1)

= —|z| +2° <0,
donc si u est solution de viscosité de

—|u'|+1=0,
alors

—l¢'(0)|+1 <0,

mais

—|¢'(0)] +1 =1 < 0 (contradiction),

donc n’est pas une solution.

Remarque 2.4 Soit u € C¥, la solution de viscosité dune EDP d’ordre K alors cette
solution est une solution classique, pour le montrer on choisit une fonction de test u, et de
la méme pour sous-solution et sur-solution.

Remarque 2.5 Solutions de viscosités sont aussi uniques que les solutions classiques.

Remarque 2.6 Solution de wviscosité forme une théorie générale faible (c-a-d non diffé-
rentielle), solution applique & certains EDP non linéaire du premier et second ordre. Les
solutions classiques sont toujours des solutions de viscosité.

Proposition 2.1 Supposons que u € C? est une solution classique de I’EDP si 'une des
deux suivante satisfaites :

1- L’EDP ne dépend pas de D?u.
2- F satisfait les hypotheéses suivantes,

F(z,z,p,M) < F(z,z,p, N), M > N. (2.4)
Alors elle est aussi solution de viscosité.

Preuve: Soit ¢ € C?, tel que u — ¢ admet un maximum local en zq = 0. C-a-d

u(r) = p(z) < ulzo) — (o),
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de plus
DU(ZL‘O) = DSO(J‘,U%

et comme
D2u(x0) < Dng(xO).

Si (2.1) est une EDP d’ordre 1. C-a-d
F(z,u, Du) = 0.

Alors
0 = F(xo,u(xo), Du(xg)) = F(xq, u(xg), Dp(z0)).

Donc u est une sous-solution de viscosité pour vérifier que u est une sur-solution exactement le
méme.

Si (2.1) est une EDP d’ordre 2. C-a-d
F(z,u, Du, D*u) = 0.

C-a-d
0 = F(xo,u(wo), Du(zo), D*u(g)) > F(x0,u(x0), Do(x0), D*p(70)).

On peu supposer que, u — ¢ admet un minimum local en z¢o = 0. C-a-d

u(x) = p(x) = u(zo) — ¢(o),

donc
D?u(zg) > D*p(xp).

On obtient 'autre inégalité

0 = F(x0,u(xo), Du(xo), D*u(0)) < F (20, u(x0), Dp(x0), D*p(x0)).

Remarque 2.7 Les résultats précédents disent que la notion de solution de viscosité est
conformé avec les solutions classiques.

Remarque 2.8 L’hypothése (2.4) signifie que F est dégénéré elliptique.
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Exemple 2.2 Soit I’EDP suivante :

~Au= (),

c’est une équation dégénéré et on a
F(I,Z,p, M) = _TT(M) - f(ilf)

Proposition 2.2 Soient F. et F' deux fonctions continues par rapport a toutes les variables,
tel que
F.— Fsie — 0",

et u. est une solution de viscosité de l’équation :

FE(I’,UE,DUE,D2U5> = 07

et
u. — u si e — 0%, (Localement uniformément ),

alors u est une solution de viscosité de
F(z,u, Du, D*u) = 0.

Preuve: Tout d’abord, si la convergence est uniforme alors u est continue.
Soit p € C?, tel que u — ¢ admet un maximum local strict en zy et on prend la boule
Br(xp), de plus

u(z) = p(z) < u(zo) — (o).

On considére ~
K = B% (%0),

et soit x. est un point maximum de u. — ¢ dans K, c-a-d
us(z) — o(x) < u(xe) — p(z.) dans K.

On va montrer que
r. — g, quand ¢ — 0T,

soit
r. € K, dy € K tel que z. — v,
et u. — p admet un maximum local en x., tel que
u:(z0) — p(0) < ucl(w:) — p(z2),

sie — 07, alors
u(zo) — (o) < uly) — ¢(y).
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Donc, zy maximum local strict, c-a-d
To =Y.

Alors u, est un solution de viscosité de

F.(z.,u.(z.), Dp(x.), D2g0(x5)) =0.
Soit

o € C? et F. continusie — 0T,

alors

F (o, u(zo), Dp(xp), D2g0(:1:0)) = 0.
Donc u est une sous-solution de viscosité.

On va montrer que u est une sur-solution de viscosité

Soit ¢ € C?, tel que u — ¢ admet un minimum local strict en zy et on prend la boule
BR('T;O)a c-a-d

u() = ¢(x) = ulzo) = ¢(wo),

On considére -

et soit x. est un point minimum de u. — ¢ dans K, c-a-d
ue(z) — p(x) > u(z:) — p(z:) dans K.

On va montrer que
. — xp, quand ¢ — 0T,

soit

r. € K, dJy e K tel que z. — v,

et u. — ¢ admet un minimum local en x., tel que

u: (o) — p(0) 2 uc(:) — p(z2),
sie — 0%, alors
u(zo) — p(x0) = u(y) —(y).
Donc, £y minimum local strict, c-a-d
To =Y.

Alors u, est un solution de viscosité de

Fs(l’e; Us@e); Dgo(:lig), DQ@(xe)) =0.
Soit

¢ € C% et F. continu si e — 07,
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alors

F(wo,u(z0), Dp(x0), D*p(9)) = 0.

Donc u est une sur-solution de viscosité.

2.2 Existence d’une solution de viscosité par la mé-
thode de Perron

En 1987, H.Ishii a utilisé pour la premiére fois la méthode de Perron pour résoudre des
équations non linéaire du premier ordre (méthode de perron pour les équations de Hamilton-
Jacobi). Cette méthode a été introduite en 1923 par Oskar Perron.

2.2.1 Solution de viscosité discontinue

Nous expliquons dans cette partie comment construire une solution de viscosité d’une
équation lorsque l'on en connait une sur et sous-solution et que l'on sait que ’équation
posséde un "principe de comparaison ". En fait, le procédé d’écrit ici permet, de construire
des solutions "tres faibles" : des solutions dites discontinues.

Définition 2.2 Soit Q un ouvert de R"™ et u : 2 — R une fonction. On appelle enveloppe
(scs) la plus petite fonction scs supérieure o u. cette fonction est notée u* et est donnée par

u*(z) = lim supu(x’)
x/—x
On appelle enveloppe (sci) la plus grande fonction sci inférieure a u. cette fonction est notée
u, et est donnée par

Uy (x) = lim infu(z")

'z

Remarque 2.9 Notons que u, = —(—u)* et u une fonction continue si et seulement si
u* = Uy.
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Exemple 2.3 Soit la fonction suivante :

-1, 2 <0
u(z) = 0,z=0
+1, x>0

Donc semi continues supérieurs et inférieures comme la figure suivante :

u u* Uy
I S— [ S—
B

—l —_— —

Définition 2.3 On dit qu’une fonction u : 0 — R est une solution de viscosité discontinue
de (2.1) si u* est une sous-solution de (2.1) tandis que u, est une sur-solution de cette
équation.

Exemple 2.4 Soit u sous-solution de viscosité de ( 2.1). On va montrer que —u est sur-
solution de viscosité de :

F(x,u(z), Du(x), D*u(x)) =0 2 C Q.
Ou

F(z,s,p,X)=—F(x,—s,—p,—X) ¥(z,s,p, X) € A x R x R".

Soit ¢ € C?, tel que u — ¢ admet un maximum local en x¢, c-a-d

u(r) = p(x) < ulzo) — (o),

donc u sous-solution de (2.1), alors

u est semi continu supérieure (scs),
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et comme
—u est semi continu inférieure (sci),
c-a~d
—u est sur-solution de (2.1),
tel que
(—u()) = @(2) = (=u)(@0) — ¥ (w0),
alors

u(@) = (=p(x)) < ulzo) = (=(20))-

Donc, puisque u est sous-solution de (2.1), on a

F(zo, (—u)(w0), Dip(x0), D*p(x0)) = —F (0, u(w0), —Dp(w0), —D*¢p(0)) = 0

2.2.2 La méthode de perron

Théoréme 2.1 On suppose que u :  — R est une sous-solution de (2.1) tandis que
v:Q — R est une sur-solution de cette équation.

On suppose de plus
u < v dans Q.

Alors il existe une solution de viscosité discontinue
w:Q — R telle que v <w <.
Preuve: Soit € = {z : § — R | z* est une sous-solution de (2.1) et u < z < v}.Notons que

e # () puisque u € ¢.

posons
w(z) = sup z(z) Vo € Q.
zee
On va montrer que w est bien la solution cherchée. Remarquons d’abord que

w € ¢ puisque v < w < v et w* est une sous-solution de (2.1).

Reste a prouver que w, est une sur-solution de(2.1) .
Donc on montre par I'absurde, Supposant

Jag€eQetpeC?
tel que w, — ¢ admet un minimum local strict en z, c-a-d
w () = @) = wi(zo) — P(x0),

et
F(z0, wy(z0), Dp(x0), D*d(20) < 0 . (2.5)
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Quitte & remplacer
¢ par ¢ — ¢(20) + wi (o),
on peu Supposer que

¢($0) = w*(x0)7

on montre d’abord que
wy (o) < v(xo).

En effet, sinon
w < v = wy(zg) < v(x0),

donc
v(z) — ¢(x) > v(x0) — H(20).
Mais alors (2.5) contredirait que I'hypothése que v est une sur-solution de (2.1). Donc
wi (o) < v(x0).
Choisissons maintenant 7 > 0 et ¢ > 0 tels que B,(z9) C Q et
i)
F(z,¢(x) + &, D(x), D*¢(x)) < 0 Vx € By(wo),
(ce qui est possible d’apres (2.5) et par continuité de F')
i)
(we — @) () > e VYo € 0B, (x0).
(ce qui est possible car w, — ¢ posséde un minimum local strict en et ¢(xg) = w.(zo))
i)
o(x) < v(z) —e Vo € B.(x),
(ce qui est possible puisque est sci et ¢(xg) = wy (o) < v(20))-
On pose
o(2) = w( x) six e Q\ By(xg),
| max{w(x),¢(z) + ¢} si x € By(x).
On affirme que z € . En effet, d’apres (iii),

z<w, depluisu <z <w.

Montrons que z* est une sous-solution de (2.1).
Soit 1 une fonction-test telle que

2 (z) — (x) < 2"(@1) — (@)

Si
2 (w1) = (1)
Alors
w*(z) — P(r) < w(z1) — P(21),
donc

F(xy, 2% (x1), DY(z1), D*)(21)) < 0 puisque w* est sous-solution.
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Supposons maintenant que
2*(z1) > w*(z1).

Alors d’aprés la définition de z, On a
x1 C B,(z0).

Notons que, dans B, (),
2* = max{w", ¢ + ¢}.

Donc
2*(x1) = ¢(x1) + &,

et (ii) implique =1 € B,(z¢). Par conséquent,

(¢ +e)(z) —¢(z) < (0 +e)(x1) —¥(x1).

Ce qui entraine que
D¢(x1) = Dip(x1) et D*¢(x1) < D*p(ay).

Alors
0> F(xy, ¢(x1) + &, Dp(1), D*p(21)) > F(wy, 2 (1) + &, Dip(1), D*¢(a1)).

Nous avons donc prouvé que Z* est une sous-solution de (2.1),et que z € ¢.
Prouvons finalement que

z # w.

Soit(x,) une suite qui converge vers xg, tel que

w(x,) tend vers wy(xo).

Alors
2(xn) > o(x,) +e.
De plus
(¢(x,) + €) converge vers ¢(xg) + €,
Avec

d(zo) + & > wi(xo).

Donc, pour assez
2(xn) > w(xy,).

Nous avons donc prouvé que
zee
et

z # w.

Ceci est contradiction avec la construction méme de w. L’hypothése de départ (2.5) est donc
impossible. Ceci montre que w est une sur-solution, et donc une solution de (2.1).
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2.2.3 Existence d’une solution de viscosité continue

Définition 2.4 On dit que [’équation (2.1) vérifie un principe de comparaison dans ) si,
pour toute sous-solution u et pour toute sur-solution v de (2.1), si

u < v dans 0f),

Alors
u < v dans €.

Remarque 2.10 Dans toute la suite, l'inégalité
u < v dans 002

signifie par abus de notation :

lim sup u(z') < lim inf v(z') Vo C Q.

! ! !
T —T e z—x 2’ €N

Nous étudions maintenant le probléme de Dirichlet pour I’équation (2.1).
Soit
g : 02 — R une fonction continue.

Corollaire 2.1 Supposons que l’équation (2.1) vérifie un principe de comparaison dans §).
Supposons également qu’il existe deux applications u et v telles que

e u est une sous-solution de (2.1) et

lim  u(z') =g(z) Vae Q.

' —x, 2'€N
e v est une sur-solution de (2.1) et

v(x') = g(x) Vo e onN.

@ —x, ' €Q
Alors il existe une unique solution de viscosité w de ’équation (2.1) telle que
w = g dans 0.
Autrement dit, le probléeme de Dirichlet

F(x,u(z), Du(z), D*u(z) =0 z €
u=gq x € 0N

Posséde une unique solution de viscosité.
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Preuve: Par la méthode de Perron, on construit une solution discontinue w telle que
u<w <.
On va montrer que
wy, = w* = g sur ).

En effet, pour tout x € 02, on a u est une sous-solution et v est une sur-solution, c-a-d

glx)= lim wu(z') Vred

T —z, 2'€Q
et
g(z)=lim wv(z') Vz €09,

' —z, /€N

alors

donc

D’ou
w, = w"* sur Of).

C-a-d w, est une sur-solution et w* est une sous-solution, et comme
w, = w* sur 0f,

le principe de comparaison affirme que

cela preuve que

et donc que w est en fait une solution de viscosité continue. m

Remarque 2.11 La méthode de perron est une bonne méthode pour prouver des résultats
d’existence pour des EDP générale (c-a-d d’ordre 1 et du second ordre), seul son probléme
c’est qu’elle ne donne n’i la formule de la solution et ni des informations de la régularité sur
la solution.
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2.2.4 Quelque propriété des solutions de viscosité

Proposition 2.3 Soit ¢ € C*(R), avec ¢/ > 0 et ¢(R) = R,Si u est une sous-solution
de viscosité (ou sur-solution de viscosité) de ’équation (2.1), alors v = ¢ o u est une sous-
solution de viscosité (ou sur-solution de viscosité) de l’équation

F(z, ¢(v(z)), ¢'(v(x))Dv, ¢"(v(z))DvDuv’ + ' (v(z)D*v) =0, (2.6)
avec
b =9¢ .
Preuve: Soit ¢’ > 0 alors ¢/ > 0, On va montrer que v est une sous-solution de viscosité de
(2.6).

Soit ¢ € O?, telle que v — ¢ admet un maximum local en g, c-a-d

v(x) = p(x) < (o) — (o),

alors
v(z) < () et v(zo) = p(z0),
et comme
u(z) <o) et u(xo) = 4 o (),
de plus

¢=1vopeC?
est une fonction de test, et & touche u par le haut a un point z(, donc
F(xo,u(z0), Dé(fCo)a DQ&(%)) <0,

alors

Do(x0) = ¢/ (p(20)) Dep(o),
et
D?¢(w0) = 9" ((w0)) Dip (o) D" (o) + 9/ (p(w0)) D*p(0) et v(xo) = (o).

On va montrer que v est une sur-solution de viscosité de (2.6).
Soit ¢ € C?, telle que v — ¢ admet un minimum local en g, c-a-d

(@) = p(x) = v(xo) = p(20),

alors
v(z) > @(x) et v(xg) = @(xg),

et comme

u() = o p(x) et u(xo) = ¢ o p(xo),
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de plus .
¢p=1oypeC?
est une fonction de test, et ¢ touche u par le bas a un point z,, donc

F (2o, u(xo), Do(0), D*p(0)) > 0,

Donc
v=¢ou,

est une solution de viscosité de (2.6) .

Proposition 2.4 Soit u une solution de viscosité de
F(z,u, Du) =0,
et ¢ € C diffeomorphism, alors v = wo ¢ est une solution de viscosité de
F(y,v(@~'(y)), (De™")" (y) Du(é~)(y))) = 0.

Preuve: On va montrer que v est une sous-solution de viscosité (2.7).
Soit ¢ € O, telle que v — ¢ admet un maximum local en g, c-a-d

v(z) — p(x) < (o) — p(w0),

et comme
u(@(z)) — ¢(x) < u(o(xo)) — ¢(z0),
alors
u(y) — o ¢  (y) < ulyo) — v o~ (v),
avec
y = o(z) et yo = d(x0).
et
0 =pog¢ ' e estune fonction de test,
de plus
u="vogp,
et

Dg(y) = (D ¢~ )" (y)Dp(d™ (y)).

On va montrer que v est une sur-solution de viscosité (2.7).
Soit ¢ € O, tel que v — ¢ admet un minimum local en zg, c-a-d

v(@) = p(x) = v(xo) = p(20),

et comme

u(@(x)) = ¢(x) = u(¢(xo)) — ¢(x0),

(2.7)



et
u(y) — p oo (y) > ulyo) — po b (wo),

avec
y = ¢(z) et yo = P(xo).

de plus

o =pop ' €C', est une fonction de test,
alors

u=1vop.
et
Dg(y) = (D ¢~ (y) De(¢'(y)).

Donc

v=uod,

est une solution de viscosité de (2.7).



Chapitre 3

Les solutions de viscosité des
équations de Hamilton-Jacobi

Les équations de Hamilton-Jacobi sont de la forme :
Oyu+ H(t,z,u, Du) = 0.

Ces équations apparaissent naturellement dans de nombreux domaines. En physique, en
économie, ou encore en épidémiologie.

Le lien entre ces équations et la théorie du control optimal est aussi une raison de leur
importance. Mais ce type d’équations ne nous permet pas d’espérer avoir des solutions clas-
siques qui résolvent le probléme partout.

Ceci a amené pierre Louis Lions un mathématicien francais, professeur & l'université
paris Dauphine & développer avec son collégue Michael G. Crandall la théorie des solutions
de viscosités au début des années 1980.

Ces solutions ont résolu beaucoup de difficultés et restent aujourd’hui au centre de do-
maines de recherche actifs.

Dans ce chapitre nous nous intéressons a 1’équation :

O+ H(t,z,u, Du) = 0.
Ou
H:R, xR"xR" xR — R est le Hamiltonien.

Définition 3.1 Soit I’équation suivante :
O+ H(t,z,u, Du) =0, (3.1)
avec condition initiale
ug : R" — R. Donc u:R; xR" — R,

telle que
w(0,2) = ug(x) et H:R, x R" x R" x R?

est une fonction continue.

38
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Définition 3.2 Soit u € C(R; x R™,R).

i) On dit que u est une sous-solution de viscosité pour (3.1) si pour tout ¢ € C*(Ry x
R",R), on a : © — ¢ admet un maximum local en (¢, ) un point de R% x R", alors

Owp(t,z) + H(t,x,u(t,z), Dp(t,z)) <O0. (3.2)

ii) On dit que u est une sur-solution de viscosité pour (3.1) si pour tout p € C*(R, x
R",R), on a : © — ¢ admet un minimum local en (¢, ) un point de R* x R", alors

Op(t,z) + H(t,x,u(t,z), Dp(t,z)) > 0. (3.3)

iii) u est une solution de viscosité si elle vérifie a la fois (3.2) et (3.3) .

Remarque 3.1 Si une solution de viscosité est différentiable en (t,x) alors elle vérifiée
exactement (3.4) .

Dans la suite on va montrer des résultats d’existence et d’unicité dans le cas

{ O+ H(t,z,u, Du) =0,

u(0,.) = up. (3-4)
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3.1 Existence des solutions de viscosité par I’équation
Hamilton-Jacobi

Dans cette partie nous allons présenter la méthode dite en anglais "vanishing viscosity"
qui est a 'origine du nom des solutions de viscosité et qui garantit I'existence de ce type de
solution.

Comme on I'a vu, le probléme (3.4) n’admet pas en général des solutions classiques.
Fixons € > 0 et ajoutons un terme a notre équation qui va nous permettre de la régulariser :
Owu. + H(t, z,u., Du.) = eAuy, (3.5)

et

Au, désigne la Laplace de u..
Avec des conditions initiales réguliéres, ce probléme admet une solution C2.

L’objectif de cette méthode est de faire tendre ¢ — 0 et espérer qu’il existe u limites de
cette suite de fonctions qui sera une solution au moins de viscosité pour notre probléme.

On aimerait, en fait, que cette convergence se fausse de maniére uniforme sur tout com-
pact car dans ce cas on a un résultat d’existence.

Théoréme 3.1 Soient (¢(n))nen une suite de réels strictement positifs convergents vers 0
et (Ugp(n))nen une suite de fonctions C* solution de (3.5) pour e = ¢(n) telle qu’il existe u :

IHloo

sur tout compact.
Alors u est une solution de viscosité du probléme (3.4).

Lemme 3.1 Soit Q) un ouvert de R™, soit u : @ — R une fonction continue telle qu’il
eziste o € C1(Q,R) telle que u — ¢ admet un maximum local strict en x.

Si (un)nen est une suite de fonction convergent uniformément vers u, alors il existe une
suite de point (z,)nen telle que :

ry, —— X
n—---—+o00o

{ gy (Tn)  — ulw)

U, — ¢ admet un maximum local en x,,, & partir d'un certain rang.

Preuve: (du Théoréme)
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On va montrer que pour tout ¢ € C! telle que u — ¢ admet un maximum local en (¢, z)

on ait
Op(t,z) + H(t,z, Dp(t,x)) <0, (3.6)
soit
u — ¢ admet un maximum local strict en (t, z),
on pose
pour tout (s,y) € Ry x R”, C(s,y) = p(s,y) + |y — af* + |s — ]2,
on a que u — ¢ admet un maximum local strict en (¢, x). De plus
9:((t,x) = 0up(t, ) et O, ((t, x) = Dyp(t, ),

donc dans la suite de la preuve on suppose que u — ¢ admet un maximum local strict en
(t,z). On suppose que ¢ € C?, soit

e > 0, comme gy, converge vers u uniformément sur tout compact.

On peut donc appliquer le lemme précédent et donc il existe (t,, z,)nen tel que :

(tn,xn) — (t, )

n—---—+o00
{ Ug(n) (tns Tn) e u(t, x)
Ugp(n) — ¢ admet un maximum local en (¢,, x,),a partir d’un certain rang.
Ainsi
Oxtig(n)(tn, n) = Oup(ty, x,) ot x € {t, 2},
et

Aty (tn, Tn) < Ap(tn, T,).

De plus comme w4,y résout (3.1) on obtient :

Oyp(tn, Tn) + H(tn, Tnyor (tn, Tn)) < d(n)Ap(t,, ),
si
n — +00 et par continuité de H on en conclut (3.6),
mais seulement pour ¢ € C?. Il reste alors & étendre ce résultat pour ¢ € C*.
Soit » € C! telle que u — ¢ admet un maximum local strict en (¢,) . et comme

(Yn)nen une suit de fonctions C? convergent uniformément vers ¢ sur tout compact,

telle que leurs dérivées convergent aussi uniformément sur tout compact vers la dérivée de
. et par le lemme précédent, ile xiste (2], 2],), oy telle que
(t;wm;z) —_ﬁ (t,.’ﬂ)
{ Ug(n) (tn, Tp) T u(t, x)
Ugp(n) — ¢ admet un maximum local en (#/,,2/ ), & partir d'un certain rang.
Donc
at@n(t;w x;z) + H(t;, x;m(’)x Spn(t;w 33;1)) <0,
si
n — 400 et par continuité de H on en conclut (3.6) .

On peut raisonner de la méme maniére pour obtenir I'inégalité inverse et en déduire que u est
bien une solution de viscosité.
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3.2 Unicité des solutions de viscosité par 1’équation
Hamilton-Jacobi

Nous allons dans cette partie présenter un résultat d’unicité des solutions de viscosité.
Dans un premier temps on va le montrer dans le cas ou

H = H(z,p),

et ensuit étendre ce résultat ou
H = H(t,z,p).

Théoréme 3.2 Supposons que le Hamiltonien H satisfait les conditions de continuité de
Lipschitz

|H(x,p) — H(x,q)| < Clp —q|
{ |H(x,p) — H(y,p)| < Clx —y|(1+ |p|)- (C>0)

Alors, il existe au plus une solution de viscosité uniformément continue et bornée du probléme
(34).

Preuve: On suppose qu’il existe deux solutions de viscosité uniformément continues et
bornées du probléme (3.4) différentes, u et 4. On va dans un premier temps montrer que
u < u par ’absurde : on suppose qu’il existe

t*,2%) € R, x R", telle que u (t*,2%) > u (t*, 2") .
+

Etape 1
On pose
o =sup{u(t,z) —a(t,z)|(t,z) e R} x R"} > 0.

Soit (¢, A) €0, 1[, on pose
V(z,y) € RV (t,s) € [0, T],

¢(t,s,2,y) = u(t,x) —u(s,y) = At +9) (lz =yl + (= 9)") —e (lz]* + Iy) -

1
=
Et comme u et @ sont bornées, il existe (g, So, o, o) telle que :

¢ (to, S0, %0, y0) = max{¢ (t,s,2,y) | (t,5,x,y) € RY x R?}.

Etape 2
Ona:

¢ (th 50, L0, yO) > SUP{gb (t,t,ﬂj, CE) | (t,I) € Ry X R} (37)

On peut fixer € et \ assez petit pour avoir :

sup{¢ (t, ¢, z,2) | (t,z) € R x R*} >

(LIS
—
o
o
~—

D’autre part,
Qb (t07 S0, Lo, yO) 2 Cb (07 07 Oa O) )
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d’ou :

1
U (O, ())—u (0, 0)+U (to, .To)—ﬂ (So, yo) Z A (t() -+ So)+€—2 (‘l‘o — y0|2 -+ (t[) — 80)2 +é (‘1'0‘2 -+ |y0‘2)) I

(3.9)
Maintenant en faisant tendre ¢ vers 0 par I'inégalité (3.9) on en déduit :
|z0 — yol = O(e)
uand € 0). 3.10
ezl =88) una s — o (3.10)
De méme | ‘2 W
E\To|” = O(1
uand ¢ 0).
{ clwol =0 (1) (amnde—0)
D’ou,
ez|zo|2 = O (1)
1 quand € — 0).
LS Zot )
Donc )
ez (|zol + |yol) = O(1),
ainsi : )
5(’(130‘4—@0‘) 20(85). (311)
Etape 3
Comme
¢ (to, 50, 70, Y0) = ¢ (to, to, 7o, To)
on a

_ 1
u (to, vo) — (S0, Yo) — A(to +50) — 5—2(|$0 —yol* + (to — 50)%) — ¢ (Jzol* + |wol?)
> u (to, zo) — U (S0, Yo) — 2Ato — 2¢|z0|?,

1
o2

5 (lzo — wol* + (to — 50)*).  (3.12)

<= 1 (to, 20) — U (S0, Y0) + € (20 + Yo) - (T0 — Yo) >

Et en prenant en compte (3.10) et (3.11) en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz!, on
déduit de (3.12) que

€ (xo 4+ yo) - (w0 — 1) — 0,

e—0

D’autre part, par uniforme continuité de @ on a

t (to, wo) — (S0, Y0) — 0.

'Dans le cas z,y € R", I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :
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Donc :
{ w0 — yo| = o(e)
|t0 - So| = O(E) .
Etape 4
On note w le module de continuité de u et w celui de 4. On a donc w(r) — 0 quand
r — 0 (de méme pour w) et par (3.7) et (3.8) on a :

é(to, S0, o, Yo)

no| Q
I

IN

(to, o) — © (S0, Yo)

(to,x0) — u (0, 20) + u (0, 29) — @ (0, o)
(0, ) — u (to, o) + ﬂ(tO,IO) — (S0, Y0)
w(to) + w(to) +w (o(e)) +

I
=

IN +

Ainsi pour ¢ assez petit on déduit que

T <w(to) + (),

et donc il existe 0 < u < tg. On raisonne de la méme maniére pour obtenir 0 < p < so quitte
a réduire p.

Cela prouve que ty > 0 et que so > 0.
Etape 5

Considérons la fonction
h: (ta .’L‘) — ¢(t7 S0, T, yU)

On sait qu’elle admet un maximum en (ty, zo) . Maintenant on pose v = u — h. On peut
remarquer que v € C! et que u — v admet un maximum en (g, zo) . De plus, comme ¢y > 0
et que u est une solution, en particulier une sous-solution de viscosité du probléme (3.1) on
en déduit :

Owv(to, o) + H(xg, v, Du(to, x9) < 0.

D’ou :

to — S0 2
A+ 25— + H(wo, 5 (w0 — o) + 2em0) < 0. (3.13)

On refait maintenant

h:(s,y) — —o(to, s, o, y) qui admet un minimum en (sg, yo) -

On pose v = u — h et comme tout a ’heure, comme u est une solution, en particulier une

sur-solution de viscosité on en déduit que :

to — So
g2

“A+2

2
+ H(ZE(), -2 (1’0 — yo) + 2€$0) > 0. (314)
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Etape 6
Au vu des relations (3.13) et (3.14), on a

2 2
2XA < H(yo, 5—2(900 — o) + 2ey0) — H (o, 5—2(% — o) + 2exp) > 0,
et donc par hypothése sur H,

x JE—
A< C (ol + oD + Clan =l (14202t < (] + o).

Et la quantité de droite converge vers 0 quand ¢ — 0 donc on aboutit a la contradiction 0 <
A = 0 ainsi v < @. On prouver alors 'inégalité inverse en inversant le role de u et u. Et donc
U= u.

3.3 Quelques résultats d’unicité classiques

Nous commengons par expliquer comment un tel principe se démontre, d’abord dans le
cas des équations du premier ordre, puis, au dans le cas des équations du second ordre.

3.3.1 Equations du premier ordre

Soit I’équation suivante :
H(z,u,Du) =0z € Q, (3.15)

ou {2 est un ouvert borné et ou H : 2 x R x R" — R satisfait les hypothéses suivantes :
ils existe des constantes v > 0 et C' > 0 telles que

i) H(z,s1,p)—H(z,52,p) > 7 (51— $2) V(x,s1,52,p) € QXRXRxR",

it) |H(x,s,p)—H(y,s,p)| <C (1+|p|)|y—z|V (z, s1, $2,p) € QXRXRxR".
Voici le résultat que nous allons démontrer :
Théoréme 3.3 Si u est une sous-solution de (3.15) est v une sur-solution de (3.15), et si
u < v dans 05,

alors
u < v dans €.
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Preuve: La démonstration d’un principe de comparaison se fait (presque toujours ) par
I’absurde. On suppose donc

Jz e Qtel que u(z) > v(z).
On consideére alors

M = sup(u —v)(z) > 0.

e

Notons que le sup est en fait un max puisque 'ouvert €2 est borné. En effet, en tout point
xo de maximum de u — v, on a

Du(xg) = Dv(xg) et u(zg) > v(xo).
Or u et v étant respectivement sous- et sur-solution, alors
0 = H(xo, u(xo), Du(wo)) — H((xo, v(zo), Dv(zo)) = v(u(zo) — v(0)),

d’aprés ’hypothese (i), ce qui est absurde.
Pour tout € > 0, on pose

w(r,y) = ula) — o(x) — e~y (5,y) €Qx 0

Notons que w, est scs dans £ x €. Nous la prolongeons a Q x 2 en posant

we(x,y) = lim sup w-(2',y) V(z,y) € (AxQ)\(Q2xQ).

(2 y")—(z,y),(z ¥ ) €QxQ

Le lemme suivant affirme que la fonction w,., au voisinage de son maximum et lorsque ¢ —
07", se comporte comme la fonction u—uv.

Lemme 3.2 Soit (z.,y.) un maxvimum de w. dans Q x Q . Alors
1. lim+ We (e, ye) = M,

e—0

.2 9
2. hm+g|x€—y€\ =0,

e—0

3. Il existe # > 0 et €9 > 0 tels que, pour tout € €]0, 0], doa(z.) > 0 et daoa(y:) > 6.

preuve du théoréme : Comme la fonction w, a un maximum au point (z.,y.) € Q% Q,
la fonction

1 5 : :
r — u(z) — [v(y:) + |7 — ¥|"] a un maximum au point ..
€

En utilisant la fonction-test
1 2
pla) = vlye) + Slo = el
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et le fait que u est une sous-solution, on obtient

H(ze, u(z.), 62—2(% —y.)) <0. (3.16)

De méme, la fonction

1
y — v(y) — [u(z:) + |y — 2.°] a un minimum en y.,
£

et donc, comme v est une sur-solution,

H e, (), S5 (e~ 92)) > 0. (3.17)

On fait la différence entre (3.16) et (3.17) et on utilise 'hypothése (i) pour parvenir a

02 ooy u(ws), 5 (0 = 52)) = H e, 0(02), S (02— 32)
> () = vlye)) + Hle, vl 50 = 50) = Hlwer o(0e), S5 — )
> 'YME - C(l + %Me - y5|)|x5 - ys|‘

Lorsque e — 0", on obtient, grace au lemme, que 0 > vM,, ce qui est impossible.

3.3.2 Equations du second ordre

Soit I’équation suivante :
H(z,u(x), Du(z), D*u(z)) = 0 2 € Q. (3.18)

Dans toute cette partie, nous supposerons que {) est un sous-ensemble ouvert et borné de
R", que H elliptique et continue, et qu’il existe v > 0 tel que

H(t,p,X)—H(s,p, X >~y (t—s) sit>sV(s,t,p,X) ERXRXR" X M,,. (3.19)

Rappelons d’abord le théoréme que nous allons prouver :

Théoréme 3.4 Siu et v sont respectivement une sous- et une sur-solution de (3.18), et si
u < v dans 0f,

alors
u < v dans

La démonstration débute exactement comme la démonstration dans le premier ordre.



48

3.4 La forme d’une solution de viscosité

Jusqu’ici, nous avons défini les solutions de viscosité puis justifié leur existence comme
leur unicité (dans certains cas).

Néanmoins, nous n’avons jamais donné une idée de leur forme, c’est que nous nous pro-
posons de faire dans cette derniére partie.

3.4.1 La Formule de Hopf-lax

Considérons le probléme aux conditions initiales suivantes :
H(z,u, Du) +u; =0 sur R” x [0,7],
u(0,2) = ug(x) sur xR

Supposons que le Hamiltonien et g vérifient les conditions suivantes :

1-— p — H(p) est convexe,
H
2 — lim ﬂ =
lpl—oc |p|
3 — g est une fonction lipchitzienne. (3.20)

Transformée de Legendre

Définition 3.3 Soit L : R — R telle que :

L(q)

L est convexe et ——= +—  +00. (3.21)
|Q| lgl—+o00

On définit la transformée de Legendre par :

L*(p) = sup[p.qg — H(q)].

qgeR™
Exemple 3.1 On prend par exemple
1
L(q) = =¢?
(a) = 54
Pour tout ¢ € R. Dans ce cas
* 1 2
L*(p) = sup(q-p — 54°)-
geR

Et par une étude de fonction le maximum est atteint pour ¢ = p, ainsi :
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3.4.2 Une forme de solution de viscosité

Théoréme 3.5 Les solutions de viscosité sous la forme de Hopf-Lax

Supposons qu’en plus des conditions précédentes, uy est bornée, dans ce cas, I'unique
solution de viscosité du probléme précédente est :
x —_—

u(z,t) = min [tL(Ty) +uo(y)). (3.22)

yeR™

Preuve: .
1. u est une fonction lipchitzienne égale a ug en 0 et bornée. Il suffit de vérifier que
. rT—y
tmin|L(——) 4+ u :
min[L("—2) + uo(y)
est bornée est lipchitzienne.
2.Soit v € C*°(R™ x [0, T telle que u — v admet un maximum local en (xg, tg) . Montrons
alors que

Vit < to, u (0, to) = min[(to — ) L2221 + u(x, t)].
zeR™ to —t
En effet,
: Lo — X . Tog— T T —
Vi <o, minf(to-HL(G ) ule )] = _min (0=t L2 =D)AL buofy)] < ulro.).

en prenant y = xy d’autre part,

Top— X -y

(to — ) L( — )+ tL(T) +uo(y) = pSEUREL[p-(% —y) — toH (p) + uo(y)],
sup U(p) + Sup Vi(p) > Sgp[U (p) +V(p)]-
Ainsi R .
(to = )LL) + 1L + toly) 2 (o, to)

Or u — v admet un maximum local en (zg, ty), donc suffissamment proche de (zg, to),

To— X

v(zo,t0) — v(w,t) < (to —t)L( to—t

{h:to—t
q=3=

Alors, en divisant par h puis en faisant tendre h vers 0 :

)

Notons

vi(xo, to) + Dv(zo,t).q < L(q).
Ceci étant vrai pour tout ¢ € R", on a

sup[vy (2o, to) + Dv(xo, to).q — L(q)] <0,
q
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alors
Ut(xm to) + H[DU(IO, to)] S 0.

donc u est une sous-solution de viscosité du probléme considéré. Pour vérifier que u est une
sur-solution exactement le méme. Par conséquent, u est une solution de viscosité du probléeme
considéré. m

Exemple 3.2 S

L(q) = %qz et g(y) = .

Alors la formule de Hopf-lax nous donne :

t —
u(z,t) = min[—L(x ; i

yeRd 2
Et pour = et t fixé, une étude de fonction nous montre que le minimum est atteint pour
y = x — t. ainsi

)’ +y\y € R].

ta)=x— -
u(t,z) =x 5

Théoréme 3.6 Sous les hypothéses (3.20) et (3.22), avec le Hamiltonien H = L*, u est une
solution de viscosité du probléeme :

O+ H(x,u, Du) =0,

avec pour condition initiale u(0,.) = uo.
Preuve: On va applique la définition de solution de viscosité et u(0,.) = wuy et que u est
Lipchitzienne.

Soit v € CY(R, x R™) telle que u — v admet un maximum local en (ty, 79) € (R, x R™).
Comme on veut prouver que u est un solution de viscosité, il faut montrer que

at’U (to, xo) + H(ar’l) (to, $0)) S O,

par le lemme précédent, on a :

Vo € R™, Wt € [0,40), u (to, z0) < (to — 1) L(is - f) Fulta), (3.23)
d’autre partir, u — v admet un maximum local en (o, o), on a
u(t,x) —v(t,z) < ul(to, o) — v (to, zo) ,
donc par (3.23), on obtient pour ¢t < ¢y :
v (to, z0) — v (t,2) < (to — t) L(Z2—20), (3.24)

to — 1
Maintenant posons h = to—t et = 9 —h.q (¢ € R™). Avec ces notations on réécrit (3.24) :

v (to, o) — v (to — h, o — hq) < hL(q),



o1

alors

%(U (to, o) — v (to — h, 20 — hq)) < L(q).

En faisant tendre h — 0, on obtient :
Vg € R", 0y (to, w0) + 9xv (to, 20) .¢ — L (g) < 0.

Donc
aﬂ) (to, (L’(]) + H(@mv (to, .130)) S O,

donc u est une sous-solution de viscosité du probléme considéré. Pour vérifier que u est une
sur-solution exactement le méme. Par conséquent, u est une solution de viscosité. m

Exemple 3.3 Dans le cas on a :

up : x € R— —cos(x),

et

1
L:peRw— §p2.
Alors par le théoréme précédent :

u(t,z) = min{%(x —

y)2 —cos(y)/y € R.}.

Est I'unique solution de viscosité du probléme :

dyu+ L(Du)* = 0.
u(0,z) = —cos(z), z € R.
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Conclusion
Dans cette mémoire, nous avons montré qu’il était difficile et méme impossible de
construire une solution classique d’un probléme faisant intervenir une équation de Hamilton-
Jacobi. Par la suite, nous avons vu quelle notion de solution faible était adaptée : les solutions
de viscosité, pour lesquelles nous avons des résultats d’existence et d’unicité.
De plus nous avants prouvé que cette notion concorde avec les solutions classiques quand
celles ci existent.
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