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Résumé

Dans ce mémoire, on étudié le probléeme de convergence des fractions continues et le
développement de la fonction hypergéométrique en fraction continue, ainsi la relation entre
les fractions continues et les polynémes orthogonaux.

Mots clés : Fractions continues, Fonction hypergéometrique, polynémes orthogonaux,
J-Fraction.

Abstract

In this memory, we study the convergence of continued fractions problem and the de-
velopment of the hypergeometric function in continued fraction, also the relation between
continued fractions and orthogonal polynomials.

Key words : Continued Fractions, hypergeometric function, Orthogonal polynomials,
J-Fraction.
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0.1 Introduction générale

L’étude des fractions continues finies est débuté au 16éme siécle par R. Bombelli ot il a
utilisé pour la premicre fois Iespression approximative de v/13 en terme de fraction continue
finie, i.e : 3 + 6i%l en 1572.

Tous les coefficients des fractions continues considérées au 16éme siécle, sont des nombres
dont 'application était I’approximation rationnelle de divers nombres algébriques. Au 17éme
siecle, 'utilisation des fractions continues devient trés importante dans la théorie des nombres.

Le développement des fractions continues en entrainant, pas seulement les nombres, mais
aussi des fonctions a variable complexe introduit par Euler, est devenu un outil trés important
a Iapproximation des certaines classes spéciales de fonctions analytiques dans les travaux
d’Euler, Lambert, Lagrange et en particulier dans le développement de Gauss en 1813 des
ratios des fonctions hypergéométriques une des premiéres contextes qui a aidé a I’apparition
des polynomes orthogonaux.

L’intérét principal de cette théorie est le développement et la convergence théorique des
fractions continues dont les termes sont des fonctions linéaires & une variable complexe z.
Les conséquences théoriques de cette recherche sont considérables, particulierement dans les
travaux de Stieljes qui nous a conduit & des développements considérables comme 1’étude du
probléme des moments et la définition et I’étude de I'intégrale de Stieltjes. Le développement
asymptotique commencant son apparition dans les travaux de Poincaré et Stieltjes en liant
les séries divergente aux fractions continues.

D’autres auteurs, tels que Van Vleck, Wall, Perron et Thron ont donné plusieurs condi-
tions nécessaires et suffisantes pour la convergence des fractions continues.

Ce mémoire traite la théorie générale des fractions continues et les fractions continues de
Jacobi dont le numérateur et le dénominateur satisfont des relations de récurrences d’ordre
deux.

Le premier chapitre est réservé aux notions préliminaires et quelques importantes rela-
tions satisfaites par les fractions continues. Plusieurs exemples sont donnés.

Nous consacrons le deuxieme chapitre a ’étude de 1’équation hypergéométrique dont les
solutions sont appelées fonctions hypergéométriques introduit par Gauss. En utilisant la
théorie de Stieltjes, nous donnons la liaison entre les polynémes orthogonaux et les fonctions
hypergéométriques. Ainsi, la théorie générale des polyndémes orthogonaux sera étudié dans
la deuxiéme section.

Le développement de la fonction hypergéométrique en fraction continue, nous conduit
dans le troisiéme chapitre, de donner plusieurs méthodes de développement en fraction conti-
nue des fonctions usuelles.



Chapitre 1

Théorie générale des fractions
continues

Ce chapitre est consacré aux notions préliminaires et quelques propriétés élé-
mentaires des fractions continues. Les différentes notations des fractions continues
sont juste des simplifications pour I’écriture. Une fraction continue peut converger
ou non, nous donnons dans ce chapitre les conditions générales de convergence de
trois type de fraction continue. Plusieurs exemples d’éclaircissement sont donnés
en terme de nombre et des fonctions usuelles.



1.1 Préliminaires

Pour motiver les fraction continues, commencons par regarder un exemple avec un des
plus célébres irrationnels : le nombre d’or.

1 5
Soit ¢ = V5 ce nombre, appelé nombre d’or, a une valeur approximative de 1, 61803.
Il est solution de I’équation quadratique :

¢ —p—1=0.
Divisions cette équation par ¢, on obtient

1
6=1+2

1
Remplacans 'occurrence de ¢ au dénominateur par 1 + —. On obtient

1
p=1+—r,
1+ —
¢
On voit bien qu’on peut continuer a l'infini. Ceci suggere I'écriture de ¢ comme fraction
continue
1
1+...
Définition 1.1 — Soient {a,}*2 et {b,}7% deux suites des nombres compleves. On

appel fraction continue toute expression de la forme suivante

bt e , (1.1)
' byt
. a
+bn+'
— La quantité
A, a
o R Ry P (1.2)
Bn bl 4+ —=
by+
. a
+bn

est appelée la n'*™¢ réduite, le n'“™*

convergent ou le n'“™° approximant.
. n, i ,
— La fraction (b—) est appelée le n'“™*

quotient partiel de la fraction continue (1.1).

— Dans (1.2), A, et B, sont appelé le numérateurs et le dénominateurs respectivement.



Notation 1.1 De maniére évedente ces écritures sont rapidement trop lourdes et inxploi-
tables. Pour simplifier [’écriture, quelques auteurs ont proposé divers notations pour écrire
la fraction continue (1.1). Par exemple

ap | asg | an |

+—+..4+— +.. (Pringsheim en 1898) (1.3)

bo + —
T lor " by by

i a1 ag (07%

b (Rogers)

Exemple 1.1 On peut mettre \/2 sous forme d’une fraction continue. Pour se faire, on a

1
14+2

Ainsi en remplacant v/2 par sa valeur on obtient la fraction continue infinie suivante

V2=1+

V2=1+(2-1)=1+

1

24 -
+2+.

1.1.1 Propriétés

Quelques relations de récurrence importantes satisfaites par le numérateur et le dénomi-
nateur de la fraction continue. En outre, il existe une relation de récurrence d’ordre deux
caratérisant les deux membres d’une telle fraction continue.

Théoréme 1.1 Le numérateur et le dénominteur de la fraction continue (1.1) satisfont des
relations de récurence d’ordre 2

An+1 _ bn+1An + an+1An71
BnJrl anran + Canran,l 7

Chi1 = Vn >0
avec les conditions initiales A_1 =1, Ag=bg et B_; =0, By = 1.
Preuve. La démenstration se fait par recurrence sur n. On peut écrire
Ay b1Ag + a1 A_4 . A 1
o) b ass] o (5] - o)
Supposons que, pour certain n > 1, on a

AR w



a
Ainsi, sachant que C,, ;1 est obtenu & partir de C), en remplagant b,, par b, + n—“, alors
n+1

les relations (1.4) peut s’écrire
(bn + %) An—l + anAn—2
C o An-‘,—l bn+1

+1 — B - a
e <bn + n+1) anl + aanf2
bn+1

by (bpAn—y + anAn_g) + a1 Any
~ bpy1(bnBy1 + anBn) + any1Ba s
b AntanAn

" bpy1 By + app1Bay’

cecl termine la démonstration. m

Corollaire 1.1 Le numérateur et le denominateur de la fraction continue (1.1) satisfont les
relations suivantes

Aan,1 - BnAn,1 = (—1)n+1(1,1 ..., Vn 2 1 (15)
AnJrl Anfl ag ... ananrl
— = (=)= oy > ] 1.6
Bny1 Bao (=1) Bn1Bn o (1.6)
n (=) ay L ay, ‘ )
— = by + , sib OetB;, #0(1<i<n 1.7
el i ey 070 et By £0 ( ) (17)

Preuve. Multiplions la premiére équation de (1.4) par B,_; et la deuxiéme par A,,_;, on
obtient par soustraction

ApnBn1 — Ap1By = —ay[An_1Bn—2 — Apn_aBp 1],
et par récurrence
AnBy 1 — Ay 1B, = (=1)"a;...a,[A¢B_1 — A_1By] = (—=1)"*ta; ... a,
d’ou (1.5). Ainsi, divisons le dernier résultat par B, B,_1, on obtient

A, A,_ —1)"*ay ... ay
An A (V7@ (1.8)
Bn anl Ban,1

Sachant que g—g = by, alors en faisant agir la somme des deux cotés de (1.8) on en déduit
la relation (1.7).
Pour démontrer (1.6), remplagons n par n + 1 dans (1.8) on obtient

A, A, .. Qy
SE R D N (1.9)
Bn+1 Bn Bn+an



car (—1)"*2 = (—1)". Additionnons (1.8) a (1.9) en on déduit

An—i—l B An—l _ (_l)nal...an (anH o 1 )
Bn+1 Bn—l Bn Bn+1 Bn—l

ay...0an

= (-1

( ) Bn+1Ban—1
ay...0Aan

= (1) "

( ) Bn+1Ban—1

_ (_1>n+1 aj ... anan
Bn+1Bn—1 ’

(an—l—an—l - Bn—l—l)

(an—l—an—l - (bn+1Bn + an-{—an—l)

d’otl le résultat. m

Remarque 1.1 Dans la théorie des mombres, on montre que tout nombre réel positif S
admet une écriture unique comme fraction continue
11 1
S=bo+ o+ +——+...
b1 b2 |bs
et que l’écriture est finie si et seulement si le nombre est rationnel.

On voit une premieére différence avec le développement décimal. le développement décimal
d’un nombre rationnel est fini ou périodique. cependant, le développement en fraction conti-
nue d’un nombre rationnel est toujours fini. Une deuxieme différence réside dans le fait que
le développement décimal n’est pas toujours unique, alors que le développement en fraction
continue est unique.

Exemple 1.2 Le nombre rationnel

9 2
e I
Al Akl

1 1
—1+—F=1+

3+§ 3+—1
1+I

CREEN (I

Cependant, si en prend un nombre irrationnel, on doit avoir une fraction continue infinie.
En effet, soit par exemple

4 1
V13=3+(V13-3) =3+ ———==3+ ——~—,
( ) 3+v13 34+v13
4
et puisque
V1 V13 -1 1
ﬂ::[_|_3—:1_|_—7
4 4 14413
3
alors )
1+
1++v13
3



De méme, on remarque que

1++vV13 1

3 H VI3 +2'
3
ce qui nous permet d’écrire
V13 =3+ 11
1+ 1
14+ ——
VI3 +2
3

Remarquons finalement que

V13 +2 1

d’ot la fraction continue infinie

1
V13 =3+

1+

1
1
1
14—
+6+.

1+

1+

Remarque 1.2 Cette derniére fraction continue nous conduit & la deuxieme question sui-
vante : peuton avoir un développement en fraction continue périodique ? La réponse et positive
I On a vu que le développement en fraction continue de ¢ = # est périodique puisque tous
les b, sont égaux a 1. Les seuls nombres dont le développement en fraction continue devient

périodique sont les nombres irrationnels quadratiques [7].

Définition 1.2 — Une fraction continue est périodique si et seulement si elle est infinie
et a une partie qui se répéte périodiquement.
— Un nombre irrationnel est appelé nombre irrationnel quadratique ssi est un racine d’un
polynome quadratique de la forme Ax? + Bx + C a coefficients entiers A, B, C.

Notation 1.2 i) On note les fractions continues dans les a, =1, Vn > 1 par

1 1 1
|+—|+...+—|+...::[bo,bl,bg,...,bn,...] (1.10)

bo + -
b b |n

Ce type de fractions continues se dit réquliére.

ii) On not la partie qui se répéte dans les fractions continues périodiques de type (1.10) par
une barre, i.e.

[b(]?bl)"'7b?“7b1”+17"'7b1”+8]' (]_]_1)



Exemple 1.3 Le nombre irrationnel \/3

1 _
V3=1+ : =[1,1,2,1,2,1,2,.. ] := [1,1,2].

1+
1
2+

1

2+

1+ .

On peut vérifier aussi facilement que /7 = [2,1,1,1,4].

1.2 Théorémes de convergence des fractions continues

L’application des fractions continues est souvent liée avec leurs convergence possible, il
est important alors d’avoire un critére de convergence facile a vérifier et qui recouvre une
vaste classe des fractions continues. Nous donnons quelques théorémes essentiel qui assure
la convergence des fractions continues qui sont classées, en général, en trois types selon les
coefficients a,, et b,,.

Premier type le cas qui a,, et b, sont quelconque, deuxiéme type le cas ou tous les a,, = 1,
et on terminer pour troisieme type au cas ou tous les b, = 1.

Pour se faire, nous introduisons la notation suivante. La fraction continue (1.1) sera notée
par

ai|  asl | [
b+ —+—+...+—+...=b+ K| — 1.12
0+|b1 +]b2 + +|bn + o+ (bn)nl, (1.12)
Si les a,, sont tous égaux a 1, on aura
1] 1 1] 1\*
bp+—+—+...+—+...=bg+ K| — , 1.13
ey TR () 1

Le symbole K vient du mot allemend "Kettenbruchs" qui correspond notre terminologie
frangaise "fractions continues", cet usage du symbole K est introduit comme > et [].

1.2.1 Premier type

Commencant par le cas général. Donnons d’abord une définition
Définition 1.3 [2] On dit que fraction continue (1.12) converge vers une valeur finie L si

lim C, =L < .

n—-+o00

Remarque 1.3 Si tous les termes de la fraction continue sont positives, avec by = 0 alors

10



puisque & > 0. En outre,sachant 3
1 b2 + =
bs
C3 = a1a2 > (.
2 + s
En plus,
a a
C=— < Bog
by + —3
o + bs
Puisque
a a a
C, = =
Do + —=
3+ by
Ce implique
Ch < C%
ausst que
a a a
Cy = 1a2 < Cy car 2a3 =2
b+ by + —r D2
b2 by + —
by
ainsi de suite on obtient
Co<Cy<Cg<---<Cy<Cy<Ch. (114)
Théoréme 1.2 (SLeszyriski — Pingsheim) [8]
La fraction continue (1.12) converge si pour tout n > 1, on a
bal > Jan| + 1. (1.15)
(1.16)

Sous les mémes conditions on a
|Cnl <1

satisfaite pour tous les approrimants C,, et que la limite (la valeur de la fraction continue)

|L| < 1.
Preuve. Démontrons d’abord (1.16) par récurrence. Pour tout n > 1 on a
an ||
—| < <1
bo |~ lan| +1 ’

ce qui montre (1.16) pour n = 1. Ensuite, pour tout n > 2, on a

[y _
|an,1|+—1——1

Ap—1
)

but + 2

11



ce qui établit (1.16) pour n = 2.
Supposons que pour certain k, 1 < k < n, la quantité

apy1| | Qryol Q|
CS = + cee o —
|bk+1 ’bk+2 |bn
satisfait la condition ‘C’ﬂ < 1. Alors
— Qg \ak’
CH1l = <1
‘ " } bk+0,’§ _|ak|—|—1—|0£|
Ainsi, par induction sur n on obtient

Cul = |Cp] < 1.

o
Pour démontrer la convergence de la fraction continue by + K [Z—”} , il suffit, d’aprés la
" In=1
formule (1.7), de démontrer la convergence de la série

[ele] (_1)n+1a1 ceeay
. 1.17
; Bn—an ( )

D’aprés les relations (1.4), on a pour n > 1

|By| = |bnBn-1+ anBn_s
2 [l [Bn-1] = [an| [ Bn—2|
> (lan] + 1) [Ba-a| = |an| [Bn-2|,
ainsi
Bl = Baal 2 lanl (1Bas| — [Bus).
|Bu—1| = |Bu-2| 2 |an-1| (| Ba—2| — | Bu-3])-
En on déduit que .
|1Bul = [Bual = [ laxl >0
K=1
et que le terme génral de la série (1.17) satisfait

‘(—1)”+1a1-'-an 1 1

< — .
’anl‘ |Bn‘

anan

ceci montre que la série (1.17) converge absolument et que la somme partielle de n termes a
une valeur absolue inférieure ou égal a 1

1 1 1

— = <1l—- =<1
[Bol [ Bl |Bnl

Ainsi, la série (1.17) est convergente vers une limite |L| < 1. =

Exemple 1.4 Soit z un nombre complexe et supposons que |a,| < 1. Alors, la fraction
continue K [“7]2021 converge pour tout |z| > 2. En particulier, pour a, = 1, on obtient la
valeur pour

1 2244 —z

f(z) = TG ie. f(z)= 5

12



1.2.2 Deuxiéme type

Maintenant, on s’intéresse aux deux cas particuliers du fraction continue. Le premier cas
est le cas ou tous les a,, = 1. Les fractions continues de ce type sont traités par plusieurs
auteur. D’abord on un résultat de divergence.

Théoréme 1.3 (Stern-Stolze theorem) [8,p.94]

Si la série Y |b,| converge, alors la fraction continue by + K(1/b,,) diverge. En plus, les
termes pairs et impairs du numérateur et dénominateur convergent vers des limites finies,
1.€.

lim Ay, =P, # 00 et lim By, = Q, # 00, (1.18)

pour p = 0,1 et satisfont
PlQO - POQl - 1 (119)

Preuve. Il suffit de prouver (1.18) et (1.19). Sachant que {A,} et {B,} sont les deux
solutions de la récurrence

X, =b,X,_1+X,_o pour n>1, (1.20)
on établit, par récurrence, que chaque solution satisfit la relation suivante
| Xn| < max{| Xy, [Xo[} - (|br] +1)(|b2] +1) -~ (|bn] + 1).

Ainsi {A,} et {B,} sont bornées sous la condition ) b, < co. Par conséquent, les deux
séries Y b, A,_1 et > b,B,_1 sont absolument convergentes. D’aprés (1.20), on a

Xn - Xn—2 = ann—la

ainsi
n

A2n - Z(A%n - AZm—2) - Z meAQm—l-
m=1

m=1

On a aussi des résultats similaire pour Asg,, 11, B, €t Ba, 1. Ceci montre (1.18). Pour obtenire
(1.19), remplagons n par 2n dans le déterminant (1.5), on obtient

AonBop—1 — BoyAgy1 =1, ¥n > 0.
=

Exemple 1.5 La fraction continue

1 1 1]
— + — e + — e
i i i
ot i? = —1, diverge.
Ceci montre que la divergence de la série Y |b,| est nécessaire pour la convergence de la
fraction continue (1.13). Elle n’est pas suffisante en général.

13



Théoréme 1.4 (Koch) [4,p.32]
La convergence de la série y - | |b,| est suffisante pour Uexistence des limites finies sui-
vantes

lim Agn =P lim A2n+1 =P /, (121)
lim Bgn = Q lim Bgn+1 = Q 8 (122)

En plus, les limites satisfont la liaison
PQ—-PQ =1, (1.23)

Théoréme 1.5 (Stern-Siedel theoreme)
Supposons que touts les éléments de la fraction continue K (i) sont positives. Alors K (i)
converge si et seulement si »_ |b,| = oo.

Preuve. Si }_ |b,| < 0o, alors d’aprés le théoreme 1.3, la fraction K (;-) diverge. Supposons
que »_ |b,| = oo et démontrons que K ( bin) converge. il suffit de prouver que

A2n+l i A2n _ 1 (1 24)
BQn—i—l BQn -BQn—i-lBQn7 '

1
et lim —— = 0. 1.25
n—00 B2n+1B2n ( )

Sachant que
B,=0,B, 1+ B, o pourtoutn>1let B.1=0, By=1,
il s’ensuit que tout les By, > Bo, o > ... > By=1et By, 1 > By, 1 > ... > By = by, ainsi
Boy, > bapby + Bap—g > bapby + bap_oby + Bop_g > -+ > (bop + -+ + b2)by + 1

et
Bont1 > bopg1 - 1+ Boyg > -+ > bapyr + bap—1 + - + by

Dans ce cas, la divergence de ) b, montre (1.24). m
Le théoréme siuvant, donne les conditions nécessaires et suffisantes pour de la convergence
de la fraction continue du type (1.13).

Théoréme 1.6 (Van Vlieck theorem) [8,p.32]

Pour tout 0 < e < 3, supposons que

—g+€<argbn < g—s, pour tout n > 1. (1.26)

Alors tous les approximant de la fraction continue by + K (i) sont finis et satisfont

—g+€<arg0n < g—é, pour tout n > 1. (1.27)

En outre, les suites {Coy,} et {Capi1} converge vers deux limites finies.
En plus, la fraction continue by + K bi converge si et seulement si la série Y~ |by]

diverge.

14



Preuve. Notons par B, le complexe conjugué de B, Les relations (1.3) devient aprés mul-
tiplication par B,,_1

B.Bn_1 = b, |Bn_1|* + Bu_1Bn_s,

i.e.
Re(B,B,_1) = |Bn_1|* Re(b,) + Re(B,_1B,_2),
ainsi,
Re(BnBn_1) = |Bo|* Re(by) + |Bi|* Re(by) + . .. + | Bu_1|* Re(by). (1.28)
Soit by, 1 le premier nombre des by, bs, . ..qui est non nul. Alors, By = By = ... = By, = 1,
By =DBsg=...=By_1 =0, et Byy11 = baps1.

D’apres la condition (1.27) Re(b,) > 0 si b, # 0 pour n = 1,2,--- En on déduit de
legalité (1.28)

Re(B,B,_1) > Re(B,_1By_3) > -+ > Re(Bay1B82,) = Re(baysy) > 0.

Ainsi, pour tout n > 2v + 1 on obtient, d’apres la relation (1.6)

Bn—l—l Bn—l

I

’ An+1 An—l
Bn+1 Bn—l

_ ’ bn+1

d’autre part si on note b, = |b,| €, on obtient
|br| < |by| cos 0y, + |by| sin b, = Re(b,)(1 + |tanb,|),

et d’apres la condition (1.27) on remarque que

[tan 6, <

tan(g - 5)‘ = cote,

ceci montrer que
|br] < (14 cote)Re(by). (1.29)

D’ares cette derniére et selon 1'églité (1.28), on a

‘Anﬂ A |B,.|* (1 + cote) Re(bpiq)
Bn+1 anl - {Bn+1B_n| |Ban—1‘
Re(B,1B,) — Re(B,B,_1) (1 + cote)
= Re|Bu11Ba|Re |B,B, |
= 1_ — ! — | (1 +cote)
|Re|B,B, 1| Re|Bui1B,|
< L — ! (1+cote).
Re|B,B, 1| Re|BuiaBui]

Ainsi, les deux différences




sont les termes d’une série absolument convergente. Par conséquent, les limites suivantes

As A

. n+1 . 2n
lim et lim —/—,
n—o0 Dopi1q n—oo Loy

existent.
La démonstration de la condition nécessaire est donnée dans [4,p.43]. m

Exemple 1.6 D’aprés le théoréme convergence de Stern Siedel, [’expression suivante
1 1 1]
2=14+—+—...+—...
V2=1+ NPT

converge puisque la série 2 + 2 + ... est divergente.

1.2.3 Troisiéme type

Finalisons cette section par un troisiéme type des fractions continues correspondant au
cas ou tous les b, sont égaux a 1.

Théoréme 1.7 (Worpitzky theorem) [10, 8, p.42]
Soient ay, aq, . . .des fonctions dans un domaine D telles que

1
anl < 7. n 22 (1.30)

Alors les deux assertions suivantes sont satisfaites

1. La fraction continue K (“T“) converge uniformément dans D,

2. Les valeurs de la fraction continue et tous les approximants sont dans le cercle

4.2 (1.31)
z— - <= :
3173
Exemple 1.7 Soit la fraction continue
1] cazl ez
TR

ol ¢1,Ca,...50nt des constantes et z une variable complexe. D’aprés le théoréme précédent,
st |en] < M, n > 2, alors cette fraction continue converge uniformément et représent une
fonction analytique de z dans le domaine |z| < (1/4M).

1l existe d’autre critére de convergence pour la fraction continue du type trois, i.e. K (“T") :

Théoréme 1.8 (Van Koch theorem) [10, p.42]
La fraction continue K (‘IT") converge St

n

> lapal <1, n>1. (1.32)

p=1

16



Théoréme 1.9 [10, p.62]
La fraction continue K (“T") converge St

11+ 2¢| — 2|¢]
4 Y

la, — | < n=23,... (1.33)

(Notons ici que : |1+ 2¢| — 2|c| > 0 si et seulement si Re(c) > —1).

Théoréme 1.10 [10, P.78]
La fraction continue K (“T") converge uniformément pour ay, as,as,...dans le domaine

1
ol = Re(2) < 5, |2 < M,

pour toute constante M.

17



Chapitre 2

Fonction hypergéometrique et
polynémes orthogonaux :

Le calcule des coefficients de la fraction continue & partir de la série pose un certain
nombre des problémes, a méme défini un précédé qui permet, pour certaines séries hyper-
géométrique, d’obtenir des valeurs trés exactes.

2.1 Les fonctions hypergéométriques :

L’origine des fonctions hypergéométriques se trouve au début du 19éme siécle [9], lorsque
Gauss étudie I’équation différentielle suivante (appelée maintenant " 1’équation différentielle
hypergéométrique" ) :

2(1=2)y +(c—(a+b+1)2)y —aby=0 (2.1)

ou a, b, c € C. Cette équation linéaire, a trois points singuliers réguliers en z = 0,z = 1
et z = oco. Toute équation différentielle linéaire de degré 2 possédant trois points singuliers
réguliers peut se mettre sous cette forme.

L’utilisation de la notation hypergéométrique permet de trouver rapidement une solution
de plusieurs équations différentielles complexes.

Définition 2.1 La fonction hypergéométrique, désigne généralement une fonction spéciale
particuliére, dépendant de trois paramétres a, b, c, s’exprime sous la forme suivent :

% ok
(a)k(b)k
F(a,b;c;2) == E ©r l{;" (2.2)
k=1

ot ¢ # 0 n'est pas un entier négatif.
La notation () désigne le symbole de Pochammer qui définit par :

(a) =(a)(a+1)..(a+k—-1). acCkeN"
1.
en partiqulier (1), = k!

18



D’aprés d’Alambert,

(@)1 (B 2 (e (R)!
(k1 (B+1D)! (a)r(b)p 2

(a+k)b+k)z
(c+Ek)k+1)

lim =

k—oo

k—o0

= |z].
la série converge si |z| < 1 et sur le cercle, elle est absolument convergente si Re(c—b—a) > 0.

Notation 2.1 On a plusieurs notations sont utilisées dans la litérature. La série

o (a b;z) =F (a b;z) =9 Fi(a,b;c;2) .= Fl(a,b;c; 2),

C C

On cas particulier a = c et b =1 ou pour a = 1 et b = ¢ nous donne
F(a,1l;a;2) = F(1,b;b; 2) sz
k=0
d’ott le terme hypergéométrique.

2.1.1 L’équation différentielle hypergéométrique :

Pour cherchons une solution formelle du 1’équation différentielle hypergéométrique (2.1)
Posons
o
z) =2z’ Z ot
k=0

p un nombre & choisir convenablement, telle que

Z p+ K)oy
k=0

et -
Z p+k)(p+k — 1Dayz/t*2
=0

et on remplagant ces équations dans (2.1), on obtient
2(1=2) 2 panlp+E)(p+hk—1)2"2 4 (c— (a+b+1)z)

22020 O{k(p + k)Zp+k 1 a/bz O[kZ g 07
nous donnons

Srcok(p k) (p+k =1+ )zt =370 an(p + k) (p+ k)P

—(a+0) 322 anlp + k)P —ab 3 w2t = 0,

19



donc

S N p+k)p+k—140) =Y a2 (p+k+a)p+k+b) =0,
k=0 k=0

Zak (p+E)p+k—1+c)—ara(ptk—1+a)(p+k—1+0b)z""1=0,
k=0

Alors, le systéme d’équation suivant ce qui nous permet de déterminer I'exposant p et le
coeflicient ay

ar(p+k)p+k—14¢c)—aralp+k—1+a)(p+k—1+b)=0,
et aop(p—1+c¢)=0.

Les deux derniéres équations nous permet de déterminer le coefficient a; . En fixant
ap=1,onobtient p=0oup=1-—c.
Pour p = 0, nous sopposons que ¢ # 0,—1,—2,... On a
(k—1+a)(k—1+0)
= _ k>1.
A k(k—1+c) b F=
(k—1+a)k—24+a)--ra-(k—1+b)(k—24+0b)---b
= !
k-(k—1)-1-(k—14¢)k—2+¢)---c 0
_ (@) ()
(C)kk" ’

Donc la premiére solution particuliére de (2.1) est définée par

yi(z) = Fla,b;c;2) = ) (a)k(z)!kz’“, 2| < 1.

= (O

k> 1.

Et pour le cas p =1 — ¢ telle que ¢ # 2,3,4, ..., nous donne

(k—c+a)(k—c+Db)

_ L k>
% kk+1—c) b =
(1—c+a)(l —c+b)
_ k> 0.
e K2 — o) ’ =

On voit que la deuxiéme solution particuliére de (2.1) est donnée par

(I—c+a)(l—c+b)y 4
Z’
2—0) k!

1CF( —ct+a,l—c+b2—c2), |z] <l |argz|<m,

Mg

2| < 1.

Lorsque ¢ n’est pas un entier, les deux solutions sont linéarement indépendants, donc la
solution générale de (2.1) prend la forme suivante

y(z) = AF(a,b;¢;2) + Bz °F(1 —c+a,1 —c+b;2 —¢; 2),

Pour |z| < 1, |arg z| < 7, et A, B sont des constantes arbitraires
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Remarque 2.1 1. Rappelons que la fonction T est défini pour z € C,Re(a) > 0, par :

I'(a) = / 191 exp(—t)dt.
0
Elle vérifie ausst la relation :

Vz,Re(a) >0, T'(a+1)=al(a).
Vk € N*, (k)= (k—1).

2 La fonction Beta B est défini pour Re(a), Re(b) > 0,

1
Bla,b) = / 111 — 1)t
0

Elle vérifie la relation :

['(a)T'(b)

B(a,b) = Tath)

Définition 2.2 Le symbole de Pochammer définit aussi par :

I'(a+k)

(Oé)kzw, aGC,kEN

La fonction hypergeométrique vérifie aussi I’expression intégrale suivante :

Théoréme 2.1 La représentation intégrale de fonction hypergéométrique définie pour |z| <
1 et 0 < Re(b) < Re(c) par

['(c)

Fla.biei2) = mmi—p /0 (1 — 1) (1 — t) .

Preuve. Pour £ € N
(D) T+E)(c) [(c) b+ k)(c—0)

(c)y  T(c+KE)T(®) T (c—0) L(c+k)
D’apré la remarque (2.1) on a

(b +k)(c—1) _ ' b+k—1 c—b—1
et B _/0 (R — ),

pour |z| < 1,
F(a,b;c;2) = F(b)ll:((z)— b ; (?!k /0 o=l — )btk gy
I'(c bt c——1oo a)g(zt)"
:F(b)F(c)— b)/o (1 — ) Z( >k§ a,
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En utilisons la formule du bindéme

(—a)(—a—1)...(—a —k+1)(=1)*(y)*

1=y =) o
k=0 )
(a)a+1)..(a+ k-1 k
_;( Yoot D)o+~ 1))
= O bty

il
o

Donc, en utilisant cette identité pour y = zt et on obtient la représentation integrale du
F(a,b;c;2). m

Théoréme 2.2 Si Re(c —b—a) >0 et ¢ > 0, alors

L(e)T(c—a—10)

Fla.biel) = 5= o=

Preuve. D’aprés la théoréme précedent on a :

c) 1b—1_cb1 a
—() )/t(l t) (1—1¢)dt

(

(

(c) b 1 c—a—b-1
O )/t(l 9 it

(

(

(

;1

F(a,b;c;1) =

’1
Q

—
)

'1'1

c) TB)(c—a—-b)
T(b)[(c—b) ['(c—a)
L)' (c—a—10)

F(c —b)l(c—a)

2.1.2 Fraction continue de Gauss

Lemme 2.1 La fonction hypergéométrique (2.2) verifie la relation contigu suivant :

1.
a(c —b)
cle+1)

F(a,b+1;¢+1;2) — F(a,b;c;2) = zF(a+1,b+ 1;¢+ 2; 2),

b(c —a)
cle+1)

Fla+1,b;c+ 1;2) — F(a,b;¢;2) = zF(a+1,b+ 1;¢c+ 2; 2),
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Preuve. on démontré une seule relation car elle est symétrique, on a

a(c —b)

F(a,b+1;¢4+1;2) —

clc+1)
_(@)a(0+ 1)y alc—b)(a+1)n1(b+1)n1
(c+1)pn!  cle+1) (¢+2)p—1(n—1)!
(a+1)p_1(b+1)y_q [a(b+n) alc—0b)n
(c+2),_1n! c+1  cle+1)
(a+1)p_1(b+1),_1 ab(c+ n)

(c+2),_1n! clc+1)

2F(a+1,b+1;¢4+2; 2)

Théoréme 2.3 A la fonction hypergéométrique de Gauss on associe la fraction continue de
Gauss

G(z) =G(a,b,c;2) = Fla,b+ 1;¢+ 1;2)/F(a, b; ¢; 2)
1 gzl go2|

a coéfficients

(a+n—1)(c=b+n—-1)
(c+2n—2)(c+2n—1)"
(b+n)(c—a+n)

(c+2n—1)(c+2n)’

9on—1 =

2n = pour n > 1.

Preuve. On a tout d’abord la relation suivant

F(a,b+1;c+1;2) 1 (2.3)

F(a,b;c;2) 1_a(c—b)zF(a+1,b+1;c—|—2;z)
clc+1) F(a,b+1;c+1;2)
Et poura=a,=b+1ety=c+1, ona
Fla+1,b+1c+2;2)  Fla+1,68;7+1;2) (2.4)

F(a,b+1;c+1;2)  F(a,B;7;2)

1
Bly—a) Fla+1,5+1;7+22)’
Y(v+1) Fla+1,87+1;2)

1
(b+1)(c—|—1—a)ZF(a+1,b+2;c+3;z)
(c+1)(c+2) "Fla+1,b+1;c+2;2)

1—
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En remplace (2.4) dans (2.3) et on obtient
Fla,b+1c+1;2) 1

= 2.
F(a,b;c;2) a(c_b>z ) (2.5)
1 cle+1)
_(b+1)(c—|—1—a)ZF(a+1,b+2;c—|—3;z)
(c+1)(c+2) Fla+1,b+1;¢+2;2)
Etpoura=a+1,=b+1ety=c+2, ona
Fla+1,b+2c+3;2) Fla,f+1;7+152) (2.6)
Fla+1,b+1;¢+2;2) F(a, B;7;2) ’
1
T aG=B) Flatiptint2a)
Yy +1) 7 Fla, B+ 1Ly+1;2)
1
- L _(atDe+1-b) Flat2bt2ctdz)
(c+2)(c+3) Fla+1,b+2;c+3;2)
En remplace (2.6) dans (2.5), on obtient
F(a,b+1;¢+ 1;2) 1
pu— 2-
F(a,b;c;2) a(c_b)z , (2.7
1 c(e+1)
(b+1)(c+1—a)
1 (c+1)(c+2)
_(a+1)(c+1—b)zF(a+2,b+2;c+4;z)
(c+2)(c+3) Fla+1,b+2;¢+3;2)
Ainsi de suite on continue par le méme changement, et on obtient
F(a,b+1;c+1;2) 1
pr— 2.
F(a,b;c;2) a(c—b)z (2:8)
] clc+1)

b+ 1)(c—a+1)
(c+1)(c+2)
(a+1)(c—=b+1)
(c+2)(c+3)
(b+2)(c—a+2)
(c+3)(c+4)

1—

1—

2.1.3 Dérivées de la fonction hypergéométrique

Proposition 2.1 La dérivé de fonction du type hypergéométrique dit que est une fonction
de type hypergéométrique.
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Preuve. On montre ¢a par récourence, la premiere dérivé

d —  (a)i(b — (@rs1 (D) Jk
—F(a,b;c; z) = —_—
dz ( ) kX_; (k—1)! kX_; EN¢) gt

ab (a+1)k(b+1)k ab

- = ’“:—F Lb+ 1+ 1;
¢ 2 (et 1), z (a+1,b+1c+1;2)

La deuxiéme dérivé

d—2Fabcz f: f:a +2( k+22k
dz? —

=0 (C)r+2
a( 1)b’b + 1)
cle+1)

Fla+2,b42;¢c+2;2)
Dans le cas général (la dérivée quelconque), on a

dr (@)m(0)m . :
?F(abcz) On F(la4+m,b+m;c+m;z).

Proposition 2.2 [9] Les fonctions hypergéométrique sont solution des équations différen-
tielles hypergéométrique.

Preuve. Pour l'operateur 6 = z(d%) nous posons y = F'(a, b; ¢; z). On obtient

k
= k() 2 (k= D)
N @O _ N~ (@ RO @0 i
B ,; kl(c)r v ; KO
=2(0+a)(0 +b)
Donc
(0(0 +c—1) — 2(0 + a)(0 + b))y = 0. (2.9)

En utilisant les propriétés suivantes

d ! 1"
Oy = zay = 2y et 0(0—1y= 2y

L’équation ( 2.9) est mettre la forme suivant

2(1=2)y +(c—(a+b+1)2)y —aby =0,
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Exemple 2.1 Plusieur fonctions de ’analyse mathématiques sont des cas particuliers de la
fonction hypergéométrique. Voici quelques représentations en terme des fonctions hypergéo-
métrique

oo k (e 0] o0
_ k+1% (1)x(1
ln(l—l—z)—Z(—l) =7 ZZ @) k' (—2)
k=1 k=0 k=0
=2zF(1,1;2; —2),
o) k o0
_ )k K
NI Yt S
k=0 k=0
=—2F(1,1;2; 2), pour |z| <1
1 1 3
In( +Z)=22F —1:=:2%) .
1—2z 2 2

On peut voir le meme maniére que

1 3
=z2F (2,15 =27
arctanz = z (2, Y z)
3
2

arcsin z = z F (

2.1.4 Fonction hypergoémétrique généralisée

Les fonctions hypergéométriques de Gauss sont des cas particuliers d’'une famille plus
vaste, formée des fonctions hypergéométriques généralisées

Définition 2.3 Une fonction hypergéométrique généralisée est définie par la série

" (aLag, ...,ap;z) _ 2”: (al)k(aQ)k:::(ap)kz

bi,ba, ..., by;
1, Y2, » Vg k=0

dans laquelle aucun paramétre du dénominateur b; n’est nul on un entier négatif. [9] Le test
de convergence des séries montre que

1. St p < q, la série converge pour toute valeur de z.
2. Sip=q+1, la série converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1,
3. Sip>q+1, la série diverge pour toute z # 0.

4. Sip=q+1, la série converge absolument dans le cercle |z| =1 si

§:b-—§: >0

i=1

Exemple 2.2 Soit la fonction sinus

k 2k:+1

sin( ;; 2k+1"
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Sachant que (2k + 1)! = (2)o, = 2% (2),k!, [9, P. 22], alors

sont algébriques. La fonction de Bessel, est définit par

[e.e]

Jo(z) = Z(—l)’“% =0 Fi (_’ . _%2> '

k=0

2.2 (Géneralité sur orthogonalité

Le domaine des polynomes orthogonaux a été développé durant le 19éme siécle par
Stieltjes, comme outil de la théorie analytique des fractions continues.

2.2.1 Fonctionnelle moment et orthogonalité

Nous désignerons par P ’espace vectoriel des polynémes & une variable complexe et par
P, Vespace des polynomes de degré n. Notons par P’ le dual algébrique de P , ou (.,.) est
le crochet de dualité entre P et P’.

Définition 2.4 Soit {L,},>oune suite de nombres complezes et L une forme linéaire &
valeurs complexes définie sur l’espaces des polynéomes par :

(L,z™):=L(z"):=L,, n>0
L(am (z) 4+ Bmra(x)) = al(m(x)) + BL(T(x)),

pour tous nombres complexes a et 5 et tout polynomes m;(x) (i = 1,2). On appele L fonc-
tionnelle moment (FM) sur P et le nombre L,, est dit moment d’ordre n de L.
1l résulte immédiatement que, si

n

m(x) = Z cpa®

k=0

alors
n n

(L,m(x)) = chﬁ(xk) = Z ek Ly

k=0 k=0
Définition 2.5 Soit £ une fonctionnelle moment. On dit que la suite de polynomes { P,(x) }n>0
est une suite de polynéomes orthogonaux par rapport a L, que l'on abrége par SPO si

1. P,(x) est un polynéme de dégre n.
3. (L, Py(x)Pr(z)) #0, n=m, n > 0.
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Définition 2.6 Une suite de polynome {P,(x)},>0 est dite libre si deg P, = n, pour tout
n > 0.

Remarque 2.2 — En génerale, on peut représenter le fonctionnelle moment L sous
forme d’intégrale ou d’une somme par

b
(L, Py(x)Py(x)) = / P,(x) P, (x)w(x)dx = apdpm, a, # 0.

O 6y est le symble de Kronecker qui défini par

B 0 sin=m
IR n#m

577/]71

Pour w(x) une fonction intégrable sur l'intervalle |a, b, qui appelée fonction de poids

— Lorsque le cofficient de x™ est 1 on dit que la suit, est la suite de polynomes normalisée
sera abrégé par SPON.

— Lorsqu’en plus nous avons (L, P,(x)?) = 1 pour tout n, nous disons que la SPO est
orthonormale.

— Dans C,l’orthgonalité est définie sur le contour C' par

(L, P.(2)Pn(2)) :LPn(z)Pm(z)dz.

Exemple 2.3 Les polynomes P,(z) = \/ﬁﬁ, n > 0 sont orthogonaux sur le cercle |z| = r.

Puisque

n —m

Z
¥4

l2|=r V2mr2ntl \/Qmyp2m+1

1 2m

:%0

z

/ Py (2)Pa(Z)dz —
|z|=r
040 = 5,

Définition 2.7 Une suite de polynome { P, (x)}n>0 est dite faiblement orthogonale (en abré-
viation SPOF), s’il existe une fonctionnelle moment L non identiquement nul telle que

(L, P,(z)P,(x)) =0, pour n # m.

Proposition 2.3 [2] Soient {P,(z)},>0 une suite de polynomes et L une F'M, alors on a
les équivalences suivantes

Corollaire 2.1 (a) {P,(z)}n>0 est une SPO par rapport o L.

(b) pour tout polynome w de degré m, (L, m(x)P,(x)) = Cpdnm, Cm # 0.

(c) (L,2™P,(x)) = Anbpm, A #00 < m <n.

Théoréme 2.4 Soit {P,(x)}n>oune SPO par rapport o L, alors pour tout polynéme (x)
de dégré n, on a :

n

m(z) = cPi(x), avec (2.10)

k=0
_Lr@Pi) i
Cp = <,C,[Pk(.%’)]2> kI—O,l,...,
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Preuve. Si 7(z) est un polynome de dégré n, alors m(x) = >, ¢ Py(z),
On multiplions les deux cotés par P,,(z), et en appliquant £, nous obtenons

(L, m(x chL‘Pk P.(z)), k<m<n.
= Cm <£, [P (2)]2) .

et puisque (L, [P,(7)]?) # 0 la relation (2.10) est vérifier. m

2.2.2 Existence des SPO

Afin de discuter de théoréme d’existence pour S PO, nous introduisons le déterminant de
Hankel d’ordre n, A,

Lo L4 - L,

Ly Ly - Lo
Ap =det(Li)j—0 = | . : . ol

L, £n+1 oo Loy

Définition 2.8 Une FM L dont la suite des moments notée {L,}n>0 est dit admissible,
quasi-définie ou bien régquliére, si elle vérifie le critére de Humburger i.e.

An = det(ﬁiﬂ)zj:o 7é 0, n > 0.

Théoréme 2.5 Soit une FM L dont la suite des moments est notée {L,}, condition néces-
saire et suffisante pour ’existence d’un SPO pour L est

A, %0, n=012...

Preuve. Nous ecrivons P,(z) = >}'_; c,,x”, et on remarquons que les conditions d’ortho-
gonalités

(L, 2™ Py chk.cm = Eknlum, ko #£0, m<n (2.11)

sont équivalentes au systeme

;CO ;Cl cee Ln Cno 0
Ly Ly - Lpn Cni1 0
Ln £n+1 e £2n Cnn kn

Maintenant, si SPO existe pour L, donc elle est déterminée uniquement par le constantes
k. dons (2.11), lorsque (2.11) admet une solution unique ssi A,, #0, (n > 0). =

Définition 2.9 Une fonctionnelle moment L est dite définie positive si Lrm(x)] > 0 pour
tout polynomes non identiquement nul tel que w(z) > 0 pour tout x.

29



2.2.3 La forme de récurence fondamentale

La plus importante caractérisation des polynémes orthogonaux est que chaque trois po-
lyndmes consécutifs sont liés par la relation de récurrence suivante.

Théoréme 2.6 [2]Soit {P,(z)}n>0la SPON par rapport a une FM réguliére L. Alors la
suite { P, (x) }n>ovérifie la récurrence d’ordre 2 suivante

Poii(z) = (2 — ) Pu(z) = \Po-a(x), n>0 (2.12)
P_l(ZL') = 07 P()(.I') = 1, )
Ou \gest une constante arbitraire et A, # 0, Vn > 1.
Si on écrit P,(z) = 2" + 0,2" ' + R(x), alors
anen_en—&—h n >0
avec (2.13)
0y =0,
De plus,
(L, P?) (L,2P?)
Ap= onl > e, =2l >, 2.14
(cpey "= T ey " @14)
<£,Pg> = )\0)\1...)\7“ VTLZ 0
avec
Xo=Ly=(L1),

st de plus, L est définie positive, alors les ¢, sont réels et les A\, > 0, Vn > 1.

Théoréme 2.7 [2](Théoréme de Favard) Soient {c,}n>0 €t {\,}n>0 2 suites de nombres
complezes et { P, (z)}n>0 une suite définie par la récurrence

Poii(x) = (x — ) Pu(z) = \pPy1(x), n>0
{ P—T(w) =0, P(z)=1, (2.15)

alors, fonctionnelle moment L unique telle que (L, 1) = Lo = Ao et
(L,P,P,)=0, si m#n2>0.

De plus, L est réguliere si et seulement si A, # 0,n > 0, et L est définie positive si et
seulement si c,, sont réels et les A, > 0,n > 0.

Preuve. Définissons la forme linéaire £ inductivement par
(L, 1) =Ly=Xo et (L, P,(x))=0, n>1. (2.16)

C’est-a-dire, on définit £, par la condition (L, Pi(x)) = L1 — coLo = 0, Lo par (L, Pa(x)) =
Lo — (co+ 1)Ly + (A2 — coc1) Ly = 0, ete. Ecrivons (2.15) sous la forme

2P, (x) = Pyi1(x) + cnPo(x) + M\ Poo1(z), n>1, (2.17)

on utilisons (2.16) on obtient



Multiplions les deux cotés de (2.17) par x et utilisons le dernier résultat on voit que
(L,2°P,(z)) =0, n>3.
Continuons de la méme maniére, on en déduit

<£,:UkPn(:v)> =0, 0<Ek<n.
<£,kan(:1c)> =\ <£,x”’1Pn,1(x)> ., n>1.

Il résulte que pour m # n, on a (L, P,,,(z)P,(x)) = 0. Et
(L,P2(z)) = (L,3"Py(x)) = XoA1- A\, 1> 0.

Ainsi, £ est réguliére si et seulement si A, #0 pourn > 1. m

2.2.4 Identité de Christoffel-Darboux

Théoréme 2.8 [2] Soit {P,(x)}:2, une SPON wvérifie la relation de récurrence d’ordre deuz
(2.15), alors

= (L, P*(z AoAp - -
> (2 e Z Moy -y A ER)

) : 00 Po) Pus ()
T —y

En particulier, si en faisant tendre y — x,on obtient la relation confluente

(L, Pi(x)
(£, P(x))

PI?(QU) = P7;+1($)Pn(x) - P;L(CL')Pm—l(x)
k=0
Pn Pn+1

=P P = Wronskien de (P,, Pyi1).

Si de plus L est définie positive, alors la relation confluente nous donne l'inégalité suivante

P, (x)Py(z) — P,(2)Poy1(x) >0, Yn >0 et Vo € R.

2.2.5 Zéros des polynéomes orthogonaux

Lorsque la fonctionnelle moment est définie positive, les zéros de la suite des polynémes
correspondante, présentent une certaine régularité dans leurs comportement.

Théoréme 2.9 [2] Soit {P,(z)},>0 une suite de polynomes orthogonauzx par rapport & une
fonctionnelle moment définie positive. Si le support de L est un intervalle I, alors

1) chaque polynéme P, posséde n zéros {x, i }y_, réels (n > 1), simples et distincts a l'in-
térieur de I, qu’on supposera ordonnés d’une maniére croissante i.e.

Tpl < Tpa < - < Tpn-
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2) (Séparation des zéros) Les zéros de P,(x) et P,_1(x) sont alternés, i.e. entre deuz
zéros de P, () il y a un zéro de P,_1(z), n > 2.

Corollaire 2.2 Si {P,(x)},>0 une SPON par rapport a une FM définie positive L , alors
pour tout k > 1, la suite des zéros {x,, 1 }°°, est décroissante, cependant la suite {Tp n—r+1}5
est croissante. En particulier, les limites

&= limz,; et nj=lim 2y, 4, ¢,j>1

n—oo n—oo

existent dans [—00, +00].

Définition 2.10 L’intervalle fermé [&1,m] = [limy, oo Tp 1, iMy oo Tnn] est appelé le vrais
intervalle d’orthogonalité de la SPO ou de la forme L (que le noter par VIO). Alors, on
peut dire que le vrai intervalle d’orthogonalité est le plus petit intervalle fermé contenant tous
les zéros de P,(x).
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Chapitre 3

Développement en fraction continue
des fonctions usuelles

3.1 Les polynémes orthogonaux dans les fractions conti-
nues

Les recurrences (1.4) (de Wallis) nous conduit directement & la correspondance entre les
fractions continues et les polynémes orthogonaux.
Considérans la fraction continue
a | |

bo 4+ — 4oy ol
0+\b1+ +|bn,

avec
bp=0, ay =M #0, apy1=-A\1 #0, by=2—c,, Vn>1,

On obtient, ainsi la fraction continue

A1| _ A2| _ A3| .. (3.1)

lt—c1 |x—co |x—0c3

Dont le niéme dénominateurs partiels, noté B, = P,(z), satisfait la récurrence d’ordre
deux suivante

P.(x) = (x —cy)Puq(x) = A\pPya(x), n>1,
{P_l(l‘) = 0, Po(flf) = 1,
Pi(z) =z — co,

En on déduit d’aprés le théoréme de Favard, que les dénominateurs de la fraction conti-
nue (3.1) forme une SPON par rapport & une forme linéaire L.

Définition 3.1 La fraction continue (3.1) est appelée fraction continue de Jacobi ou tout
simplement J-Fraction.
Notons en plus, que le numérateur de (3.1) A, = A, (x) satisfait la récurrence suivante

Ap(z) = (x — cp)An_1(x) = MAn_o(x), n>2,
Afl(,f) = 1, Ao(l’) = 0, A1<ZE> = )\1.
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Il est facile de vérifier que Al_lAn(:U) est un polyndme normalisée de degré n — 1 qui est
indépendant de \;. Posons alors

PW(x) = \[* A (z), n>-—1.

Dans ce cas, {P,&”(a;)} est un polynome normalisée de degré n indépendant de \; et
vérifié la récurrence d’ordre suivante

PO (z) = (& — carr) PV (2) = Mg POy (), m>1

PY@) =0, PW(z)=1. (3.2)

Définition 3.2 les polynomes Pél)(:v) sont appelés le numérateur normalisée correspondant
au P,(z). Ils sont appelés aussi les polynomes associés ou polyndmes du premier espéce.

Corollaire 3.1 [2, p. 86] Les zéros des polyndomes associés notés {JJSL} satisfont

1
Tnt1ke < 3623C < Tpgrp+1, 1<k <n. (3.3)

Introduisons par la suite une importante formule concernant la décomposition en fraction
partielle des convergents de la J-fraction continue (3.1) dans les cas définie positive, c’est-a-
dire dans le cas ot L admet une représentation intégrale.

Théoréme 3.1 [2, p. 88] Lorsque les ¢, sont réels et les N\, >0, n>1, on a

MPVI() N A /+°° dw, (t)
P,(2) e Z— T

zZ—XT
1 nk

ol A, sont les coefficients dans la formule de quadrateure de Gauss correspondants aux
POINLS Tpj.

Remarque 3.1 Lorsque L est définie positive dont le vrais intervalle d’orthogonalité est
borné, on peut écrire

P,(2) z—t
De plus, il existe une sous suite wy,, qui converge vers une représentation w de L. On
conclut alors que

MAM(z) /m duw,(t)
3

1

(1) 1
AP, 74 (2) /77 dw_(t), pour z & [§1,m].
3

lim S
Koo P (2) Z—t

1

Ceci montre que si [£1,m] est borné, alors il existe une sous suite du convergent de la
J-fraction (3.1) qui converge vers

ri = [C 20 pour ¢ un

ol w est l'unique représentation de L.
Maintenant, lorsque F(z) est bien définie, on peut calculer la distribution w & partir de
F(2) en utilisant la formule d’inversion de Stieltjes suivante
1 t
w(t) —w(s) = —— lim Im{F(x + iy) }dx.

T y—0t Jg
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3.2 Exemples

3.2.1 Les polyndmes de Legendre

Dans I'exemple 2. 1, a I'aide du développement en fraction continue de la fonction hy-
pergéométrique (2.8)
on note F(a,0;c;z) = 1 et par chengement ¢ par ¢ — 1, on peut écrire

1 1
ln( +Z> = 22F(—,1;§'22)

1—2z 27772
B 2z
B 12.22
1 - 222 2
z
3 3222
o - 422
9_
Soit en remplagant z par 1/z
142 2
In =
1—=z 1
z— 2 5
3 3
27 3
5 4
377 1
7 5
47709
_Z_
5)

valable & I'intérieur de U'intervalle [—1,1]. En effet, on a

(1 + z) /1 du
In = :
1—=z 12U
Ceci est une J-fraction dont le dénominateur sont les polynémes de legendre qui sont
orthogonaux dans l'intervalle [—1, 1] . Ils sont normalisés tels que

2p—1 p—1
Lp,1 - TLP,Q.

L(]:l, lez, Lp:

3.2.2 Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel J,,,(x), appelées aussi fonctions cylindriques, vérifient la récurrence
d’ordre deux suivante

o1 (z) = 2mdy,(z) + 2y (x) = 0.
Alors,
Im—1() _ 2_m _ Imi1(x)
() x Jm()
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le. Jnlz) .
Im—1(z) B 2_m _ Im+1(z)

x I ()
Ainsi,
z K
Im () _ 2m _ 2m
Jm_l(flf) . iJerl(iU) ZE2
2m Jy(x) - 2m(2m + 2)

1—"-.
x z? z? z?

T oOm—2m+2—2m+4—  2m+2n’

3.2.3 Fonctions usuelles

Exemple 3.1 Toujours dans l’exemple 2. 1, en utilisant la fraction continue (2.8), on ob-
tient .
In(1+2) = E
-z
1+ 5
1.2
2+ 57
3+

2z
22. »
32. 2

4+
5+

6+

et
arctan z = :
(12)?

b 27
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Exemple 3.2 D’aprés (2.8), on obtient

113
. zF (—,—;—,22)
arcsin z 222
NG
1=22 p _1,1;1;22
2°2°2
B z
N - 1.222
1.222
3= 2
5 3.4z
. 3.42°2
9 5.622
- 2
11— 5.6z
13 —

et

1-k 2—k 3
(1+2)"—(1—2)" :kzF(T’T’§’Z)
+ 1-k -k 1

F(——f TR 2
(5557
B kz
B (k? —1)22
1
+3+ Ty
5+(/£2—9)z2
T+

Exemple 3.3 On retrouve ainsi les fractions continues de Lambert pour les fonctions tan-
gente hyperbolique et tangente , donc daprér la relation (2.8)

sinhz  20F1(; %; i)

F ;§7z_
tanh z = = 2 :flo 1 2 4;)
cosh 2 0F1(§§§Z) 2§0F1(;§,z)
22 22 22
1 1 B S
PN R R IRS
I D A
1B 7
et on a ) , ,
tanZ:—z'tanh(iz):i'—z_’_z_|_z_‘_.,.
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3.2.4 Une élégante fraction continue

Le nombre 7 est développer en fraction continue par beaucoup d’auteurs. En 1999, le
nombre 7 a subit le développement suivant [5]

12
32
52
72
92
112
132

— 34+

m
4

6+
6+

6 +

6+
6+
6+

6+
Lord William Broncker (1620-1684), a prouvé que

7 1 1] 9 25| 49|

—=arctan(l) = —+—4+ =+ —+ —+ - 3.4

1 arctan(1) |1+|2+|2+|2+|2+ (3.4)
La méthode utilisé par Broncker n’est pas connue. En peut conclure a partir de la relation

(3.4), que
SN B O 5 O O
T 12 2 2 |2

Remarque
Remarquons que tout nombre réel, peut s’écrire sous forme d’une fraction continue as-
cendante. Par exemple

54 -
10

1+ 10

10
= 3,1415926... = 3
s , + 10

1+
4+

Sont les fractions continues introduit par les Egyptiens qui ne sont pas facile & manipuler.
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