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Résumé

Dans ce travail, dé¢ rentes solutions approchées pour les problèmes multiobjective stochas-

tiques où les les vartiables aléatoires peuvent être dans les paramètres de la fonction objective et

les contraintes. Une fois qu�un problème exige une formulation stochastique, une première étape

consiste en transformant le problème en sa formulation déterministe. Nous proposons de classi�er

et évaluer de telles transformations quant aux nombreux concepts proposés de l�e¢ cacité.

Abstrat

In this work various solutions approaches for multiobjective stochastic problems where random

variables can be in both objectives and constraints parameters. Once a problem requires a

stochastic formulation, a �rst step consists in transforming the problem into its deterministic

formulation. We pro-pose to classify and evaluate such transformations with regards to the

many proposed concepts of e¢ ciency. we addresses also some applications of the multiobjective

stochastic programming models.
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Introduction générale

Dans la plupart des problèmes réel, il ne s�agit pas d�optimiser seulement un critère mais

plutôt d�optimiser simultanément plusieurs critères et qui sont également con�icutuels. L�optimisation

multiobjectif consiste donc à optimiser simultanément plusieurs fonctions. La notion de solu-

tion optimale unique dans l�optimisation uni-objectif disparait pour les problèmes d�optimisation

multi-objectif.

La programmation probabiliste ou stochastique modélés les problèmes d�optimisation qui im-

pliquent l�incertitude. Généralement les modèles de la programmation stochastiques sont traités

par une technique de programmation à deux étapes (méthode de recours) ou la technique de con-

trainte par chance (CCP) qui impliquent la conversion des modèles de programmation stochas-

tique dans leur modèles de programmation déterministes équivalents, où les contraintes contenant

des vriables alétoires

Dans la résolution du programme multi-objective stochastique, on peut voir le comportement

du Pareto réglé du problème multi-objective déterministe obtenu pour les di¤érentes valeurs

de l�état de la nature de !, générallement ce genre de problème distributionnel n�est pas bon

adressé dans la littérature [Stancu-Minasian 1984]., et d�un point de vue de décision, le décideur

est rarement intéressé a savoir comment l�ensemble de Pareto change selon le paramètre aléatoire

!. Nous nous interessons à l�étude des solutions e¢ caces pour les programmes multi-objective

stochastiques.

Dans le prmier chapitre: nous donnons un rappel sur quelques notions de base, on parle sur

les éléments de la théorie des probabilités comme la tribu Boriliènne, l�espérance mathématique,

variance et covariance.
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Dans la deuxième chapitre, nou nous intéressons à l�étude du problèmes d�optimisation mul-

tiobjectif, on parle sur la relation de dominance et l�optimalité de Pareto locale et globale.

Dans la troisième chapitre:on parle sur la programmation stochastique et en général sur la

programmation multiobjective stochastique.

Dans la quaterième chapitre, nous nous concentrons sur les solutions e¢ caces pour des prob-

lèmes aux variables aléatoires continus in�uençant seulement les fonctions objectives.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Tribu

Dé�nition 1.1.1 Soient E un ensemble quelconque et T une partie de p(E) telle que p(E) est

l�ensemble de toutes les parties de E, on dit que T est une tribu si:

1. E 2 T:

2. 8A 2 T ) Ac 2 T

3. 8 fAigi2N � T ) [i2NAi 2 T:

Exemple 1.1.2 Soit l�ensemble E = f�; �; 
g

� T1 = fE; �g est une tribu

� T2 = ff�; �g; f
gg n�est pas une tribu puisque E =2 T2:

9
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Dé�nition 1.1.3 Soit E est un ensemble et T est une tribu sur E on appele les éléments de T

ensemble mesurable

T1 = fE; �g est une tribu alors :

-� est mesurable.

-E est mesurable.

1.2 Topologie

Dé�nition 1.2.1 Soit E un ensemble et p(E) l�ensemble des partie de E:

Une topologie � sur E est une famille � � p(E) de partie de E véri�ant les trois conditions

suivantes:

1) � et E sont des éléments de � :

2) Tout reunion d�éléments de � est un élément de � :

3) Tout intersection �nie d�éléments de � est un élément de � :

Dé�nition 1.2.2 Les éléments de � sont appelés les ouverts de la topologie, le couple (E; �) est

appelé un espace topologique.

1.3 Espace probabilisable

Dé�nition 1.3.1 Soient E un ensemble et T une tribu, le couple (E; T ) est un espace mesurable

ou en langage de probabilité (espace probabilisable) les partie de E qui sont dans T sont dits

mesurable(probabilisable).
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1.4 Espace probabilisé

1.4.1 Mesure

Dé�nition 1.4.1 Soit (E; T ) un espace mesurable, on appelle mesure sur (E; T ) une application

� : T !
�
R+telle que:

1. �(�) = 0:

2. � est �_additive, c�est à dire:

8(An)n2N est une famille de T deux à deux disjoints (An \ Am = �; n 6= m) on a:

�([n2NAn) =
P

n2N �(An):

Dé�nition 1.4.2 Soient E un ensemble et T une tribu sur E et � une mesure, on appelle le

triplet (E; T; �) espace mesuré. Soit un espace probabilisable (E; T ); une probabilité p est une

application de E ! [0; 1] telle que:

� p(E) = 1:

� p(A [B) = p(A) [ p(B) si A \B = �:

� p([i2N�Ai) =
P

i2N� p(Ai) ou les Ai sont deux à deux disjoints et I est un ensemble dénom-

brable (E; T; p) est appellé espace probabilisé.

1.5 Tribu de Borel( tribu Borélienne)

Dé�nition 1.5.1 Soit E un ensemble muni d�une topologie. On appeles tribu Borélienne la tribu

engendrée par des ouverts et notée par B(E): Dans le cas où E = R on note par B(R): ou bien

BR:et donc la tribu Borélienne est engendrée par des intervalles ]a; b[ ; a; b 2 R:
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1.6 Application mesurable

Dé�nition 1.6.1 Soient (E; T1) et (F; T2) deux espaces mesurables et f : (E; T1) ! (F; T2)

une application. On dit que l�application f est mesurable si l�image inverse de tout ensemble

mesurable est mesurable.c-à-d: 8� 2 T2 ) f�1(�) 2 T1:

1.7 variable aléatoire réelle

Dé�nition 1.7.1 Soit (E; T; p) un espace de probabilité. Soit X une application de E dans R:

On dit que X est une variable aléatoire dé�nie sur (E; T; p) lorsque pour tout borélien B de R,

X�1(B) = fw : X(w) 2 Bg 2 T:

Remarque 1.7.2 X est une variable aléatoire discrete si l�image de E par X est un ensemble

�ni ou dénombrale.

On peut associer à chaque évènement B une probabilité par l�intermédiare de X telle que

P (X�1(B)) = PX(B)

Remarque 1.7.3 On appelle loi de probabilité ou distribution de probabilité de la variable aléa-

toire X la probabilité PX dé�nie sur (R; BR)

Pratiquement, on peut dé�nie une variable aléatoire par l�application suivante

X : E ! R

! ! X(!)

On a deux cas pour X :
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1. X est une variable aléatoire continue, X prend n�importe quelle valeur sur des intervalles

de R:

2. X est une variable aléatoire discrète, X prend un nombre dénombrable ou �ni des valeurs .

1.7.1 Fonction de répartition (distribution)

Dé�nition 1.7.4 Soit X une variable aléatoire sur (E; T; p) on appelle fonction de répartition(ou

distribution) de v.a X la fonction dé�nie par:

FX : E ! [0; 1]

x ! FX(x) = p(X � x)

telle que FX est une fonction croissante, continue à droite et limx!+1 FX(x) = 1; limx!�1 FX(x) =

0:

1.7.2 Fonction de densité (densité de probabilité)

Dé�nition 1.7.5 Soit X une variable aléatoire sur (E; T; p) on appelle fonction de densité(ou

densité de probabilité) de v.a X la fonction dé�nie par:

fX : R! R

x ! fX(x) = p(X = x)

telle que fX(x) � 0 8x 2 R, l�ensemble {x; fX(x) > 0} est �ni ou dénombrale et
X
x2R

fX(x) =

1:
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1.7.3 Espérance mathématique

Dé�nition 1.7.6 Pour d�écrire une variable aléatoire on a une information en plus c�est la

valeur centrale de tout les valeurs possibles ou le bary centre de toutes les valeurs possibles.

Dé�nition 1.7.7 Soit X une variable aléatoire de densité fX ; l�espérance mathématique de X

est donnée par: E(X) =
Z
E

xfX(x)dx:

Propriétés 1 Soient X et Y deux variable aléatoires dé�nies sur E admettant une espérance

mathématique, alors:

� E(X + Y ) = E(X) + E(Y )

� E(aX + b) = aE(X) + b

� E(a) = a ;8a 2 R

� Si X � 0) E(X) � 0

1.7.4 Variance

Dé�nition 1.7.8 Soit X une variable aléatoire, on appelle variance de v.a X le nombre réel:

V ar(X) = E(X � E(X))2 = E(X2)� (E(X))2:

Propriétés 2 Soient X et Y deux variable aléatoires dé�nies sur E admettant une espérance

mathématique, alors:

� V (aX) = a2V (X) ;8a 2 R

� V (X + c) = V (X) ;8c 2 R
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� V (X + Y ) = V (X) + V (Y )

� V (c) = 0 ;8c 2 R

� V (X) = 0, X = E(X)

1.7.5 Ecart-type

Dé�nition 1.7.9 Soit X une variable aléatoire et sa variance existe, on appelle écart-type de

v.a X le nombre réel: �(X) =
p
V (X)

1.7.6 Covariance

Dé�nition 1.7.10 On appelle covariance de deux variables aléatoires, le nombre réel: Cov(X; Y ) =

E(XY )� E(X)E(Y )

Propriétés 3 Soient X et Y deux variable aléatoires dé�nies sur E admettant une espérance

mathématique, alors:

� Cov(aX + bY ) = a2V (X) + 2abCov(X; Y ) + b2V (Y )

� Cov(X; Y ) = 0 si X et Y sont indépendantes.

1.7.7 Variable aléatoire normale centré réduite

Remarque 1.7.11 Si m = 0 et � = 1 alors la variable aléatoire X est dite v.a normale centré

réduite et sa fonction de densité devient : �(x) = 1p
2�
e
�(x)2
2
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Dé�nition 1.7.12 X  N(0; 1) est une variable aléatoire normale centré réduite sa fonction de

distribution est dé�nie par �(x) =

xZ
�1

1p
2�
e
�(x)2
2 dx

Remarque 1.7.13 Soit X une variable aléatoire réel, si X suit une loi normale, i.e. X  

N(m;�2)) la varaible aléatoire X� = X�m
�2
 N(0; 1)

Fractiles d�une varaible aléatoire normale centrée réduite

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e. X  N(0; 1):On cherche en

fonction d�une valeur � donnée, à déterminer le nombre u�, appelé fractile, tel que

P (!=X(!) � u�) = 1� �:

1.8 Matrice de covariance

Soit X une variable aléatoire à valeur dans Rd; on note X = (X1; :::; Xd)
t: Les variable aléatoire

rééelles X1; :::; Xd sont appelées les composante de X et leurs lois sont sont des lois marginales

de la loi de X: On dé�nit classiquement son espérance (moyenne)

mx = E[X] =

0BBBBBB@
E[X1]

...

E[Xd]

1CCCCCCA et V ar(X) = E[(X � E[X])t(X � E[X])] = (Cov(Xi; Xj))1�i;j�d:

La matrice de covariance est donnée par:0BBBBBBBBBB@

V ar(X1) Cov(X1;X2) : : : Cov(X1; Xd)

Cov(X2; X1) V ar(X2) : : : Cov(X2; Xd)

...
...

...

Cov(Xd; X1) Cov(Xd; X2) V ar(Xd)

1CCCCCCCCCCA
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1.9 Minimum globale

Dé�nition 1.9.1 Un point x� est un minimum globale d�une fonction f si on a :f(x�) < f(x)

quel que soit x; tel que x� 6= x:
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Chapitre 2

Programmation multiobjectifs

2.1 Introduction

Les problèmes d�optimisation multiobjectif consistent à trouver des solutions qui optimisent

plusieurs objectifs qui peuvent être contradictoires (par exemple la qualité et le coût de fabrica-

tion).

2.2 Dé�nitions

2.2.1 Formulation

Un problème multiobjectif peut être dé�nit comme suit :

19
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8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

max(c1(x); :::; ck(x)) k � 2

avec F = (c1 : S ! R; :::; ck : S ! R)
nX
j=1

aijxj � bi; i = 1; :::;m

xj � 0; j = 1; :::; n

où, xj sont des nombres réels positifs. On pose D = fxj=
nX
j=1

aijxj � bi; i = 1; :::;m=xj �

0; j = 1; :::; ng; k est le nombre de fonctions à optimiser, x = (x1; x2; :::; xn) est le vecteur des

variable de décisions, C(x) = (c1(x); c2(x); :::; ck(x)) est le vecteur des critères à optimiser.

L�image d�une solution x dans l�espace des critères est le point y = (y1; y2; :::; ym) avec yi =

ci(x); i = 1; ::;m; et Y = F (S) représente les points réalisables dans l�espace des objectifs. On

impose sur cet ensemble une relation d�ordre partiel appelée relation de dominance.

2.2.2 Notion de dominance

Dé�nition 2.2.1 Une solution y = (y1; y2; ::; ym) domine faiblement une solution z = (z1; z2; :::; zm)

ssi 8i 2 f1; :::;mg ci(y) � ci(z): Si la solution y domine faiblement la solution z nous allons noter

y � z:[17]

Dé�nition 2.2.2 Une solution y = (y1; y2; ::; ym) domine une solution z = (z1; z2; :::; zm) ssi

8i 2 f1; :::;mg ci(y) � ci(z) et 9j 2 f1; :::;mg tq cj(y) < cj(z) Si la solution y domine la solution

z nous allons noter y � z:[17]

Remarque 2.2.3 Notons que pour tout paire de solutions y et z un et un seul des cas suivants

peut se présenter:
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�y domine z:

�y est dominé par z:

�y et z sont équivalentes au sens de la dominance .

Les solution équivalentes au sens de dominance sont appelées dans ce qui suit, solutions équiv-

alentes au sens de Pareto ou solutions pareto équivalentes ou, encore, solutions non-dominées.

Propriétés de la relation de dominance:

La relation de dominance telle qu�elle est dé�nie ci-dessous ;

- n�est pas ré�exive, car une solution ne se domine pas elle même.

- n�est pas symétrique, car on n�a jamais y � z et z � y:

- est transitive car, si y � z et z � w alors y � w:

2.2.3 Optimalité de Pareto

Soit P l�ensemble de solution candidates d�un problème d�optimisation multiobjectif. L�ensemble

P
0 � P , composé de tous les éléments de P qui ne sont dominés par aucun élément de P est dit

sous-ensemble non dominé de l�ensemble P .

-Optimalité locale au sens de Pareto: Une solution y est optimale localement au sens de

Pareto s�il existe un réel � > 0 tel qu�il n�y pas une solution z dominant y et véri�ant jjz�yjj � �:

-Optimalité globale au sens de Preto: Une solution y est optimale globalement au sens

de Pareto, ou optimale au sens de Pareto, ou encore Pareto-optimle s�il n�existe aucun point

de l�espace faisable S qui la domine. L�ensemble des solutions de Pareto optimale est appelé

l�ensemble de Pareto ou également l�ensemble de s compromis optimaux. L�image de l�ensemble

de Pareto dans l�espace de critères est appelé la surface de Pareto (ou le front de Pareto pour le
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cas bi-objectif) ou encore la surface de compromis optimaux.

Fig 1-Représentation des solutions supportées et non supportées,point idéal et point de Nadir

2.2.4 Point idéal et point Nadir

On appelle point idéal le vecteur y� = (y�1; y
�
2; :::; y

�
m) est obtenu en optimisant séparément chaque

fonction objectif ci;c�est-à-dire y�i = c�i (x); x 2 S (voir �gure 1). Généralement ce vecteur

n�appartient pas a l�espace objectif réalisable mais il est dans certains cas utile en tant que

référence, par exemple, pour normaliser les vecteurs des objectifs.

A la di¤érence du vecteur idéal qui représente les bornes inférieures de chaque objectif dans

l�espace faisable, le vecteur de Nadir correspond à leur bornes supérieures sur la surface de Pareto,

et non pas dans tout l�espace faisable (voir la �gure 1).

2.2.5 Convexité

Dé�nition 2.2.4 [9] Un ensemble Y est convexe si, pour n�importe quels deux points distincts

de cet ensemble, le segment qui relie ces deux points est contenu dans l�ensemble Y. C�est-à-dire:
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8x; y 2 Y; 8�1; �2 2 R+; f�1 + �2 = 1g ) �1x+ �2y 2 Y:

2.3 Les méthodes de résolution des problèmes multiob-

jectifs

Les méthodes d�optimisation multicritères s�intéressent aux problèmes essayant d�optimiser si-

multanément plusieurs objectifs. Elles peuvent être classées selon le schéma suivant : [11],[19]

Fig 2- Classi�cation des méthodes d�optimisation multiobjectif

On peut être rangées ses méthodes en trois familles:

� Les méthodes à préférence à priori:

L�utilisateur dé�nit le compromois qu�il désire réaliser avant de lancer la méthode d�optimisation.

On retrouve dans cette famille, toutes les méthodes agrégatives.
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� Les méthodes à préférence progressives:

L�utilisateur a¢ ne son choix de compromis au fur et à mesure du déroulement de l�optimisation.

On retrouve dans cette famille, toutes les méthodes interactives.

� Les méthodes à préférence à posteriori:

L�utilisateur choisit une solution de compromis parmi les solution de la surface de compromis.

1). LES METHODES EXACTES :

Ces méthodes permettent d�obtenir l�optimum global de manière exacte pour certains types

de problèmes. Elles sont e¢ caces seulement lorsque le PMO à résoudre est bi-objectif et l�espace

de recherche est de petite taille.[11]

2). Méthodes approchées :

A).Heuristiques :

a. Heuristiques spéci�ques:

Elles sont dédiées à la résolution d�un PMO spéci�que et ne fonctionnent que sur ce type de

problèmes.

b. Métaheuristiques:

Elles sont fondées sur une idée générale. Et peuvent s�adapter à n�importe quel type de

problème et donner de bons résultat. On trouve dans cette famille les algorithmes génétiques, la

recherche tabou,....

Les métaheuristiques résolvant les PMO peuvent être classées en trois approches :

b.1 Transformation des PMO en uni-objectif :

b.1.1 Méthodes d�agrégation (agrégation pondérée) :

Les méthodes agrégatives fusionnent les di¤érentes fonctions objectives pour se ramener à
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un problème d�optimisation mono-objectif [10]. Parmi ces méthodes on trouve la méthode de

pondération des fonctions objectif [2], qui est la plus simple des méthodes d�optimisation multi-

objectif. La transformation que l�on e¤ectue est la suivante :

8>><>>:
minC(x)

avec x 2 S
)

8>>>><>>>>:
min

kX
i=1

�iCi(x)

avec x 2 S; �i � 0 et
kX
i=1

�i = 1

Où C = (C1; :::; Ck) est vecteur de k objective, S est le domaine réalisable et �i sont les

coe¢ cients de pondération.

b.1.2 Méthode "�contrainte :

Ce n�est pas une méthode d�agrégation des fonctions objectives. Elles est aussi dite méthode

de compromis [8]. Elle transforme un PMO en un problème d�optimisation mono-objectif de la

façon suivante :

- Choisir un objectif à optimiser prioritairement.

- Choisir un vecteur de contraintes initiales.

- transformer le problème en gardant l�objectif prioritaire et en transformant les autres ob-

jectifs en contraintes d�inégalités comme suit :

Par exemple on choisir le premier objectif.

8>><>>:
minC(x)

avec x 2 S
)

8>>>>>><>>>>>>:
minC1(x)

avec C2(x) � "2; :::; Ck(x) � "k

x 2 S

Remarque 2.3.1 Cette méthode présente plusieurs inconvénients à savoir puisque les contraintes

rajoutées compliquent la résolution du problème.
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b.1.3 Programmation par but :

On dé�nit un ensemble de buts qu�on espère atteindre pour chaque fonction objectif. L�algorithme

tente de minimiser l�écart entre la solution courante et ses buts.8>><>>:
min k C � C kp

avec x 2 S

Où C = (C1; C2; :::; Ck) est le vecteur des fonctions objectifs. et C = Ci(x
�), i = 1; :::; k est

la valeur optimale de la fonction objectif Ci:

Par ailleurs, nous avons k C�C kp=
kX
i=1

(j Ci�Ci jp)
1
p ; Ci�Ci = e+i �e�i tels que : si e+i > 0

alors e�i = 0 et la réciproquement si e
�
i > 0 alors e

+
i = 0:

On donne un rappel sur :

-La somme pondérée est donner par : S1(C; �) =
kX
i=1

�iCi

-La distance pondérée de Tchebychev : S2(C; �; C) = maxf�i j Ci � Ci j =1 � i � kg:

-La distance pondérée augmentée de Tchebychev : S2(C; �; C) = maxf�i j Ci�Ci j =1 � i �

kg+ �(
kX
i=1

j Ci � Ci j):

b.2 Approches Pareto :

ces méthodes utilisent directement la notion de dominance au sens de Pareto dans la selection

des solutions générées. Cette idée a été initialement introduite par Goldberg [18].

b.3. Approches non Pareto :

Ces méthodes optimisent séparément les objectifs, elles sont sensibles au paysage du front de

Pareto (convexité, continuité,..). Elles sont e¢ caces et faciles à implémenter seulement pour les

PMO avec un nombre réduit d�objectifs. Parmi ces approches on a :

-L�algorithme génétique (Vecteur Evaluated Genetic algorithm).



Chapitre 3

Programmation multiobjective

stochastique

3.1 Programmation linéiare stochastique

Dé�nition 3.1.1 Un programme linéaire stochastique est un programme linéaire en présence de

variable(s) aléatoire(s) dé�nie sur un espace de probabilité (
; F; P ) de distribution connue en.

On considère le programme linéaire stochastique suivant:8>>>>>>><>>>>>>>:

max c(!)x
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!)

i = 1; :::;m ; j = 1; :::; n ;xj � 0

(S)

avec c(!) est un vecteur aléatoire de dimension n telle que c(!) = (c1(!); c2(!); :::::; cn(!));où

aij; bj et ci(!) sont des varaibles aléatoires de distribution connue sur l�espace de probabilité(
; F; P )

pour {i = 1; :::;m ; j = 1; :::; n }, et les xj sont des nombres réels positifs.

27



28

�Méthode passive

le décideur peut attendre la réalisation des variables aléatoires et résoudre le programme

déterministe résultant. Dans ce cas, on s�intéresse généralement à la distribution de probabilité

de la valeur optimale ou à son espérence mathématique ou sa variance. D�aprés la philosophie

de cette méthode, cette dernière concerne plus les problèmes prévisionels.

3.1.1 Programme équivalent

On considère le programme linéaire stochastique sous la forme suivante:

8>><>>:
max c(!)x

x 2 D = fx=Ax � b; x � 0g
(S1)

Où c est un vecteur aléatoire et A = (aij) et b = (bi) sont déterministes.

Pour établir la fonction objectif du problème (S1) nous avons plusieurs méthode. Parmi elles,

on considère les méthodes suivantes:

E- modèle (espérance-modèle)

cette méthode est la plus utilisée, elle consiste à remplacer la variable aléatoire de l�objectif par

son espérance mathématique pour obtenir le programme linéaire déterministe suivant:

8>><>>:
maxE(c(!))x

x 2 D = fx=Ax � b; x � 0g
(S1)1
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V-modèle (variance-modèle)

La minimisation de la variance appelée V_modèle, dans le cas où c est un vecteur aléatoire son

espérance mathématique c, de matrice de covariance V: la variance de c(!) est xtV x et donc cette

méthode donne le programme déterministe suivant:

8>><>>:
maxxtV x

x 2 D = fx=Ax � b; x � 0g
(S1)2

P-modèle (méthode à risque minimum)

La maximisation de la probabilité que la valeur de l�objectif est au moins égale à un certain

niveau u qui est choisi par le décideur alors la méthode à risque minimum donnée le programme

déterministe suivant:

8>><>>:
maxfPu(c(!)x) = P (!=c(!)x � ug

x 2 D = fx=Ax � b; x � 0g
(S1)3

Dans le cas gaussien, la solution de ce problème est donnée par le programme fractionnel

suivant:

8>><>>:
max cx�u

xtV x

x 2 D = fx=Ax � b; x � 0g
(S1)

0

3

Où c est l�espérance mathématique de c(!), V sa matrice de covariance et xtV x la variance

de c(!)x:
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Méthode de Katoaka

C�est la maximisation de ��fractile de la fonction de distribution de l�objectif telle que � est

choisi par le décideur. Alors on a le programme suivant:

8>>>>>><>>>>>>:
maxu

P (!=c(!)x � u) = �

x 2 D = fx=Ax � b; x � 0g

(S1)4

Dans le cas gaussien:

P (!=c(!)x > u) = �, P (!=c(!)x � u) = 1� �

et P (!=c(!)x � u) = P (!= c(!)x�cxp
xtV x

� u�cxp
xtV x

) = �( u�cxp
xtV x

)

Où � est la fonction de répartition de la varaible aléatoire normale centrée réduite. Donc

P (!=c(!)x � u) = �, �( u�cxp
xtV x

) = 1� �, u = cx� ��1(�):
p
xtV x

Par conséquent, résoudre le problème (S1)4 dans le cas gaussien, revient à résoudre le problème

suivant:

8>><>>:
max cx� ��1(�):

p
xtV x

x 2 D = fx=Ax � b; x � 0g
(S1)

0

4

Telle que cx� ��1(�):
p
xtV x est concave si ��1(�) � 0 , � � 1

2
: Donc on peut dire, si on

revient au problème (S1)4, si P (!=c(!)x � u) = � telle que � � 1
2
; avoir le maximum de gain

avec une probabilité supèrieur au égal à 1
2
:

Remarque 3.1.2 si � = 1 on revient au E-modèle.
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3.1.2 Contraintes du programme équivalent

La méthode qui est utilisée pour la résolution d�un programme linéaire stochastique consiste

à remplacer chacune des variable aléatoires des contraintes par leur espérances mathématiques

respectives et résoudre le problème déterministe résultant. L�exemple suivant montrer le manque

de réalisme d�une telle méthode.

Exemple 3.1.3 On considère le programme stochastique suivant:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min x1 + x2

a(!)x1 + x2 � 7

b(!)x1 + x2 � 4

x1; x2 � 0

(S2)

Où le couple de variables aléatoires (a(!); b(!)) est uniformément distribué sur le rectangle

f(i; j)=1 � i � 4; 1
3
� j � 1g

En remplaçer a(!) et b(!) par leur espérances mathématiques respectives E(a) et E(b) avec

E(a) = 4+1
2
= 5

2
et E(b) = 1+ 1

3

2
= 2

3
; donc on obtient le programme déterministe suivant:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min x1 + x2

5
2
x1 + x2 � 7

2
3
x1 + x2 � 4

x1; x2 � 0

(S2d)

Donc unique solution optimale est :fx�1 = 18
11
; x�2 =

32
11
g;on cherche la probabilité pour que la

solution optimale soit réalisable

P (a(!)x�1 + x�2 � 7; b(!)x�1 + x�2 � 4g = Pfa(!) � 5
2
; b(!) � 2

3
g
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= P (a(!) � 5
2
) � P (b(!) � 2

3
) = (1� Fa(

5
2
)) � (1� Fb(

3
2
)) = 1

4
:

Où Fa et Fb sont les fonctions de répartitions des variables aléatoires respectives a(!) et b(!):

La probabilité pour que cette solution soit réalisable est donc faible, ce qui montre le manque

de réalisme d�une telle méthode.

Résolution du programme linéaire stochastique :

Pour la résolution du programme linéaire stochastique, il existe deux méthodes importantes:

.Méthode avec recours: Cette méthode consiste à transformer le programme (S1) en un

programme déterministe équivalent en introuduisant des fonctions de pénalité pour la violation

des contraintes stochastiques et ajouter l�espérance de leurs coûts à la fonction économique

d�origine.

.Programmation contrainte par chance (Chance constrained programming): Cette

méthode consiste à transformer les contraintes stochastiques du programme (S1) en des con-

traintes déterministes équivalentes en considérant la probabilité de leurs réalisations simultané-

ment ou séparément, au moins égale à un/des seuil(s) choisi(s) par le décideur. "Chance con-

strained programming" accepte la violation des contraintes jusqu�à un certain seuil choisi par le

décideur, par contre la " méthode avec recours" ne le parmi pas, par conséquent des fonctions de

pénalité peuvent fournir un moyen pour ajouter un coût de violations à la fonction économique

comme suit:

.Programmation linéaire stochastique avec recours: La formulation de ce problème ap-

pelée " programme à deux étapes" ou "méthode avec recours". [4]
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Soit y une décision corrective ou appelé (recours), prise pour compencer q(!) un vecteur de

pénalisation de recours, q(!)y est la pénalité introduite pour compenser ces violations.

�
minE(c(!)x+min(qt(!)y=W (!)y = b(!)� A(!); x � 0; y � 0=y)

	
::::(Pd)

Q(x; !) = minfqt(!)y=W (!)y = b(!)� A(!)x; x � 0; y � 0=yg

correspond au problème recours, où dans la deuxième niveau, on pose k = (x 2 Rn=Q(x; !) <

+1 avec une probabilité égale à 1)

Soit P! une distribution de probabilité, on pose:

c = E(c(!) =

Z



c(!)dP! et Q(x) =
Z



Q(x; !)dP! alors le programme prendre la forme

suivante:

8>><>>:
min cx+Q(x)

x 2 B = fx 2 Rn=xj � 0; j = 1; 2; :::; ng
: (Pd)

Dans le cas oû P! est une distribution de probabilité discrète et �nie telle que P!(!k) =

pk; k = 1; 2; ::::; r et
rX
k=1

pk = 1 on a Q(x) =
rX
i=1

piq(!i)y
i

Alors le programme s�écrirt sous la forme suivante:

8>>>>>>><>>>>>>>:

min cx+

rX
i=1

piq(!i)y
i

A(!i)x+W (!i)y
i = b(!i); i = 1; 2; :::; r

x 2 B; yi � 0

Simple recours Dans le cas où W (!) =W est �xe, c�est une matrice non stochastique qui

prendre la forme W (I;�I) ou I(m�m) est la matrice identité.
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Dé�nition 3.1.4 On appelle la matrice de simple recours la matrice W (I;�I) où I(m�m) est

la matrice identité. [3]

Les violations des contraintes originales qui apparaissent aprés le choix de la décision x 2 B

et la réalisation de A(!) et b(!) valent q(!): Il est préférable de représente la deuxième étape du

programme sous la forme suivante:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

Q(x; !) = minfq+(!)y+ + q�(!)y�g

y+ � y� = b(!)� A(!)x

y+ � 0; y� � 0

y+; y� 2 Rn

Autrement dit, pour q++ q� � 0; les variable de recours y+ et y�peuvent être choisie pour

mesurer(positivement) les dé�ciences absolues dans les contraintes stochastiques.

Théorème 3.1.5 Q(x; !) est �ni si et seulement si q+(!)+q�(!) � 0 avec une probabilité égale

à 1.

.Programmation contrainte par chance : Etant donné que cette méthode focaliser les

contraintes, nous consédirons alors un programme linéaire stochastique dont l�objectif est déter-

ministe comme suit: 8>>>>>>><>>>>>>>:

max cx
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!)

i = 1; :::;m ; j = 1; :::; n ;xj � 0

(S3)
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avec c = (c1;c2;:::::; cn) est un vecteur de dimension n où les ci sont des nombre réels et aij et

bi pour {1 � i � m; 1 � j � ng sont des variables aléatoires de distribution connue sur l�espace

de probabilité (
; F; P ) et xj pour tout j = 1; :::; n sont des nombres réels positifs.

Versions de programmation contrainte par chance : Il existe deux di¤érents versions

de cette méthode:

Première version Cette version consiste à remplacer l�ensemble des contraintes la proba-

bilité (joiante) de leur réalisations simultanées au moins égale un seuil choisi par le décideur.

Donc on a le programme déterministe suivant:

8>>>>>>><>>>>>>>:

max cx

Pf!=
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!); i = 1; :::;mg � �

xj � 0; j = 1; ::; n

:::::::::(S3)1

Deuxième version Cette version consiste à remplacer chaque contraintes par la probabilité

de la réalisation au moins égale à un seuil choisi par le décideur.

Donc on a le programme déterministe suivant:

8>>>>>>><>>>>>>>:

max cx

Pf!=
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!); i = 1; :::;mg � �i

xj � 0; j = 1; ::; n

(S3)2

la deuxième version est le plus avantageuse que la première puisque le décideur peut choisir

pour chaque contraintes Ai(!)x � bi(!) suivant les données du problème, le seuil �i tel que
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P (!=Ai(!)x � bi(!)) � �i:

Solutions admissibles pour les deux versions : Maintenent on donne l�ensemble des

solutions admissibles pour les deux versions précidents. Soient:

X(�) = fx � 0=P (!=
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!); i = 1; :::;m) � �g pour le problème déterministe(S3)1

Xi(�i) = fx � 0=P (!=
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!); i = 1; :::;m) � �ig pour le problème déterministe(S3)2

:

-On pose une question : les ensembles X(�) et Xi(�i) sont-ils convexes? car ce n�est pas

toujours le cas de convexité.

Remarque 3.1.6 Nous allons voir par suite que X(�)(resp.Xi(�i)) peut être convexe si les

variables aléatoires sont normales ou discrètes et sous certains conditions concernant les valeurs

de � (resp.�i) Seuls les cas où �(resp.�i) est égale à 0 ou 1 ou les cas où A (resp.Ai) est

déterministe et b(resp.bi) est aléatoires nous assure la convexité de X(�)(resp.Xi(�i)) quelque

soit la distribution de probabilité de variables aléatoires b(resp.bi):

Théorème 3.1.7 [5] Dans un programme, si les aij sont déterministes et les bi sont stochastiques

alors:

-Pour tout distribution de probabilité de b;X(�) est convexe.

-Pour tout distribution de probabilité de bi; Xi(�i) est convexe

Preuve. P (!=
nX
j=1

aijxj � bi(!)) � �i , 1� P (!=
nX
j=1

aijxj > bi(!)) � �i

, 1� Fbt(

nX
j=1

aijxj) � �i; i = 1; ::::;m
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, Fbt(

nX
j=1

aijxj) � 1� �i

,
nX
j=1

aijxj � F�1bt (1� �i):

Donc : X(�i) = fx � 0=
nX
j=1

aij(!)xj � F�1bt (1� �i)g; i = 1; ::::;m �

Théorème 3.1.8 [5] Soit (
; F; P ) un espace de probabilité et la distribution discrète et �nie

p(!k) = pk et
rX
k=1

pk = 1; k = 1; :::; r: Alors:l�ensemble X(�)(resp.Xi(�i)) est convexe, pour

� > 1�mink2(1;2;:::;r) pk: (resp.�i > 1�mink2(1;2;:::;r) pk:):

Théorème 3.1.9 [5] Soit (
; F; P ) un espace de probabilité, aij(!) les composantes de la matrice

A(m� n) et les bi les composantes du vecteur b(m� 1)

Si ai1; ai2; ::::; ain; bi sont (n + 1) variables aléatoires normales d�espérances mathématiques

�i1; �i2; :::; �in; �i et de variances �
2
i1; �

2
i2; :::; �

2
in; �

2
i respectivement, alors:

-L�ensemble X(�) est convexe, pour � > 1
2
:

-L�ensemble Xi(�i) est convexe, pour �i > 1
2
:

Preuve. On montre que Xi(�i) est convexe.

On pose:

yi(x; !) =

nX
j=1

aij(!)xj � bi(!); i = 1; ::;m est une combinaison linéaire de (n + 1) variables

aléatoires normales. Donc yi(x; !) est une variable aléatoire normale de moyenne E(yi(x; !)) =
nX
j=1

�ijxj��j et de variance V (yi(x; !)) = ztSiz où z = (x1; x2; ::; xn;�1)t et si Si((n+1)�(n+1)

est la matrice de covariance suivante:
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Si =

0BBBBBBBBBBBBBB@

V (ai1) Cov(ai1; ai2) : : : Cov(ai1; ain) Cov(ai1; bi)

Cov(ai2; ai1) V (ai2) Cov(ai2; ai3) � � �Cov(ai2; bi)
...

...
...

...

Cov(ain; ai1) Cov(ain; ai2) : : : V (ain) Cov(ain; bi)

Cov(bi; ai1) Cov(bi; ai2) : : : Cov(bi; ain) V (bi)

1CCCCCCCCCCCCCCA
Où V et Cov représentent respectivement variance et covariance

Posons :myi(x) = E(yi(x; !)); �
2
yi(x) = V (yi(x; !)) et �yi =

p
V (yi(x; !)):

Nous avons: P (!=
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!)) = P (!=
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!) � 0)

= P (!=
yi(x;!)�myi(x)

�yi(x)
� �myi(x)

�yi
):

Donc: P (!=
nX
j=1

aij(!)xj � bi(!)) � �i , P (!=
yi(x;!)�myi(x)

�yi(x)
� �myi(x)

�yi
) � �i:

yi(x;!)�myi(x)

�yi(x)
est une variable aléatoire normale centrée réduite et soit  sa fonction de distribu-

tion qui est strictement croissante et bijective de l�ensemble des nombres réels R dans ]0; 1[ :Donc,

P (!=
yi(x;!)�myi(x)

�yi(x)
� �myi(x)

�yi
) =  (

�myi(x)

�yi(x)
) � �i , �myi(x)

�yi(x)
�  �1(�i) ,  �1(�i)�yi(x) +

myi(x) � 0:

Xi(�i) = fx= �1(�i)�yi(x) +myi(x) � 0g: La matrice Si est dé�nie positive donc �2yi(x) =

V (yi(x; !)) et �yi(x) =
p
V (yi(x; !)) sont convexes en x et myi(x) = E(yi(x; !)) est linéaire

a¢ ne en x.Alors Xi(�i) est convexe si  
�1(�i) � 0;i.e, �i � 1

2
car

 �1(�i) � 0,  (0) = 1
2
: �
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3.2 Programmation multiobjective stochastique

Dé�nition 3.2.1 (La forme générale de PMS) [6] Dans beaucoup de cas réel, les besoins d�un

décideur (DM) d�optimiser des objectifs aléatoires contradictoires. le problème obtenu s�appelle

un programme multiobjective stochastique (PMS) dans lequel les objectifs et/ou les contraintes

contiennent des paramètres aléatoires la formulation générale de (PMS) peut être enoncé comme

suit: 8>>>>>><>>>>>>:
max c(!; x) = (c1(!; x); c2(!; x); :::; cm(!; x))

x 2 X(!) = fgj(!; x) � bj(!); j = 1; :::; k

x 2 D;! 2 


9>>>>>>=>>>>>>;
(1)

Où

D est un ensemble déterministe de corps convexe, X(!) ensemble faisable aléatoire, gi sont

des contraintes aléatoires, bj sont des paramètres aléatoires,c1(!; x); c2(!; x); :::; cm(!; x) sont des

objectifs aléatoires, (
; F; P ) est un espace de probabilité, x = (x1; x2; :::; xn) est un vecteur de

dimension n.

3.2.1 Programmation linéaire multiobjective stochastique

Formulation de problème

Une programmation linéaire multiobjective stochastique (PLMS) est un problème du type:

8>>>>>><>>>>>>:
min(c1(!)x; ::::; ck(!)x)

D(!) = fx 2 Rn;A(!)x � b(!);x � 0g

x 2 D(!)
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où (c1(!); ::::; ck(!)) est un vecteur aléatoire de dimension n dé�nie sur l�espace de probabilité

(
; F; P ); A(!) et b(!) sont (m � n)(resp(m � 1)) des matrices aléatoires de�nies sur le même

espace de probabilité.

Transformation de PMS

Le problème multiobjective stochastique n�est pas dé�nie mathématiquement puisque la résolu-

tion d�un tel problème implique deux genres de transformations notamment la transformation

multiobjective et la transformation stochastique et n�oublier pas la transformation de l�ensemble

faisable.

Transformation de l�ensemble faisable On transforment généralement D(!) à un ensemble

déterministe, on parle selon les règles utilisé dans la programmation stochastique.

Quelque contre-parties déterministes généralement utilisé de D(!) sont énumérés ci-dessous:

�D0
= fx 2 Rn;E(A(!))x � E(b(!));x � 0g, où E représente la valeur d�espérance mathé-

matique.

�D00
= fx 2 Rn;P (A(!)x � b(!)) � �;x � 0g, où � est un niveau de probabilité prédé�nie

par le décideur.

�D000
= f�1; :::; �mg =

m\
i=1

Di(�i), où pour chacun a �xé i = f1; 2; :::;mg

Di(�i) = fx 2 Rn;P (A(!)x � b(!)) � �i;x � 0g, ici les �i sont les niveau de probabilité

�xé a-priori par le décideur et Ai(!),bi(!) soyez respectivement la i�eme rangée de Ai(!) et la i�eme

composant de b(!):

�Div = fx 2 Rn : Q(!; x) � +1; avec probabilité égale à 1g
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où

Q(!; x) =

8>>>>>><>>>>>>:
inf q(!)y

y 2 � si � 6= �

+1 si � = �

où q(!) est un coût de pénalité, W (!) est la matrice de recours, � = fy 2 Rn : W (!)y =

b(!)� A(!)x; y � 0g

Remarque 3.2.2 La plupart des transformations stochastiques de contrainte rapportent la non-

convexité sur les ensembles faisables déterministes résultants. Ceci exclut l�application des algo-

rithmes convexes puissants existants d�optimisations.

Proposition 3.2.3 [1] D"(0); D"(1); Di(0); Di(1) pour i = 1; 2; :::;m et Div sont des ensembles

convexes.

Proposition 3.2.4 [1] On considère le problème (PLMS) précédent et on suppose que A(!) est

une matrice �xe avec le rang maximal puis, Di(�i) = fx 2 Rn;Fi(Aix) � �i; i = 1; :::;mg sont

convexes pour chaque distribution de probabilité Fi de bi(!):

Preuve. On trouve la démonstration de deux propositions dans [12]. �

Transformation multiobjective La transformation multiobjectif éliminé dans une première

étape l�aspect aléatoire du problème. le objective déterministe obtenu (PMD) est généralement

résolu par une méthode interactive comme en Luque et autres. C�est également le cas de la

méthode de PROTRADE proposés par Goicoechea où le (PMD) équivalent est obtenu en trans-

formant l�ensemble faisable stochastique à un ensemble faisable déterministe et en considérant
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les valeurs d�espérance des fonctions objectives. Dans la méthode STRANGE [6] proposée par

Tegham et Kunsch.

Les méthodes de transformations multiobjective:

a) Méthode de PROTRADE (Goicoechea) [6]

PROTRADE est inspiré de la méthode de STEM [18]. Goicoechea a proposé de résoudre le

problème multiobjective avec les caractéristiques suivantes:

-Les fonctions objectives sont linéaires.

-Les coe¢ cients des fonctions objectives sont normalement distribués.

-L�ensemble des cotraintes sont dé�ni par: D = fx : x 2 Rn : Aj(x) � 0; j = 1; :::; kg où les

fonctions Aj sont di¤érentiables et convexes.

La méthode suppose la connaissance complète de la structure de préférence de décideur et

emploie des taux de substitution entre les niveaux des objectifs et les probabilités d�atteindre ces

niveaux. PROTRADE prévoit pour fournir une solution de compromis fournie l�information

obtenue à partir du décideur en réduisant interactivement l�ensemble de solutions faisables.

Sachant quelques informations sur l�utilité de décideur. On peut estimer le !i de poids dans

l�objectif agregé
mX
i=1

!iE(ci(!; x)), soit x1 la solution qui maximise :

(
mX
i=1

!iE(ci(!; x));x 2 D
)

On de�nie le vecteur: v1 = E(ci(!; x
1); 1� �i) où P ((ci(!; x)) � E(ci(!; x

1)) � 1� �i

Soit v1 satisfait DM, puis x1 est la solution de compromis. Autrement, soit E(cu(!; x)) la

valeur insatisfait. Le DM doit choisir "u et �0u tels que:
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P (cu(!; x) � "u) � 1� �0u: L�inégalité précédente est considérée comme nouvelle contrainte,

le nouvel ensemble de solutions faisables est dé�ni comme suit:

D1 = fx : x 2 Rn; P (cu(!; x) � "u) � 1� �0ug , puis, la solution x2 est obtenu en résolvant le

programme suivant :

f
mX
i=1

!iE(ci(!; x));x 2 D1g

b) Méthode de Leclerq [6]

Leclerq à transformé le (PMS) en (PMD) en employant la programmation contrainte par

chance (chance constrained programming) et programmation à deux étages modèles (recours),

les contraintes aléatoires sont écrites comme maxP (Ax � b). Les objectifs aléatoires peuvent

être transformés sur un des formes suivantes:

(E) : maxE(cx) "moyen"

(v) : min v(cx) "variance"

(P ) : P (cx � s) "probabilité", tels que P (cx � s) � �; avec � donné.

(k) : max s "seuil"

c) Méthode de Sakawa [6]

Sakawa et autres ont proposé une approche de solution pour résoudre le (PMS) (1) en transfor-

mant les contraintes d�une manière contrainte par chance qui satis�e les niveaux le bj; j = 1; :::; k

avec substituer la minimisation des fonctions objectives dans (1) à la maximisation de la proba-

bilité que chaque fonction objective est supérieur ou égale à un certain niveau admissible c: Le

programme stochastique (1) est remplaceé par le programme multiobjectives déterministe suivant

:
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8>>>>>><>>>>>>:
max pi(x) = P (ci(!; x) � ci); i = 1; :::;m

P (AJx � bj(!)) � �j; j = 1; :::; k

x 2 D;x � 0

Transformation stochastiques

Introduction

L�approche stochastique, élimine d�abord l�aspect multiobjective du problème en agrégeant

le m objectifs et résoudre le problème stochastique d�objectif simple résultant. La plupart trans-

formations directe est l�approche pesée de somme, comme en Caballero, les objectifs aléatoires

du problème original sont transformés:
mX
i=1

�i(ci(!; x)) le problème obtenue est alors traité par

une approche de recours ou une approche contrainte par chance. la transformation précédente

est rarement employée dans la littérature car il est di¢ cile de juger la qualité des solutions

d�un point de vue de décision. La plupart des approches proposées restantes sont basées sur la

programmation par but (Goal programming). Où les modèles de programmation de compromis.

a)L�approche de programmation de but stochastique (Ballestero) [6]

Ballestro a formulé la transformation suivante au problème de programmation pesé stochas-

tique de but :

8>>><>>>:
min

qX
j=1

�jRAj(x)�
2
j

E(gi(!; x)) � bj; j = 1; :::; k

Où

�Les buts aléatoires sont notés de j = 1; :::; q et les buts non-aléatoires en tant que
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j = q + 1; :::; k:

��j est le poids de préférence pour la j�em�e variable de déviation.

�RAj(x) est le coe¢ cient d�ARA (aversion absolue de risque) pour le j�em�e buts.

��j est l�écart type du j�em�e but.

�aj est la j�em�e cible.

Remarque 3.2.5 Ballestero a employé, pour son problème, le (SGP) avec une fonction lexi-

cographique d�accomplissement[17], il a prouvé que l�approche proposé peut résoudre dé¢ rentes

applications pratiques de (PMS).

b)L�approche de programmation contraintes par chance stochastique de compro-

mis (Ben Abdelaziz): [6]

Ben Abdelaziz est proposé une technique de programmation contrainte par chance de com-

promis (CCCP) au (PMS). Il est transformé les contraintes linéaires par l�approche (CCP):
kX
j=1

eajkxk � ebj est remplacé par: P (elj � 0) � �j où elj = kX
j=1

eajkxk �ebj:
Les objectifs aléatoires sont également transformés en utilisant une approche stochastique de

compromis assument cela :

c�i = max!;x si(!)x et ehi(x) = c�i �
X
k

ecikxk:
Les m objectifs sont transformés comme :

8>><>>:
min

Xn

i=1
"i

P (ehi(x) � "i) � 1� �i

; o�u "i représentez les seuils

9>>=>>;
Dans le cas où des variables aléatoires sont normalement distribuées elj et ehi sont également
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normalement distribués, l�équivalent �nal (PMD) est alors exprimé comme suit:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

min

mX
i=1

("i + ��i ) +

qX
k=1

(��i )

E(ehi) + ��1(1� �i)�(ehi(x))� "i + ��i = 0;8i = 1; :::;m

E(elj) + ��1(1� �i)�(elj) + ��j = 0;8j = 1; :::; k

x 2 D

Où

�c�i est la valeur idéale du l�objectif i.

���i est la déviation négative entre la valeur idéale c�i et ci(!; x):

��i sont les valeurs seuils, des contraintes indiquées par le DM.

�� est l�écart type.

��(y) représente la fonction de distribution de probabilité de la distribution normale standard.



Chapitre 4

Solution e¢ caces pour les programmes

multiobjective stochastiques

Introduction :

La formulation des critères pour identi�er "de bonne" solution est un souci d�une large caté-

gorie de recherche puisque le problème (1) est dans beaucoup de cas multidimentionnel, il est

normale de voir "les solutions non-dominées" en tant que solutions potentiellement bonnes et

de chercher ainsi de contre-parties du concept du Pareto-e¢ cacité. Beaucoup de chercheurs ont

considère le problème (1) comme problème paramétrique. Ainsi que pour le cas X(!) = x: Bi-

tran(1980), par exemple, a considéré que les solutions e¢ caces sont les solutions Pareto-e¢ cace

pour tout les réalisations possibles de la matrice c, autre auteurs ont considéré les distribu-

tions de probabilité a�n de dé�nir les solutions e¢ caces, pour un problème avec des contraintes

déterministes. Loup(1985) a employé la distribution marginale des objectifs comme critère de

comparaison.

47



48

4.1 Formulation du problème et les concepts e¢ caces de

solution

Considérons le problème multiobjective stochastique suivant:

�
min
x2D

ez(x;ec) = (ez(x1;ec); ez2(x;ec); :::; ezq(x;ec))� (SMP)

Dans ce problème, les fonctions objectives du problème dépendent d�un vecteur des paramètres

aléatoires continus ec; dé�ni au-dessus d�un ensemble E � RS, Assumons une famille d�évenements
F . c-à-d, sous ensembles de E et la distribution P de prbabilité dé�nie sur F;de sorte que pour

tout sous-ensemble de E, A � E; A 2 F; la probabilité de A, p(A)est connu, l�hypothèse sur la

distribbution de probabilité P , est independante des variables de décisions du problème x1; :::; xn:

Nous supposons également que l�ensemble faisable du problème D � Rn est convexe et, d�ailleur

est déterministe ou a été transformé en son forme déterministe équivalent en utilisant la méthode

de contraintes par chance. Comme a été précédement précisé, obtenant les solutions e¢ caces pour

ce problème a été jusqu�ici considéré de deux approches: l�approche multiobjective et l�approche

stochastique.

4.1.1 Approche multiobjective

Dans cette approche, les objectifs stochastiques sont transformés en leur équivalents détermin-

istes selon les critères de la programmation stochastique, obtenant un problème multiobjective

déterministe equivalent ayant un ensemble de solutions e¢ caces qui sont considérées e¢ caces

pour le problème original. Nous pouvons dé�nir, de cette idée, le concept suivant de la solution
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e¢ cace pour le problème (SMP).

Dé�nition 4.1.1 [13] Solution e¢ cace de valeur d�espérance (White (1982))

Soit x 2 D; on dit que x est une solution e¢ cace de valeur d�espérance au prblème (SMP),

si c�est Pareto-e¢ cace au problème

�
min
x2D

(z1(x); z2(x); :::; zq(x))

�
(E)

Où zk(x) est la valeur d�espérance de la variable aléatoire ezk(x;ec); k 2 f1; :::qg c�est-à-dire,
donné le problème (SMP) et nous nous appliquons le critère de valeur d�espérance à chacune

des fonctions objectives stochastiques du problème et nous obtenons le problème multiobjective

déterministe équivalent (E). Par conséquence, avec ce critère chaque objectif stochastique est

substitué par la valeur d�espérance de chaque objectif stochastique.

Maintenant considérons l�application du critère de variance minimum pour transformer le

problème multiobjective stochastique en son problème déterministe équivalent.

Dans l�approche multiobjective, l�application de ce critère donne le concept suivant :

Dé�nition 4.1.2 [13] Solution e¢ cace de variance minimum(White(1982))

Soit x 2 D; on dit que x est une solution e¢ cace de variance minimum au prblème de pro-

grammtion multiobjective stochastique (SMP), si c�est une solution e¢ cace de Pareto au prob-

lème: �
min
x2D

(�21(x); �
2
2(x); :::; �

2
q(x))

�
(V)

Où �2k(x) est la variance de la k
�em�e fonction objective, k 2 f1; 2; :::; qg; soit E�2 être l�ensemble

de solution e¢ caces au problème (V).
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Dé�nition 4.1.3 [13] Solution e¢ cace de valeur d�espérance-écart type

Soit x 2 D; on dit que x est une solution e¢ cace de valeur d�espérance-écart type au problème

de programmation multiobjective stochastique (SMP), si c�est une solution e¢ cace de Pareto au

problème: �
min
x2D

(z1(x); z2(x); :::; zq(x); �1(x); �2(x); :::; �q(x))

�
(E�)

Ce qui inclut la valeur d�espérance -écart type des fonctions objectives stochastiques du prob-

lème. Soit EE� l�ensemble de solutions e¢ caces par mesure de tendance centrale et une mesure

de dispersion de chaque objectif stochastique sont enregistrés, ce critère de la solution des prob-

lèmes de la programmation stochastique à été en grande partie employé dans des modèles de

portefeuilles dans des sciences économiques de �nances a�n de résoudre des problèmes de pro-

grammation stochastiques correspondant aux modèles. Nous traiterons maintenant l�application

de la probabilité maximum, le risque minimum et les critères de Kataoka-aux problèmes de

programmation multiobjective stochastiques. Etant donné le problème (SMP), nous pouvons

appliquer le critère minimum de risque à chaque objective stochastique séparément. Dans ce cas-

ci le décideur(DM) doit �xé a-priori un niveau d�aspiration uk pour chaque fonction objective

stochastique et trouver le vecteur x, dans lequel la probabilité de la k�eme fonction objectif n�a pas

être plus grand que le niveau maximum d�aspiration �xé: P (ezk(x;ec) � uk): L�application séparé

de ce critère a chaque fonction objective stochastique dans le problème (SMP) nous mènent à la

dé�nition suivante de l�e¢ cacité:

Dé�nition 4.1.4 [13] Solution e¢ cace de risque minimum pour des niveau u1; ::::; uq

(Stancu-Minasian et Tigan(1984))
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Soit x 2 D; on dit que x est une solution vectoriel de risque minimum pour des niveaux

u1; ::::; uq, si c�est une solution e¢ cace de Pareto au problème:�
max
x2D

(P (ez1(x;ec) � u1; :::; P (ezq(x;ec) � uq))

�
(MR(u))

Où EMR(u) note l�ensemble de solutions e¢ caces au problème (MR(u))

Le deuxième critère de la probabilité maximum est le critère de Kataoka, dans ce cas on �xe

une probabilité �k pour la fonction objective stochastique ; et voir plus petit valeur uk où on

peut a¢ rmer qu�une probabilité �xé. L�application de cette critère à chaque fonction objective

stochastique du problème (SMP), donne le concept d�e¢ cacité suivant:

Dé�nition 4.1.5 [13] Solution e¢ cace avec les probabilités �1; :::; �q ou solution de ��

e¢ cace:

Soit x 2 D; x est une solution e¢ cace des probabilités �1; :::; �q, s� il existe u 2 Rq tel que

(xt; ut)t est une solution e¢ cace au problème:8>>>>>><>>>>>>:
minx;u(u1; :::; uq)

P (ezk(x;ec) � uk) � �k; k = 1; ::::; q

x 2 D

9>>>>>>=>>>>>>;
k(�)

L�ensemble de solutions e¢ caces avec les probabilités �1; :::; �q; pour le problème (SMP) est

noté par Ek(�) � Rn:

Théorème 4.1.6 (Caballero, Cerda, Muenoz et Ray(2000))
Supposons que la fonction de distribution de la variable aléatoire ezk(x;ec) est continu et stricte-

ment augmentant. Puis, x est une solution e¢ cace au problème (MR(u)), si et seulement si

(xt; ut)t est une solution e¢ cace au problème (K(�)) avec u et � tels que:
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fP (ezk(x;ec) � uk) = �k;8k 2 f1; ::::; qgg

Corollaire 4.1.7 (Caballero, Cerda, Muenoz et Ray(2000))

[
u2Rq

EMR(u) =
[
�2B

Ek(�)

avec B = f� 2 Rq=�k 2 (0; 1); k = 1; 2; ::::; qg

4.1.2 Approche stochastique

Considérons encore le problème (SMP). A�n d�obtenir les solutions e¢ caces à ce problème il est

également possible d�appliquer d�abord une des techniques pour obtenir les solutions e¢ caces

utilisées dans la programmation multiobjectives qui mène, en général à résoudre un problème de

programmation stochastique avec une fonction objective qui doit être résolue aprés, Parmi les

méthodes existantes dans la programmation multiobjective déterministe, un des plus importante

a�n d�obtenir les solutions e¢ caces est la méthode pesante. Dans cette méthode, un poids non-

négatif est assigné à chacune des fonctions objectives du problème, le but est de réduite au

minimum la somme des fonctions objectives du problème (SMP). soit � = (�1; :::; �k)
t le vecteur

de poids, �k 2 R+, le problème lié au problème (SMP) par la méthode pesante est le problème

de programmation stochastique suivant:(
min
x2D

ef(x;ec) = qX
k=1

�kez(x;ec)
)

(S)

A�n de le résoudre, nous pouvons appliquer un des critères existants dans la programmation

stochastique, par exemple, la valeur d�espérance, la variance minimum et le risque minimum, ou
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le critère de Kataoka. L�application de ces critères au problème (S) implique quatre problème

déterministe équivalents di¤érents dont les solutions optimales sont les solutions e¢ caces au

problème(SMP). Dans ce cas on pose la question suivante, est-ce-que une solution e¢ cace selon

une approche peut être e¢ cace selon d�autre approche?

Considérons le problème multiobjective déterministe suivant:

�
min
x2D

(z1(x); ::::; zq(x))

�
(P)

Le problème associe au problème (P) par la méthode pesante est :

(
min
x2D

qX
k=1

�kzk(x)

)
(P(�))

Où �=(�1; :::; �q)
t est la valeur de poids, �k 2 R+:

Le théorème suivant établit le rapport entre la solution du problème (P(�)) et les solutions

e¢ caces du problème (P).

Théorème 4.1.8 [13] (Sawaragi, Nakayama et Tanino(1985))

a) Supposons que les fonctions z1; ::::; zq sont convexes et D est un ensemble convexe, si x�est

une solution correctement e¢ cace pour le problème (P), existe là �1; :::; �q > 0; pour chaque

k 2 f1; :::; qg; tel que x� est la solution au problème (P(�)):

b) Si x� est une solution au problème (P(�)) avec � > 0; puis, x� est une solution correcte-

ment e¢ cace au problème (P).

c) Si x� est la solution unique au problème (P(�)) avec � � 0; puis, x� est une solution

e¢ cace au problème (P). Si ce n�est pas le seul, les solutions obtenues pour (P) sont faiblement
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e¢ caces.

Apartir de ce théorème, si la convexité de l�ensemble faisable et des fonctions objectives est

véri�ée, l�ensemble des solutions correctement e¢ caces au problème (P) peut être obtenu en

résolvant simplement le problème (P(�)) pour toutes les valeurs possibles du vecteur � avec les

composants strictement positifs, Sinon, quelques solutions e¢ caces au problème (P) ne pourrait

pas être obtenue par cette méthode. En autre, du point (c) de ce théorème, si nous prenons

des vecteur de poids avec quelques composants nuls-qui signi�e que la fonction objective lié à ce

composant ne sera pas pris en considération quand résolvant le problème (P(�)) nous pouvons

a¢ rmer que la solution obtenue est e¢ cace seulement si c�est la seule solution à (P(�)).

4.1.3 Approche stochastique et approche multiobjective

A�n de répondre au question indiquée au sujet des rapports entre les solutions d�un problème

multiobjective stochastique nous résolvons le problème pesé (S) au moyen des critères suiv-

ants: valeur d�espérance, variance minimum, risque minimum et Kataoka, dans chaque cas, nous

comparerons les solutions e¢ caces obtenues en utilisant l�approche stochastique à certains des

concepts de solutions e¢ caces dé�ni dans la section précédente correspondance à l�approche

multiobjective.

Critère de valeur d�espérance :

Soit le problème (S) et considérons le critère de valeur d�espérance a�n de résoudre. Alors nous

obtenons le problème déterministe équivalent suivant:
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(
min
x2D

f(x) =

qX
k=1

�kzk(x)

)
(SE)

Où f(x) noté la valeur d�espérance de la variable aléatoire ef(x) = qX
k=1

�kezk(x):
Ainsi, si nous appliquons le critère de valeur d�espérance au problème (S), le problème résul-

tant réduit au minimum une combinaison linéaire de la valeur d�espérance des fonctions objectives

stochastiques du problème original et les coe¢ cients d�une combinaison si linéaire ne sont pas

plus que les poids assignés aux objectifs stochastiques dans la première étape de la résolution

de problème. En d�autre terme, le problème obtenu est identique au problème multiobjective

stochastique original, transformant le problème en son problème déterministe équivalent en ap-

pliquent le critère de valeur d�espérance à chacune des fonctions objectives stochastiques de

(SMP) et alors appliquent la méthode pesante a�n d�obtenir les solutions e¢ caces de valeur

d�espérance.

Par conséquent, soit �k,k 2 f1; :::; qg, des poids non négatif, pour chaque vecteur, � 2 Rq; le

rapport entre le problème (E) et le problème (SE) est identique que le rapport entre n�importe

quel problème multiobjective et son problème pesé associe,exprimé en théorème 3.1.8.

Critère de variance minimum :

Maintenant considérons l�application du critère de variance minimum au problème pesé. Donné

cela la variable aléatoire ef(x;ec) = qX
k=1

�kezk(x;ec) est une fonction linéaire des variables aléatoires
ez1(x;ec); ez2(x;ec); :::; ezq(x;ec), son variance depend de variances de ces varaibles aléatoires et leurs
covariances (voir, par exemple [Hogg et Craig(1989) p177]). Ainsi nous avons:



56 8><>:�2(x) =
qX
k=1

�2k�
2
k + 2

qX
k;s=1
k<s

�k�s�ks(x)

9>=>;
Où �ks(x) noté la covariance des varaibles aléatoires ezk(x;ec) et ezs(x;ec)

�ks(x) = Ef(ezk(x;ec)� zk(x))(ezs(x;ec)� zs(x))g

Par conséquent, la variance de la fonction ef(x;ec) = qX
k=1

�kezk(x;ec) depend non seulement des
variances des fonctions ez1(x;ec); ez2(x;ec); :::; ezq(x;ec), mais également sur leur covariance. Ainsi, si
nous appliquons le critère de variance minimum pour résoudre le problème (S) nous obtenons le

problème:

8><>:minx2D
�2(x) =

qX
k=1

�2k�
2
k + 2

qX
k;s=1
k<s

�k�s�ks(x)

9>=>; (SV)

Nous pouvons voir que les rapports entre un problème pesé et le problème multiobjective

déterministe équivalent ne sont pas aussi dirigeons comme dans le cas précédent. A�n d�établir

ces rapports que nous distinguons entre tous le cas des covariances des fonctions objectives

stochastique qui sont zéro et le cas de certains d�entre eux n�etant pas zéro. Si les covariances

des fonctions objectives sont zéro, c-à-d, s�il accomplit ce qui suit:

�ks = 0 pour chaque k; s 2 f1; 2; ::::; qg avec k 6= s et pour chaque x 2 D, puis le problème

(SV), résultant si on appliquer le critère de variance minimum au problème pesé (S) est :(
min
x2D

�2(x) =

qX
k=1

�2k�
2
k(x)

)

c-à-d, le problème obtenu est identique à celui que nous aurions obtenu si on résoudre le

problème de programmation multiobjective stochastique en utilisant l�approche multiobjective
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c-à-d, appliquant le critère de variance minimum à chaque fonction objective stochastique et

puis, la méthode pesée au problème multiobjective déterministe équivalent, les deux problèmes

sont reliés comme montrés par théorème 3.1.6.

La deuxième situation à traiter est le cas des covariances de quelques fonctions objectives

stochastiques sont non nulle. Dans ce cas-ci pour chaque vecteur � 2 Rq+; la solution optimale

au problème (SV) ne doit pas être nécessairement variance minimum e¢ cace, comme montré

précédement, où un problème linéaire bi-objectif stochastique linéaire est formulé avec les fonc-

tions objectives stochastiques dont la covariance n�est pas zéro. Dans cet exemple, nous voyons

si nous nous appliquons le critère de variance minimum au problème pesé (S), la solution obtenue

n�est pas nécessairement variance minimum e¢ cace. La seule manière d�assurer l�e¢ cacité est

si les covaraince des fonctions objectives sont zéro. Comme nous savons, la covariance de deux

varaibles mesure la dépendance entre elles, dans ce sens, nous savons que si deux varaibles

aléatoires sont independantes, leur covariance est zéro. Cependant, et d�une manière générale,

l�opposé n�est pas nécessairement vrai. En d�autres termes, le fait que la covariance nulle pas

nécessaire signi�e que les varaibles aléatoires sont independantes. Par conséquent, l�application

du critère de varaince au problème pesé re�ète dans une certaine mesure la dépendance entre les

fonctions objectives stochastiques.

Critère maximum de probabilité :

Maintenant considérons l�application des critères maximum de probabilité (risque minimum de

Kataoka) au problème pesé:
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(
min
x2D

ef(x;ec) = qX
k=1

�kezk(x;ec)
)

(S)

A�n de s�appliquer le critère minimum de risque à ce problème, nous devons �xer une valeur u

(niveau d�aspération de la fonction objective de problème) et maximiser la probabilité de la vari-

able aléatoire ef(x;ec) = qX
k=1

�kezk(x;ec) ne pas dépasser une telle valeur, le problème déterministe
équivalent produit est: (

max
x2D

Pf
qX
k=1

�kezk(x;ec) � ug
)

Soit ef(x;ec) = qX
k=1

�kezk(x;ec) une fonction de q fonctions objectives. Notant que le niveau u
doit être �xe pour la variable aléatoire ef(x;ec) = qX

k=1

�kezk(x;ec), où cette variable n�est pas un
objectif du prblème de programmation multiobjective stochastique initiale, mais a été considéré

intermidiare de le résoudre. Par conséquent, la valeur u, qui dans la programmation stochastique

est le niveau d�aspération a �xé par le DM pour l�objectif stochastique, n�a plus cette signi�cation.

Ceci pourait mener à penser que le critère minimum de risque n�est pas applicable au problème

pesé. Cependant, nous pouvons décider de déterminer la valeur u d�un niveau d�aspération pour

chacune objectif. En ce cas, le DM doit déterminer un niveau d�aspiration, uk; pour chaque

fonction objective, et niveau u est calculé comme addition des niveaux �xé par décideur, pesant

chaque niveau avec le poids assigné à l�objectif correspondant. C�est-à-dire, u =
qX
k=1

�kuk = �
tu,

où u est �xé. Le problème déterministe équivalent est comme suit:(
max
x2D

P (

qX
k=1

�kezk(x;ec) � qX
k=1

�kuk

)
(SMR(u))

D�autre part, si nous nous appliquons le critère de Kataoka au problème pesé le problème

déterministe équivalent est comme suit:
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8>>>>>>><>>>>>>>:

minx;u u

P (

qX
k=1

�kezk(x;ec) � u) = �

x 2 D

9>>>>>>>=>>>>>>>;
(SK(�))

Où � est la probabilité �xée pour le problème. La résolution de ce problème détermine le niveau

le plus bas de u que la fonction objective du problème pesé avec la probabilité � peut atteindre.

L�application de ce critère sur le problème pesé (S) implique la nécessite de �xer une probabilité

pour la variable aléatoire ef(x;ec) = qX
k=1

�kezk(x;ec); et cette fonction est construite des objectifs
stochastiques du problème initiale, en général, on a di¤érents caractéristiques, Comme dans le

critère minimum de risque, a�n de �xer la probabilité � 2 (0; 1) pour le problème (SK(�)) nous

pouvons considérer la possibilité de demender le DM pour �xer une probabilité pour chacun des

objectifs stochastiques �k 2 (0; 1) et supposons que le vecteur de poids � a une norme égale a 1

(dans n�importe quel autre cas, les poids devraient être normalisés), nous �xons la probabilité �

pour le problème (SK(�)) comme suit :

(
� =

qX
k=1

�k�k

)

Maintenant nous établi une manière possible de �xer les niveaux d�aspération et les probabil-

ités dans les deux critères de la probabilité maximum, a�n d�enoncer les rapports possibles entre

les ensembles e¢ caces qui sont obtenus en deux approches, nous le considérons commode pour

indiquer que les problèmes déterministes équivalents obtenus (SMR(u)) et (SMR(�)) sont, dans

certaines conditions réciproques, selon le théorème 3.1.6, pour k = 1, en prenant les solutions

optimales au lieu des solutions e¢ caces, nous pouvons a¢ rmer cela si la fonction de distribution
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pour la variable aléatoire ef(x;ec) = qX
k=1

�kezk(x;ec); est continue est strictement croissante, on
véri�e cela:

- Si x� est la solution au problème (SMR(u)) pour un niveau d�aspération u, puis (x�t; u)t est

la solution au problème (SK(�)) pour un niveau de probabilité � = Pf ef(x�;ec) � ug.

- Si (x�t; u)t est la solution au problème (SK(�)) pour une probabilité �; puis x� est la solution

au problème (SMR(u)) pour un niveau d�aspération u tels que : � = Pf ef(x�;ec) � ug.

La réciprocité entre les deux critères de la probabilité maximum nous permet d�a¤ecter une

etude de rapport entre les problèmes correspondant aux deux approches di¤érentes, en consid-

érant seulement un des critères (le risque minimum ou le critère de Kataoka) et à a¢ rmez que

les même rapports seront véri�és pour assurer l�autre. Dorénavant, l�analyse des rapports entre

les solutions e¢ caces dans les approches multiobjective et stochastiques par les critères de la

probabilité maximum sera faite exclusivement pour l�e¢ cacité dans la probabilité. D�autre part,

il doit préciser que dans les deux critères maximum de probabilité soit impliqué la fonction de

distribution des variables aléatoires ez1(x;ec); ez2(x;ec); :::; ezq(x;ec) et ef(x;ec) = qX
k=1

�kezk(x;ec). La
détermination de ces fonctions de distribution n�est pas une issue facile, parce qu�elles dépendent

non seulement de la distribution de probabilité du ec; mais également sur le vecteur des variables
de décision x du problème. Ceci mène à la nécessité d�établir des hypothèses additionnelles

concernant la structure du problème et la distribution de ses paramètres aléatoires. Nous nous

concentrerons sur des fonctions objectives linéaires sous hypothèse simple d�aspect aléatoire, et

de la normalité de vecteur des paramètres aléatoires ec, aprés, nous analysons les deux cas pour
véri�er qu�il y a de réciprocité entre les deux critères de la probabilité maximum dans les deux

cas.
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Le cas simlpe linéaire de randomisation : Supposons que pour chaque k 2 f1; 2; :::; qg

la fonction objective, ezk(x;ec) est linéaire: ezk(x;ec) = ectkx et que toutes les fonctions objectives
stochastiques dependent de la même variable aléatoire et; de sorte que eck = c1k + etc2k: Egalement
supposons que la variable aléatoire et est continu, sa valeur d�espérance t et variance �ni v2t et
sa fonction de distribution Ft; est structement augmentant. Nous assumons �nalement cela pour

chaque x 2 D et pour chaque k 2 f1; :::; qg; c2tk x > 0: Si ces hypothèses sont véri�ée, l�ensemble

de solutions e¢ caces avec les probabilités �1; :::; �q pour le problème multiobjective stochastique

initiale est identique au problème multiobjective suivant:

�
min
x2D

(c1t1 x+ F�1t (�1)c
2t
1 x; :::; c

1t
q x+ F�1t (�q)c

2t
q x

�

Si la probabilité �xée pour chacun des objectifs est la même et l�égale à la probabilité �xé pour

le problème pesé, �1 = ::: = �q=�; alors l�ensemble de solutions e¢ caces avec la probabilité �

pour le problème de programmation multiobjective stochastique est le même que pour le problème

suivant:

�
min
x2D

(c1t1 x+ F�1t (�1)c
2t
1 x; :::; c

1t
q x+ F�1t (�q)c

2t
q x

�
(1)

D�autre part, avec l�approche stochastique nous avons:

P ( ef(x;ec) � u) = P (

qX
k=1

�kc
1t
k x+ et qX

k=1

�kc
2t
k x � u) = Ft

266664
u�

qX
k=1

�kc
1t
k x

qX
k=1

�kc
2t
k x

377775 = �

Ce qui implique cela:
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u =

qX
k=1

�kc
1t
k x+ F�1t (�)

qX
k=1

�kc
2t
k x

Ainsi, le problème résultant, si on appliquer le critère de Kataoka au problème pesé avec la

probabilité � est: (
min
x2D

qX
k=1

�kc
1t
k x+ F�1t (�)

qX
k=1

�kc
2t
k x

)
(2)

une fois le problème pour les deux critères sont décrits, nous pouvons passer et analyser le

rapport existant entre la solution optimale pour le problème (2) et l�ensemble de solution e¢ caces

avec des probabilité �1; :::; �q: De ce point en avant, si nous comparons des problème (1) et (2),

nous notons que si nous appliquons la méthode pesante pour obtenir les solutions e¢ caces pour

le problème (1), nous obtenons le problème (2). En d�autre terme, dans ce cas-si nous pesons le

problème de programmation multiobjective stochastique et nous appliquons le critère de Kataoka

à lui pour une probabilité �; le problème à résoudre est identique comme si nous appliquons le

critère de Kataoka à chacun �xer objectif-séparément, �xer la même probabilité pour tous les

objectifs stochastique-et appliquons la méthode pesante pour obtenir les solutions e¢ caces pour

ce problème. Par conséquent, les rapports entre ces deux problèmes sont les même que pour

n�importe quel problème multiobjective linéaire et son problème pesé associé, comme décrit dans

le théorème 3.1.8.

En autre, donné la réciprocité entre les deux critères maximum de probabilité, des rapports

sont également véri�és pour le problème (SMR(u)) résultant de s�appliquer le critère minimum

de risque au problème pesé et pour assurer l�ensemble de risque minimum de niveau d�aspération

u1; ::; uq pour le problème de programmation multiobjective stochastique. Explorons ce qui se

produit dans le cas de la distribution normale.
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Objectifs linéaire avec la distribution normale : Supposons que pour chaque k 2 f1; :::; qg

la fonction objective ez(x;ec) est linéaire ez(x;ec) = ectkx:
Soit ec = (ect1;ect2; ::;ectq)t = (ec11;ec12; ::;ec1n;ec21;ec22; ::;ec2n;ecq1;ecq2; :::;ecqn)t
Egalement supposons que ec est un vecteur aléatoire multinormale avec valeur d�espérance
c = (ct1; c

t
2; :::; c

t
q)
t = (c11; c12; ::; c1n; c21; c22; ::; c2n; ::; cq1; cq2; ::; cqn)

t

Et la matrice dé�nie positive V de covariance:

V =

0BBBBBBBBBBBBBB@

V1V12:::V1s:::V1q

V21V2:::V2s:::V2q

...
...

...

Vk1Vk2:::Vks:::Vkq

Vq1Vq2:::Vqs:::Vq

1CCCCCCCCCCCCCCA
Assumons également cela 0 =2 D:

Si ces hypothèses sont véri�ées, la probabilité de variable aléatoire ef(x;ec) = qX
k=1

�kectkx être
moins ou égale à u est:

P (

qX
k=1

�kectkx � u) = �

2666666664
u�

qX
k=1

�kc
t
kxvuuut qX

k=1

�2kx
tVkx+ 2

qX
k;s=1
k<s

�k�sx
tVksx

3777777775
= �

Où � est la fonction de distribution de la distribution normale standard, puis :

u =

qX
k=1

�kc
t
kx+ �

�1(�)

vuuut qX
k=1

�2kx
tVkx+ 2

qX
k;s=1
k<s

�k�sx
tVksx

et, la solution au problème pesé (S), en utilisant le critère de Kataoka est donnée par la

solution au problème:
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8>><>>:minx2D

qX
k=1

�kc
t
kx+ �

�1(�)

vuuut qX
k=1

�2kx
tVkx+ 2

qX
k;s=1
k<s

�k�sx
tVksx

9>>=>>; (3)

Etant donné que la fonction de distribution normale est strictement augmentante et continue,

il y a toujour de réciprocité entre les solutions optimales pour le problème obtenu si on appliquent

le critère minimum de risque au problème pesé et pour le problème (3) obtenu par l�application

de critère de Kataoka.

Notez que le problème (3) peut également être exprimé comme:

(
min
x2D

qX
k=1

�kzk(x) + ��(x)

)
(4)

Avec zk(x) = ctkx; �(x) =

vuuut qX
k=1

�2kx
tVkx+ 2

qX
k;s=1
k<s

�k�sx
tVksx et � = ��1(�):

Une fois que le problème (4) a été exprimé, nous considérons encore l�existence possible d�un

rapport entre ses solutions optimales et certains des concepts de la solution e¢ cace pour des

problèmes de programmation multiobjective stochastiques. Nous rapportons la solution optimale

pour le problème (4) à la solution e¢ cace de valeur d�espérance-écart type. La proposition

suivante relie la solution optimale pour le problème (4) obtenue par résoudre le problème pesé

en utilisant le critère de Kataoka, avec l�ensemble EE�:

Proposition 4.1.9 [13] Considérons le problème (4) et (E�). Assumons cela �2 R0q+ ; � > 0 et

cela on le véri�e �ks(x) = 0; pour chaque k; s 2 f1; :::; qg avec k 6= s et pour chaque x 2 D, puis,

si x� est la solution optimale pour (4) il est également la solution e¢ cace pour (E�).

Preuve. (La démonstration est faite par l�absurde)
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Soit x� 2 D soit la solution optimale pour (4) et nous supposons que ce n�est pas e¢ cace

pour (E�): Dans ce cas, il y a une solution x
0
qui domine x, et ainsi, pour chaque k 2 f1; ::; qg:

zk(x
0
) � zk(x

�) et �k(x
0
) � �k(x

�)

et il y a au moins un s 2 f1; ::; qg pour lequel l�inégalité est strict, qui est:

zs(x
0
) < zs(x

�) et �s(x
0
) < �s(x

�)

Donné ce �2 R0q+, pour chaque k 2 f1; ::; qg on le véri�e cela:

�kzk(x
0
) � �kzk(x

�) (5)

�k�k(x
0
) � �k�k(x

�) (6)

et il y a au moins un s 2 f1; ::; qg pour lequel:

�szs(x
0
) < �szs(x

�) ou �s�s(x
0
) < �s�s(x

�)

Etant donné que la variance est toujour non-négatif, si nous soulvons les deux cotés de

l�inégalité (6) à la puissance de 2 nous obtenons:

�2k�
2
k(x

0
) � �2k�

2
k(x

�) (7)

S�ajouter vers le haut de (5) et de (7) dans k nous obtenons:
qX
k=1

�kzk(x
0
) �

qX
k=1

�kzk(x
�) (8)

qX
k=1

�2k�
2
k(x

0
) �

qX
k=1

�2k�
2
k(x

�) (9)

De (9) nous déduisons cela:

�

vuut qX
k=1

�2k�
2
k(x

0) � �

vuut qX
k=1

�2k�
2
k(x

�) (10)

et l�un des inégalités, (8) ou (10) est strict.

A partir des expressions ci-dessus nous obtenons:
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qX
k=1

�kzk(x
0
) + �

vuut qX
k=1

�2k�
2
k(x

0) <

qX
k=1

�kzk(x
�) + �

vuut qX
k=1

�2k�
2
k(x

�)

Et c�est contraire à x� étant la solution optimale pour (4). �

Par conséquent, cette proposition a¢ rme que si les covariances des fonctions objectives sto-

chastiques du problème sont zéro, la solution optimale obtenue par l�appliquation de critère

de Kataoka sur le problème pesé, avec les poids strictement positifs, est une solution e¢ cace

de valeur d�espérance-écart type pour le problème multiobjective stochastique. Si la valeur du

paramètre � est strictement positif. Etant donné que � = ��1(�), si la probabilité �xe � est

plus grand que 0:5, puis � > 0: Dans aucun autre cas, la solution optimale au problème (4) ne

doit pas n�être la valeur d�espérance-écart type comme montré dans l�exemple ci-dessous.

En conclusion, étant donné que dans ce cas-ci il y a également de réciprocité entre le solu-

tion optimale pour le problème (4) et pour le problème obtenue si on appliquons le critère de

risque minimum au problème pesé, les resultats obtenus pour le critère de Kataoka pouvent être

extrapolés au critère de risque minimum.
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4.2 Application numérique

Considérons le problème de programmation bi-objectif stochastique suivant:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minx(ec11x1 + ec12x2;ec21x1 + ec22x2)
x1 + 2x2 � 4

x1; x2 � 3

x1; x2 � 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
Avec ec = (ec11;ec12;ec21;ec22)t étant donné un vecteur du variables aléatoires multinormal avec

la valeur d�espérance c = (0:5; 1; 1; 2:5)t et avec la matrice dé�nie positive de covariance:

V =

266666666664

25 0 0 3

0 25 3 0

0 3 1 0

3 0 0 9

377777777775
A�n d�illustrer certains des résultats obtenus en ce travail, nous allons résoudre ce problème

en certains des critères précédement considérés. Avant la continuation, il convient noter qu�étant

donné que l�ensemble faisable pour ce problème est un ensemble non vide, fermé et lie (voir le

�gure 3) et, étant donné que les fonctions objectives pour les problèmes déterministes équivalents

nous obtiendront sommes continus dans cet ensemble faisable, nous pouvons a¢ rmer l�existence

des solutions optimales ou e¢ caces (selon le cas) pour elles:

Nous appliquons maintenant le critère de variance minimum, le valeur d�espérance-écart type

et les critères de Kataoka.

a) Critère de variance minimum:

L�ensemble des solutions e¢ caces de variance minimum est le même que pour le problème:
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8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minx 25x
2
1 + 25x

2
2; x

2
1 + 9x

2
2

x1 + 2x2 � 4

x1; x2 � 3

x1; x2 � 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(11)

L�ensemble faisable est le segment qui joint le point A, avec les coordonnées (0:8; 1:6), au

point B, avec les coordonnées (2:769231; 0:6153846), sur le �gure 3:

Fig 3-Représentation de la surface réalisable et les positions des solutions

D�autre part, si nous résolvons le problème précédent en employant l�approche stochastique,

pesant les objectifs stochastiques avec des poids �1; �2 et alors appliquent le critère minimum de

variance, nous obtenons le problème:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minx �
2
1(25x

2
1 + 25x

2
2) + �22(x

2
1 + 9x

2
2) + 2�1�2(6x1x2)

x1 + 2x2 � 4

x1; x2 � 3

x1; x2 � 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(12)
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Si les poids suivants �1 = 0:3;�2 = 0:7; sont employés dans ce problème

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min 2:74x21 + 6:66x
2
2 + 2:52x1x2

x1 + 2x2 = 4

avec x1; x2 � 3

x1; x2 � 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
On donne un rappel sur le théorème suivant

Théorème 4.2.1 (Condition nécessaire de 1i�ere ordre) Soit x� 2 v;un point régulier, si x�

est un minimum local de f sur v alors, 9�� 2 Rm tq:5f(x�) + g0(x�) = 0: ou bien 5f(x�) +
mX
i=1

�igi(xi) = 0:

Remarque 4.2.2 On va introduit le Lagrangien de�nie par:

L(x; �) = f(x) + �tg(x) = f(x) +
mX
i=1

�igi(x):

On appelle �i le multiplicateur de Lagrange.

Alors la condition necessaire de 1�er�e ordre s�écrit comme suit:8>><>>:
Lx(x; �) = 0

L�(x; �) = 0 ,(g(x) = 0)

9>>=>>;
Donc on résoudre ce problème avec la méthode de Lagrange

L(x1; x2; �) = 2:74x
2
1 + 6:66x

2
2 + 2:52x1x2 � �(x1 + 2x2 � 4)

L(x1; �) = 5:48x1 + 2:52x2 � � = 0 (1)

L(x2; �) = 2:52x1 + 13:32x2 � 2� = 0 (2)

L(x1; x2) = x1 + 2x2 � 4 = 0 (3)

D�aprés (1) on a : � = 5:48x1 + 2:52x2
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D�aprés (2) on a : � = 2:52x1 + 13:32x2

A partir (1) et (2) on a : 5:48x1 + 2:52x2 = 2:52x1 + 13:32x2

4:22x1 = 4:14x2

x2 = 1:01932x1

On remplace la valeur de x2 dans (3) nous obtiennant la solution x1 = (1:316375; 1:341812)t;

qui est une solution minimum de variance, mais si nous �xons les poids, �1 = 0:75;�2 = 0:35;

la solution que nous obtenons est x2 = (0:7302074; 1:634896)t; qui est un variance minimum a

dominé la solution. Cet exemple prouve que si les covariances des objectifs stochastiques ne

sont pas zéro, les solutions minimum de varaince au problème pesé ne doivent pas être variance

minimum e¢ cace.

b) Critère de Kataoka et l�e¢ cacité de valeur d�espérance-écart type

Maintenant on résoudre le problème pesé par l�application de critère de Kataoka, le problème

résultant, pour une probabilité � est:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minx �1(0:5x1 + x2) + �2(x1 + 2:5x2) + �
�1(�)

p
�21(25x

2
1 + 25x

2
2) + �22(x

2
1 + 9x

2
2) + 2�1�2(6x1x2)

x1 + 2x2 � 4

x1; x2 � 3

x1; x2 � 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(12)

Comme nous avons vu dans la section précédente, si la covariance des fonctions objectives

stochastiques est zéro et la probabilité �xée est plus grand que 0:5 , pour chaque vecteur des

poids � > 0 la solution optimale pour le problème (12) est valeur e¢ cace d�espérance-écart type,

mais si l�une ou l�autre de ces deux hypothèses n�est pas véri�ée, le rapport précédent n�est
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pas nécessairement vrai, comme nous montrons aprés. D�abord, nous détendrons la première

hypothèse et puis le second Pour commencer par, il doit noter que l�ensemble de solutions e¢ caces

de valeur d�espérance-écart type pour le problème initial est le segment qui joint les points A et

x5sur le �gure 3. Considérons le problème (12) pour une probabilité � = 0:95: Si le vecteur de

poids est �xe à � = (0:2; 0:8)t on a :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minx 0:9x1 + 2:2x2 + 1:645
p
1:64x21 + 6:76x

2
2 + 1:92x1x2

x1 + 2x2 = 4

avec x1; x2 � 3

x1; x2 � 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
Par la méthode de Lagrange, nous obtenons la solution x3 = (2:255366; 0:8723169), qui ap-

partient à l�ensemble e¢ cace de valeur d�espérance-écart type. Cependant, pour le vecteur de

poids � = (0:7; 0:3) on a :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minx 0:65x1 + 1:45x2 + 1:645
p
12:34x21 + 13:06x

2
2 + 2:52x1x2)

x1 + 2x2 � 4

x1; x2 � 3

x1; x2 � 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
la solution au problème pesé est x4 = (0:7559553; 1:622022). Comme montré dans le graphe,

cette solution n�appartient pas à l�ensemble e¢ cace de valeur d�espérance-d�écart type, D�autre

part, nous supposent que la covariance des fonctions objectives stochastiques est zéro et qu�ils ont

une distribution normale; c�est-à-dire, nous supposons que le vecteur ec = (ec11;ec12;ec21;ec22)t;est
un vecteur aléatoire multinormal avec la valeur d�espérance c = (0:5; 1; 1; 2:5)t et matrice dé�nie
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positive de covariance, V :

V =

0BBBBBBBBBB@

25 0 0 0

0 25 0 0

0 0 1 0

0 0 0 9

1CCCCCCCCCCA
L�ensemble de solutions e¢ caces de valeur d�espérance-d�écart type pour ce problème est le

même que pour le précédent, mais le problème obtenu à partir de l�application de critère de

Kataoka au problème pesé pour une probabilité � est maintenant:

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minx �1(0:5x1 + x2) + �2(x1 + 2:5x2) + �
�1(�)

p
�21(25x

2
1 + 25x

2
2) + �22(x

2
1 + 9x

2
2)

x1 + 2x2 � 4

x1; x2 � 3

x1; x2 � 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
Comme précédemment montrées, pour n�importe quel vecteur de poids, les solutions pour ce

problème sont les solutions e¢ caces de valeur d�espérance-d�écart type, si la probabilité �xée est

plus grand que 0:5, mais ceci ne doit pas nécessairement être le cas si la probabilité �xée est

moins de 0:5. Ainsi, pour un vecteur de poids �= (0:8; 0:2)t, si la probabilité �xée est � = 0:4, la

solution obtenue est x5 = (3; 0:5); mais si la probabilité �xée est � = 0:2, la solution obtenue est

x6 = (3; 3), qui n�est pas solution e¢ cace de valeur d�espérance-d�écart type, comme représenté

sur le �gure 3.
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Conclusion générale

Dans ce tarvail, nous avons examiné quelques approches de solution en optimisation multiob-

jective stochastique. le but c�est obtenir des solutions e¢ caces pour les problèmes multiobjective

stochastiques à partir d�un ensemble des critères existant dans la litérattute de l�approche mul-

tiobjective et l�approche stochastique.
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Annexes
Fonction de répartition de la loi normale centée réduit : �(x) = 1p

2�

xZ
�1

e�
t2

2 dx

Le tableau suivant donne des valeurs approximatives de la fonction de répartition de X pour

x entre 0 et 2:99:


