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Resumé

En mathématiques, l�analyse fractionnaire est une branche de l�analyse qui étudie la pos-
sibilité qu�un opérateur di¤érentiel puisse être élevé à un ordre non entier. Les équations dif-

férentielles fractionnaires (EDFs) apparaissent naturellement dans di¤érents domaines scien-

ti�ques comme la physique, l�ingénierie, la médicine, l�électrochimie, la théorie du contrôle,

etc. L�e¢ cacité de ces équations dans la modélisation de plusieurs phénomènes du monde

réel a motivé beaucoup de chercheurs à étudier leurs aspects quantitatifs et qualitatifs.

L�objectif de ce mémoire est de contribuer au développement de la théorie d�existence et
d�unicité de solutions des équations di¤érentielles fractionnaires dans des espaces de Banach.

Les résultats obtenus dans ce travail sont basés sur les techniques du point �xe.
En suite, on applique les resultats d�existence et d�unicité des solutions des équations dif-

férentielles fractionnaires de deuxieme chapitre dans les systemes de¤erentielles fractionnaire

impulsives.
Mots clés : Dérivée fractionnaire, intégral fractionnaire, théorème de point �xe de schau-

der, les problèmes de valeurs initiales, système impulsive.
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Abstract

In mathematics, the fractional analysis is a branch of analysis which studies the possibility

of a di¤erential operator can be raised to a fractional order. Fractional di¤erential equations

(EDFs) appear naturally in various scienti�c �elds such as physics, engineering, medicine,

electrochemistry, control theory, etc. The e¤ectiveness of these equations in the modeling of
many real-world phenomena has motivated many researchers to study their quantitative and

qualitative aspects.
The objective of this brief is to contribute to the development of the theory of existence

and uniqueness of solutions of fractional di¤erential equations in Banach spaces. The results

obtained in this work are based on techniques of the �xed point.

Next, we applied the results of existence and uniqueness of solutions of di¤erential equa-

tions of fractional second chapter in systems de¤erentielles fractional impulsive

Keywords : fractional derivative, integral fractional �xed point theorem of Schauder,

problems of initial values, impulsive system.
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Introduction
En mathématiques, l�analyse fractionnaire est une branche de l�analyse qui étudie la

possibilité qu�un opérateur di¤érentiel puisse être élevé à un ordre non entier.

Les dérivées et intégrales fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains domaines

de la physique faisant intervenir des phénomènes de di¤usion comme l�électromagnétisme,

l�acoustique ou la thermique.

Le but du calcul fractionnaire est de généraliser les dérivées traditionnelles à des ordres
non-entiers.

Ce mémoire est organisée comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire, quelques

concepts préliminaires seront introduits comme la transformée de Laplace, la fonction gamma

et la fonction de Mittag-Le er qui joue un rôle important dans la théorie des équations

di¤érentielles fractionnaires. et donne plusieurs dé�nitions et propriétés de l�intégration et

la dérivation de di¤érents types d�ordre fractionnaire, et donne quelque des théorèmes des

point �xe nécessaires dans les chapitres suivants .

Le deuxième chapitre , on étudie l�existence et l�unicité d�une solution au probléme aux

condition initiale pour un systéme d�équations di¤érentielles fractionnaires où la dérivée

fractionnaire au sens caputo. D�autre part, en utilisant les théorèmes de point �xe du Banach

pour démontrer l�existence et l�unicité de la solution.

Dans le dernière chapitre de ce travail on a fait une veri�cation des résultats de la

deuxième chapitre sur les systèmes impulsive.

On termine par une conclusion.



Chapitre 1

Notions préliminaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques dé�nitions et propriétés que nous utilisons dans la
suite de ce travail, ainsi que les di¤érentes dé�nitions de la dérivée et l�intégral fractionnaire

et quelques théorème des points �xe.

1.2 Fonctions spécials pour la dérivation fractionnaire

1.2.1 Fonctions Gamma et Béta

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe, considérée comme
fonction spéciale dans le calcul fractionnaire.

Dé�nition 1.1 Pour z 2 C tel que Re(z) > 0,on dé�nit la fonction Gamma, notée par � :

�(z) =

Z +1

0

exp(�t)tz�1dt (1.1)

Cette intégrale absolument convergent sur le demi-plan complexe où la partie réelle est stric-
tement positive.

Lemme 1.1 La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1)Pour Re(z) > 0

�(z + 1) = z�(z) (1.2)

Qu�on peut démontrer par une intégration par partie :

�(z + 1) =

Z +1

0

exp(�t)tzdt = [�tz exp(�t))]10 + z
Z +1

0

exp(�t)tz�1dt = z�(z)

En particulier, �(1) = 1, en déduit :

8n 2 N �(n+ 1) = n!

2) On peut représenter � (z) par la limite,

�(z) = lim
n!+1

n!nz

(z + 1):::(z + n)
;Re(z) > 0 (1.3)

5
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Remarque 1.1 La fonction Gamma est indé�niment dérivable sur R�+ : Sa dérivée est :

�0(z) = �(z)	(z) (1.4)

Où

	(z) =
d

dz
ln(�(z))

Dé�nition 1.2 La formule du binôme généralisée (�n) pour � 2 C et n 2 N est donnée par :

(�0 ) = 1; (
�
n) =

�(�� 1):::(�� n+ 1)
n!

; (n 2 N) (1.5)

En particulier, pour � = m 2 N; on a :

(mn ) =
m!

n!(m� n)! ;m � n (1.6)

Cette formule peut être exprimée en terme de la fonction Gamma pour � =2 Z�� comme suit :

(�n) =
�(�+ 1)

n!�(�� n+ 1) ; (� 2 C;� =2 Z
�
�; n 2 N) (1.7)

Dé�nition 1.3 La fonction Bêta est un type d�intégrale d�Euler dé�nie pour tout complexes
x et y par :

�(x; y) =

Z 1

0

tx�1(1� t)y�1dt; Re(x) > 0; Re(y) > 0 (1.8)

Elle est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

�(x; y) =
�(x)�(y)

�(x+ y)
;8x; y : Re(x) > 0;Re(y) > 0

Remarque 1.2 La fonction Bêta est symétrique i.e.

�(x; y) = �(y; x) (1.9)

1.2.2 Fonction de Mittag-Le er

Dé�nition 1.4 Pour z 2 C, la fonction de Mittag-Le er E�(z)(notée parM�L) est dé�nie
comme suit :

E�(z) =

1X
k=0

zk

�(�k + 1)
; (� > 0) (1.10)

et la fonction de Mittag-Le er généralisée E�;�(z) est dé�nie comme suit :

E�;�(z) =
1X
k=0

zk

�(�k + �)
; (� > 0; � > 0) (1.11)
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Exemple 1.1 Pour des valeurs spéciales de � et � on a :
1) E1(z) = E1;1(z) = exp(z)

2) E1;2(z) =
exp(z)�1

z
(on obtient, E1;2 =

1P
k=0

zk

�(k+2)
=

1P
k=0

zk

(k+1)!
= 1

z

1P
k=0

zk+1

(k+1)!
= 1

z
(exp(z)�

1))

3) E1;3(z) =
exp(z)�z�1

z2
(on obtient, E1;3 =

1P
k=0

zk

�(k+3)
= 1

z�e

1P
k=0

zk+2

(k+2)!
= 1

z2
(exp(z)� z � 1))

Théorème 1.1 La fonction de Mittag-Le er possède les proprietés suivantes :
1)Pour jzj < 1 la fonction de Mittag-Le er généralisée satisfait :Z 1

0

exp(�t)t��1E�;�(zt�)dt =
1

z � 1 (1.12)

2)La transformée de Laplace de cette fonction est donnée par :

L
h
z�k+��1E

(k)
�;�(+�z

�)
i
(s) =

k!s���

(s� � a)k+1 ;Re(s) > jaj
1
� (1.13)

où E(k)�;�(y) =
dk

dyk
E�;�(y)

3)Intégration de la fonction de M-L :Z z

0

E�;�(�t
�)t��1dt = z�E�;�+1(�z

�) (1.14)

4)La dérivée d�ordre n 2 N de la fonction deM � L est donnée par :

dn

dzn
(z��1E�;�(�z

�) = z��n�1E�;��n(z
�) (1.15)

1.3 Espace LP

En analyse, les espaces Lp sont des espaces de fonction dont la puissance P-iéme est
intégrable, au sens de Lebesgue.

Dé�nition 1.5 Soit 
 = [a, b](-1 �a < b� +1) un intérvalle borné ou non borné de R.
pour 1 � p � 1, on dé�nit l�espace Lp comme suit :

1. pour 1 �p < 1, Lp (
) est l�espace des fonctions mesurables de puissance pi-eme
intégrables sur 
 c�est-à-dire :

f 2 Lp(
)()
Z



jf(x)jp dx <1, f mesurable (1.16)

kfkp = (
R
jf jp)dx)

1
p est une norme sur LP (
):

(Lp(
); k:kp) est un espace du Banach
2. pour p = 2 alors :
L2(
) =ff : f mesurable à carré intégrable sur 
;

R


f 2(x)dx <1

	�
L2(
); h:; :iL2(
)

�
est un Hilbert, ou h:; :iL2(
) est le produit scalaire dé�nie par :



8

hf; giL2(
) =
Z



f(x):g(x)dx 8f; g 2 L2(
) (1.17)

3. pour p = 1 ,L1(
) est l�espace des fonctions essentiellement bornées sur 
:

Dé�nition 1.6 f est dite essentiellement bornée sur 
 s�il 9M > 0 telle que :

k f k1= ess sup jf(x)j = inf fM � 0; jf(x)j �M p.p sur 
g (1.18)

(L1(
) ; k:k1 est un Banach

1.4 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace intervient dans la résolution des équations et des systèmes
diférentiels.

Dé�nition 1.7 La transformée de Laplace d�une fonction f de la variable réelle t 2 R+ est
dé�nie par :

Lf(s) =
Z 1

0

exp(�st)f(t)dt ; s 2 R (1.19)

f(t) est appelée l�originale de Lf(s).

L�originale f(t) est appelée la transformée de Laplace inverse :

L�1(Lf)(t) = 1

2�i

Z c+i1

c�i1
exp(st)Lf(s)ds ; c > a (1.20)

Exemple 1.2 1:L[1](s) = 1
s

2:L(cos t)(s) = 1
s2+1

(pour la démonstration on applique l�intégration par partie)
3:L(t)(s) = 1

s2
(on applique intégration par partie) :Z 1

0

t exp(�st)dt = 0 + 1
s

Z 1

0

exp(�st)dt = 1

s2

4:L(tk)(s) = k!
sk+1

(par récurrence)
5:L(exp(�at))(s) = 1

s+1

Proposition 1.1 La transformée de Laplace est linéaire i.e.

L(f(t))(s) = L
 

nX
i=0

cifi(t)(s)

!
=

nX
i=0

ciLfi(s) (1.21)

Dé�nition 1.8 Lorsque le produit f(x� t)g(t)est intégrable sur tout intérvalle [0; x]de R+,
le produit de convolution de f et g est dé�nie par :

(f � g)(x) =
Z x

0

f(x� t)g(t)dt (1.22)
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Proposition 1.2 Si les transformées de Laplace de f et g existent, alors la transformée de
Laplace du produit de convolution vérifée :

L(f � g)(s) = Lf(s) � Lg(s) (1.23)

Proposition 1.3 La transformée de laplace de la dérivée d�ordre n 2 N�de la fonction f
est donnée par :

L(f(n))(s) = snLf(s)�
(n�1)X
k=0

sn�k�1f (k)(0+) (1.24)

= snLf(s)�
(n�1)X
k=0

skf (n�k�1)(0+)

1.5 Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une branche de l�analyse dont l�étude se rapporte aux opéra-
teurs d�intégration et de dérivation d�ordre non entier.
Dans cette partie, on donne quelques dé�nitions de dérivées et intégrales fractionnaires .

1.5.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.9 Soit � 2 R+, l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par R-L)
d�ordre � d�une fonction f est dé�nie par :

I�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt; x > a Pour(�1 � a < x <1) (1.25)

pour � = 0; on a :

I0a := I (operateur identité)

pour � = n 2 N�; |�a coincide avec l�intégrale répétée n-fois de la forme :

(I�a f)(x) =

Z x

a

dt1

Z t1

a

dt2:::

Z tn�1

a

f(tn)dtn (1.26)

=
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1f(t)dt

Exemple 1.3 Soit f(x) = (x� a)c avec c > �1, alors

I�a f(x) =
�(c+ 1)

�(�+ c+ 1)
(x� a)�+c (1.27)

En e¤et,

I�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1(t� a)cdt
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En utilisant le changement de variable et la fonction Bêta on obtient :

t� a = s(x� a); 0 � s � 1 (1.28)

I�a f(x) =
1

�(�)

Z 1

0

(x� a� s(x� a))��1sc(x� a)c+1ds

=
1

�(�)
(x� a)�+c

Z 1

0

(1� s)��1scds

=
1

�(�)
(x� a)�+c�(�; c+ 1)

I�a f(x) =
�(c+ 1)

�(�+ c+ 1)
(x� a)�+c

cas a = 0 on a,

I�0 f(x) =
�(c+ 1)

�(�+ c+ 1)
x�+c

Théorème 1.2 si f 2 L1[a; b] et � > 0; alors |�af(x) existe pour x 2 [a; b] et on a :

I�a f 2 L1[a; b] (1.29)

Preuve. Soit f 2 L1[a; b]; on a :

1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt =
Z +1

�1
'1(x� t)'2(t)dt

avec,

'1(u) =

(
u��1

�(�)
pour 0 < u � b� a

0 pour ,u 2 Rn [0; b� a]

et

'2(u) =

�
f(u); a � u � b
0; Rn[a; b]

Par construction, 'j 2 L1(R) pour j 2 f1; 2g; et on a : |�af 2 L1[a; b]

Théorème 1.3 Soit � > 0 et soit (fk)1k=1 une suite des fonctions continues uniformément
convergente sur [a; b], alors on peut intervertir l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
et la limite comme suit : �

|�a lim
k!1

fk

�
(x) =

�
lim
k!1

|�afk

�
(x) (1.30)

en particulier, la suite (I�a fk)
1
k=1est uniformément convergente.
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Preuve. Soit f la limite de la suite (fk), il est clair que f est continue,et on a l�estimation :

jI�a fk(x)� I�a f(x)j �
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1 jfk(t)� f(t)j dt

� 1

�(�+ 1)
kfk � fk1 (b� a)�

d�où, la convergence uniforme lorsque k !1 pour x 2 [a; b].

Théorème 1.4 Soit �; � > 0, pour toute fonction f 2 L1[a; b]; on a :

I�a I
�
a f(x) = I

�+�
a f(x) = I�a I

�
a f(x) (1.31)

pour presque tout x 2 [a; b]; et f 2 C[�; �]; alors (1.31) est vraie pour tout x 2 [a; b]

Preuve. Soit f 2 L1[a; b]; on a :

I�a I
�
a f(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

(x� t)��1
Z t

�

(t� �)��1f(�)d�dt

D�après le théorème de Fubini on a :

I�a I
�
a f(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

f(�)

Z x

�

(x� �)��1(t� �)��1dtd�

En utilisant le changement de variable (1.28), on obtient :

I�a I
�
a f(x) =

1

�(�)�(�)

Z x

a

f(�)(x� t)�+��1
Z 1

0

(1� s)��1s��1dsd�

=
1

�(�)�(�)

Z x

a

f(�)(x� �)�+��1�(�)�(�)
�(�+ �)

d�

=
1

�(�+ �)

Z x

a

f(�)(x� �)�+��1d� = J�+�f(x)

presque par tout sur [a; b] si f 2 C[a; b]; alors I�a f 2 C[a; b] et par suite I�a I�a f 2 C[a; b]; et
aussi :I�+�a f 2 C[a; b]

Lemme 1.2 Soit � > 0; n = [�] + 1 et f 2 L1[a; b] pour b > 0,alors la transformée de
Laplace de l�intégral fractionnaire de R� L est formulée comme suit :

L(I�0 f)(s) = s��Lf(s) (1.32)

Preuve. On peut écrire I�a f comme une convolution de deux fonctions g(x) =
1

�(�)
x��1 et

f(t)

I�a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt = x��1

�(�)
� f(t) = (g � f) (x)

Alors,
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L[I�0 f ](s) = L[
x��1

�(�)
](s):Lf(s)

Comme,

L[x��1](s) = �(�)s��

D�où le résultat.

1.5.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.10 pour � 2 R+ et n 2 N tel que n � 1 � � � n, la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d�ordre � d�une fonction f est dé�nie par :

D�
a f(x) := D

nIn��a f(x) =
1

�(n� �)
dn

dxn

Z x

a

(x� t)n���1f(t)dt; x > a (1.33)

=
dn

dxn
In��a (1.34)

où Dn = dn

dxn

En particulier, 1) Pour � = 0; on a :

D0
af(x) = DI

1
af(x) = If(x) (1.35)

2) Pour � = m 2 N; on a :

D�
a f(x) = D

m+1Im+1�ma f(x) = Dm+1I1af(x) = D
mf(x) (1.36)

Ainsi pour � 2 N; la dérivée fractionnaire de R-L coincide avec la dérivée usuelle

Exemple 1.4 soit f(x) = (x � a)v avec v > �1 et a � 0 tel que n � 1 � a < n d�aprés
(1.28) on a :

D�
a f(x) = D

nIn��a f(x) =
�(� + 1)

�(� + n� �+ 1)D
n(x� a)n�(���)

Pour le cas, (�� �) 2 N on a :

D�
a f(x) = 0; (�� �) 2 f1; 2; :::; ng

Par ailleurs si (�� �) =2 N; on a :

D�
a f(x) =

�(� + 1)

�(� + 1� �)(x� a)
���

Proposition 1.4 soit a > 0 et n = [a] + 1 alors pour tout entier m 2 N on a :

D�
a f(x) = D

mIm��a f(x); m > � (1.37)
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Preuve. Comme m � n; on a :

DmIm��a f(x) = DnDm�nIm�na In��a f(x)

= DnIn��a f(x)

= D�
a f(x)

car Dm�nIm�na = I

Théorème 1.5 soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de R � L
existent, pour c1 et c2 2 R; D�

a (c1f + c2g) existe , et on a :

D�
a (c1f(x) + c2g(x)) = c1D

�
a f(x) + c2D

�
a g(x) (1.38)

Lemme 1.3 Soient � > 0 et f 2 L1[a; b], alors l�égalité :

D�
a I

�
a f(x) = f(x) (1.39)

est vraie pour presque tout x 2 [a; b]

Preuve. En utilisant la dé�nition (1:10) on a :

D�
a I

�
a f(x) = D

nIn��a I�a f(x) = D
nIna f(x) = f(x)

Théorème 1.6 Soient �; � > 0 et n � 1 � � < n; m � 1 � � < m tel que (n;m 2 N�)
alors :
1) si � > � > 0; alors pour f 2 L1[a; b] l�égalité :

D�
a (I

�
a f)(x) = I

���
a f(x) (1.40)

est presque partout sur [a; b]:
2) S�il existe une fonction ' 2 L1[a; b] tel que f = |�a'; alors :

I�aD
�
a f(x) = f(x) (1.41)

pour presque tout x 2 [a; b]:
3) Pour � > 0; k 2 N�:Si les dérivées fractionnaires D�

a f et D
k+�
a f existes, alors :

Dk(D�
a f(x)) = D

k+�
a f(x) (1.42)

4) Si � � � > 0 et la dérivée fractionnaire D���
a f existe, alors :

D�
a (I

�
a f)(x) = D

���
a f(x) (1.43)
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Preuve. En utilisant la relation(1.31) on obtient :
1)Pour � > � > 0; alors n � m; on a :

D�
a (I

�
a f)(x) = D

nIn��a (I�a f)(x)

= Dn(In+���a f)(x)

= DnIna (I
���
a f)(x)

= I���a f(x)

presque pour tout x 2 [a; b]
2) Par les relations(1:39), on obtient :

I�aD
�
a f(x) = I

�
a (D

�
a I

�
a '(x)) = I

�
a ('(x)) = f(x)

3) on a :

Dk[D�
a f(x)] = D

kDnIn��f(x)

= Dk+nIn��+k�kf(x)

= Dk+nIk+n�(�+k)a f(x)

= Dk+�
a f(x)

d�où la résultat.
4) on a :

D�
a (I

�
a f)(x) = D

mIm��a (I�a f)(x) = D
mIm�(���)f(x) = D���

a f(x)

existe pour i� 1 � � � � < i et i � m

Théorème 1.7 Si f 2 L1[a; b]; b > 0; la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
de R-L de f est :

L(D�0f)(s) = s�(Lf)(s)�
n�1X
k=0

sk[D��k�1f(t)]t=0 (1.44)

avec n� 1 < � < n; cette transformée de Laplace est bien connue.

Preuve. Par la dé�nition (1:10) on trouve :

L(D�0f)(s) = L(DnIn��0 f)(s)

= snL(In��0 f)(s)�
n�1X
k=0

sk�n�1[Dk(In��0 f)(t)]t=0

= s�(Lf)(s)�
n�1X
k=0

sk�n�1[Dk(In��f)(t)]t=0
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1.5.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Dé�nition 1.11 La dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � 2 R+ d�une fonction f est
donnée par :

cD�
a f(x) := I

n��
a f (n)(x) =

1

�(n� �)

Z x

a

(x� t)n���1f (n)(t)dt; x > a (1.45)

avec n� 1 < � � n; n 2 N�

Exemple 1.5 Soit f(x) = (x� a) avec  > 0; pour (0 < � � 1) et utilisant le changement
de variable(1.28) on a :

cD�
a f(x) = I

1��
a f 0(x) = I1��a (x� a)�1

=


�(1� �)

Z x

a

(x� t)��(t� a)�1dt

=


�(1� �)(x� a)
��+

Z 1

0

s�1(1� s)��ds

=
1

�(1� �)(x� a)
��+�(; 1� �)

cD�
a f(x) =

�( + 1)

�(1� �+ )(x� a)
��+

Théorème 1.8 Soient � � 0; n = [�]+1; si f possède n� 1 dérivées en a et si D�
a f existe,

alors :

cD�
a f(x) = D

�
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k

#
(1.46)

pour presque tout x 2 [a; b]

Preuve. D�après les dé�nition (1:11) on a :

D�
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k

#
= DnIn��a [f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k]

=
dm

dxn

Z x

a

(x� t)n���1
�(n� �)

"
f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k

#
dt

En utilisant l�intégration par partie on obtient :

In��a [f(x)�
n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k] =

Z x

a

(x� t)n���1
�(n� �)

"
f(t)�

n�1X
k=0

fk (a)

k!
(t� a)k

#
dt

= � 1

�(n� �+ 1)

" 
f(t)�

n�1X
k=0

fk (a)

k!
(t� a)k

!
(x� t)n��

#t=x
t=a

+
1

�(n� �+ 1)

Z x

a

(x� t)n��
"
Df(t)�D

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
dt



16

Où :

In��a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k

#
= In��+1a D

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k

#
De la même façon pour n-fois alors :

In��a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k

#

= In��+na Dn

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k

#

= Ina I
n��
a Dn

�
f(x)� f

(k)(a)k

k!
(x� a)k

�
Où

n�1P
k=0

f (k)(a)
k!

�
x� ak

�
est un polynôme de dégré n-1, alors :

In��a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
= Ina I

n��
a Dnf(x)

Donc

D�
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k

#
= DnIn��a Dnf(x)

= In��a Dnf(x)

=c D�
a f(x)

Pour x 2 [a; b]

Corollaire 1.1 Soient � � 0 et n = [�] + 1; si cD�
a f et D

�
a f existent, on suppose que

Dkf(a)) = 0 pour tout k 2 f0; 1; ::::; n� 1g, alors :

cD�
a f(x) = D

�
a f(x) (1.47)

Théorème 1.9 Si f 2 C[a; b] et si � > 0 (n� 1 < � � n); alors :
cD�

a I
�
a f(x) = f(x) (1.48)

Preuve. Soit g = |�af et par le corollaire precédent (Dkf(a) = 0), pour k 2 f0; 1; :::n� 1g
et d�après l�égalité(1.39), on a :

cD�
a |
�
af =

c D�
a g = D

�
a g = D

�
a |
�
af = f

Théorème 1.10 Soient f1 et f2deux fonctions dé�nies sur [a; b] ; telles que cD�
a f1 etD

�
a f2existent

presque partout. De plus, soient c1 et c2 2 R alors, cD�
a (c1f1 + c2f2) existe presque partout

sur
[a; b]; et on a :

cD�
a (c1f1 + c2f2) = c1

cD�
a f1 + c2

cD�
a f2 (1.49)
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Théorème 1.11 Si f 2 C[a; b]; pour tout b > 0, alors, la transformée de Laplace de la
dérivée fractionnaire de Caputo de f est :

L(cD�
a f)(s) = s

�(Lf)(s)�
n�1X
k=0

s��k�1f (k)
�
0+
�

(1.50)

Preuve. Pour n� 1 < � � n; n 2 N�; x > 0 alors :

cD�
0 f(x) = I

n��
0 f (n)(x)

Donc, d�après (1.32)

L(cD�
a f)(s) = LIn��0 fn)(s)

= s�n+�
�
Lf (n)

�
(s)

et d�après (1.33)

L(cD�
a f)(s) = s

� (Lf) (s)�
n�1X
k=0

s��k�1f (k)
�
0+
�

1.6 Théorèmes de point �xe

Les théorèmes de points �xes sont des outils très utiles en mathématique et particulière-
ment dans la résolution des équations di¤érentielles.
En e¤et, ces théorèmes fournissent des conditions su¢ santes pour lesquelles une fonction

donnée admet un point �xe, ainsi on assure l�existence de la solution d�un problème donné
en le transformant en un problème de point �xe, et on détermine éventuellement ces points
�xes qui sont les solutions du problème posé.
Dans cette partie nous allons présenter les théorèmes de points �xes que nous allons pour

obtenir des résultats d�existence et d�unicité.

Dé�nition 1.12 Soit f une application d�un ensemble E dans lui même. On appelle point
�xe de f tout point u 2 E tel que

f(u) = u:

Dé�nition 1.13 Soit (E; d) un espace métrique. Une application f : E ! E est dite Lip-
schitzienne de constante L � 0 si elle véri�e

8u; v 2 E; d(f(u); f(v)) � Ld(u; v)

Dé�nition 1.14 L�application Lipschitzienne f est dite une contraction si L = 1. Dans le
cas où L 2 (0; 1) , f est dite une contraction stricte.
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Théorème 1.12 (Principe de contraction de Banach) Soit (E; d) un espace métrique com-
plet et soit f : E ! E une contraction stricte. Alors f admet un unique point �xe.

Théorème 1.13 (Théorème de point �xe de Schauder) Soit E un espace de Banach, K un
convexe fermé borné de E et T : K ! K un opérateur continu et compact, alors T admet
au moins un point �xe dans K

Dé�nition 1.15 Soient E et F deux espaces de Banach. L�opérateur continu T : E ! F est
complètement continu s�il transforme tout borné de E en une partie relativement compacte
dans F .

Théorème 1.14 (Théorème de point �xe de Schaefer) Soient E un espace de Banach et
T : E ! E un opérateur complètement continu. Si l�ensemble

X = fu 2 E : u = �Tu; � 2 (0; 1)g

est borné, alors T possède au moins un point �xe.

Théorème 1.15 (théorème H -Arzéla Ascoli) Soit E un espace de Banach et
W � H([a; b];E): Si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. W un sous-ensemble uniformément borné de H([a; b];E);
2. W est équicontinu dans (tk; tk + 1), k = 0; :::;m;
3. W (t) = fu(t) : u 2 W; t 2 Jftkgg, W (t+k ) = fu(t+k ) : u 2 Wg et
W (t�k ) = fu(t�k ) : u 2 Wg sont des sous-ensembles relativement compacts de E, alors W

est un sous-ensemble relativement compact de H([a; b];E):



Chapitre 2

Systèmes di¤érentiels fractionnaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudie l�existence et l�unicité d�une solution pour un système
d�équations di¤érentielles fractionnaires où la dérivée fractionnaire au sens caputo. En utili-
sant les théorèmes de point �xe du Banach.

2.2 Système di¤erentiel fractionnaire

Soit le système d�équations di¤érentielles fractionnaires dé�nit comme suit :

D�x(t) = f(t; x(t)); (2.1)

x(t0) = x0

D� :La dérivé de Caputo d�ordre � 2 (0; 1) , avec la limite inférieure t0 est dé�ni par :

D�x(t) =
1

�(1� �)

Z t

t0

(t� s)��x0(s)ds

tel que

J = [t0 � a; t0 + a]; B = fx 2 Rn�jjx� x0jj � bg;

E = f(t; x) 2 R�Rn�t 2 J; x 2 Bg
Une fonction x 2 C1(J;Rn) est dite une solution de (2.1) si x satisfait l�équation :

D�x(t) = f(t; x(t))

et la condition x(t0) = x0

Remarque 2.1 Soit un système di¤érentiel fractionnaire

D�x(t) = f(t; x(t));

19
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est appelée équation di¤érentiel fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on utilise comme
conditions initiales :

x(k)(0) = bk (k = 0; 2; :::; n� 1)
L�utilisation de conditions initiales de di¤érents types pour les équations di¤érentielles frac-
tionnaires nous assure l�existence et l�unicité des solutions de l�EDF correspondante, qu�on
va prouver dans les théorèmes suivants.

2.3 L�existence et l�unicité d�une solution du système
fractionnaire

Théorème 2.1 [10]Supposons que la fonction f : E ! Rn satisfait les conditions sui-
vantes :
(i) f (t, x) est Lebesgue mesurable par rapport à t de J ;
(ii) f (t, x) est continue par rapport à x sur B
(iii) il existe une constante � 2 (0; �) et une fonction réelle m(t) 2 L

1
� (J) tel que

jjf(t; x)jj � m(t), pour tous les t 2 J et tout x 2 B:
Ensuite, pour � 2 (0; 1), il existe au moins une solution de le PVI (2.1) sur l�intervalle

[t0 � h; t0 + h];où h = minfa; [ b�(�)M
(���
1�� )

1��]
1

��� g
et M = (

R t0+�
t0

((m(s))
1
� ds)�

Preuve. L�IVP (2.1) pour le cas où t 2 [t0; t0 + h] sont discutés.Une approche similaire
pourrait être utilisée pour véri�er le cas où t 2 [t0 � h; t0].
Nous savons que f(t; x(t)) est Lebesgue mesurable sur [t0; t0+h] selon aux conditions (i)

et (ii). Le calcul direct donne que (t� s)��1 2 L
1

1�� [t0; t], pour t 2 [t0; t0+h]. par l�inégalité
de Holder, nous obtenons que (t � s)��1f(s; x(s)) est Lebesgue intégrable par rapport à
s 2 [t0; t] pour tout t 2 [t0; t0 + h], et :Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s)) ds �  Z t

t0

((t� s)��1)
1

1�� ds

!1��  Z t

t0

(m(s))
1
� ds

!�
Pour x 2 C([t0; t0 + h]; Rn),on dé�nie la norme :

kx�k = sup
s2[t0;t0uh]

jjx(s)jj:

Alors C([t0; t0 + h], Rn) aveck�k�est un espace de Banach.
Soit


 = fx 2 C([t0; t0 + h];Rn) : jjx� x0jj� � bg
alors 
 est une partie fermé, bornée et convéxe de C([t0; t0 + h];Rn)
Pour un élément x 2 
, on a :

(Tx)(t) = x0 +
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds; t 2 [t0; t0 + h] (2.2)

a) Nous allons montrer que pour tout x 2 
, Tx 2 
, donc on montre que T est une
application :
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Alors on utilise l�inégalité et la condition (iii), on obtient :

kTx(t)� x0k� =
x0 + 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds� x0


=

 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds


� 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1m(s)ds

� 1

�(�)

�Z t

t0

�
(t� s)��1

� 1
1�� ds

�1�� "�Z t

t0

(m(s))
1
� ds

��#

� 1

�(�)

�Z t

t0

(t� s)
��1
1�� ds

�1�� "�Z t

t0

(m(s))
1
� ds

��#

� 1

�(�)

24 1
��1
1�� + 1

(�(t� s))
��1
1��+1

!1��35t
t0

"�Z t

t0

(m(s))
1
� ds

��#

� 1

�(�)

24 1
���
1��

(�(t� s))
���
1��

!1��35t
t0

"�Z t

t0

(m(s))
1
� ds

��#

� 1

�(�)

24 1
���
1��

�
(�(t� t))

���
1�� + (t� t0)

���
1��

�!1��35"�Z t

t0

(m(s))
1
� ds

��#

� 1

�(�)

�
1� �
�� �

�1��
(t� t0)���

"�Z t

t0

(m(s))
1
� ds

��#

On a
��R t

t0
(m(s))

1
� ds
���

=M alors :

kTx(t)� x0k� �
1

�(�)

�
1� �
�� �

�1��
(t� t0)���M

� M

�(�)

�
1� �
�� �

�1��
h���

� b; pour t 2 [t0; t0 + h]

Cela signi�e que kTx� x0k� � b; alors T est une application de 

b) Nous montrons maintenant que T est complètement continue.
Premièrement, nous allons montrer que T est continue. Pour tout xm, x 2 
;m =

1; 2; :::,avec lim
m!1

jjxm � xjj�= 0, nous obtenons :

lim
m!1

xm(t) = x(t); pour t 2 [t0; t0 + h]

Ainsi, à la condition (ii), on a

lim
m!1

f(t; xm(t)) = f(t; x(t)); pour t 2 [t0; t0 + h]
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Donc, nous pouvons conclure que

sup
s2[t0;t0+h]

kf(s; xm(s))� f(s; x(s))k ! 0; m!1

D�autre part, T est continue si :

kTxm(t)� Tx(t)k� =
x0 + 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; xm(s))ds� x0 �
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds


=
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; xm(s))ds�
Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds


=
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1 [f(s; xm(s))� f(s; x(s))] ds


=
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1ds [f(s; xm(s))� f(s; x(s))]


� 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1ds kf(s; xm(s))� f(s; x(s))k

� 1

�(�)

�
1

�� 1 + 1(t� s)
��1+1

�t
t0

sup
s2[t0;t0+h]

jf(s; xm(s))� f(s; x(s))j

� 1

�(�)

�
1

�
(t� t0)�

�
sup

s2[t0;t0+h]
jf(s; xm(s))� f(s; x(s))j

� 1

��(�)
(t� t0)� sup

s2[t0;t0+h]
jf(s; xm(s))� f(s; x(s))j

� 1

�(�+ 1)
h� sup

s2[t0;t0+h]
jf(s; xm(s))� f(s; x(s))j

Ce qui implique :

kTxm � Txk� �
h�

�(�+ 1)
sup

s2[t0;t0+h]
kf(s; xm(s))� f(s; x(s))k

Par conséquent,
kTxm � Txk� ! 0; m!1

Cela signi�e que T est continue.
c).Ensuite, nous montrons T
 est relativement compact. Il su¢ t de montrer que l�opé-

rateur fTx : x 2 
g est uniformément bornée et équicontinu sur [t0; t0 + h]. Pour x 2 
,
nous obtenons :
T est uniformement bornée :

kTxk� =
x0 + 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds


� kx0k+
 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds


et on a  1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds
 � b
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alors :
kTxk� � kx0k+ b

donc, ce qui signi�e que fTx : x 2 
g est uniformement bornée.
T est equicontinue :
D�autre part, pour tout t1; t2 2 [t0; t0 + h]; t1 < t2, En utilisant le inégalité de Holder,

nous avons :

k(Tx)(t2)� (Tx)(t1)k� =
x0 + 1

�(�)

Z t2

t0

(t2 � t0)��1f(s; x(s))ds

�x0 �
1

�(�)

Z t1

t0

(t1 � t0)��1f(s; x(s))ds


=

 1

�(�)

�Z t1

t0

(t2 � s)��1f(s; x(s))ds+
Z t2

t1

(t1 � s)��1f(s; x(s))ds

� 1

�(�)

Z t1

t0

(t1 � s)��1f(s; x(s))ds
�

=
1

�(�)

Z t1

t0

(t2 � s)��1f(s; x(s))ds+
Z t2

t1

(t2 � s)��1f(s; x(s))ds

�
Z t1

t0

(t1 � s)��1f(s; x(s)ds


=
1

�(�)

Z t1

t0

�
(t2 � s)��1ds� (t1 � s)��1

�
f(s; x(s))ds

+

Z t2

t1

(t2 � s)��1f(s; x(s))ds


donc

k(Tx)(t2)� (Tx)(t1)k �
1

�(�)

�Z t1

t0

�
(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1

�
f(s; x(s))ds


+

Z t2

t1

(t2 � s)��1f(s; x(s))ds
�

� 1

�(�)

Z t1

t0

�(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1� f(s; x(s)) ds
+

1

�(�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1f(s; x(s)) ds
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alors

k(Tx)(t2)� (Tx)(t1)k ��
1

�(�)

Z t1

t0

�
(t1 � s)��1 � (t2 � s)��1

�
m(s)ds

+
1

�(�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1m(s)ds

� 1

�(�)

�Z t1

t0

�
(t1 � s)��1 � (t2 � s)��1

� 1
1�� ds

�1�� �Z t1

t0

(m(s))
1
� ds

��
+

1

�(�)

�Z t2

t1

�
(t2 � s)��1

� 1
1�� ds

�1�� �Z t1

t0

(m(s))
1
� ds

��

k(Tx)(t2)� (Tx)(t1)k �
1

�(�)

�Z t1

t0

h
(t1 � s)

��1
1�� � (t2 � s)

��1
1��

i
ds

�1�� �Z t1

t0

(m(s))
1
� ds

��
+

1

�(�)

�Z t2

t1

(t2 � s)
��1
1�� ds

�1�� �Z t1

t0

(m(s))
1
� ds

��
� 1

�(�)

�Z t1

t0

(t1 � s)
��1
1�� ds�

Z t1

t0

(t2 � s)
��1
1�� ds

�1�� �Z t1

t0

(m(s))
1
� ds

��
+

1

�(�)

�Z t2

t1

(t2 � s)
��1
1�� ds

�1�� �Z t1

t0

(m(s))
1
� ds

��
� 1

�(�)

""
1

��1
1�� + 1

(�(t1 � s))
��1
1��+1

#t1
t0

�
"

1
��1
1�� + 1

(�(t2 � s))
��1
1��+1

#t1
t2

#1��
M

+
1

�(�)

"
1

��1
1�� + 1

(�(t2 � s))
��1
1��+1

#1��
M

k(Tx)(t2)� (Tx)(t1)k �
M

�(�)

�
1� �
�� �

�1�� h
(t1 � t0)

���
1�� + (t2 � t1)

���
1�� � (t2 � t0)

���
1��

i1��
+

M

�(�)

�
1� �
�� �

�1�� h
(t2 � t1)

���
1��

i1��
� M

�(�)

�
1� �
�� �

�1��
(t2 � t1)��� +

M

�(�)

�
1� �
�� �

�1��
(t2 � t1)���

� 2M

�(�)

�
1� �
�� �

�1��
(t2 � t1)���

alors :

k(Tx)(t2)� (Tx)(t1)k� �
2M

�(�)

�
1� �
�� �

�1��
(t2 � t1)���
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Comme t1 ! t2 le côté droit de l�inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par conséquent fTx : x 2

g est équicontinu sur [t0; t0+ h], et donc T
 est relativement compact. Par le théorème de
point �xe de Schauder, il ya un x� 2 
 tel que Tx� = x�, c�est :

x�(t) = x0 +
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x�(s))ds; t 2 [t0;t0 + h]:

Il est facile de voir que x� est une solution d�IVP (2.1) sur [t0; t0 + h].

Corollaire 2.1 [[10]]Soit f 2 C(J � B;Rn): Ensuite, pour � 2 (0; 1); il existe au moins
une solution du PVI (2.1) sur l�intervalle [t0 � h; t0 + h], où h0 = minf�; [ bM 00�(�+ 1)]

1
�get

M" = sup(T;x)2J� Bf(t; x):
La preuve du Corollaire (2:1) est similaire à celle du théorème (2:1).

Théorème 2.2 [[10]]Tout les conditions de théorème (2:1)sont détenir.
(iv) on suppose que il existe constante  2 (0; �) et une fonction réelle �(t) 2 L

1
 [t0;

t0 + a] tel que :
jjf(t; x)� f(t; y)jj � �(t)jjx� yjj (2.3)

Pour t 2 J et tout x; y 2 B: Alors :
Il existe une unique solution du PVI (2:1) sur [t0 � h1; t0 + h1]; ou :

h1 < minf�; h; [
�(�)

M1

(
�� 
1�  )

1�]
1

�� g

Et

M1 = (

Z t0+�

t0

(�(s))
1
 ds)

Preuve. Soit 
 = fx 2 C([t0; t0 + h1]; Rn) : jjx� x0jj� � bg: Pour un élément x 2 
, on a

(Tx)(t) = x0 +
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds; t 2 [t0; t0 + h1]

Maintenant, nous allons montrer que l�opérateur T est un opérateur de contraction sur 
.
En fait, pour x; y 2 
, nous avons :

k(Tx)(t)� (Ty)(t)k =
x0 + 1

� (�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds� x0 �
1

� (�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; y(s))ds


=

 1

� (�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds� 1

� (�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; y(s))ds


=

 1

� (�)

Z t

t0

(t� s)��1(f(s; x(s)� f(s; y(s))


� 1

� (�)

Z t

t0

(t� s)��1�(t)ds max
s2[t0;t0+h]

kx(s)� y(s)k

� 1

� (�)

�Z t

t0

(t� s)��1�(t)ds
�
kx� yk�
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On a : (t� s)��1 2 L
1

1� et �(s) 2 L
1


Alors :

k(Tx)(t)� (Ty)(t)k � 1

�(�)

�Z t

t0

�
(t� s)��1

� 1
1� ds

�1� �Z t

t0

(�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

�Z t

t0

(t� s)
��1
1� ds

�1� �Z t

t0

(�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

24 � 1
��1
1� + 1

(t� s)
��1
1�+1

!1�35�Z t

t0

(�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

�
� 1� 
��  (t� s)

��
1�

�1� �Z t

t0

(�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

�
1� 
�� 

�1�
(t� s)��

�Z t

t0

(�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

�
1� 
�� 

�1�
(t� s)��M1 kx� yk�

On a : (t� t0) = h1

k(Tx)(t)� (Ty)(t)k � M1

� (�)

�
1� 
�� 

�1�
(h)�� kx� yk� pour t 2 [t0; t0 + h1]

Alors
kTx� Tyk � c kx� yk�

Où

c =
M1

� (�)

�
1� 
�� 

�1�
(h)�� 2 (0; 1)

Ce qui prouve que T est une contraction de Banach.On resumée le principe de contraction,
T admet unique point �xe x, ce qui est évidemment une solution de PVI (2.1) sur [t0; t0+h1]
Alors la preuve est complete.

Corollaire 2.2 [[10]]Soit f 2 C(J � B;Rn). Supposons qu�il existe une constante L > 0
telle que jjf(t; x) � f(t; y)jj � Ljjx � yjj, pour tous t 2 J et tous x; y 2 B. Ensuite, pour
� 2 (0; 1), il existe une solution unique de PVI (2.1) sur l�intervalle [t0 � h1; t0 + h1], Où
h01 < minfa; h0; 1L�(�+ 1)]

1
�g:

Théorème 2.3 [[10]]Supposons que la condition (iv) du théorème (2:26) veri�e. Si les solu-
tions de PVI (2.1) existent sur [t0 � h; t0 + h], alors la solution de PVI(2.1) est unique.
avec

h < min

�
a; [
�(�)

M1

(
�� 
1�  )

1�]
1

��
�

Preuve. Supposons que y(t) et x(t) sont les solutions de PVI (2.1) dans [t0; t0 + h]. Alors :

y(t) = x0 +
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; y(s))ds; t 2 [t0; t0 + h]
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et

x(t) = x0 +
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds; t 2 [t0; t0 + h]

Par conséquent :

ky(t)� x(t)k =
x0 + 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; y(s))ds� x0 �
1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds


=

 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; y(s))ds� 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1f(s; x(s))ds


=

 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1 [f(s; y(s))� f(s; x(s))] ds
 ; t 2 [t0; t0 + h]

Pour (iv), on a :

ky(t)� x(t)k � 1

�(�)

Z t

t0

(t� s)��1�(s)ds kx� yk�

� 1

�(�)

�Z t

t0

�
(t� s)��1

� 1
1� ds

�1� �Z t

t0

((�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

�Z t

t0

(t� s)
��1
1� ds

�1� �Z t

t0

((�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

24 � 1
��1
1� + 1

(t� s)
��1
1�+1

!1�35t
t0

�Z t

t0

((�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

�
1� 
�� 

�1�
(t� t0)��

�Z t

t0

((�(s))
1
 ds

�
kx� yk�

� 1

�(�)

�
1� 
�� 

�1�
(t� t0)��M1 kx� yk�

� M1

�(�)

�
1� 
�� 

�1�
(h)�� kx� yk�

� M1

�(�)

�
1� 
�� 

�1�
(h)�� max

s2[t0;t0+h]
ky(s)� x(s)k

alors
ky(t)� x(t)k � c max

s2[t0;t0+h]
ky(s)� x(s)k

où

c =
M1

�(�)
(
1� 
��  )

1�h�� 2 (0; 1)

donc
max

s2[t0;t0+h]
ky(t)� x(s)k � c max

s2[t0;t0+h]
ky(s)� x(s)k ; t 2 [t0; t0 + h]

ce qui implique
x(t) = y(t); t 2 [t0; t0 + h]

Alors le PVI admet une unique solution.



Chapitre 3

Cas d�un système d�équation
di¤érentiel fractionnaire de la forme
D
�i� yi(t) = fi(t; y1; :::; yn)

3.1 Théorème de point �xe de banach généralisé

Théorème 3.1 [9]Soit U sous ensemble non vide et fermée d�un espace de Banach E, soit

Bn � 0, et pour tout n tel que
1P
n=0

Bn converge, soit un operateur A : U ! U qui satisfait

l�inégalité :
kAnu� Anvk � Bn ku� vk

pour tout n 2 N , u; v 2 U; alors A admet un point �xe unique u�et pour tout u0 2 U
,(Anu0)

1
n=1 converge vers le point �xe u

�:

3.2 Existence et unicitée d�une solution

dans ce travail nous prouvons l�existence et unicitée par le théorème de point �xe de
Banach, du système d�équation di¤érentielle fractionnaire :

D�i
� yi(t) = fi(t; y1; :::yn), et y

(k)
i (0) = C

i
k; i = 1; 2; :::; n; k = 1; 2; :::; n (3.1)

Où mi < �i � mi + 1 et D�i
� est la derivée fractionnaire de caputo.

Lemme 3.1 [9]Si la fonction f = (f1; :::; fn) est de classe C1; alors le problème de valeur
initial(PVI) (3:1)est équivalent à l�équations intégral de Volterra :

yi(t) =

miX
k=0

Cik
tk

k!
+ I�ifi(t; y1; :::; yn); 1 � i � n (3.2)

Preuve. On suppose yi satisfait le problème de valeur initiale (3.1),alors on applique I�i à
les deux coté de (3.1) et on utilise les propriétés de la dérivée fractionnaire de caputo (3.2),
inversement on suppose que yi satisfait (3.2); alors on observe Dmi+1yi existe et intégrable
à cause de :

28
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ymi+1
i = Dmi+1

 
miX
k=0

Cki
tk

k!
+ I�ifi

!
, 1 � i � n

= Dmi+1I�ifi

= DDmiI�i�mi+mifi

= DDmiImiI�i�mifi

= DI�i�mifi

Par les propriétés de derivée de caputo alors

ymi+1
i = D1��i+mifi = D

1��i+mifi (3.3)

= Dmi��i+1fi

Ce qui existe et intégrable car f 0i est continue.
alors

Imi+1��iymi+1
i = D�i

� yi exsite

On applique l�opérateur di¤érentiel D�i
� aux deux membre de cette coté igalité (3.2) :

D�i
� yi = I

mi+1��iDmi+1

 
miX
k=0

Cki
tk

k!
+ I�ifi

!
= Dmi+1I�ifi

= DDmiI�iI�i�mifi

= Imi+1��iDmi+1

 
miX
k=0

Cki
tk

k!
+ I�ifi

!

On a :

Dmi+1

 
miX
k=0

Cki
tk

k!
+ I�ifi

!
= Dmi+1��iDmi+1��ifi = fi (3.4)

Par les proprietées de la dérivée fractionnaire
Alors :
fi est continus et 0 < mi + 1� �i < 1; alors yi satisfait (3.1)

Théorème 3.2 [9]Soit f = (f1; :::; fn) : w ! Rn est de classe C1 avec :

w = [0; ��]�
nY
j=1

[yi(0)� lj; yj(0) + lj] �� > 0; lj > 0;8j

alors le système d�équation non autonomes :

D�i
� yi(t) = fi(t; y1; y2; :::; yn) ; yki (0) = C

i
k ,1 � i � n ,1 � k � mi (3.5)

Où mi < �i < mi + 1 possède une unique solution �y(t) : C [0; �]! R
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Où :

� = min

(
��;

�
l�(�i + 1)

[1 + �] kfk

� 1
�i

;

�
lk!

[1 + �] jCikj

� 1
k

)
i = 1; :::; n; k = 1; :::;mi

l = min fl1; l2; :::; lng ; � = max f�1; �2; :::; �ng
et [1 + �] est la partie entiere de �+ 1:

Preuve. Par le lemme (3.1), et l�équation (3.5) implique

yi(t) =

miX
k=0

Cik
tk

k!
+ I�ifi(t; �y); 1 � i � n (3.6)

On a
A(�y) = (A1(�y); A2(�y); :::; An(�y))

Où :

Ai(�y(t)) =

miX
k=0

Cik
tk

k!
+ I�ifi(t; A(�y))

On remplace

I�ifi(t; A(�y)) =
1

�(�i)

Z t

0

(t� s)�i�1fi(s; �y(s))ds

Alors

Ai(y(t)) =

miX
k=0

Cik
tk

k!
+

1

�(�i)

Z t

0

(t� s)�i�1fi(s; �y(s))ds (3.7)

le point �xe de l�opérateur A sera une solution de l�équation (3.5).
comme f est C1, elle est localement Lipschitzienne et il existe un voisinage, de L sur

lequel f est Lipschitzienne, avec constante de Lipschitz L, soit

U = f�y 2 B : jyi � yi(0)j � L; 1 � i � n; x < Lg

Il est clair que U est un sous-ensemble non vide, convexe et fermé et de C ([0; X]n), sur
lequel f est Lipschitzienne. Puisque fi ; i = 1; 2; :::; n, sont continues sur l�ensemble compact
W , ils sont uniformément continue sur W:
Ainsi par " > 0; nous pouvons trouver � > 0 telque :

jfi(t; �y)� fi(t; �z)j < "�

j�y � �zj < "; "� = min

�
"�(�1 + 1)

x�1
; :::;

"�(�n + 1)

x�n

�
Maintenant soit �y; �z 2 U telque j�y � �zj < �
alors par l�équation(3:5)
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jAi�y(t)� Ai�z(t)j =
mi

j
X
k=0

Cik
tk

k!
+

1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1fi(s; �y(s))ds

�
miX
k=0

Cik
tk

k!
� 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1fi(s; z(�s))ds j=
���� 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1fi(s; �y(s))ds

� 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1fi(s; z(s))ds
����

=

���� 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1ds [fi(s; �y(s))� fi(s; z(s))]
����

on a
[fi(s; �y(s))� fi(s; z(s))] � "�

Alors

jAiy(t)� Aiz(t)j �
1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1ds "�

� "�

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1ds

� "�

� (�i)

�
�1

�i � 1 + 1
(t� s)�i�1+1

�t
0

� "�

� (�i)

�
�1
�i
(t� s)�i

�t
0

� "�

� (�i)

�
1

�i
(t)�i

�
� "�

� (�i)
t�i

Donc

jAiy(t)� Aiz(t)j �
"�

� (�i)
x�i � "; 8i
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Nous trouvons��Aiy(t)� Ci0�� =
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!
+

1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1fi(s; �y(s))ds
�����

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+
���� 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1fi(s; �y(s))ds
����

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1ds jfi(s; �y(s))j

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1ds kfk

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ 1

� (�i)

�
�1

�i � 1 + 1
(t� s)�i�1+1

�t
0

kfk

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ 1

� (�i)

�
�1
�i
(t� s)�i

�t
0

kfk

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ 1

� (�i)

�
�1
�i
(t)�i

�
kfk

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ 1

� (�i + 1)
t�i kfk

Donc ��Aiy(t)� Ci0�� �
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ 1

� (�i + 1)
t�i kfk

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ 1

� (�i + 1)
x�i kfk

�
�����
miX
k=0

Cik
tk

k!

�����+ kfkx�i
� (�i + 1)

� l; 8i

Ainsi, nous démontrons que pour chaque y; z 2 U

jAni y(s)� Ani z(s)j �
Ls�i

� (n�i + 1)
jy � zj ; pour n=0,1,...

Cela peut être vu par induction. Dans le cas n = 0, l�instruction est trivialement vrai.
pour l�étape d�induction de n� 1! n, on écrit

jAni y(s)� Ani z(s)j =
��A(An�1i y(s))� A(An�1i z(s))

��
=

���� 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1dsf(s; An�1i y(t))� 1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1dsf(s; An�1i z(t))

����
=

1

� (�i)

����Z t

0

(t� s)�i�1ds
�
fi(s; A

n�1
i y(s)� fi(s; An�1i z(s)

�
ds

����
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Dans les prochaines étapes, nous utilisons que f est lipchitziennes sur U et l�hypothèse
d�induction pour obtenir

jAni y(t)� Ani z(t)j � L
1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1ds
��An�1i y(s)� An�1i z(s)

��
� L

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1
��An�1i y(s)� An�1i z(s)

�� ds
On a

jjAni y(t)� Ani z(t)jj �
(LS�i)n

� (n�i + 1)
jy � zj

Donc ����An�1i y(t)� An�1i z(t)
���� � (LS�i)n�1

� ((n� 1)�i + 1))
jy � zj

Alors

jAni y(t)� Ani z(t)j �
L

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1 ds (LS�i)n�1

� ((n� 1)�i + 1))
jy � zj

� LLn�1

� (�i) � ((n� 1)�i + 1))

Z t

0

(t� s)�i�1 s(n�1)�ids jy � zj

� Ln

� (�i) � (1 + (n� 1)�i))

Z t

0

(t� s)�i�1 s(n�1)�i jy � zj ds

� Ln jy � zj
� (�i) � (1 + (n� 1)�i))

Z t

0

(t� s)�i�1 s(n�1)�ids

=
Ln jy � zj

� (�i + 1 + (n� 1)�i))

Z t

0

(t� s)�i�1 s(n�1)�ids

=
Ln jy � zj
� (1 + n�i)

I�it�i(n�1)

=
Ln

� (1 + n�i)
I�it��itn�i jy � zj

=
Lntn�iI�it��i

� (1 + n�i)
jy � zj

=
(Lt�i)n

� (1 + n�i)
jy � zj � Ln jy � zj

� (1 + n�i)
Xn�i ; (t = X)

Par consequence, nous obtenous :

jAni y(t)� Ani z(t)j �
(L��i)n

� (n�i + 1)
jy � zj

Nous avons maintenant démontré que l�operateur Ai satisfait les hypothèses du théorème
de point �xe du Banach ( tel que �n = (L��i)n�� (n�i + 1)). A�n d�appliquer le théorème

(2:4), nous devons véri�er que la série
1P
n=0

�n converge. Cependant, cela est un résultat bien

connu que
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1X
n=0

(L��i)n

� (n�i + 1)
:= E�i(L�

�i);

Est fonction mittag-Le er de l�ordre �i, évalués à L��i. Par conséquent, d�aprét le théorème
de point �xe géniralisé Ai converge vers unique point �xe A�i . Par conséquent. A converge
(A�1; :::; A

�
n) , qui est unique.

3.3 Dépendance des solutions par les conditions ini-
tiales

Théorème 3.3 [9]Soient les fonctions : f = (f1; :::; fn) : w ! R; de classe C1
Où

w = [0; ��]�
nY
j=1

[yj [0]� lj; yj [0] + lj] ; �� > 0; lj > 0

soit f = (f1::::fn) est lipshizienne par rapport la deuxieme variable :i.e :

jfi(t; y(t))� fi(t; z(t))j � L jy(t)� z(t)j ;8i (3.8)

Soient y(t) et z(t) sont des solutions de PVI :

D�i
� yi(t) = fi(t; y(t)); y

(k)
i (0) = C

i
k; :::1 � i � n; 0 � k � mi

D�i
� zi(t) = fi(t; z(t)); z

(k)
i (0) = d

i
k; :::1 � i � n; 0 � k � mi

respectivement, ou mi � �i � mi + 1; tel que :

jyi(t)� zi(t)j �
T � T 0E�i(Lt�i)

Ou T (t) = (T1(t); :::; Tn(t))t , T
0(t) = (T

0
1(t); :::; T

0
n(t))

t

Ou Ti =
miP
k=1

Cik
tk

k!
et T

0
i =

miP
k=1

dik
tk

k!
et E�i est la fonction de Miltag-Le er.

Preuve. Considerons les sequences d�itération ymj (t), dé�nie pour m = 1; 2; :::

�
A0i y

�
(t) =

miX
k=1

Cik
tk

k!
; (Ami y) (t) =

miX
k=1

Cik
tk

k!
+

1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1f(�; Am�1i (�))d�

�
A0i z

�
(t) =

miX
k=1

dik
tk

k!
; (Ami z) (t) =

miX
k=1

dik
tk

k!
+

1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1f(�; Am�1i (�))d�

Nous observons que pour m=1,2,...
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jAmi y(t)� Ami z(t)j =
�����
miX
k=1

Cik
tk

k!
+

1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1f(�; Am�1i (�))d�

�
miX
k=1

dik
tk

k!
+

1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1f(�; Am�1i (�))d�

�����
=

miX
k=1

�
Cik � dik

� tk
k!
+

1

� (�i)

Z t

0

(t� s)�i�1d���
fi(�; A

m�1
i (�

�
)�

�
fi(�; A

m�1
i (�

�
))

On ajAmi (y)� Ami (z)j �
(Lt�i )p

�(p�i+1)

Alors :

jAmi (y)� Ami (z)j �
�����
miX
k=1

(Cik � dik)
tk

k!

�����+ 1

� (�i)

Z t

0

(t� �)�i�1d���fi(�; Am�1i y(�)� fi(�; Am�1i z(�)
��

�
�����
miX
k=1

(Cik � dik)
tk

k!

�����
miX
k=1

(Lt�i)p

� (p�i + 1)

Alors
lim
m!1

j(Amy)(t)� (Amz)(t)j �
���Ti � T 0

i

���E�i(Lt�i)
Donc

jyi(t)� zi(t)j �
T � T 0

E�i(Lt�i) (3.9)

Alors la solution est unique.
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conclusion
Dans ce mémoire, on a étudier les systèmes d�équations di¤érentielles fractionnaires non

une dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo et avec les intégrales fraction-
naires.
Pour le système(PVI) avec conditions initial, en utilisant les techniques de points �xes,

nous avons établi des résultats d�existence et d�unicité de certains problèmes di¤érentiels
d�ordres fractionnaires dans des espaces de Banach.
On veri�é les résultats d�existence et d�unicité sur les systèmes impulsive.
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