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Résumé

Résumé :

Condensation de Bose Einstein a été prédite par Einstein en 1925. Elle n'a été réalisée
expérimentalement qu'en 1995, une fois que les physiciens ont pu refroidir des atomes a trés basse
température. Cette réalisation a relancé l'intérét des physiciens pour I'étude des atomes ultra froids, qui
satisfont aux statistiques quantiques.

Nous avons considéré un gaz atomique de N bosons libres dans un piége harmonique a une, deux et
trois dimensions. Nous avons déterminé le potentiel chimique, la température de condensation et
1’énergie interne U de ce gaz. Nous avons constaté que le systéme piégé a une dimension finie
présente une condensation. Nous avons montré que la température est petite. Nous avons constaté
que ces grandeurs sont proches de leurs expressions thermodynamiques lorsque N est
supérieur a 10000. Elles ont un comportement Iégerement différent quand N est inférieur a ce

nombre.
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Abstract :
The Bose and Einstein condensation theory was discovered in 1925 when Einstein completed
the work of Boz and was experimentally tested at low temperature thermocouples of the nano-
calvin class in 1995.
Since then, physicists have been interested in the study of super-cold atoms that are subject to
quantum physics,
This note is part of the theoretical study of some of the characteristics of characteristics of
Bose Einstein’s condensation of this gas in a one-dimensional, one-dimensional, one-
dimension well.
We examined the chemical quantification changes in terms of temperature in each well in tow
ways (exact calculation and integrative calculation).
We also studied internal energy changes in temperature per well.
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Introduction

Suite aux travaux de bengali Satyendra Nath Bose sur le rayonnement du corps noir
[1],A. Einstein prédit en 1924 [2, 3] qu'un gaz parfait de bosons devrait subir a basse tem-
pérature une transition de phase, dite condensation de Bose-Einstein, amenant un nombre
macroscopique de particules a s’accumuler dans I’état fondamental. Le condensat obtenu
est un fluide quantique car cette transition se produit lorsque les effets de statistique
quantique commencent & se manifester, autrement dit lorsque la distance inter-atomique
devient de l'ordre de la longueur de cohérence des ondes de matiére. Plus quantitative-
ment, la condensation de Bose-Einstein survient lorsque la température et la densité de
particules n satisfont la condition nA\g > 2.612 ot Ay, = h/ V2rmkgT, m désigne la masse
d’une particule et kg la constante de Boltzmann, kg = 1, 380648 10%% , A5 est la longueur
d’onde thermique moyenne. Cette prédiction resta a ’état spéculatif jusqu’en 1938, date
de la mise en évidence par Kapitza [4], Allen et Misener[5] du caractére superfluide de
I’hélium liquide & basse température. F. London [6] fit alors le rapprochement entre la
prédiction d’Einstein et ce phénomeéne expérimental (la température de la transition su-
perfuide Tx = 2.2 k est remarquablement proche de la température de la condensation de
Bose-Einstein d’un gaz parfait de méme densité que 'hélium liquide T = 3, 2K et il émit
l'idée que les deux phénomeénes étaient reliés). Ce fut le début d’une période particuliére-
ment féconde de la physique statistique, dans laquelle furent impliqués parmi certains des
plus grands noms de la discipline, tels que L. Landau ou R.P. Feynman. Notons toutefois
que I’hélium superfuide étant dans une phase dense [7], sa physique est trés loin de celle
du gaz parfait décrit initialement par S.N. Bose et A. Einstein. Ceci rend en particulier
tres difficile toute description de son comportement. Ainsi, & titre d’exemple, on ne sait

calculer que depuis trés récemment la température de transition superfluide.
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Cette situation se trouva brutalement changée en 1995, lorsque fut observée pour la
premiére fois la condensation de Bose-Einstein de gaz d’atomes alcalins ultra froids a
Boulder et au MIT [8,9, 10] sur des atomes de sodium et de rubidium, ce qui valut le prix
Nobel a E. Cornell, W. Ketterle et C. Wieman en 2001 Pour la premiére fois, il était possible
d’observer la transition de phase prédite par Einstein dans des systémes de trés faibles
densités et donc proches du gaz parfait étudié par Bose et Einstein. Aprés cette premiére
démonstration expérimentale de la condensation de Bose-Einstein, d’autres expériences
du méme type suivirent et permirent de compléter la liste des atomes condensés. A ce
jour, cette liste compte dans 1’ordre chronologique les atomes de®"Rb [8], 2*Na [9], "Li

[11), 'H [12], ®Rb mai 1998*He* [13], K [14],

133

Cs [15] et depuis peu un atome de
terre rare, 'Ytterbium 7Y b[16]. L’étude des condensats de Bose Einstein a donné lieu
a beaucoup de travaux aussi bien théoriques qu’expérimentaux. Cependant, malgré une
grande quantité de résultats, ces condensats et de maniére générale le comportement des
gaz a basse température (donc satisfaisant aux statistiques quantiques) sont encore peu
connus et beaucoup reste a faire. C’est pourquoi nous nous sommes intéressés a I’étude
des condensats de Bose Einstein pour contribuer a une meilleure compréhension de leur

comportement.

Dans le premier chapitre nous étudions quelques propriétés de la statistique quantique
et du phénomeéne de condensation de Bose Einstein. Nous rappelons aussi les réalisations
expérimentales des condensats de BE.

Dans le chapitre deux, nous présentons les résultats du comportement des condensats
de BE d’un gaz atomique supposé gaz parfait de bosons sans interactions mutuelles dans
un pieége harmonique & une, deux et trois dimensions et isotrope. Nous allons prendre les
valeurs exactes de 1’énergie et de la dégénérescence pour calculer le nombre d’atomes dans
les états excités. Notre but dans ce travail est de chercher a comprendre si nous pouvons
obtenir la condensation de Bose Einstein d’un gaz piégé dans un piége harmonique a 1D.
Dans ce travail nous allons utiliser deux méthodes (sommation exacte et approximation
par une intégrale) pour calculer le nombre des atomes piegés dans un piege 1,2 et 3D et

nous comparons les résultats auxquels elles conduisent. nous allons aussi calculer ’enrgie
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intérne pour les trois systémes.

Nous présentons dans le chapitre trois des résultats némuriques sur le comportement
des condensats de BE dans un piege harmonique & 1,2 et 3D. Nous allons déterminer
la température du condensat a partir de la variation du potentiel chimique. Nous allons
comparer les résultats du calcul exact aux résultats théoriques donnés a la limite thermo-
dynamique. Et enfin nous allons étudier le comportement de 1’énergie interne a volume
constant dans un piége harmonique & une, deux et trois dimensions.

Nous terminons par une conclusion générale .



Chapitre 1

Rappels de physique statistique

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons brievement quelques généralités essentielles sur les
statistiques quantiques (statistique de Fermi Dirac et statistique de Bose Einstein ) d’'un
gaz sans interactions. De nombreux ouvrages de Mécanique Statistique et Quantique
traitent du sujet ; voir par exemple [2, 3, 4].

Rappels de physique statistique , nous étudions le cas d’un gaz parfait de bosons
piégés dans un potentiel harmonique . Nous mettons enévidence la singularité découverte
par Einstein, qui apparait lorsque la densité dans ’espace des phases dépasse une valeur

critique.

1.2 Fonction de partition grand-canonique

Pour décrire un ensemble des particules quantiques indiscernables, ’ensemble statis-
tique le plus commode est I'ensemble grand-canonique [18, 19, 20]. 11 est obtenu en suppo-
sant que le systeme considéré peut échanger de 1’énergie et de particules avec un reservoir,
supposé beaucoup plus grand [21]. La présence de ce reservoir fixe le nombre moyen de
particules N et 1’énergie moyenne U.

L’état d’équilibre est alors déterminé en choisissant l'opérateur densité du systeme 2

qui maximise I'information manquante, ou entropie statistique[29] :
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A

A A
S(p) = —kgTr(pLn(p)) (1.1)
Compte-tenu des deux contraintes :

A A
(N)=N (Hy=U (1.2)
Cette maximisation sous contraintes se traite simplement dans le formalisme des mul-

tiplicateurs de Lagrange. On obtient :

N A
5 _exp(—aN - [H)

Ze; = Trexp(—aN — BH) (1.3)
Zg

La fonction Zg est appelée fonction de partition grand-canonique. Les multiplicateurs
de Lagrange et sont associés aux contraintes sur (]Qf ) et ( ﬁ ) . Le paramétre [ est relié
ala

température T par § = ( kgT) 'Le parametre o est relié au potentiel chimique
i ( énergie a fournir pour ajouter une particule) par « = —fu ,ainsi qu’a la fugacité
z=e " =¢efr,

La détermination des valeurs de z et  qui vérient les contraintes (2) se fait par

I'intermédiaire de :

N = z%ang(z,B, V) (1.4)
U= —%ang(z,ﬁ,V) (1.5)

qu’il suffit d’inverser pour obtenir z et 3 comme fonctions de N et U.
Une fois Zg déterminée, toutes les grandeurs thermodynamiques s’en déduisent par

simple dérivation. Ainsi la pression se détermine & partir de :
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0

1.3 Le gaz parfait quantique

Le calcul explicite de Z, qui permet d’obtenir des résultats explicites a partir d’expres-
sions comme (6) est trés ardu dans le cas général d’un fluide en interaction. En revanche,
le cas du gaz parfait peut étre traité exactement d’une maniére remarquablement simple,

comme nous allons le voir d’hamiltoniens a un corps :
H=h+hy+ oo hy. (1.7)

A~ N
Notons {| A\)} une base de vecteurs propres de I’hamiltonien & un corps h , et H

I’énergie associée a un corps :

RIA) = e[ A) | A) (1.8)

Passons maintenant en seconde quantication, et introduisons les opérateurs de des-
truction ay et de création af d’une particule dans 1'état individuel A\.L’hamiltonien total

et I'opérateur nombre de particules s’écrivent :

A

A
H = Zeka;\“a,\ N = Za;\ra)\ (1.9)

Une base d’états propres de I'éspace de Fock est {6 Ny, Ny, N /\u>} ou les nombres
d’occupation N, des états quantiques individuels (i) valent 0 ou 1 dans le cas de fermions,

(77) sont des entiers positifs ou nuls quelconques dans le cas de bosons. On note par
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commodité [ un ensemble donné {N,} :| [) = | Ny, N,/, N,~,....). On a donc

A
N|D)=N|l)  avec No= > N, (1.10)

AN
H|l)=E1l) avec E = Y N (1.11)

La fonction de partition grand-canonique Zg donnée en (3)se calcule aisément dans la

base | [) :

Zg = Y exp(—aN, - BE)) (1.12)

= Zexp—(a + Bex) Ny x exp —(a + Be,r )Ny x exp —(a + fe,r )Ny x IIC,

ou on a posé :

G = ZGXP—(OMLBGA)NA (1.13)

Cette factorisation de Zg en produit de fonctions de partition, relatives chacunes & un
état quantique individuel A est I'avantage majeur de l'utilisation du formalisme grand-
canonique.

Cas des fermions : statistique de Fermi-Dirac :

Pour des fermions, les valeurs possibles de N, dans la somme (1.13) sont Ny, =0 ou

N, =1 on adonc:

C(AF) =1+ exp(—a — fey) = 14 zexp(—fey). (1.14)
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La fonction de partition vérifie :

InZg =Y In(1+ zexp(—Bey)). (1.15)

En

utilisant (1.4), on en déduit 'expression du nombre de particules total dans le systéme :

1
N = N N, = 1.16
I o mg

Pour un systéme de température fixée, le potentiel chimique peut prendre n’importe
quelle valeur,positive ou négative.Une valeur grande et négative correspond a un nombre
moyen de particules trés faible, donc a un systéme bien décrit par la statistique de Boltz-

mann classique :

[ — —00 Ny ~ zexp(—pfey). (1.17)

Une valeur positive et grande devant kg1’  correspond au contraire a un nombre
de particules trés élevé, et donc & un gaz de Fermi fortement dégénéré. Les nombres
d’occupation N, valent presque 1 si €y < p et 0 sinon.

Cas des bosons : statistique de Bose-Einstein :

Pour des bosons, le calcul de (13) se raméne a une série géométrique, soit :

1
7= (1.18)

1— exp(—a— Bey)

1
exp Blex —p) — 1

N = ZNA avec Ny = (1.19)
A
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Dans ce cas le potentiel chimique peut prendre toutes les valeurs depuis —oo jusqu’
a €nmin , qui représente ’énergie du niveau fondamental de % Pour un potentiel chimique
au dela de cette valeur, la population de ce niveau fondamental deviendrait négative, ce
qui n’a bien sur aucun sens. Comme pour le gaz de Fermi, les valeurs grandes et négatives
de p correspondent & un gaz bien decrit par la physique classique

(distribution de Boltzmann ) :

U — —00 N, = Z exp(—pe,). (1.20)

1.4 Condensation de Bose-Einstein

1.4.1 La distribution de Bose-Einstein et le phénoméne de

condensation

Considérons un ensemble grand canonique d’atomes bosoniques identiques, sans inter-
actions mutuelles, en contact avec un thermostat. Il s’agit de trouver I’état macroscopique
le plus probable du gaz pour des valeurs fixées du nombre total N d’atomes et de ’énergie

totale moyenne U de ces atomes [17,18] :

> N,=N > NE,=U (1.21)

Le calcul du nombre d’états microscopiques distincts correspondant & un état ma-
croscopique défini par 'ensemble { Nv} des nombres d’atomes a été effectué la premieére
fois par A. Einstein [18] .Ce calcul suppose les atomes indiscernables. La recherche du
maximum de ce nombre, compte tenu des contraintes (2.20) donne le nombre moyen d’oc-
cupation n, = N, /g, (ou g, la dégénérescence du niveau ) d'une cellule ou état quantique
v d’énergie ¢,,.

Le nombre total de particules s’écrit :
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v

Il faut ensuite inverser cette équation pour obtenir z en fonction de NV et de T .
On peut écrire ’équation (1.21) en séparant 'occupation du fondamental de celle des

états excités, comme suit

N =Ny+ N, =

z 9v
_— 1.23
1—z+;z—165€”—1 ( )

Le point important, qui permet de comprendre le phénomeéne de condensation, est que
la valeur de N, pmax est finie. A une température 7' et un volume V fixés, quand le nombre
total N.pax d’atomes piégés devient supérieur a cette valeur N, max , il est impossible
pour les populations des états excités d’accueillir ’ensemble des atomes. L’excédent de po-
pulation N — N, .y se condense alors nécessairement dans I’état fondamental, c’est-a-dire
que pour z — 1, le nombre d’atomes N, dans I’état fondamental devient macroscopique.
C’est ce phénomeéne que 1'on appelle :

« Condensation de Bose Einstein ».

1.4.2 La température de condensation

On définit la température de condensation de Bose Einstein T- comme la température
pour laquelle le nombre d’atomes dans ’ensemble des états excités est égal au nombre total
des atomes du gaz(N = N, pax). Pour T' < T; un grand nombre de particules se condensent
dans I’état fondamental ce qui donne Ny ~ N . Cette température est la température
critique de transition de phase. Cette transition de phase a été prévue par Einstein pour
un gaz de bosons, et la conséquence de cette transition est I'apparition d’'une nouvelle
forme de la matiére qui s’appelle condensat de Bose-Einstein. Cette phase est caractérisée
par des propriétés remarquables telles que la supraconductivité et la superfluidité. Tous
ces effets sont en principe observés aux températures trés basses, qui sont déterminées par
les propriétés des particules engagées (des paires d’électrons ou des atomes). Les résultats

expérimentaux montrent que la température de condensation est tres basse, de l'ordre de
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quelques centaines de nano kelvins. Nous allons étudier numériquement et théoriquement
le comportement de cette température dans un piége harmonique & une, deux et trois

dimensions et isotrope.

1.5 Description qualitative et grandeurs physiques

pertinentes

1.5.1 La longueur d’onde de De Broglie

En mécanique quantique, toute particule est décrite par une fonction d’onde :
U(r). | U(r) |? dr

représente la probabilité de présence de la particule dans 1'espace (probabilité de trouver
la particule a la position comprise entre 7 et r + d?)) La précision avec laquelle on
détermine sa position est régie par le principe d’incertitude de Heisenberg :

Ax.Ap > h et une relation similaire en y et en z ) o Az est 'extension spatiale de
la fonction d’onde ¥ (incertitude en position) et Ap, l'incertitude sur I'impulsion de la
particule.

Pour un gaz d’atomes ultrafroid (7" ~ 100 pK) , la vitesse d’agitation thermique
moyenne est trés petite. Elle est autour de 20 cm/s.Ap, est petit, donc Az est "grand",
c’est a dire que la fonction d’onde est plus étendue que la taille de la particule. L’extension
spatiale Ax de la fonction d’onde ¥ vaut :

A= Ap = m ou Ay est la longueur d’onde thermique de Broglie. On peut
imaginer des situations ou la délocalisation des particules, que ’on considére comme des
paquets d’onde aux yeux de la mécanique quantique, devient de I'ordre des distances inter
atomiques (n_%), ou n est la densité spatiale. Par exemple quand la température est tres
basse (la longueur d’onde thermique est trés grande), ou quand la densité est grande (la
distance interatomiques diminue). Cette condition se traduit par le critére sur la densité

D dans l'espace des phases, telle que : D = n\3, ~ 2.612 [30]



1.5. Description qualitative et grandeurs physiques pertinentes 14

Figure 1-1 : A gauche on voit un gaz dont P’étalement des atomes est déja bien plus
important que dans la vision classique. A droite cet étalement a surpassé les distances
interatomiques conduisant & une fusion de tous les paquets d’ondes en un seul. C’est ce
qui se produit dans les gaz a trés basse température 7' =~ 1K conduisant les atomes a

constituer un condensat de Bose-Einstein.

-Ordres de grandeurs

Maintenant qu’on a vu les grandeurs pertinentes, on peut fixer les idées avec quelques
ordres de grandeurs. La plupart des condensats atomiques, pour ne pas dire tous, sont
réalisés expérimentalement & partir de gaz monoatomiques, issues de la famille des alcalins
(premiere colonne de la classification périodique), comme le Rubidium ou le Césium par

exemple. En générale on a :n ~ 1020 Atomes,/m3, T ~ 1uk, N ~ 10° Atomes [14].

L’observation expérimentales de condensation de BE

L’observation expérimentale des condensats de BE a été possible grace au développe-
ment des techniques de refroidissement d’atomes par laser. Les trés basses températures
atteintes ont permis d’atteindre le régime de condensation pour des gaz suffisamment di-
lués pour que les interactions ne masquent pas le phénoméne de condensation. En 1995,
une condensation proche du cas idéal a pu étre réalisée [22] : une équipe du laboratoire

NIST/JILA (Boulder, Colorado, Etats-Unis), dirigée par Eric Cornell et Carl Wieman,
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est parvenue & obtenir pendant quelques secondes un condensat de Bose-Einstein ; il était
constitué de quelques milliers d’atomes de rubidium pré-refroidis par laser, puis refroidis
plus avant par « évaporation » dans un piége magnétique. La température du gaz était
alors de l'ordre de 100 nK.

Un troisiéme chercheur, Wolfgang Ketterle diplémé de 'université Ludwig-Maximilian
de Munich, étudie également de son coté « le refroidissement par laser et le piégeage des
atomes froids » ainsi que la superfluidité dans les gaz a « haute température ».

Ces trois chercheurs (Cornell, Wieman et Ketterle), recevront en 2001, le prix Nobel
de physique « pour la découverte de la condensation de Bose-Einstein dans les gaz et

pour des avancées dans ’étude des propriétés de ces condensats ».

Figure 1-2 : condensation d’un gaz d’atomes de rubidium observé & Boulder dans le
groupe d’Eric Cornell et Carl Wieman & Boulder en 1995. La figure donne la distribution
en vitesse des atomes dans le piege. A gauche, le nuage d’atomes est encore relativement
chaud, la dispersion des vitesses atomiques est grande, et le condensat ne s’est pas formé.
Au centre, on observe la superposition du condensat (pic étroit au centre) et d’un piédestal

correspondant aux atomes plus énergétiques, non condensés. Sur I'image de droite, le
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refroidissement a été suffisamment fort pour que pratiquement tous les atomes soient

condensés.



Chapitre 2

Condensation de BE dans un piége

harmonique

2.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons la condensation de Bose Einstein d’un systéme
de N atomes bosoniques piégés dans un potentiel harmonique. Les auteurs [23,24, 25],
obtiennent les expressions différentes du nombre d’atomes dans les états excités pour les
systémes & une, deux et trois dimensions. En particulier, ce nombre est fini pour deux et
trois dimensions et infini pour le cas & une dimension lorsque la température se rapproche
de la température de condensation. Il est alors admis que la condensation deBose Einstein
se produit dans les systémes a deux et trois dimensions alors qu’elle ne se produit pas

dans les systémes a une dimension.

Dans une premiére partie de ce travail, nous proposons des expressions plus précises
du nombre de particules dans les états excités pour ces différentes dimensions, obtenues en
utilisant les expressions exactes des énergies du fondamental et des niveaux excités. Notre
but dans ces expressions est de répondre a la question : peut on obtenir la condensation
de BE dans un piége harmonique & une dimension ?

Dans une deuxiéme partie, nous étudions I’énergie interne et sa fluctiation a volume

constant d’un systéme de particules bosoniques piégées dans un potentiel harmonique a

17
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une,deux puis trois dimensions.

2.2 Piége harmonique a trois dimensions

Considérons le cas d'un gaz d’atomes bosoniques sans interactions piégés dans un

potentiel harmonique tridimensionnel (3D), qu’on écrit sous la forme suivante :

1
V(7)) = ém(u)i:{:2 + w§y2 + w?2?) (2.1)

Les bosons sont répartis sur différents niveaux d’énergie individuels de ’hamiltonien
A A 5
— Lo, . .
h (h =24+ V(r )>caracterlses par les trois nombres quantiques n,,n,,n..La valeur

AN
propre g, de étant h égale & :

o = | (nlne + 3) iyl + 3) sl + ) (22)

On peut écrire ¢, dans le cas d’un potentiel harmonique isotrope & 3D de fréquences

Wy = Wy = W, = wo sous la forme :

3
en = hwo [nx +n, +n, + 5} = nhwq + &g (2.3)

Avec

3
n:n$+ny+nzet50:§hw0 (2.4)

g est 'énergie de I’état fondamental du piége harmonique isotrope. La dégénérescence
gn3de la valeur propre ¢,, dans le cas a trois dimensions est égale a :
(n+1)(n+2) n®* 3n

g = - 4+ "4 2.
Gn3 5 o T (2.5)

2.2.1 Cas o1 I’énergie du fondamental est nulle

Les auteurs des références [26, 23] ont considéré que 1’énergie de I’état fondamental du
piége harmonique 3D, isotrope est nulle (¢9 = 0). Le nombre de particules dans cet état

est donné par I'expression suivante :
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Ny = (2.6)

Et 'occupation dans les états excités est donnée par ’expression suivante :

gi3
N, = Z e (2.7)

L’expression de NN, est obtenue en utilisant d’abord la formule de sommation d’Euler-
Mac Laurin [27] puis la méthode d’intégration utilisant le développement en série, pré-

sentée dans les appendices (A, B et C) :

o0

/ x? + 3x)ze “dx

1 — ze—ox

1
= Epolylog(Z%7 z) + %polylog@7 z) (2.8)

(‘b
er—t

0

Ou poly log(m, z) est la fonction Polyogarithme (voir appendice A)

hwo

et a= inT

L’expression (8) a été obtenue en négligeant le dernier terme de g,3 . La fonction de

Bose g (z), utilisée dans certains livres [28]et définie par :

1 * Vaxdx .

est équivalente a la fonction polylog(m, )

Donc le nombre total N de particules dans le piege est tel que :

1 1 3
N=Ny+ N, = 1, + gpoly log(3, z) + Tﬂpoly log(2, z) (2.10)
Température de condensation et fraction condensée

En se limitant au premier terme de ’équation (2.7) :

1
N, = gpoly log(3, 2) (2.11)

N, est une fonction croissante de z. ol z est limité par 1. Donc N, prend une valeur

maximale lorsque z — 1
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1 1
Ne(max) = ﬁpoly log(3,1) = 51, 202 (2.12)

Lorsque N > Nemax), la différence No = N — N,(max) s’accumule dans le fondamental.
On a condensation de Bose Einstein. Cette condensation commence a se produire pour

T =T telle que :

kBTC>3
N = 1,202 2.13
(2 (213)
T, .
?C, = N3 (2.14)
Avec
94
7= 9kZW° (2.15)

On peut écrire (2.14)sous la forme :

KpTe ~ hwoN3 (2.16)

Le mécanisme qui induit la condensation est donc la saturation de la population totale
dans les états excités. Elle se produit d’apres (2.12)quand le potentiel chimique devient
égal a lénergie de 1'état fondamental). La fraction d’atomes condensés dans I'état(u —
go)fondamental est :

No

T
~ = 1-— (170)3pour T<Te (2.17)

Comme on a N >> 1, on voit clairement que de (2.16) kgT'c (I'énergie thermique)
peut étre beaucoup plus grande que hwg(I'intervalle d’énergie entre deux états consécutifs

du piege), donc approximation k};“’;lc << 1 est valid




2.2.  Piege harmonique a trois dimensions 21

La limite thermodynamique

La limite thermodynamique est obtenue en faisant tendre /N vers ’infini. Il y a conden-
sation de Bose Einstein d’un gaz bosonique confiné dans un piége harmonique 3D et iso-
trope si To # 0 , lors d’une telle limite. L’équation (2.14)montre qu’il faut également faire

, 1 < 1
tendre wq vers zéro quand N — oo , en gardant woN3 ou Nw} constant. C’est-a-dire

N — 00 ,wy—0 avec woN3 = cte (2.18)

L’interprétation physique de(2.16) est claire. En effet I’expression(2.11)montre que N,

varie en % et ﬁ , la condition Nwj = cte signifie que la densité moyenne du nuage

0

thermique reste constante quand on augmente N .

2.2.2 Cas o1 I’énergie du fondamental est non nulle

Nous considérons des particules dans un piége harmonique a trois dimensions. Nous
prenons les valeurs exactes des niveaux d’énergie en particulier la valeur exacte de I’énergie
du fondamental (qui est non nulle). Nous prenons aussi la dégénérescence exacte des
niveaux d’énergie.

L’occupation de I’état fondamental est :
3o

Ny = 1 vec 2 = z€e 2 (2.19)
1-— Z1

C’est donc la fugacité effective z;(et non la fugacité z) qui tend vers 1 a la température
de condensation.

L’occupation des niveaux excités est :

o - 9n3
N, = ; e (2.20)

On utilise la formule de sommation d’Euler-Mac Laurin avec le 2°™¢ terme puis la mé-
thode d’intégration développée dans les appendices [A, B et C], pour obtenir 'expression

de N, suivante :
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zlear — 1 41 — ze~@

[(n+1)(n+2)/2 1 ~a
N, = /"+ (n+2)/2, 1 5me" (2.21)
1

Donc le nombre total d’atomes s’écrit :

1 5! 3 1 5 @
+£polylog (3, z1€” ]+Fpolylog [2,zle*a}+ap01ylog 1, z1e” ]+Z—l%

(2.22)

21

N =

Zl—].

2.2.3 I’énergie interne

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a l’énergie interne a volume constant de ce gaz.
Nous pensons que notre approximation qui consiste & utiliser une énergie du fondamental
non nulle conduira & des résultats différents de ceux de la littérature (ot 'on prend ¢y =
0)

I’énergie interne U définie par ’expression :

- Gn3én
U e 1 (2.23)
En prenant I'expression exacte des niveaux d’énergie , on a :
(n+3/2) gng
Avec
w =t (2.24)

hwo
On utilise toujours la formule de sommation d’Euler Mac Laurin puis la méthode

d’intégration développée dans les appendices [A,B et C], on trouve :

U 3 9 13 3
— = aPoyLog(Zl, z) + ﬁpoyLog(?), z) + @PoyLog@7 z) + ﬁpoyLog(l, 21)

fiwg
(2.25)

epour ' <Tponaz =1let N~ % < PoyLog(3, z1)

fwo
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L’énergie interne U peut s’écrire sous la forme suivante :

7\* PoyLog(4,1)
U=3NkgT | — | ——-"% 2.26
7 (Tc) PoyLog(3,1) (220)
cette equation on peut dire que I'énergie U est discontinue en T' = T
epour '>Tsona N =~ % PoyLog(3, z1) ; enrgie interne s’ecrit :
PoyLog(4, z1e™®
U ~ 3Ny EuLosld 21e ) (2.27)

PoyLog(3, z1e7%)
e pour cette limite on a z1e™* << 1 ( PoyLog(4,z) ~ PoyLog(3,z1e™%) ~ z1e~*)
Ienrgie interne devient : U ~ 3NkgT c’est une equation d’etat d’'un gaz parfais a la

limite classique.

2.3 Piége harmonique a deux dimensions

Considérons un gaz idéal de bosons piégés dans un potentiel hamonique a 2D et iso-
trope (wo = w, = wy)

Les niveaux d’énergie s’écrivent :

En = hwo(nx + Ty + 1) = nhwo + <o (228)

Avec

n=(ng,+mny) et g0 = hwo (2.29)
o est 'énergie de I’état fondamental du piege harmonique isotrope. La dégénérescence
gn2 de la valeur propre ¢,, est égale a :

gn2 =71+ 1 (2.30)

2.3.1 Cas ou I’énergie du fondamental est nulle

Les précédents auteurs [26, 25 et 24] consideérent énergie de 1’état fondamental du piege

harmonique & 2D et isotrope nulle. Le nombre de particules dans cet état fondamental est
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donné par I'équation (2.6).

Le nombre de particules dans les états excités est alors :

[e.e]

T ze *dx 1
Ne = /m = ?pOZy 10g<2, Z) (231)
0

Cette expression est obtenue en négligeant le terme constant dans la dégénérescence

gn2 -

Le’ nombre total d’atomes est donné par la relation :

z
1—2

N =

1
+ EpOly log(2, z) (2.32)

2.3.2 Cas ot I’énergie du fondamental est prise non nulle

Considérons maintenant ’énergie de I’état fondamental du piége harmonique & 2D et

isotrope non nulle ; le nombre de particules dans cet état est :

21

N, = 2.33
0 1-— 21 ( )
Ou z; = ze~®. L’occupation des niveaux excités est :
1 2 1 2ze7@
N, = gpoly log [2, zle*"‘] + Epoly log [1, zle*"‘] + 5% (2.34)

Le nombre moyen total N de bosons piégés dans le potentiel harmonique est alors :

21 1 _ 2 _ 1 2ze™®
N = —poly log |2 @ —polylog |1 @ - 2.35
I olylog [2. 216 + Spolylog [Lne ) + g (239)
2.3.3 L’énergie interne
L’énergie interne est donnée par :
_ (n + 1) gn2
U=hw) i -1 (2.36)

n=0
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On utilise toujours la formule de sommation d’Euler-maclaurin puis la méthode d’inté-
gration dévelopée dans les appendices [A, B et C] ,I’équation(2.35) pour déterminer 1’éner-

gie U :

U 2 2 1
fooe gpoly log (3,21) + ?polylog (2,21) + apoly log (1, 21) (2.37)
ePour T < Toonaz =1; N= (kgTe/hw)’ polylog (2,1). L'éxpression de 'énrgie

interne U devient :

T

~2INEkgT | —
U ~ 2Nk (TC>

2 polylog (3,1)

2.38
polylog (2,1) (239
e Pour T > Ty on a N = (kgTe/hw)® polylog (2,1). L'éxpression de Iénrgie interne

U devient :

polylog (3, 21)

~2NkpT
UmaNksl  og (2, 1)

(2.39)

e Pour cette limite on a z; << 1 , I'enrgie interne devient : U ~ 2NkgT' c’est une

equation d’état d’'un gaz parfais a la limite classique.

2.4 piége harmonique a une dimension

On considére maintenant un gaz idéal de bosons piégé dans un potentiel harmonique
a 1D

(wo = wy)

1
En = th(nx —+ 5) = nth “+ &9 (240)

n=mn, et g0 = hwo /2 (2.41)

go est I'énergie de I’état fondamental du piege harmonique isotrope & 1D. Les valeurs

propres sont &, non dégénérées.
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2.4.1 Cas ou I’énergie du fondamental est prise nulle ( ¢g =0 )

Les précédents auteurs [26, 25 et 24] considérent 1'énergie de I’état fondamental du
piége harmonique a 1D et isotrope nulle; le nombre de particules dans cet état est alors
donné par I'équation (2.6).

Le nombre de particules dans les états excités est :

KT

N, = o polylog(1, 2) (2.42)
Et le nombre total d’atome est :
z KBT
N =Ny+ N, = lylog(1, 2.43
0+ Tt g POl los(1,2) (2.43)

Lorsque z tend vers 1, le nombre de particules non condensées tend vers l'infini (
N, — o) .

Donc dans ce cas, il n’y a pas de condensation de BE.

Les auteurs [26,25 et 24] en ont déduit que la condensation de BE n’a pas lien pour

un piége a une dimension.

2.4.2 Cas ou I’énergie du fondamental n’est pas prise nulle

Nous tenons compte systématiquement du fait que I’énergie du fondamental n’est pas

nulle et prenons les expressions exactes des niveaux d’énergie.

<1
Ny = 2.44
0= (2.44)
L’occupation des niveaux excités est :
0 —an % —ax ] 1 -
N =S / ac @r o _Af (2.45)
— 1— zje—on 1—zje72® 21— z1e~@
n= 1
2 = ze~%/?

Pour le calcul de ce type d’intégrale voir les appendices C et D
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En prend le premier terme de ’équation (2.43)on trouve

1
N, = —polylog[l, z1e~°] (2.46)
a

Donc le nombre total N est :

21

1
N = + apoly log[1, z1e™“] (2.47)

1—2=
La condensation de Bose Einstein se produit lorsque z; — 1. Nous constatons alors
N, max = époly log[1, e~*] est maintenant fini : il y a donc condensation de Bose Einstein
dans les systemes piégés a une dimension, au moins quand la taille du systéme considéré
est finie.
Le théoréme de non existence d’une transition a 1D n’y est pas applicable (car il
s’applique a la limite thermodynamique).

e Pour 7' =T, , correspondant a z; = 1(u ~ £¢) on a :

N = KhiTC [—zog <1 _ ¢ Fato ﬂ (2.48)
0

e Pour T' > T correspondant a p < gpon a :

K T _ 3hw
N= hzo [—log (1 i 2KB°T)} (2.49)

e Pour 7' < T on a toujours z; — 1 (u — &) :

K T _ hw
N = No+ == log [—log (1 —e KBQFH (2.50)
hwg

Comme kgTe >> hwy , on peut développer 1 — e™0/KsTc | ce qui conduit 4 la relation
suivante :
KgTe

Kglc
N = N, l
o+ eon og oo

(2.51)
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2.4.3 L’énergie interne

I’énergie interne U est définie comme suit :

U= i (n+ 1/2 (2.52)

n+1 ,u
n= 6 w

On utilise toujours la formule de sommation d’Euler Mac Laurin puis la méthode
d’intégration développée dans les appendices [A, B et C], I'équation (2.50) donne :
U

| .3 »
T = ?poly log (2, z167%) + ﬁpoly log (1, z167%) (2.53)

2.5 Conclusion

Nous avons calculé ’expression du nombre N, dans les états excités pour des atomes
piégés dans un potentiel harmonique isotrope a différentes dimensions. Dans ce but, nous
avons pris les valeurs exactes des énergies, en particulier celle du fondamental. Nous
constatons que les expressions de /N sont similaires dans les trois dimnsions; en particu-
lier, elles contiennent toutes le terme %PolyLog [1, z1e7%] (j est la dimension du systéme),
qui tendait vers l'infini dans les calculs des précédents auteurs et qui est ici fini méme
quand la fugacité tend vers 1. Nous en concluons que la condensation de Bose Einstein
est présente dans les systémes piégés a une dimension de taille finie et que du point de
vue condensation, les systémes piégés se comportent de la méme facon, quelle que soit
leur dimension. De plus, nous avons vérifié analytiquement que notre approximation est
meilleure que celle de Ketterle et collaborateurs[29]. Nous avons utilisé notre approxima-

tion pour calculer I’énergie interne dans tous les systemes piégés 1,2, et 3D.



Chapitre 3

Résultats numériques et discussion

3.1 Introduction

En utilisant les expressions exactes des niveaux d’énergie et de la dégénérescence,

le potentiel chimique i , dans un piége harmonique isotrope 3D, avec deux méthodes

(sommation exacte et intégration). Nous avons élaboré un programme Fortran pour les

trois sommations sur les nombres quantiques (n,, n,,n.) tels que n = n, +n, + n, ; selon

les deux méthodes suivantes :

- la premiére avec sommation :

Piége a 3D
1 > (n+1)(n+2)/2
N=Ny+ N, =
o+ . (é_#/) 1 +n2:; eoa(n-i—%—u’) -1
piége a 2D
1 > (n+1)
N =Ny+ N, = m + ; ea(n+l-p) _ 1
piée a 1D
1 - 1
N=Ny+N,= ———+——+ — i
0 ea(%_w) 1 ; eontg—u) _ q

On peut écrire :

7,63

On trouve, pour wy = 10%sec™'et 7" en nano kelvins : v = 2=

-la deuxiéme avec intégrale :

29



3.2. calcul de la temperature de condensation 30

On a utilisé les mémes données précédentes pour harmonique a 3D :

o :p+§fu 1

N = 7$+1 (x +2)/2 dx
0

Qui admet pour solution la relation suivante :

21
].—Zl

N =

1 5 3 .
+$polylog(3,zle )—l—ﬁpolylog(lzle )—i—apolylog(l,zle ) (3.4)

pour piege a 2D :

B r (x+1)
N= / oot _ ]
0
N A ylog(2, se) + Zpolylog(1, se=) (3.5)
== —= PO O, Z1€ — DO O, z1e .
T aarolylog(2 ~polylog(l,

pour piege a 1D :

N = /eaa:—i-l w) —1
0

Jg—

1
2 + aPoly log(1, z1e™%) (3.6)

3.2 calcul de la temperature de condensation

3.2.1 Cas de piege a trois dimension

Pour calcules le potentiel chimique, nous fixons dans chaque cas, le nombre d’atomes
N, puis nous faisons varier la température T . Pour chaque valeur de T , nous ajustons
le potentiel chimique réduit i/ pour obtenir la valeur de N que nous avons fixée. Nous

étudions les variations du potentiel chimique réduit p'en fonction de la température 7' |
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fig3-1] puis nous déterminons la température critique T d’apres les figures suivante ; T

correspond & la valeur de la température pour laquelle i/ diminue brutalement .

2 ; . ; . .
| _‘_.l"lng'ﬂh a0 i i i i i i L T
[T -2 M= ¥— sommatont 18] M=10 —h—inigral
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Figure 3-1 : Courbes de variation du potentiel chimique réduit i’ en fonction
de T pour des bosons condensés dans un piege harmonique & 3D et isotrope pour N =

102, 10%, 109, 10%°

Discussions :

Les figures(3.1) représentent les courbes 1/ = f(T') pour différentes valeurs de N :

Les deux méthodes utilisées (intégrale et sommation discréte) donnent les mémes ré-
sultats pour N grand, mais pour N petit (N = 10%,10%), il y a une petite différence

comme on peut le voir sur le tableau suivant :
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N o= 10° N =1

Tirk) | valeurs O f [neégrake | | valeurs de O (Sormation exaete) | Tiok) | valeurs de O mégrake ) | valeurs de i (Somatien exacoe)
L] 1.5 1,5 ] 1.3 [
10 14563 1,4440 20 1, 40asT | 449987
15 12770 14740 50 14087 | A95T%
20 [ 14370 g0 140876 | 49873
5 1400 1.4 10 140815 1 4951
26 1.39 1.3654 [40 1,491 | 4503
27 .37 .22 145 1,484 | ATE

28 1,31 124 149 143 137

an 1,12 LR 150 14233 1.3

RN 05 D1 155 1,342] LE-2

4.3 Al Akl L57 1E-3 LE-3

Tableau 3-1 : Tableau du résultat de potentiel chimique réduit ;' dans un piége a
3D avec sommation exacte et intégrale pour N = 102, 10*
Comment trouver la température de condensation ?
Il existe une température critique T pour laquelle un nombre macroscopique Ny
d’atomes se trouve dans I’état fondamental du systéme. On voit sur les courbes qu’au
voisinage de T' = T le potentiel chimiquet p end vers e.

Dans quelle valeur de N pent on avoir la limite thermodynamique ?

On a étudié numériquement la variation de la température critique T avec le nombre
d’atomes N , en tracant point par point la courbe log (%) = f(log N) [fig3-2], ou T est
déduit de la courb u = f(T),(pour p — gg,on a T = T¢).
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Figure 3-2 : Courbe de variation de log(%) en fonction delog N
a) pour(N < 10%) et b) pour(N > 10%)

Nous remarquons que la courbe est une droite. On a donc log (%) =alog N + b ,ou

a et b sont déduits de la courbe de [Figure3.2].

e pour N < 10%*on constate que a = 0.32 et b = 0.863 .On peut écrire :

Donc

T,
log <?°,"> = 0.32logN + 0.863
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Tc
AP N0.321

T/

e pour N > 10%on constate que a = 0.33 et b = 0.81 .On peut écrire :

T 1
log (%) =0.33log N +0.81 = 3 log N 4+ 0.81 = log N3 +0.81

e Pour N >> lon peut écrire :

3

Wl

T
N ( —CI est proportionnel a NY3)  (3.7)

™~ T

On voit que la limite thermodynamique est obtenue avec une bonne approximation
dés que N > 10*
Nous avons aussi étudié numériquement la variation de U (énergie interne) avec
la température T" pour des valeurs finies de N .
Nous avons pour cela élaboré un programme pour calculer les sommations exactes de

I'énergie interne U expression (2.23)

3.2.2 cas de piege a deux dimension

Nous déterminons numériquement la température critique T, a partir de la variation
du potentiel chimique p'en fonction de la température T [Figure 3-2] (la méme procé-
dure a été appliquée pour déterminer la valeur critique de la température dans un piege

harmonique & 3D et isotrope). (pour T'=Tcona pu—¢ey ). OnaTl =T¢
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Figure 3-3 : Courbes de la vriation du potentiel chimique réduit x4’ en fonction de
latempérature 7" pour des bosons condensés dans un piége harmonique a 2D isotrope pour
N =102,10%,10°,10%

Discussions :

- Les figures précédentes représentent les courbes 1/ = f(7T') pour différentes valeurs
de N : On voit que le potentiel chimique p/diminue quand T augmente. Pour T' = T on
a o R €

- Les deux méthodes (sommation et intégrale) donnent les mémes résultats, sauf pour

le cas de N = 102 . Les résultats dans ce cas sont représentés sur le tableau suivant.
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N = 10?
T(nK) | valeurde(u)Intégale | valeurde(u)sommationexacte

0 1 1
10 0.98665 0.9865
20 0.9705 0.9697
30 0.9466 0.9439
40 0.901 0.892
44 0.8673 0.852
48 0.8125 0.785
50 0.7715 0.7327
95 0.587 0.507
60 0.196 0.1
62 0.001 0.001

Tableau 3-2 : Tableau du résultat de potentiel chimique réduit

1 dans un piége & 2D avec sommation exacte et intégrale pour N = 102 .

3.2.3 cas de piege a une dimension

On détermine T a partir de I’étude de la variation du potentiel chimique réduit p’ en

fonction de la température T' (Fig 3-3) (pour 7' = T on a p — &p).
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Figure 3.4 : Courbes de variation du potentiel chimique réduit ' en fonction de T’

pour des bosons condensés dans un piége harmonique & 1D pour N = 10%, 106, 108, 10°.

Discussion : pour Les figures 3.4 représentent les courbes y/ = f(T")pour différentes
valeurs de N :
- Les deux méthodes donnent les mémes valeurs de la température critique T, et des

valeurs du potentiel chimique proches. voir les resultats du potentiel chimique dans le

tableau suivant pour N = 108
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N = 10°
T(nK) | valeurde(y')Intégale | valeurde(y')sommationexacte
0 0.5 0.5
20 0.5 0.5
100 0.4999 0.4999
1000 0.49987 0.49987
10000 0.49868 0.49868
100000 0.476 0.4755
150000 0.476 0.4755
200000 0.4665 0.464
300000 0.444 0.44
400000 0.381 0.375
500000 0.275 0.25
550000 0.17 0.13
580000 0.08 0.001

Tableau 3-3 : Tableau du résultat de potentiel chimique réduit x/ dans un piége a 1D
avec sommation exacte et intégrale pour N = 10° .

- Dans ces courbes, nous ne pouvons pas localiser la température de la condensation
automatiquement. Pour localiser cette température, nous utilisons une méthode

mathématique : nous tragons une tangente (1) en point avant la courbure et nous
tragons d’autre tangente(2)apres cette courbure. Le point d’intersection de ces tangentes

détermine la température de condensation T¢ (voir la figure suivante) :
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Figure 3-5 : Détermination de la température critique T a partir de I’étude la variation

de potentiel chimique réduit p’ en fonction de 7' .

- On voit qu’au voisinage de T' = T¢le potentiel chimique g tend vers gg.

3.3 calcul energie interne

Nous avons aussi étudié numériquement la variation de énergie interne U avec la

température 1" pour des valeurs finies de N pour des atomes piegés a 3,2 et 1D. Nous

avons pour cela élaboré un programme pour calculer les sommations exactes de 1’énergie

interne ,expression(2.50).
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3.3.1 Cas de piege a 3D
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Figure 3.6 : Courbes de la variation de I’énergie interne U en fonction de la température
T pour des valeurs finies deN pour des atomes piégés & 3D.

On voit que 'énergie interne U croit rapidement entre 7' = 0 et T' = 150n Kpour N =
10%. Le comportement est similaire entre T = 0 et T = 710nK pour N = 10°.PourT >
150n K D'énergieU prend une allure linéaire. Donc on appelle cette température 7' =
150nK la température critique T qui est le méme résultat que celui de la figure (3.1)

lorsque N = 10%.
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3.3.2 Cas de piege a 2D
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Figure 3-7 : Courbes de la variation de U/hwy en fonction de T'pour des valeurs finies

de N pour des bosons piégés dans un potentiel harmonique a 2D.
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3.3.3 Cas de piege a 1D
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Figure3-8 : Courbes de la variation de U/hw en fonction de T" pour des valeurs finies

de N pour des bosons piégés dans un potentiel harmonique a 1D.

Discussion e On voit que le comportement ’énergie interne U est similaire pour

les trois pieges 1, 2 et 3D. elle croit rapidement entre T'=0et T' =T .
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e Pour 1" > T I'énergie U prend une allure linéaire. qui correspond a l’equation d’etat
d’un gaz parfait.
e On voit aussi que les valeurs de la température critique T sont les mémes que ceux

trouver dans les figures (3 — 1,3 — 3 et 3 —4).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord considéré un systéme de particules bosoniques
confinées dans un piégés harmonique & trois et deux et une dimensions . Nous avons étudié
les variations du potentiel chimique en fonction de la température. Nous avons utilisé
pour cela les niveaux d’énergie exacts et nous avons effectué les sommations (discretes
et continués) sur les nombres quantiques. Nous avons constaté que le potentiel chimique,
d’abord pratiquement constant, chute brutalement au voisinage de la température critique
de condensation, ce qui permet de situer cette derniére. Nous avons étudié les variations
de température critique en fonction du nombre de particules pour piege & 3D, nous avons
montre que le nombre de particule la limite thermodynamique est autour de 10000. Nous
avons etudié aussi les variations de ’enrgie interne en fontion de la temperature, qui est
croissante rapidement jusqua 17" = T et apres elle prend une allure lineaire qui correspond

a I’étude classique ( la limite thermodynamique).



Conclusion general

Dans ce travail, nous avons d’abord rappelé quelques concepts en mécanique statis-
tique quantique utiles pour traiter le phénomene de la condensation de Bose Einstein. Nous
avons rappelé les conditions nécessaires pour obtenir cette transition de phase et présenté
I’expression de la température de condensation, dans la limite thermodynamique. nous
avons calculé 'expression du nombre Ne de particules non condensées pour des atomes
piégés considére dans un potentiel harmonique isotrope a différentes dimensions. Dans ce
but, nous avons pris les expressions exactes des énergies, en particulier celle du fondamen-
tal. Nous avons montré que la condensation de Bose Einstein est présente méme dans les
systémes piégés a une dimension

Nous avons ensuite étudié le comportement d’un condensat de Bose Einstein d’un
gaz atomique de N bosons confinés dans piégés harmonique a trois et deux et une dimen-
sions. Nous avons étudié les variations du potentiel chimique de ce gaz en fonction de la
température pour différentes valeurs de N. Ce potentiel chimique, d’abord pratiquement
constant, varie brutalement au voisinage de la température critique 7 de condensation,
ce qui permet de localiser cette température critique. Nous avons montré que la tempé-
rature de la condensation est tres petite . Puis nous avons montré numériquement que
pour des valeurs de N supérieurs a 10 000, la température critique est proportionnelle a
NY3(Te ~ N'Y3) pour un piége a 3D, ce qui est en accord avec 'expression & la limite
thermodynamique. nous avons étudié aussi les variations de 1’énergie interne en fonction
de la température, elle est croissante jusqu’a la température critique et varie lineairement

pour T' > T dans cette limite le gaz comporte comme un gaz parfait classique.
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Appendices

A-Fonction Polylogarithme :

Polylog [n, z] = —

Les dérivées du polylogarithme sont :

Z@poly log [n, 2]

P = polylog [n — 1, 2]

valeurs particuliére :

polylog[1,z] = —log [l — 2]

o0

Polylog [0, z] = Z

=1

z
1—2

Relation avec la fonction de Zeta de Riemann :

Pour z = 1, le Polylogarithme se réduit a la fonction Zeta de Riemann

polylog[n, 1] = £ (n)

B- Formule de sommation d’Euler Mac Laurin :

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Elle permet de remplacer une sommation discréte par une sommation continue ; nous

contenterons de ’approximation suivante :

45



Appendices 46

b

S rm= [f@dr 30+ 7@+ g

a

C- Quelques intégrales utiles :

Il est facile de voir que : / e Vrdy = <2

Y

(0%
En dérivant I’expression précédente par rapport a 7, nous avons :

[e.9]

—ya —yo
/xeyzdx = 4 ° 5 (3.14)
Y Y
et -
a?e™ 7 2ae77 27
/ we ¥ dy = + e+ = (3.15)
Y g g
D- Nous utilisons la progression géométrique :ﬁ = Zx” pour écrire l'intégrale
i=0
/ Z,lde‘i_l sous la forme :
o de ze *dx © T
= = 2”1/6(”1)%1’ 3.16
/z—lem -1 /1 —ze™® ; (3.16)

On obtient facilement :

/d—x = poly log [1, ze’a] (3.17)

z7ler — 1



Bibliographique

1] S.N. Bose, Z. Phys. 26, 178 (1924).

2]  A.Einstein, Sitzber. Kgl. Preuss. Akand. Wiss. 261 (1924).
3] A. Einstein, Sitzber. Kgl. Preuss. Akand. Wiss. 3 (1925).
4]P. Kapitza, Nature 141, 74 (1938).

5] J.F. Allen, A.D. Misener, Nature 141, 75 (1938).

6] F. London, Nature 141, 643 (1938)

7] L.D. Landau, J. Phys. USSR 5, 71(1941).

[
[
[
[
[
[
[
[8] M.H. Anderson, J.R. Ensher, M.R. Matthews, C.E. Wieman et E. A. Cornell,

]
]
]
]
]
]
]
]

Observation of Bose-Einstein condensation in a dilute atomic vapor Science 269, 198
(1995).

[9]K.B.Davis, H.O.mewes, M.R.Andrews, N.J.van Druten, D.S.Durfree, D.M.Kurn and
W.Ketterle, Phys.Rev.Lett 75, 3969 (1995)

[10] E.A. Cornell et C. Wieman, La condensation de Bose-Einstein, Pour la Science,
mai 1998, pp. 92-97.

[11] C. C. Bradley, C. A. Sackett, J. J. Tollett, and R. G. Hulet, Evidence of Bose-
Einstein condensation in an atomic gas with attractive interactions, Phys. Rev. Lett. 75
(1995), no. 9,1687.

[12] D. G. Fried, T. C. Killian, L. Willmann, D. Landhuis, S. C. Moss, D. Kleppner, and
T. J. Greytak, Bose-Einstein condensation of atomic hydrogen, Phys. Rev. Lett. 81(1998),
no. 18, 3811.

[13] A. Robert, O. Sirjean, A. Browaeys, J. Poupard, S. Nowak, D. Boiron, C.I. West-
brook, and A. Aspect, A Bose-Einstein condensate of metastable atoms, Science 292

(2001), 461.

47



Bibliographique 48

[14] G. Modugno, G. Ferrari, G. Roati, R. J. Brecha, A. Simoni, and M. Inguscio,
Bose- Einstein condensation of potassium atoms by sympathetic cooling, Science 294
(2001), 1320.

[15] T. Weber, J. Herbig, M.Mark, H.-C. Négerl, and R. Grimm, Bose-Einstein conden-
sation of Cesium, Science 299 (2003), 232.

[16]Y. Takasu, K. Maki, K. Komori, T. Takano, K. Honda, M. Kumakura, T. Yabuzaki,
and Y. Takahashi, Spin-singlet Bose-Einstein condensation of two-electron atoms, Phys.
Rev. Lett. 91 (2003), no. 4, 040404—1.

[17] C. Cohen Tannoudji Séminaire Poincaré 2003 : La condensation de Bose-Einstein

[18] C.Cohen-Tannoudji, J.Dalibard et F.Laloé, La condensation de Bose Einstein dans
les gaz, dans Einstein aujourd’hui PARIS 2005.

[19] K. Huang, Statistical Mechanics (Wiley, New-York, 1963)

[20] B. Diu, C. Guthmann, D. Lederer, B. Roulet, Physique statistique (Hermann,
Paris, 1989).

[21] M. Le Bellac et F. Mortessagne, Thermodynamique statistique (Dunod, Paris,
2001)

[22] Jacek Kasprazk,Maxime Richard « La condensation de Bose-Einstein en phase
solide », Images de la physique, CNRS, 2007, p. 42-49

[23] K.B.Davis, H.O.mewes, M.R.Andrews, N.J.van Druten, D.S.Durfree, D.M.Kurn
and W.Ketterle, Phys.Rev.Lett 75, 3969 (1995)

[24] H. Haugerud, T. Haugest and F. Ravndat A more accurate analysis of Bose-
Einstein condensation in harmonic traps et al phys. Rev. Lett. A225(1997)1822. Cv
NKS11.09.07.05.0N

[25] W.Ketterle, N.J.van Druten, Phys Rev A, 54 656 (1996) [LAN41] L.D. Landau,
J. Phys. USSR 5, 71(1941).

[26] C. Cohen- Tannoudji, Cours au Colleége de France (1997-98).

[27] M. Abramowitz and I.Stegun, Handbook of Mathematical Functions (Dover, New
York, 1972).

[28] W.Ketterle, N.J.van Druten, Phys Rev A, 54 656 (1996)

[29] A.MILOUDI Mémoire master physique théorique, 2016



Bibliographique 49

[30] D.S. Durfee, and W. Ketterle ,these de doctorat, Experimental studies of Bose
Einstein condensation, Department of physics and Research laboratory of Electronics

,Massachusetts Institue of Technology, Cambridge, MA02139 (1998)



