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Résumé

La transformée de Mellin est une transformation intégrale, elle est reliée a la transfor-
mation de Laplace et a la trasformation de Fourier. Dans ce mémoire nous avons expliqué
comment nous pouvons employer cette transformation pour calculer la valeur moyenne

d’une fonction arithmétique multiplicative.

Abstract

The Mellin transform is an integral transformation, it is connected to the Laplace
transform and to the integral Fourier transform. In this memoir we have explained how
we can use this transformation to calculate the mean value of a multiplicative arithmetic

function.
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Introduction

En théorie analytique des nombres la recherche de la valeur moyenne d’une fonction
arithmétique irréguliére est un axe de recherche intéressent. Pour cela les chercheurs dans
ce domaine ont appliqués plusieurs méthodes élémentaires et analytiques. Les méthodes
qui ne sont pas élémentaires utilisent les outils d’analyse réelle et complexe.

Le théoréme des résidus et encore le prolongement analytique des fonctions complexes
jouent un role trés importent. Les formules de Perron, le théoréme de Selberg-Delang et
le théoreme d’Ikehara sont parmi les outils répondus dans les travaux souvent rencontrés
dans la littérature.

Dans ce travail on s’intérésse a la transformée de Mellin, aprés les définitions et
quelques propriétés nous appliquons cette transformée pour calculer la valeur moyenne
d’une fonction arithmétique multiplicative, on trouve cette étude dans un cours donné
par le professeur Ramaré ([11]). Généralement le but est de comprendre cette méthode et
voir comment il a utilisé la transformée de Mellin dans les calculs des valeurs moyennes.

Le contenu de ce mémoire se décompose en trois chapitres, le premier contient quelques
généralités sur les fonctions arithmétiques et les séries de Dirichlet et encore on trouve
les définitions et quelques exemples sur les transformées et les transformées inverses de
Fourier et de Laplace. Le deuxiéme chapitre cible ’étude de la transformée de Mellin, et
en injectant quelques exemples. Nous terminons notre travail dans le chapitre trois par

une application sur une fonction arithmétique multiplicative.



Notations

Nous donnons quelques notations qui vont nous aider dans la suite de notre travail

1. Les ensembles des nombres seront notés par :
— C : les nombres complexes.
— R : les nombres réels.
- Ry ={reR/z>0}.
— N : les entiers naturels, N = {0,1,2,..}.
— N* : les entiers naturels positifs N* = {1,2, ..}.
2. s = o+it désigne un nombre complexe, on note la partie réelle et la partie complexes
respectivement par o = R (s) et t = J(s).
3. On désigne par p un nombre premier.

4. Si m et n sont des entiers positifs, alors
— m | n signifie m divise n.
— m t n signifie m ne divise pas n.
— p || n signifie p® divise n et p**! { n.
5. f(z) = O(g (z)), c’est-a-dire : il existe un constant C' > 0 et un réel z, tel que pour

tout £ > zg, on a

|f(2)] < Cy(a).

6. La constante d’Euler est le nombre ~ défini par

1 1 1
v= lim <1—|——+——|—...+——lnn>:O.577215663...
r—+00 2 3 n



Chapitre 1
(Généralités

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et rappelles concernant les fonctions
arithmétiques et les séries de Dirichlet et encore la fonction Gamma, la fonction zéta et

les deux transformées Fourier et Laplace.

1.1 Fonctions arithmétiques et séries de Dirichlet

Définition 1.1 Une fonction arithmétique est une application définie sur l’ensemble des

entiers n > 1, a valeurs complexes.

1.1.1 Fonctions multiplicatives

Définition 1.2 Une fonction arithmétique f est dite multiplicative si l'on a f (1) =1 et
f(nm) = f(n)f(m) dés que n et m sont premiers entre euz dans N*.
La fonction f est dite complétement multiplicative si f (1) = 1 et f(nm) = f(n)f(m)

pour tout entier n, m.

Remarque 1.1 Si la fonction [ est multiplicative on a

LTI ) =T F™-

p*[n p*|In

La fonction f est complétement multiplicative montre que f (p®) = f (p)* donc on a

TP | =11 F "

p*||n p*[In



Exemple 1.1 La fonction d(n) " nombre de diviseurs de l'entier n" est une fonction

arithmétique multiplicative.

2992?99

1.1.2 Fonctions sommatoires

Définition 1.3 Soit f une fonction arithmétique. La fonction
My (z) =) f(n),
n<x

définie pour x > 1 est dite fonction sommatoire de f.

1.1.3 Fonctions sommatoires lissées

Définition 1.4 Soit f une fonction arithmétique. On appelle fonction sommatoire lissée
associée a f, la série définie par
My (¢) =) f(n)é(n),
n>1

ot ¢ : R — C une fonction de Schwartz!.

1.1.4 Séries de Dirichlet

Définition 1.5 On appelle Série de Dirichlet de la variable complexe s, toute série du
type

Dy(s)=)Y_ f(n)n™*

n>1

ou f est une fonction arithmétique.

Définition 1.6 On note o, l'abscisse de convergence absole de la série de Dirichlet est
définie par

o, =inf{o € R et Dy (s) converge absolement pour R(s) > o} .
Remarque 1.2 Si Dy (s) converge en sg, alors Dy (s) converge pour tout s tel que o > 0.

En général, il existe un nombre réel o. dit l’abscisse de convergence de la série Dy (s) tel

que la série converge pour o > og, et diverge pour o < 0y.

1'Une fonction ¢ : R — C est dite de Schwartz, si elle est de classe C* et vérifie

¥ (n,m) € N,

xnf(m) (33)’ — 0 quand |z| — o0,

f est donc une fonction & décroissance plus rapide que tout polyndéme & 'infini.



Exemple fondamental

La fonction zéta de Riemann ( (s) est définie pour tout nombre complexe s avec o > 1

par

C(s) =) n

n>1

Proposition 1.1 ([11]) La fonction C (s) posséde un prolongement méromorphe sur C

avec un pole simple en s = 1, de résidu 1.

Théoréme 1.1 ([6]) Soit f : N* — C une fonction multiplicative & croissance modé-

rée?, et soit

Dy(s) =Y f(n)n™,

n>1

— (")
oy~ (S
n=0
La formule (1.1) est dite produit eulérien de la fonction Dy (s) .

alors

» p

Exemple 1.2 Le produit eulérien de la fonction ((s) est donnée par

o) =11 (1 _1p_8) o> 1.

p

Lemme 1.1 ([11]) Sis =0 + it avec 0 > 0, alors on a

1 1
< - ]t <2
ol <l (7257 + ) i il <2
1C(s)] <4+ log |t| si |t|>2et2>02>1,
C(s)] < 601 |t]' " log |t] si |t|>2etl1>0>0.

Proposition 1.2 ([5]) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) I existe un so € C tel que la série Y f (n)n=" soit convergente.

2) 1l existe un nombre réel o tel que f (n) = O(n®) quand n — +oo.

(1.1)

3) 1l existe un nombre réel positif 5 tel que la série D f(n)n~° converge normalement

sur le demi-plan R (s) > p.

2Une fonctions f pour laquelle la série de Dirichlet a une région de convergence non vide appelée a

croissance modérée.



1.2 Théoréme de Résidus

Définition 1.7 Soit U un ouvert de C et soit so € U. Soit f une fonction analytique
en so. On appelle le résidu de f en sg, et on le note Rés(f,so), le coefficient a_y de

(s — so)_l dans le développement de la série de Laurent de f en sg

f(s):Zan(s—so)n.

neL

Proposition 1.3 ([3]) Soient f et g deux fonctions méromorphes sur un ouvert U de C
et soit sg un point de U.

1) Si f a un pole simple en sq, alors

Rés(f,s0) = lim (s —sp) f(s).

s— 80

Plus généralement, si sy est un pole d’ordre k de f, alors

Rés(f, sg) = Sanio ﬁ [(s — so)kf(s)](

2) Si f est holomorphe en sq et si g a un zéro simple en sg, alors

Rés(i, Sp) = f (s0)

g g (s0)

Théoréme 1.2 ([3]) Soient Q un ouvert simplement connexe de C, F' un ensemble fini
de points de 2, f une fonction holomorphe sur Q\F et § un lacet simple & valeurs dans
Q\F. Alors on a

/f(s)ds:%ﬂZRés(f,so).

soeF

Théoréme 1.3 (Fubini) Soit f une fonction continue sur un rectangle |a,b] X [c,d] .

Alors
//f(fﬂ,y)dwdy = /b /df(:v,y)dy dx
D a c
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1.3 Fonction Gamma

Définition 1.8 Pour tout R(s) > 0. On définit la fonction Gamma par lintégrale suivant

(e o]

['(s)= /exp(—az) ¥ dr. (1.2)

0

Proposition 1.4 ([5]) La fonction Gamma satisfait les propriétés suivants :

1) T() =

)

2) Pour tout entier positif n, I'(n + 1) = n!.

3) Pour tout RN(s) >0, (s+1) = s (s).
)

) T(y) = Vi

Proposition 1.5 (Formule des compléments [5]) Pour tout s € C—Z, on a

1 sin s

L(s)[(1—s) «

Lemme 1.2 (Formule de Weierstrass [5]) Pour tout s € C, on a

i =0 [ (1 e ().

k=1

ol vy est la constante d’euler.

Théoréme 1.4 La fonction I est une fonction méromorphe sur C, dont les poles simples
sont les éléments de l’ensemble Z\N*. De plus, pour n € N, on a

(-1)"

n!

Rés (I, —n) =

Preuve. Pour R(s) > 0, on a
I(s+1)=sl(s).

Par recurrence on obtient

D(s+n+1)=T(s) J] (s+3).

0<j<n
donc il vient
I'(s+n+1)
I G+
0<j<n
I'(s+n+1)
s(s+1)(s+2)--(s+n)

I'(s)=
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Pour calculer le résidu de I' (s) en —n, on a

(s+n)l'(s+n+1)

Res(r’_n)_S—1>Hln8(8—|—1)($—|—2)'--(8+n)
~ lim I'(s+n+1)
Cs—ns(s+1)(s+2)-(s+n—1)
I'(1)

—n(-n+1)(—n+2)---(=2) x (-1)’

et comme'(1)=1et —n(—n+1)(—n+2)---(—2) x (=1) = (—1)"n!, alors

Rés (T, —n) = (_Dn.

n!

Définition 1.9 (La fonction Béta) La fonction Béta est définie par lintégrale suivant

1

Bl = [o -0

0

avec R (s) >0 et R (r) > 0.

La fonction Gamma est liée a la fonction Béta par la relation exprimée dans le théoréme

suivant

Théoréme 1.5 Pour tout R (s) >0 et R(r) >0, on a

_T(s)T(r)
B(s,r)= m

Preuve. D’apreés la formule (1.2) on obtient

“+o0+400

['(s)T(r) = / /xs_lgf_1 exp (—x) exp (—y) dzdy
+o00o

“+o00
= /:ps_l /yr_lexp(—x —y)dy | dx.
0 0

Par le changement de variable suivante

u=x+Yy,
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on obtient
+o0o +o00o
()T (r) = / xs_ldx/ (u—2)"""exp (—u) du
0 T
+oo T
= / exp (—u) du/ (u—a) ¥ da, (Par Fubini)
0 0
on pose
x
v=—,
u
alors

P (s)T () — /0 " exp (—u) du < /0 (o)™ (1 — ) dx)

_ /0 " e (—) (1) du ( /0 ) (1 ) dv>

B /omexm—u) ()" dup (s.)
= T(s+1)B(s7).

Ce qui donne le résultat désiré. Transformée de Laplace m

Définition 1.10 Soit f : RT — C wune fonction continue. On appelle transformée de
Laplace de f, la fonction L(f) définie par

L(f)(s) = / exp (—s2) f (2) da.

R+

Pour tout nombre complexe s, lorsque l’intégrale converge.
Définition 1.11 L’application L : f — L (f) est appelée transformation de Laplace.

Comme dans le cas de la transformée de Fourier, on peut définir une transformation

inverse, notée £, telle que
F(s) = L(f) (s) == f(x) = LT (F(s)).

Définition 1.12 La transformée inverse de Laplace de la fonction F (s), est donnée par

f(zx) = = / exp (sz) F (s) ds.

21
o—it
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Remarque 1.3 [lintervalle |o —it, o + it[ désigne une droite paralléle a l’axe imaginaire

et de coordonnée réelle o dans le plan.

Remarque 1.4 Sila fonction f est a croissance rapide, c’est a dire il existe deux constants]
réels M > 0 et « tel que

|f (z)| < Mexp (az),
pour tout © > 0, alors la fonction s — L(f)(s) est définie et holomorphe sur le demi-plan
{seC|R(s)>a}.

Exemple 1.3 Soit a un nombre complexe, et soit la fonction f définie par

0 st x < 0.

o) = { exp (ax) six >0,

On a

o0

L(f)(s) = /exp (az)exp (—sz) dx

- ]Oexp(—x (s — a)) dz,

Uintégrale est converge absolument si R (s) > R (a), donc pour tout s € C on a

1

s—a

L(f)(s) =

Exemple 1.4 (Translation) Soit a > 0, on considére la fonction f, définie par

fa(f)Z{ flx—a) siz—a>0,

0 stx—a<0.

Cherchons la transformée de Laplace de cette fonction. On a par définition

[e.9]

L(f.)(s) = / fule) exp (—sz) da
= /f(:r —a)exp (—sz) dx

_ 7f(x — a)exp (—sz) d,
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en posant uw = x — a, on obtient donc

L) (s) = / £(u) exp (=5 (u + a)) du

= exp (—sa) /f(u) exp (—su) du,

alors

L(fa) (s) = exp(=sa) L(f) (s).

1.4 Transformée de Fourier

Définition 1.13 ([10]) Soit f une fonction absolument intégrable* sur R. La transformée

de Fourier de la fonction f, notée Fr(w) = f (w) est définie par
+oo
Filw) = /f (x) exp (—2irwz) dx, w € R.

On définit également la transformée inverse de Fourier, notée F~' telle que si

f(w) =Frw),

alors f () est la transformée inverse de f (w). Autrement dit

fw)=Frw) <= f(z) =F; ().

Proposition 1.6 La transformée inverse de Fourier est définie par
“+oo
f(z)= /f(w) exp (2imzw) dw.

1) On trouve plusieurs expressions de la transformée de Fourier, par exemple

p

f(w) = /f (x) exp (—imwz) dx,

et

1 o .
f(w) = \/_Q_W_/f (x) exp (—imwz) dz.

\

+oo
30n dit que f est absolument intégrable sur R, si I'intégrale / |f (z)| dz converge.

— 00
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2) L’application F : f — Fy est appelée transformation de Fourier.
3) Fr(w) est définie par une intégrale dépendante du paramétre réel w, contrairement & la

transformation de Laplace paramétre s est compleze.
4) On a
Vw € R, |f (z)exp (—2imaw)| < [f (z)],

donc la fonction Fy est définie et bornée sur R. On admettra que Fy est continue.

Exemple 1.5 (Translation) Soit a un réel fixé et f une fonction vérifié
fo(x)=f(zx—a).

On a

+0c0
Fr(w) = /f (r —a)exp (—2irwz) dx.
On pose u = x — a, on obtient

Fr(w) = /f (u) exp (—2irw (u + a)) dx

“+o0o
= exp (—2inwa) /f (u) exp (—2imwu) dx,

donc
Fi,(w) = exp (—2irwa) Fr(w).



Chapitre 2
Transformée de Mellin

Le but de ce chapitre est de présenter quelques définitions et propriétés élémentaires
de la transformée de Mellin. On calculera la transformée de Mellin de quelques fonctions
simples.

La transformée de Mellin appartient a la famille des transformées intégrales, qui établissent

une relation entre une fonction f et sa transformée, F' sous la forme :

F(s) = /K(s,t)f (x) dx.

Une transformée particuliére nécessite donc la définition du noyau K (s, t) et de 'intervalle
d’intégration I.
Les transformations les plus utilisées sont celles de Fourier, pour laquelle on a

I =R,

K(s,t) = exp (—2imsz), s € R,

et celles de Laplace, pour laquelle on a

[ = R*,
K(s,t) =exp(—sx), s € C,

et Mellin pour laquelle on a

[ =R,
K(s,t)=x*"1 seC.

Définition 2.1 ([2]) Soit f: RT — C, une fonction de Schwartz. On appelle transfor-
mée de Mellin de f, la fonction de la variable complexe s notée M[f](s) = f (s), telle

16
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que

f(s) = MIf] (s) = / U (x) da (2.1)

Proposition 2.1 ([8]) Si on a

1) f est définie et continue pour x > 0.

2) L’intégrale (2.1) converge absolument pour R(s) = a et R(s) = f.

Alors elle converge absolument pour o < R(s) < 5. De plus la fonction s — M [f] (s)

est continue et bornée dans cette bande fermée et holomorphe a l'intérieur.
Exemple 2.1 Soit la fonction f définie par

f(z) = exp (=)

La transformée de Mellin de la fonction f est :

est holomorphe pour R(s) > 0.

Exemple 2.2 On consideére la fonction f définie par

fla)y=0+a)"".

On a .
MU = [o 1) ds
0
On pose
chl= ey
(11 C (z+1)
d
donc dt = —xw par suite on a pour 0 < R (s) < 1
r+1)
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alors d’aprés proposition (1.3), on a

™

MIf](s) =

sinms

Proposition 2.2 ([2]) Soit f : [0, +0o[— C une fonction de Schwartz et f (s) sa trans-
formée de Mellin.
1) La fonction f(s) se prolonge en une fonction méromorphe sur C dont les seules sin-

gularités possibles sont auz entiers négatifs s = —k, k > 0, ot f(s) peut avoir un pole
f®(0)

k'
2) Si f est a support' compact dans |0, +oo|, la fonction f(s) est entiere.

3) Dans toute bande verticale A < o0 < B avec 0 < A < B, pour tout k > 1 on a

simple de résidu

uniformément
lim |sk| f = 0.

|s|—r00

2.1 Propriétés de la transformée de Mellin

Proposition 2.3 (Linéarité) Soit f, g : RT — C deux fonctions admettent des trans-
formées de Mellin M [f](s) et M [g] (s) et soient o, B € C. Alors :

Mof + Byl (s) = aM[f](s) + BMg] (s).

Preuve. Pour tout a, 5 € C, on a

o0

Maf + Byl (s /rc (af + Bg) (z) dx
0

[e.e]

:/xs_laf (z) dx+/a:5‘1ﬁg (z) dx

0

0
= &/:USlf (x)dx + BO/:L’Slg (x) du.

Alors
Mlaf + B9l (s) = aM[f](s) + BM][g] (s).

1Soit f une fonction réelle définie sur une partie £2. On appelle support de f 1’ensemble

{reQ: f(z) #0}.
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Proposition 2.4 La transformée de Mellin de la dérivée ' d’une fonction f est donnée

par la relation suivant :

~

M) = (=1 (s=1) f(s—1).
Preuve. Pour établir ce résultat, il faut intégrer par parties l'intégrale définissant la

transformée de Mellin de la dérivée

—+o00

M (s) = [271f (@] - / (s — 1) 2" 2f () du.

0
La fonction f étant intégrable sur R, cela implique que sa limite est nulle pour z tend
vers 400 et x tend vers (. Par suite on a

+o0

MIf](s) = — / (s — )22 () du,

0

alors on a

~

MfT(s) = (=1 (s =1) f(s —1).

On démontre facilement par récurrence une généralisation de ce résultat sur les dérivées

successives de f. En effet

Mf® (@)] () = (1) (s — k), f (s — k),

tel que
(5= k)y=(s— k) (s =k +1) -+ (s — 1)
(s —1)!
(s—k—1)!
_ (s
I'(s—k)
[ |

Proposition 2.5 Si on a pour a < R(s) < 3, M[f](s) = f(s) alors M[z7f](s) =

f(s+ z), pour tout z compleze et R (s + z) € |a, A].
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Preuve. On a

Mz f](s) = / v (2) du

o5 f (1) do

I
\»'8 ©

0
= f(s+2).

2.1.1 Convolution de Mellin

Définition 2.2 Soient f, g deux fonction continue, on définit le produit de convolution
+00 d
N T Y
Fo = [10)9 (%)L
) Y,y

Mgl (s) = M[f](s) M(g] (s)

x
Preuve. Pour la démonstration on utilise le changement suivant u = —, alors dx = ydu.

de Mellin par :

Proposition 2.6 On a

Par suite, on a

—+00

Mlfig)(s) = / (f + 9) (@) 2 da

0

= +/°°(+/°°f () g (g) yldy) w* " da

+00 +o00
= / fy™ ( / g (u) u“yyldu) dy (Par Fubini)

0

= (+/Oof (v) y“dy) (709 (uw) uSIdU) -

0 0
Alors



Propriétés de convolution de Mellin
Le produit de convolution de Mellin vérifier les propriétés suivants :

1. La commutativité

2. L’associativité
(f*g)%h = fx(g*h).

Preuve. Pour la premiére assertion on a

(f9) (5) = ]wf OF (5) .

x
On pose u = —, donc
Y

du = ——dy,
Y2
et
_du_dy
T
par suite, on a
+o0 d
. T\ ay
* S) = — -
Fae = [rwa(2)"
0
+oo

donc
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Pour la deuxiéme assertion on a

[ (o))
[ frn(n(z) 2

Posons % = 2, alors

par suite on a

(fxg)*h =

+00
f(t)

0

+o00

donc

(Par Fubini)
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2.1.2 La relation entre la transformée de Mellin et les transfor-

mations qui précédents

Avec la transformée de Laplace

On a -
MIf](s) = / f (z) 2* .

Par le changement de variable

{ z = exp(~t),

dx = —exp (—t) dt.

La transformée de Mellin devient

MIf](s) = / £ (exp (—1)) exp (—t (s — 1)) exp (—t) dt

_ / £ (exp (—)) exp (—st) dt.

Alors
Mf](s) = L[f (exp (=t))] (s) . (2:2)

Avec la transformée de Fourier

Nous pouvons aussi définir la transformation de Mellin en termes de la transformation

de Fourier, alors en remplagant s par ¢ + i27w dans ’égalité (2.2), ce qui donne

MIf](s) = LIS (exp (=1))] (s)

— [ 7 (exp (-t exp(-st) e
= /f (exp (—t)) exp (— (0 +i27w) t) dt

= /f(exp(—t))exp(—iZmut) exp(—ot)dt.

Ainsi, ce implique
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2.1.3 Quelques propriétés fondamentales

On a les propriétés suivantes

1) M[f (az)] (s) = clrsf ©F
2) MIf @) (5) = -F (5).
3) M [1f (1)] ()= F(1—s).
4) M[f () (log 2)"] (s) = f (s) .
Preuve. Soit a un nombre réel positif.
1) On a
M (az)] (s) = / 7 f (az) da
- [ro(t)
alors
MIf (az)] (s) = a " f (s)
2) On a
MIf (2] (s) = / 27 (2 da
" +o00
= %/ti‘lf(t) dt,
alors )
MIf@)(s) =27 ()
[ |

2.2 Formule d’inversion de Mellin

La transformée de Mellin admet une transformée inverse notée M~} [ f} , avec

M f| @) = fl@) & f(s) = M1 (),

ol son expression est donnée par la proposition suivante :
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Proposition 2.7 Soit f : [0,+oo[— C, une fonction continue et f sa transformée de

Mellin. Alors
f(z) = = x5 f (s) ds. (2.3)

2
(0)

ot la notation / signifie une intégration (complexe) sur la droite verticale R (s) = o.
(o)
Proposition 2.8 La transformation de Mellin est essentiellement une version multipli-

cative de la transformation de Fourier.

Preuve. En effet, pour s = 0 + it, avec 0 > 0 fixé, on peut écrire

= [ew (slog) f (1)
0

_ / exp (0 og () exp (it log (2)) f () .

Zz
0

Par le changement de variable

u = log (),
d
du =2,
x
On obtient .
F5) = [ e (ouyexp (itu) f (exp (u) du,
et avec le changement u = —27x on a
+0o0
f(s) = 27T/ exp (—2itmx) exp (—2mox) f (exp (—27x)) du.

De sorte que f(o + it) = f, (t), pour o fixé et ¢ € R est la transformée de Fourier de la

fonction définie sur R par

9o () = 2mexp (—2mozx) f (exp (—27x)).



Utilisons la formule inverse de Fourier

+oo
g0 () = / exp (2inot) f (o + it) dt
On en déduit que
1
exp (—2mot) f (exp (—27t)) = 2—/ exp (2imot) f (o + it) dt
7r

si on pose u = exp (—27t), on trouve

1

Fu ==— [ u"f(oc+it)dt,

2m
d’autre part

+oo

f(u) = = /u(cm)f' (o +it)idt.
2t
Finalement
1 A
— d
Fw) = g [uf (s)ds
(o)

u

Exemple 2.3 Soit la fonction f, telle que

f (@) = exp(—a) — 1.

On a

pour —1 < R(s) <0, on a

On vérifie que pour tout —1 < o < 0,

o+100
1
— r “Pds = —x)— 1.
2 ) (s)z™*ds = exp (—x)
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—S8

En effet, comme la fonction s — T (s)x~° admet une infinité de poles simples et par le

théoreme du résidu on a

o+1i00
1 oo
% | I'(s)a%ds = nZ:; Rés{z™°T'(s), s = —n}
[e o] _1 n
n=1 n
=exp(—z)—1

Alors
Mt [f] (x) =exp (—z) — 1.

Proposition 2.9 Pour tout t >0 et a > 0, on a

a-+1i00
1 x° { —logx six <1,
— ds =

21 52 0 six > 1.

a—100

Preuve. Pour la démonstration, on considere la fonction

g(z) = 2

qui est définit et holomorphe sur C/ {0}, donc le point 0 est un pole d’ordre 2, d’apres ce
qui précede, on a
Rés (g,0) = —log x,
et par le théoréme des résidus on a
b+iT atiT a—iT b—iT

s xS xS x~8 . ,
/ 52 ds + / 52 ds — / 52 ds =+ / 52 ds = 2imRés (9,0)

b—iT b-+iT a+iT' a—1iT

1) Pour x > 1, en appliquant le théoréme des résidus sur le rectangle de sommets
l[a—iT,a+iT) et [b+iT,b—iT], qui ne contient pas le pole 0.

En effet

b+T a+iT a—iT b—iT

1 ¢ 1 x° 1 x~° 1 x~°
o ds + — ds + — ds + — ds = 0,
21T 2 T o / 2 T o 2 T o 2
b—iT b+iT a+iT a—iT




28

donc
a—iT b+iT at+iT b—iT
x~° x~° x~° x°
/ 32 ds = / 32 d8+ / 82 d8+ /?ds,
a+iT b—iT b+iT a—iT
et par suite on a
b+z‘T$_s b+iT$_(b+it)
5 (b4 1t)
—iT —iT
-
-
< / ?dt
-T
, T
-
-T
2Tx~°
< 72 — 0 quand b — +o0,
1
et pour tout — < —, on a
s| =T
b—iT a+iT
x™° x—°
/ S2d$ = —/ 52d8
—iT b+iT
a+iTx—(o+it)
= —do
(o +it)
b+iT
b
x—O’
< / e do
a
b
< — 0 quand T" — 4-o00.
~ T?logx q

Comme l'intégrale sur un chemin infini est la limite de I'intégrale sur un chemin fini, donc

a+ico a+iT
1 x— . 1 x—
— 2d3: lim — 2ds:().
20T S T—s00 20T S
a—100 a—iT

2) Pour = < 1, on considere le rectangle des sommets [a — T, a + iT] et [-b — T — b+ T ]

qui contient le pole 0.
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Et par le théoréme des Résidus, on a

a+iT —b+iT —b—iT a—iT

x5 x° A x° .
/ 2 ds + / = ds + / 2 ds + / = ds = 2im (—logx),

a—iT a+iT —b+iT —b—iT

d’autre part, on a

—b—iT —b+iT
xr x5
/ 2 ds| = |— / = ds
biT —b—iT
-
-
< / th
-7
2T =0
< 72 — 0 quand b — +o0,
et
—b4iT —b+iT (otit)
x S x* o117
/ ds| = / —do
s (o +it)
aziT bi T
b
ZL.*U
< / = do
2
< — 0 quand T" — +-o00.
T log x
Par suite on a
a+i00 . a+iT e
T T
/ = ds = TILmoo / = ds = 2im (—log ).
a—100 a—iT
Alors '
1 a+100 s
T
—_— ds = —log .
2im ) 52 &
]

Proposition 2.10 Pour tout x >0 et a > 0. On a

a+i00 2 .
1 2x~" J (1—2) six <1,
—_— 8 g

2mi s(s+1)(s+2) 0 si x> 1.

a—100

Preuve. Si on pose
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alors f est la transformée inverse de Mellin de la fonction f définie par
p 2
fs) = s(s+1)(s+2)

donc les points 0, —1 et —2 sont les pdles simple, d’aprés ce qui précéde, on a

Rés (f, o) _ 1,
Rés f, —1) = —2x,
Rés f ,—2) =22
1) Six > 1: En appliquant le théoréme des résidus sur le rectangle de sommets [a + iT, a — T

et [A+ 1T, A —iT| qui ne contient pas les poles.

En effet, pour A > a,

atiT A+iT
2077 2077
ds + / ds
/s(s+1)(s+2) s(s+1)(s+2)
a—iT a+iT
A—iT a—iT
2077 2077
+ ds + / ds =0,
/s(s+1)(s+2) s(s+1)(s+2)
A+iT A—iT
donc
atiT at+iT A+iT
2x~° 2x7° 2x7°
ds = ds + / ds
/s(s+1)(s+2) /3(8+1)(8—|—2) s(s+1)(s+2)
a—iT A+iT A—iT
A—iT o s
x
+ ds,
/ s(s+1)(s+2)
a—iT
et on a
A4iT A+iT

Q5 9~ (A+it) .
/s(s+1)(s+2)d8 = /(Aﬂ't)((A+¢t)+1)((A+it)+z)Zdt

—iT —iT

n A
.
=2 / e
-T

AT
T

-7
oA
=4T—— — 0, quand A — o0.

A3
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Maintenant, nous intégrons sur les cotés horizontaux [a —iT, A —iT] et [A+iT,a + iT]

t L < d
et on a — < —, donc
s| =T

A—iT

A
2r7° 2
<_ —0
/3(3+1)(s—|—2)d8 —T3/”’ do

a—iT a

A
2 1
< —/:c”da = — [ exp(—oxlogx)do

=73 log = — 0, quand T — o0,

et

a+iT A—iT

2077 207°
ds| = |— ds
s(s+1)(s+2) s(s+1)(s+2)
+iT a—iT
A

2
S ﬁ/x_"da

A
2
< 7Tg/x_”ala

A
1
= ﬁ/exp (—oxlogz)do
274

e log =

— 0, quand T — oc.

Alors
a-+100

1 207°
270 s(s+1)(s+2)

2) Six < 1: On considére le rectangle des sommets [a +iT,a —iT| et [-A +iT,—A — T

qui contient les poles,

ds = 0.
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D’apres le théoréeme des résidus, on trouve

a+iT

— AT
2x7% 2r7°
I = ds + / ds
/s(s+1)(s—|—2) s(s+1)(s+2)
a—iT a+iT
—A—iT a—iT
2x7° 2x7°
+ ds + / ds
/ s(s+1)(s+2) s(s+1)(s+2)
—A+iT —A—iT
I =2im(1—x)*,
donc
—A—iT —A+iT
2x7° 2x7°
/ < ds| = |— / < ds
SGFD(+2) G (5+2)
AT —A—iT
A
x
S 4Tﬁ7
et
(| -Agir 2x~¢ 224
/ ds| < ,
arir S(s+1)(s+2) T3logx
et
—A—iT
/ 2077 224
ds| < ———.
s(s+1)(s+2) T3log x
\ |a—iT
Alors si T — o0, on a
1 a+100 -
— * ds = (1— 17)2 )
2im ) s(s+1)(s+2)



Chapitre 3

Application de la transformée de

Mellin dans la théorie des nombres

Dans ce chapitre on présente un résultat concernant la valeur moyenne de la fonction
arithmétique f définie par
f)=11w-2.
pln
On va voir comment on utilise la transformée inverse de Mellin pour calculer la moyenne

des fonctions arithmétiques multiplicatives, on trouve cet exemple dans ([11]).

Proposition 3.1 (Formule intégrale) Soit ¢ une fonction de Schwartz, f une fonction
arithmétique o croissance modérée. Soit ¢ > 0 tels que D¢(s) converge absolument sur la
droite R(s) =

1) On a

> fn) L [ Dy()(s) ds, (3.1)

n>1 27TZ
(c)

ot la notation / signifie une intégration (complexe) sur la droite verticale R (s) = c.

(c)
Pour tout o tel que 0 > 0 et D¢(s) converge absolument pour R(s) = o.

2) Poury >0. On a

> fn (y> 2m/Df yids. (3.2)

n>1

Preuve. 1) Par la formule (2.3), pour tout n 2 1, on a

ey
27?2/¢ %

33
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on obtient

L’échange de Z et / est justifiée par la convergence absolue de Dy(s) et de ¢(s). En
effet

\ £ (n) & () n-*ds ()] ds
()

< |f<n)|n‘c/()
< K|f (n)|n~*.

Comme la série de Dirichlet Dy(s) est converge absolument alors |f (n)|n~¢ est le terme

général d’une série convergente, donc il vient

i F(n)o(s)n~2ds| < K i |f (n)|n~¢— 0, quand N — oo.
n=N (o)

n=N
On a donc ,
f(n)o(n) = %/ ¢(S)Zf(n)n ds
n>1 (o) n>1
Finalemment

et on démontre que

En effet

Par le changement de variable
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on trouve

donc

d’apres la formule (3.1), on a

S fn)e (g) = /(C) Dy()d (s) y'ds.

n>1

Théoréme 3.1 Soit f une fonction arithmétique définie par :
fmy=1lw-2),
pln
soit X un réel positif, on a

e () =60 (7).

ot la constante Cy est donnée par

=TI )

La démonstration du théoréme repose sur les lemmes suivants :

Lemme 3.1 La fonction f est multiplicative.

Preuve. Pour tout m et n deux entiers premiers entre eux, on a

fmn) =] (-2,

plmn

Les nombres premiers p qui divisent le produit mn se séparent, d’apreés le lemme de Gauss,
en effet

fmn)=1[e-2]][(-2)

plm pln
= f(m) f(n).

Par suite on a

la fonction f est bien multiplicative. m
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Lemme 3.2 La série de Dirichlet associée  f est

Df(s):H(H]fs__?l).

= H f: / (fj) ( Produit d’Euler )

et on a

il résulte que

et comme on a pour R (s) > 1

Zp—as:(p—s+p—2s+p—35+'“): lim <1_p )p—s_ D :
a=1

alors 5
Dy (s) = (1+psp _),
1—p=s
p
et donc 5
p—
D -
) H(Hps—l)
p
]

3
Lemme 3.3 Pour o > o’ on a

tel que

(3.3)
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Preuve. Le produit infini

2p° 1 +p—3
(-7
. (ps _ ]_) ps

est converge absolument si et seulement si la série

Z <2ps—1 +p—3)
~\(-1pt )

est convergente absolument. En effet
2 s—1 -3 2 o—1 -3
S (E ) 2 ()
~\(r-1p =\ (-1
B Z ( 2 n 1 L 3 )
. po — 1 pcrf2 (pa' _ 1) pafl (pa _ 1) )

cette derniere série est converegente si et seulement si 20 —2 > 1, donc on a o > 7"

( pour la convergence du produits infinis voir par exemple [5]).

D’apreés la formule (3.3), on obtient

Df(s):H<1+;__21)

p

(=) () (5)

) alors on trouve

Dy (s) = H(s)C(s—1).

Lemme 3.4 La série de Dirichlet Dy (s) admet un péle simple en s = 2, de résidu

T )

p

Preuve. Par le lemme (3.4) on a
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Comme ( (s) admet un pole simple en s = 1, de résidu 1, donc ¢ (s — 1) admet un pole
simple en s = 2, de résidu 1, et comme H (s) est holomorphe pour R (s) > 2 alors elle

admet un pole simple en s = 2, telle que
Rés(Dy (s),2) = lirn2 (s —2)Dy(s)=H(2),

car

lim (s —2)((s—1) =1,

s—2
( 2p+p—3)
[ A ik
(P*—=1)p

(1 " —383(; i)1>p) '

=TI~ 55 7m):

3
Lemme 3.5 Pour1+1§0§2et|t|22, (teR), ona

et d’apres la formule (3.4), on a

Alors

Dy ()] < 120t log ]

Preuve. Soit 5
D:{s:a+itEC/|t|22, etl—l_l_lSUSQ}’

<11 (i)
1;[ (p4—1)p

= k.

et pour tout s € D, on a

| N

IN

Pour un calcul (Excel), on voir que k, converge vers une limite qui est < 20.
On a
1Dy (s)] < [H (s)[1¢ (s = DI,
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3 3
et comme |t| > 2 et 1+ 2 <o <2, 0n a alors Z — 1 < 1, donc par le lemme (3.1),
on obtient 190
1Dy (s)] < —|t|2 “log [t].
u
Lemme 3.6 Pour x > 10, on a
3-+i00
D zds.
> fmexn (<2) = o [ Dy
n>1
= 3—100
Preuve. Par la proposition (3.1), on a
1 c+1i00
— | Dy (s)¢ Sds,
> 1 o() = w7 | Dr)o) s

on pose ¢ (x) = exp (—z) et ¢ = 3, alors

et
¢ (s)=T(s)
Donc on obtient
] 3+ioco
n
;f(n)exp<—5>:2—m, £ (s)T (s)x*ds
nz 3—ico
n
Lemme 3.7 ([11]) L’inégalité suivante
_1 t
o+ i) < cale b exp (-1 (35)

existe pour une constante co et pour tout 1 < o < 3 et |t| > 1.

Lemme 3.8 Pour tout x > 10, on a

Z f(n)exp < > =H(2)2* + — Dy (s)I' (s) z°ds.

n>1
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Preuve. Par le théoréme de Cauchy

on a
I= /Df (s)T (s) x°ds (¢ est le lacet dans le figure 5 )
5
= 2irRés (Dy (s)I' (s) x*,2),
avec
H (s) = Dy ()T (s) 0",
et on a

par conséquent

34T TiT T4iT 3_iT
I= / Dy (s)T'(s)x"ds + / D¢ (s)I'(s)x°ds — / D¢ (s)T' (s)x°ds + / D¢ (s)T' (s)x°ds
3—iT 34T T—T T
(3.6)
= 2miH (2) 2°.

Nous estimons les intégrales dans 1’égalité (3.6) sur les segments horizontaux [3 + 1T, % + ZT]I
et [T —4T,3—4T).

PourTEQ,aZ%,ona

%JriT 3—iT
/Df (s)T'(s) x°ds| = |— / D¢ (s)T'(s)x%ds
3+iT 1

< /IH(S)C(S = DI ()] |2°] |ds|

2
< 2o/y<(u+z'T)y T (u+1+4T)|2*du
3

IS

T
< 20¢3 (4 +logT) 23T 2 exp (%) — 0 qaund 7' — +o00.
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Et par le lemme (3.6), on a

Z f(n)exp ( > =H (2)2>+ =—— [ Dy (s)T (s)2%ds.

n>1

Lemme 3.9 On a
+7,oo

/Df xds-O( )

7100

Preuve. On a

TiT TiT
[ pr@rxeas < [ Dplre) e a
—sz ZfiT
TiT
< Xi [ |Dy(s)| [T (s)] dt
T_4iT
T4iT
szoxi/ ¢ (s — DT (s)] dt
T—ir

T
< 20X1/ ‘g (2 —|—it)‘ ‘F G —i—it) ‘ dt,
-T

et on a d’apres le lemme (3.1)

3
‘<(Z+it)‘ <4+loglt|,

et par le formule (3.5), on a

o (Tt <epi-i ull
— 2 C ex —_— .
4 = P75

Alors
7+'LT T
5 |t
Dy (s)I' (s) X®ds| < 20X (4 +log |t|) c2 |t|* exp 5 dt
—zT =T

< OX7,
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car l'intégrale a droite dans I'inégalité précédente est égale O (1), par conséquent

7—HT

/Df s) X*ds _O(X%).

hﬂT

Lemme 3.10 On a
_ ;
;f n)exp (- >_H(2)X2+O(X).

Preuve. Pour x > 1, on a

S fmexp (=) =Y fmexp (=2 ) + D f(m)exp (-2 ).

n>1 n<lz n>r

quand x assez-grand, on a

donc
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