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Notations générales

X Espace de Banach.

H Espace de Hilbert.

H1; H1
0 ; H

2 Espace de Sobolev.

| Designe le corps de nombres réels R ou complexes C:
C0 (
) Fonctions continues à support compact dans 
:

L1 (
) Espace vectorie ldes fonctions sommables sur l�intervalle 


L2 (
) Espace vectoriel des fonctions de carré sommables sur l�intervalle 
.

L(X) Algèbre de banach des opérateurs linéaires bornés dans E:

D(A) Domaine de l�opérateure A.

D(A) Adherence de l�ensemble D(A):

A Opérateur.

A� Adjoint d�un opérateur A:

I Identite.

�(A) Ensemble résolvant de l�opérateure A:

�(A) Spectre de l�opérateur A:

R(:; A) Application résolvante de A:

r(S(t)) Rayons pectrale de S(t):

ru Gradient de u:

m-dissipatif Maximal dissipatif
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Introduction

Ce travail s�intéresse à la stabilité exponentielle et à l�analyse des C0-semigroups associés à

divers systèmes dissipatifs découlant de la mécanique. La grande partie de ce travail est basée

sur des recherches menées par les auteurs ces dernières années.

L�une des principales motivations de l�étude de la stabilité exponentielle vient de la théorie

du contrôle. Il existe divers types d�amortissement dans un système mécanique, tels que la

conduction thermique, la viscosité, la friction, etc. Il s�avère que le système mécanique corre-

spondant est dissipatif. Certes, il existe de nombreuses bonnes raisons en pratique d�examiner

le problème de contrôle correspondant. Par exemple, contrôler la vibration d�une antenne d�un

satellite se déplaçant dans l�espace. Il y a une chaleur due à la lumière du soleil dans l�antenne

et le problème peut être réduit à un problème de contrôle pour un système thermoélastique

linéaire unidimensionnel pour une tige de longueur L.

En ce qui concerne la méthode de la démonstration de la stabilité exponentielle, ce qui va se

présenter dans ce projet est une approche systématique développée par les auteurs dans les

années passées.

Dans cet esprit le mémoire est divisè en trois chapitres:

- Premier chapitre : Ce chapitre est consacré à la théorie des semi-groupes des opérateurs

linéaires bornés en particulier les C0-semi-groupes, tel que: théorèmes de Hille-Yosida et

Lumer-Philips. Cette partie rassemble aussi les dé�nitions et les epaces fonctinnels que

nous utiliserons dans ce mémoire.

- Deuxième chapitre : Dans chapitre nous présentons quelques théorèmes concernant la

stabilité exponentielle d�un semi-groupe fortement continu, avec la démonstration.

- Troisième chapitre :Dans ce chapitre, nous nous intéressons à un système thermoèlastique

linèaire, à savoir le système thermoélastique linéaire unidimensionnel avec des conditions

aux limites de type Derichlet. On présente les résultats d�existence de la solution en

utilisant le théorème de Hille-Yosida et un résultat de stabilité exponentielle en exploitant

les théorèmes présenté dans le chapitre précédant.
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Préliminaires

Dans ce chapitre, on présentera quelques dé�nitions et théorèmes fondamentales, les espaces

de Sobolev et le théorème de Lax-Milgram et le théorème de Hille-Yosida que nous utiliserons

dans les chapitres 2 et 3:

1.1 Les espaces

1.1.1 Espace vectoriel normé

Sous-espaces vectoriels

Dé�nition 1 (Sous-espaces vectoriels)

Soit (E;+; :) un espace vectoriel sur le corps | et soit F sous ensemble dans E: On dit que

(F;+; :) est un sous espace vectoriel de (E;+; :) si et seulement si

1. F 6= ;:

2. 8x 2 F; 8y 2 F : x+ y 2 F: Autrement dit F est stable par l�addition.

3. 8x 2 F; pour � 2 | : �x 2 F: Autrement dit, F est stable par la multiplication par

scalaire.

Espaces vectoriels normés

Dé�nition 2 (Espaces vectoriels normés)

Soit (E;+; :) un espaces vectoriel sur | = R ou C. Une fonction k:k : E �! R+ est appelée

3



1.1. Les espaces

norme sur E si:

1. kxk = 0 () x = 0: Séparation.

2. 8� 2 K; 8x 2 E; k�xk = j�j kxk : Homogénéité.

3. 8 (x; y) 2 E2; kx+ yk � kxk+ kyk : Inégalitè triangulaire.

Le couple (E; k:k) est alors appelé espace vectoriel normé.

Espace de Banach

Dé�nition 3 (Espace de Banach)

On dit qu�un espace normé (E; k:k) est de Banach, si pour toute suite de Cauchy dans E est

convergent, cela veut dire que E est complet comme un espace métrique de la distance associée

comme norme.

Corollaire 1

1. Toutes les normes sont équivalentes dans les espaces de dimension �nie.

2. Tout espace normé de dimension �nie est de Banach.

3. Si F est de Banach alors Alors l�ensemble des applications linéaires dans L(E;F ) est de
Banach.

Espace de Hilbert

Dé�nition 4 (Produit scalaire)

Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire hu; vi est une forme bilinéaire de H �H dans

R symétrique, dé�nie positive.

Lemme 1 Soit H un espace de Hilbert

� Inégalité de Cauchy-Schwarz :

8 (u; v) 2 H2 : jhu; vij � hu; ui1=2 hv; vi1=2 :

� u 2 H : kuk = hu; ui1=2 est une norme sur H.

4



1.1. Les espaces

� Identité du parallélogramme :

8 (u; v) 2 H2 :





u+ v

2





2 + 



u� v

2





2 = 1

2

�
kuk2 + kvk2

�
:

Dé�nition 5 (Espacede Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d�un produit scalaire hu; vi et qui est
complet pour la norme hu; ui2 :

1.1.2 Espace Dual

Dé�nition 6 (Forme Linéaire)

Soit X un espace vectoriel sur un corps |: On appelle forme linéaire sur X toute les application

linéaire de X vers | (| étant considéré comme espace vectoriel sur lui-même).

Dé�nition 7 (Espace Dual)

Soit X un espace vectoriel sur un corps |: On appelle espace dual de X, et on le note X�;

l�ensemble des formes linéaire sur X:

1.1.3 Topologie Faible *

Dé�nition 8 (Topologie Faible)

La topologie faible � (X;X�) sur X est la topologie la moins �ne telle que toutes les applications

f : X �! R avec f 2 X� soient continues.

Dé�nition 9 (Topologie Faible *)

La topologie faible* � (X�; X) sur X� est la topologie la moins �ne telle que toutes les applica-

tions
Jx : X� �! R

f �! hf; xi
;

avec x 2 X soient continues.

1.1.4 Espace de Lp

Soit 
 = [a; b] (�1 � a � b � +1) un intervalle �ni ou in�ni de R:

Dé�nition 10 Soit p 2 R avec 1 � p < +1: On note par Lp (
) l�espace des classes

d�équivalence de fonctions de puissance p-intégrables sur 
 à valeurs dans C :

Lp (
) = ff : 
! C; f mesurable et kfkLp <1g ;

5



1.1. Les espaces

avec

kfkLp(
) =
�Z b

a

jf(x)jp dx
� 1

p

:

L�espace Lp (
) muni de la norme k:kLp est un espace de Banach.
Si p = +1 on a

kfk1 = sup
x2


jf(x)j ;

et L1 est l�espace des fonctions essentiellement bornées sur (a; b) :

Si p = 2 alors

L2 (
) =

(
f :

�Z b

a

jf(t)j2
� 1

2

< +1
)
:

�
L2 (
) ; h:; :iL2(
)

�
est un espace de Hilbert, où h:; :iL2 est le produit scalaire dé�nit comme

suite :

hf; giL2(
) =
Z b

a

f(x):g(x)dx; 8f; g 2 L2 (
) :

Dé�nition 11 f est dite essentiellement bornée sur 
 s�il 9M > 0 telle que,

kfk1 = sup
a�x�b

jf(x)j = inf fM � 0; jf(x)j �M:p:p sur 
g :

(L1 (
) ; k:k1) est un Banach.

Théorème 1 (Inégalité de Hölder) [2]

Soit f 2 LP et g 2 Lq alors fg 2 L1 et

kfgkL1 � kfkLp kgkLq :

Preuve Voir [2] page 94:

Théorème 2 (Inégalité de Young) Soitent p et q deux réels véri�ant
1

p
+
1

q
= 1:

Alors

8(a; b) 2 R2+; 8" > 0; ab � "

2
ap +

1

q"
q
p

bq:

Si p = q = 2 on a

8(a; b) 2 R2+; 8" > 0; ab � "

2
a2 +

1

2"
b2:

1.1.5 Espaces de Sobolev

Soit 
 un domaine ouvert de Rn

6



1.1. Les espaces

Dé�nition 12 (dérivées faibles)

Soit 
 un ouvert de Rn; u localement intégrable sur 
 et � 2 Nn: On appelle dérivée faible de
u d�ordre �; et on note D�u, toute fonction v localement intégrable sur 
 telle que

8� 2 C1c (
) :
Z



u@��dx = (�1)j�j
Z



v�dx:

Espace H1 (
)

Dé�nition 13 (Espace H1 (
))

L�espace de Sobolev H1(
) est dé�ni par

H1 (
) =

�
u 2 L2 (
) tq 8i 2 [1; n] ; @u

@xi
2 L2 (
)

�
:

Remarque 1 La dérivée dans la dé�nition est à comprendre au sens des distributions.

Théorème 3 [2] H1 (
) est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire

(u; v)H1(
) =

Z



u(x)v(x)dx+

Z



ru(x):rv(x)dx;

et de la norme

kukH1(
) =

�Z



�
ju(x)j2 + jru(x)j2

�
dx

� 1
2

;

l�espace de Sobolev H1(
) est espace Hilbert.

Preuve Voir [2]:

Remarque 2

1. On sait que kukL2 � kukH1 et k@iukL2 � kukH1 :

2. Pour tout 
 ouvert de Rd; on a

D (
) � H1 (
) � L2 (
) :

Espace Hm (
)

Dé�nition 14 (Espace Hm (
))

Espace de Sobolev Hm (
) est dé�ni par :

Hm (
) =
�
u 2 L2 (
) : 8� 2 Nn; j�j � m; D�u 2 L2 (
)

	
:

On munit de la norme :

kukHm =

0@X
j�j�m

Z



jD�(x)j dx

1A 1
2

:

7



1.2. Les théorèmes fondamentaux

Espace H1
0 (
)

Dé�nition 15 (Espace H1
0 (
))

On dé�nit H1
0 (
) comme la fermiture de D (
) dans H

1 (
) : Autrement dit,

H1
0 (
) =

�
u 2 H1 (
) ; 9�n 2 D (
) tq �n �! u dans H1 (
)

	
:

Trace

Proposition 1 (Trace)

Soit 
 un ouvert borné et régulier. On peut dé�nir une application linéaire et continue

 : H1 (
) �! L2 (@
)

u �!  (u)
:

Prolongeant l�application trace pour les fonctions continues sur �
 : pour tout

u 2 H1 (
) \ C0
�
�

�
:  (u) = uj@
:

L�application trace est continue de H1(
) dans L2(@
), ce qui signi�e qu�il existe une constante

C
 telle que

8u 2 H1 (
) ; k (u)kL2(@
) � C
 kukH1(
) :

Inégalité de Poincaré

Proposition 2 (Inégalité de Poincaré)

Soit 
 un ouvert borné de Rn. Alors il existe une constante C
 telle que

8u 2 H1
0 (
) ; kukL2(
) � C
 krukL2(
) :

1.2 Les théorèmes fondamentaux

Dé�nition 16 (Fonctions Lipschiztiennes, contractantes)

Soient (X; d); (Y; d0) deux espaces métriques et f : X ! Y une fonction. On dit que f est

Lipschitzienne sur X, s�il existe une constante M � 0 telle que

d0(f(x); f(y)) �Md(x; y); 8x; y 2 X:

On dit aussi que f est M-Lipschitzienne.

La plus petite constante M véri�ant cette inégalité est appelée la constante de Lipschitz de f ,

notée Lip(f) etvéri�e

Lip(f) = sup
x 6=y

d0(f(x); f(y))

d(x; y)
:

8



1.2. Les théorèmes fondamentaux

On dit que f est contractante si elle véri�e Lip(f) < 1:

Théorème 4 (Théorème du point �xe de Banach) [1]

Soit (X; d) un espace métrique complet et f : X ! X une application k-contractante .Alors il

existe un unique point �xe x0 2 X de f dans X (i.e. une unique solution de f(x0) = x0) et de

plus, pour tout choix de x0 2 X, la suite dé�nie par récurrence par

xn+1 = f(xn);

converge vers x0. En�n, on a l�estimation d�erreur

d (xn; x
0) � k2

1� k
d (x0; x1) ; 8n � 0:

Preuve Voir [1]:

Théorème 5 (Banach-Steinhaus) [8]

Soient E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé. On considére une famille (Ti)i2I
d�application linéaires continues de E dans F:Si la famille (Ti)i2I est ponctuellement bornée,

i.e:

8x 2 E; sup
i2I
kTixkF <1:

Alors elle est uniform ement bornée, i.e:

8x 2 E; sup
i
kTixkF < C kxkE :

Preuve Voir [8] page 5:

Théorème 6 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) [2]

Soit E un espace vectoriel normé. Alors la boule unité de son dual topologique

�BE� = ff 2 E� : kfk � 1g ;

est compact pour la topologie faible* � (E�; E) :

Preuve Voir [2] page 21:

Proposition 3 (l�inégalité Gagliardo-Nirenberg) [5]

Soient u : Rn �! R une fonction C1 à support compact, deux réels 1 � q; r � 1 et un entier

m. Soient � un réel et j un entier naturel tels que

1

p
=
j

n
+

�
1

r
� m

n

�
�+

1� �

q
;

9



1.3. Les opérateurs

et
j

m
� � � 1:

Alors, il existe une constante C dépendant de m;n; j; q; r et � telle que

Dju



Lp
� C kDmuk�Lr kuk

1��
Lq :

1.3 Les opérateurs

Soient E et F deux espaces de Banach. Notons k:k la norme dont ils sont munis. Soit un ouvert
régulier de Rn.

1.3.1 Dé�ntions

Dé�nition 17 (Opérateur linéaire)

Soient E;F deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire est une application linéaire

A : D(A) � E �! F;

i.e.

8 (u; v) 2 D (A)2 ; A (u+ v) = Au+ Av;

8� 2 C; A (�u) = �Au:

Dé�nition 18 (Domaine)

Un opérateur linéaire A de E dans F est une application linéaire A dé�ni par sur un sous-espace

vectoriel D(A) de E appelé domaine de A tel que

D (A) = fu; Au 2 Fg :

Ainsi,

A : D (A) � E �! F:

On dit que A est borné s�il existe C � 0 telle que:

8u 2 D (A) ; kAukF � C kukE :

Dans le cas contraire, A est dit non borné.

Dé�nition 19 (Graphe/Noyau/Image)

Le graphe de A est le sous-espace vectoriel de E � F noté Gr(A) dé�ni par :

Gr (A) = f(u;Au) ; u 2 D (A)g :

10



1.3. Les opérateurs

On appelle Noyau de A le sous-espace de E noté ker(A) dé�nit par :

ker (A) = fu 2 D (A) ;Au = 0g :

Et Image de A le sous-espace de F noté Im(A) dé�nit par :

Im (A) = A (D (A)) = fu 2 D(A) : Au = 0g :

On dit que A est injectif si ker (A) = f0g ; et que A est surjectif si Im (A) = F: L�opérateur est

bijectif s�il est à la fois injectif et surjectif.

Dé�nition 20 (Adjoint)

Soit (A;D(A)) un opérateur linéaire non borné dans X; de domaine dense dans X: On appelle

adjoint de l�opérateur (A;D(A)) dé�ni par

D(A�) =
n
y 2 X 0 : 9c � 0 tel que hAx; yiX;X0 � c kxk 8x 2 D(A)

o
;

et

hx;A�yiX;X0 = hAx; yiX;X0 8x 2 D(A) et y 2 D(A�):

Dé�nition 21 (Opérateur inversible)

On dit qu�un opérateur A de domaine D(A) est inversible si

A : D(A) � E ! F;

est bijectif et a un inverse

A�1 : F ! D(A) � E;

borné (comme opérateur de F dans E).

Théorème 7 [3] Soit X un espace de Banach. Si A 2 B (X) est un opérateur tel que kAk < 1
alors I � A est l�inverse est donnée par

(I � A)�1 =

1X
n=0

An:

Preuve Voir [3]:

Dé�nition 22 (Opérateurs compacts)

On appelle opérateur compact de E dans F tout élément A 2 L(E;F ) pour lequel l�image de la
boule unité fermée de E est une partie relativement compacte de F .

Dé�nition 23 (Opérateurs fermés)

Un opérateur A est dit fermé si son graphe Gr(A) = f(u;Au) ; u 2 D (A)g : est fermé dans
H �H .

11



1.3. Les opérateurs

1.3.2 Quelques propriétés spectrales

Dé�nition 24 (Valeur spectrale)

On appelle valeur spectrale de A tout élément � 2 | tel que (�I � A) ne soit pas inversible.

L�ensemble des valeurs spectrales de A est appelé le spectre de T et noté �(A).

Remarque 3 Un élément de | qui n�est pas valeur spectrale de A est appelé valeur résolvante
de A.

Proposition 4 [3] Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X, le spectre �(A) est

toujours compact et non vide, d�où son rayon spectral

r(A) := sup fj�j : � 2 � (A)g ;

est �nie et satisfait r(A) � kAk.

Dé�nition 25 (Ensemble des valeurs résolvantes)

L�ensemble des valeurs résolvantes de A est noté �(A) et est appelé ensemble résolvant de A.

Ainsi,

�(A) = |� �(A):

Dé�nition 26 (Résolvantes)

On appelle résolvante de A l�application qui à � 2 (|� �(A)) ; On associe l�inverse (A��I)�1;ce
que note

R� = (A� �I)�1:

Théorème 8 [3] Soit H un espace de Hilbert complexe et soit A 2 B (H)

1. Si j�j > kAk ; alors � =2 � (A) :

2. � (A) est un ensemble fermé.

Preuve Voir [3]:

1.3.3 Opérateur dissipatif

Dé�nition 27 (Opérateur dissipatif)

Un opérateur linéaire A dans E est dit dissipatif si on a

8x 2 D(A);8� > 0; k�x� AxkE � � kxkE :

12



1.3. Les opérateurs

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout � > 0; l�opérateur I � �A est surjectif, i.e

8y 2 X;8� > 0;9x 2 D(A); �x� Ax = y:

Théorème 9 [8] Si A est m-dissipatif alors pour tout � > 0; l�opérateur (�I � A) admet un

inverse, (�I � A)�1 y appartient à D(A) pour tout y 2 X; et (�I � A)�1 est un opérateur

linéaire borné sur X véri�ant 

(�I � A)�1


 � 1

�
:

Preuve Supposons A est m�dissipatif alors

1. 8x 2 D(A); � > 0; k�x� AxkE � � kxk :

2. 8y 2 X;8� > 0;9x 2 D(A); �x� Ax = y:

Montrons que (�I � A)�1 existe : On va montre que (�I � A) est bijectif .

1) Montrons que (�I � A) est injectif , comme A est linéaire alors (�I � A) est linéaire, pour

cela on va montrer que ker (�I � A) = f0g :
On a : (�I � A) (0) = 0 donc 0 2 ker (�I � A) ; soit x 2 ker (�I � A) : donc (�I � A) (x) =

0 donc k(�I � A)xk = 0 mais x 2 D(A) et d�apres (1) on a :

k�x� Axk � � kxk ;

et

k�x� Axk = k(�I � A)xk = 0 � � kxk ;

mais � > 0 alors kxk � 0 donc kxk = 0 donc x = 0: c-à-d

ker (�I � A) � f0g ;

et comme 0 2 ker (�I � A) :

D�ou ker (�I � A) = f0g : donc (�I � A) est injectif.

2) Montrons que (�I � A) est surjectif, c-à-d on va montrer 8z 2 X; 9x 2 D(A) telle que

�x� Ax = z:

Soit z 2 X alors il existe un x 2 D(A) tq :

�x� Ax = z donc (�I � A)x = z;

donc (�I � A) est surjectif. Alors l�opérateur (�I � A) est bijectif, donc (�I � A)�1

existe.

Montrons que 8y 2 X;et (�I � A)�1 2 D(A) on a :

�I � A : D(A) �! X donc (�I � A)�1 : X �! D(A);

13



1.3. Les opérateurs

alors

8y 2 X; (�I � A)�1 2 D(A):

Montrons que (�I � A)�1 est linéaire borné véri�ant :

(�I � A)�1


 � 1

�
:

Comme �I � A est linéaire et bijectif alors (�I � A)�1 existe et linéaire.

Soit y 2 X; alors 9x 2 D(A) tq :

(�I � A)�1 y = x;

et

y = (�I � A)x;

on a 

(�I � A)�1 y


 = kxk ;

et on a

k�x� Axk � � kxk ;

donc

kxk � 1

�
k(�� A)xk ;

alors 

(�I � A)�1 y


 � 1

�
kyk ;

donc 

(�I � A)�1


 � 1

�
;

alors (�I � A)�1 est borné et


(�I � A)�1



 � 1

�
:

Théorème 10 [8]Soit (A;D(A)) un opérateur linéaire non borne dissipatif dansX. L�operateur

A est m-dissipatif si et seulement si

9�0 > 0 tq 8y 2 X; 9x 2 D(A) : �0x� Ax = y: (1.1)

Preuve Il est évident que si l�opérateur A est m-dissipatif alors la condition (1:1) est satisfaite.

Montrons la réciproque.

supposons que (1:1) est satisfaite et montrons que A est m-dissipatif.

On a A est disspatif, alors il su¢ t de montrer que

8� > 0 tq 8y 2 X; 9x 2 D(A) : �x� Ax = y:

14



1.3. Les opérateurs

Soit y 2 X et soit � > 0; on va chercher un x 2 D(A) tq :

�x� Ax = y:

On a �x� Ax = y alors

�x� �0x+ �0x� Ax = y;

donc

�0x� Ax = y + (�0 � �)x;

c-à-d on va chercher un x 2 D(A) tq :

x = (�0I � A)�1 [y + (�0 � �)x] ;

alors x est un point �xe de la fonction Y dé�nit par

Y : x 7! (�0I � A)�1 [y + (�0 � �)x] :

Donc on va utiliser le Théorème de point �xe et on va montrer que Y est contractante.

Soit x1; x2 2 D(A) on cherche 0 < k < 1 tq :

kY (x1)� Y (x2)k � k kx1 � x2k :

On a

kY (x1)� Y (x2)k =


(�0I � A)�1 [y + (�0 � �)x1]� (�0I � A)�1 [y + (�0 � �)x2]




=


(�0I � A)�1 (y + (�0 � �)x1 � y � (�0 � �)x2)




=


(�0I � A)�1 (�0 � �) (x1 � x2)




�


(�0I � A)�1



 k(x1 � x2)k j�0 � �j ;

mais A est dissipatif alors on trouve que (�0I � A)�1 existe et k(�0I � A)�1k � 1

�0
: Donc



(�0I � A)�1


 k(x1 � x2)k j�0 � �j � j�0 � �j

�0
k(x1 � x2)k ;

alors

kY (x1)� Y (x2)k �
j�0 � �j
�0

k(x1 � x2)k :

Pour que Y est contractante il su¢ t que 0 <
j�0 � �j
�0

< 1 c-à-d j�0 � �j < �0 alors

��0 < �0 � � < �0;

0 < � < 2�0;

donc � 2 ]0; 2�0[ on a Y est ontractante et donc x existe.
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1.3. Les opérateurs

Théorème 11 Soit (A;D(A)) un opérateur non borne dans X. S�il existe �0 > 0 pour lequel

l�opérateur �0I �A est une bijection de D(A) sur X, et si (�0I � A)�1 est opérateur borné sur

X, alors A est fermé.

En particulier, si A est m-dissipatif alors A est fermé.

Preuve Soit (xn)n une suite de D(A) convergeant vers x dans X, et supposons que (Axn)n
converge vers y dans X. L�opérateur (�0I � A)�1 étant borné, nous obtenons

xn = (�0I � A)�1 (�0xn � Axn)! (�0I � A)�1 (�0x� y) quand n!1:

Par conséquent, nous avons

x = (�0I � A)�1 (�0xn � y) 2 D(A);

et

(�0I � A)x = �0xn � y;

soit encore Ax = y. La preuve est complète.

Corollaire 2 [8]Soit A un opérateur m-dissipatif. L�espace
�
D(A); k:kD(A)

�
est un espace de

Banach et AjD(A) 2 L (D(A); X) :

Preuve Avec le Théoréme (11), on peut facilement véri�er que (D(A); k:kD(A)) est un espace
de Banach. Par dé�nition de k:kD(A), il est évident que AjD(A) 2 L(D(A); X):
Du Théorème (9), il découle que l�opérateur (�I � A)jD(A) est un isomorphisme de D(A) sur
X. Par abus nous dirons parfois que l�opérateur (�I�A) est un isomorphisme de D(A) sur X.

Théorème 12 Soit A un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X. Alors

lim
�!1

k�R (�;A)x� xk = 0; 8x 2 X:

De plus

lim
�!1

kA�x� Axk = 0; 8x 2 D(A):

Preuve Soit x 2 D(A); on a:

�R(�;A)x� x = (�I � A) (�I � A)�1x� x+ A (�I � A)�1 x = (�I � A)�1Ax:

Nous en déduisons

k�R(�;A)x� xk � 1

�
kAxk ! 0 quand �! 0: (1.2)
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1.3. Les opérateurs

Le premier résultat est donc démontré pour tout x 2 D(A):
Soit x 2 X et soit (xn)n une suite dans D(A) convergeant vers x dans X. Comme

k�R(�;A)k � 1;

nous avons

k�R(�;A)x� xk � k�R(�;A)xn � xnk+ k�R(�;A)k kxn � xk+ kxn � xk

� k�R(�;A)xn � xnk+ 2 kxn � xk :

La �n est standard.

Pour tout x 2 D(A); nous avons

lim
�!1

kA�x� Axk = lim
�!1

k�R(�;A)Ax� Axk = 0:

1.3.4 Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Hilbert

Théorème 13 Un opérateur (A;D(A)), linéaire non borné dans H, est dissipatif si et seule-

ment si

8x 2 D(A) : hAx; xi � 0:

Dans le cas d�un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée par

8x 2 D(A) : Re hAx; xi � 0:

Preuve Supposons que A est dissipatif. Pour tout x 2 D(A), non nul, et tout � > 0, posons

yx;� = �x� Ax;

et

zx;� =
yx;�
kyx;�k

:

L�opérateur A étant dissipatif, on a

� kxk � k�x� Axk = (�x� Ax; zx;�) = �Re (x; zx;�)� Re (Ax; zx;�) � � kxk � Re (Ax; zx;�) :

Par conséquent, nous avons

Re (Ax; zx;�) � 0;

et

Re (Ax; zx;�) � kxk �
1

�
kAxk :
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1.3. Les opérateurs

La suite (zx;�)� étant bornée dans H, il existe zx 2 H et une suite (�n)n convergeant vers l�in�ni

tels que

lim
n!1

zx;�n = zx:

Avec les inégalités précédentes, par passage à la limite, nous obtenons

Re (Ax; zx) � 0;

et

Re (x; zx) � kxk :

Comme

Re (x; zx) � j(x; zx)j � kxk :

nous avons donc

Re (x; zx) � 0:

Réciproquement, supposons que Re(Ax; x) � 0 pour tout x 2 D(A). Alors nous avons

k�x� Axk kxk � j(�x� Ax; x)j � Re(�x� Ax; x) � � kxk2

La condition de dissipativité en découle.

Théorème 14 Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans H:

Preuve Soit y0 2 H tel que (y0; x) = 0 pour tout x 2 D(A). On a (I � A)�1y0 2 D(A);

(y0; (I � A)�1y0) = 0;

et

((I � A)(I � A)�1y0; (I � A)�1y0) = 0:

L�opérateur A étant m-dissipatif, il vient

(I � A)�1y0


2 = (A(I � A)�1y0; (I � A)�1y0) � 0:

Donc (I � A)�1y0 = 0; y0 = 0, et D(A) est dense dans H.

Théorème 15 Soit A un opérateur dissipatif et de domaine dense dans H. Alors A est m-

dissipatif si et seulement si A est fermé et A� est dissipatif.

Preuve Supposons que A est m-dissipatif. Nous savons que A est fermé (Théorème 11), nous

devons montrer que A� est dissipatif. De manière à simpli�er la preuve nous identi�ons H et
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1.4. Semi-groupe fortement continu

H 0. Dans ce cas, D(A�) est un sous-espace vectoriel de H 0.

Pour tout y 2 D(A�), nous avons

(A�y; �R (�;A) y) � (y; �AR (�;A) y)

= (y; A�y)

=
�
y; �2R (�;A) y � �y

�
� � (y; �R (�;A) y)� � kyk2 � 0;

et

(A�y; �R (�;A) y) �!
�!0

(A�y; y) :

On en déduit que

(A�y; y) � 0:

Donc que A� est dissipatif.

Dé�nition 28 Un opérateur linéaire non borné (A;D(A)); de domaine dense dans H est dit

auto-adjoint si A = A�. Il est dit anti-adjoint si A = �A�

1.4 Semi-groupe fortement continu

Tout au long de cette section, (�; k:k) désignera un espace de Banach.

Dé�nition 29 (Semi-groupe fortement continu)

Une famille fS(t); t � 0g d�opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach X est appelée

semi-groupe fortement continue si

1. S(0) = I; (I est l�opérateur identité sur �) :

2. S(t1 + t2) = S(t1)S(t2); 8t1; t2 � 0; (Propriété de semi-groupe) :

3. Pour chaque x 2 X; S(t)x est continue en t sur [0;+1) :
Ce type de semi groupe sera simplement appelé un C0-semi-groupe

Dé�nition 30 Un semi-groupe d�opérateurs linéaires bornés est dit :

1. Uniformément continu si

lim
t!0+

kS(t)� Ik = 0:
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1.4. Semi-groupe fortement continu

2. Fortement continu ou de classe C0 si

lim
t!0+

S(t)x = x; 8x 2 X:

3. Semi-groupe de contraction de classe C0 s�il est de classe C0 et

kS(t)k � 1; 8t � 0:

Remarque 4 Si fS(t)gt�0 est un semi-groupe uniformément continu,alors

lim
t!s
kS(t)� S(s)k = 0:

Dé�nition 31 (Générateur in�nitésimal)

Le générateur in�nitésimal de S(t) est l�opérateur linéaire A de domaine

D(A) =

�
x 2 H : lim

t!0

S(t)x� x

t
existe

�
;

dé�ni par

Ax = lim
t!0+

Atx = lim
t!0+

S(t)x� x

t
; x 2 D(A):

Proposition 5 [6] Soit S(t) un C0-semigroupe. Il existe deux constantes ! 2 R et M � 1

telles que :

kS(t)kL(H) �Me!t; 8t � 0:

Remarque 5

1. Dans le cas oú kS(t)kL(H) �Me!t; 8t � 0: on dit que fS(t); t � 0g est de type (M;!) :

2. Si (M;!) = (1; 0), on dit que fS(t); t � 0g est C0-semi groupe de contration.

Preuve Montrons qu�il existe � > 0 tel que kS(t)k est borné pour tout 0 � t � �:

Supposons qu�il existe une suite (tn) � R+ telle que

lim
n!1

tn = 0;

et

kS(tn)k � �:

En utilisant le Théorème de Banach-Steinhaus (5) on déduit qu�il existe x 2 X tel que kS(tn)k
est non borné. Ce qui contredit la condition (3) de la dé�nition (29) :

Par conséquent , il existe � > 0 et M > 0 tel que

kS(t)k �M pour tout 0 � t � �:
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1.4. Semi-groupe fortement continu

Comme S(0) = I, alors M � 1.
Soit t � 0 et soient n = t

�
2 N� et 0 � � � � , tels que t = n� + �: Alors

kS(t)k = kS(n� + �)k

= kS(n�)S (�)k

� kS(n�)k kS (�)k

� kS(�)kn kS (�)k

�MnM

�M

t

� M

�Me

t

�
ln(M)

;

on pose ! =
t

�
ln (M) ; donc kS(t)k �Me

t

�
ln(M)

:

Dé�nition 32 [3] Soit A : D(A) � X �! X un opérateur fermé. Alors

T (A) := sup fRe� : � 2 � (A)g ;

est appelée la borne spectrale de A.

Pour le générateur A d�un semigroupe fortement continu � = (S(t))t�0, la borne spectrale T (A)

est toujours dominé par la borne de croissance

!0 = !0 (�) = inf
�
! 2 R; 9M! � 1 : kS(t)k �M!e

!t 8t � 0
	
:

Dé�nition 33 [3] Pour la borne spéctrale T (A) de générateur A et pour la borne de croissance

!0 du semigroupe génére (S(t))t�0, on a

�1 � T (A) � !0 = inf

Corollaire 3 [7] Soit A le générateur in�nitésimal d�un C0�semi-groupe S(t) satisfaisant

kS(t)k �Me!t:

Soit � > max (0; !) : Si x 2 D(A2); alors

S(t)x =
1

2�i

Z �+i1

��i1
e�tR� (A)xd�:

Et pour tout � > 0, l�intégrale converge uniformément en t pour t 2
�
�;
1

�

�
:
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1.4. Semi-groupe fortement continu

Preuve Voir [7] page 29:

Proposition 6 [3] Soient fS(t)gt�0 un C0-semi groupe et A son générateur in�nitésimal. Si

x 2 D(A), alors S(t)x 2 D(A) et on a l�égalité :

S(t)Ax = AS(t)x; 8t � 0:

Preuve Soit x 2 D(A): Alors pour tout t � 0; nous avons :

S(t)Ax = S(t) lim
h!0

S(h)x� x

h
= lim

h!0

S(h)S(t)x� S(t)x

h
:

Donc S(t)x 2 D(A) et on a
S(t)Ax = AS(t)x; 8t � 0:

Proposition 7 [3] Soient fS(t)gt�0 un C0�semi groupe et A son générateur in�nitésimal.

Alors l�application :

[0;1) 3 t 7�! S(t)x 2 ";

est dérivable sur [0;1); pour tout x 2 D(A) et nous avons :

d

dt
S(t)x = S(t)Ax = AS(t)x; 8t � 0:

Preuve Soient x 2 D(A); t � 0 et h > 0. Alors :



S(t+ h)x� S(t)x

h
� S(t)Ax





 � kS(t)k



S(h)x� x

h
� Ax






�Me!t





S(h)x� x

h
� Ax





 :
Par conséquent :

lim
h!0

S(t+ h)x� S(t)x

h
= S(t)Ax;

d�ou :
d+

dt
S(t)x = S(t)Ax; 8t � 0:

Si t� h > 0; alors on a :



S(t� h)x� S(t)x

�h � S(t)Ax





 � kS(t� h)k




S(h)x� x

h
� Ax+ Ax� S(t)Ax






�Me!(t�h)

�



S(h)x� x

h
� Ax





+ kS(h)Ax� Axk
�
:

Par suite :

lim
h!0

S(t� h)x� S(t)x

�h = S(t)Ax;
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1.4. Semi-groupe fortement continu

et
d�

dt
S(t)x = S(t)Ax; 8t � 0:

Il s�ensuit que l�application considérée dans l�énoncé est dérivable sur [0;1), quel que soit
x 2 D(A). De plus, on a l�égalité :

d

dt
S(t)x = S(t)Ax = AS(t)x; 8t � 0:

Lemme 2 [6] Soit fS(t)gt�0 un C0-semi-groupe. Alors :

lim
h!0

1

h

Z t+h

t

S(s)xds = S(t)x;

quels que soient x 2 � et t � 0:

Preuve Voir [6] page 43:

Proposition 8 [3] Soient fS(t)gt�0 un C0-semi-groupe et A son générateur in�nitésimal. Si

x 2 �; alors Z t

0

S(t)xds 2 D (A) ;

et on l�égalité:

A

Z t

0

S(s)xds = S(t)x� x; 8t � 0:

Preuve Voir [3] page 50:

Théorème 16 [3] Soient fS(t)gt�0 un C0-semi-groupe et A son générateur in�nitésimal. Alors
x 2 D (A) et Ax = y si et seulement si

S(t)x� x =

Z t

0

S(s)yds; 8t � 0:

Preuve Voir [3] page 50:

Théorème 17 [6] Soient fS(t)gt�0 un C0-semi-groupe et A son générateur in�nitésimal. Alors

1. D(A) = �:

2. A est un opérateur fermé.

Preuve Voir [6] page 45:
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1.5. Théorème de Lax-Milgram

Corollaire 4 Soit A le générateur in�tésimal d�un semigroupe de contraction S(t). L�ensemble

résolvant de A contient toujours le demi-plan ouvert droit, i.e

f� : Re� > 0g � � (A) ;

et pour �

kR (�; �)k � 1

Re�
:

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

1.5 Théorème de Lax-Milgram

Théorème 18 (Lax-Milgram) [2]

Soit A bilinéaire continue et coercive. Pour ' 2 H�, il existe u 2 H unique tq

8v 2 H : A (u; v) = ' (v) :

Si A est symétrique, alors u est caractérisé par

u 2 H :
1

2
A (u; u)� ' (u) = min

v2K

�
1

2
A (v; v)� ' (v)

�
:

Remarque 6 Une forme bilinéaire A : H �H ! R est

� Continue s�il existe C tq pour tout (u; v),

jA(u; v)j � C kuk kvk :

� Coercive s�il existe � > 0 tq pour tout u 2 H,

A(u; u) � � kuk2 :

Preuve Théorème de Lax-Milgram voir [2] page 164:

1.6 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 19 (Théorème de Hille-Yosida 1) [6]

Un opérateur linéaire non borné (A;D(A)) dans X est le générateur in�nitésimal d�un semi-

groupe de contractions sur X si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

1. A est fermé, et D(A) est dense dans X,
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1.6. Théorème de Hille-Yosida

2. Pour tout � > 0, (�I �A) est une application bijective de D(A) sur X, et (�I �A)�1 est
un opérateur borné sur X véri�ant

(�I � A)�1



 � 1

�
:

Théorème 20 (Théorème de Hille-Yosida 2) [6]

Un opérateur linéaire non borné (A;D(A)) dans X est le générateur in�nitésimal d�un semi-

groupe de contractions sur X si et seulement si A est m-dissipatif et de domaine dense dans

X:

Preuve

=) Supposons que A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de contractions sur X.

Soit A est fermé et de domaine dense (D(A) = X). Pour � > 0; on pose

R� =

Z 1

0

e��tS(t)xdt:

Comme S(t) est un semi-groupe de contractions sur X; on a

kS(t)xk � kxk ; pour tout x 2 X;

et � > 0; R� est bien dé�ni et

R�(�I � A) = I et R�(�I � A)x = x 8x 2 D (A) :

Pour tout x 2 X;

S(h)� I

h
R�x =

1

h

Z 1

0

e��t [S(h)� I]S(t)xdt

=
1

h

Z 1

0

e��t [S(h)S(t)� S(t)]xdt

=
1

h

Z 1

0

e��t [S(h+ t)� S(t)]xdt

=
1

h

Z 1

0

e��tS(h+ t)xdt� 1

h

Z 1

0

e��tS(t)xdt:

On pose

I =
1

h

Z 1

0

e��tS(h+ t)xdt:

Posons h+ t = u alors
du = dt

t �! 0 donc u �! h

t �!1 donc u �!1;
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d�ou

I =
1

h

Z 1

h

e��(u�h)S(u)xdu

=
e�h

h

Z 1

h

e��uS(u)xdu

=
e�h

h

Z 1

h

e��uS(u)xdu+
e�h

h

Z h

0

e��uS(u)xdu� e�h

h

Z h

0

e��uS(u)xdu

=
e�h

h

Z 1

0

e��uS(u)xdu� e�h

h

Z h

0

e��uS(u)xdu:

On peut écrire

I =
e�h

h

Z 1

0

e��tS(t)xdt� e�h

h

Z h

0

e��tS(t)xdt:

Donc,

S(h)� I

h
R�x =

e�h

h

Z 1

0

e��tS(t)xdt� e�h

h

Z h

0

e��tS(t)xdt� 1

h

Z 1

0

e��tS(t)xdt

=

�
e�h � 1
h

�Z 1

0

e��tS(t)xdt� e�h

h

Z h

0

e��tS(t)xdt:

En passant à la limite quand h �! 0 Donc

AR�x = �R�x� x pour tout x 2 X:

Pour montrer que

R� = (�I � A)�1:

Pour tout x 2 D(A):

R�Ax =

Z 1

0

e��tS(t)Axdt

=

Z 1

0

e��tAS(t)xdt:

Du Proposition (7) ; on déduitZ T

0

e��tAS(t)xdt = A

Z T

0

e��tS(t)xdt:

Comme A est supposé fermé, on peut écrireZ 1

0

e��tAS(t)xdt = lim
T!1

A

Z T

0

e��tS(t)xdt

= A

Z 1

0

e��tS(t)xdt:

Donc

R�Ax = A

Z 1

0

e��tS(t)xdt = AR�x:
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Soit encore

R� (�I � A)x = x 8x 2 D(A):

Nous avons donc montré que, pour tout � > 0, �I � A est inversible, et que son inverse R�

véri�e l�estimation

kR�k �
1

�
:

Donc l�opérateur A est m-dissipatif.

(= Supposons que A est m-dissipatif et D (A) est dense dans X: Montrons que A est le

générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de contractions sur X. On pose

A� = �A (�� A)�1 ;

qui est un opérateur borné car

A� = �2A (�� A)�1 � �I:

En conséquence, A� engendre un groupe d�opérateurs uniformément continu eA�t:

En outre, il s�agit de contractions car

etA�

 = 


et(�2A(��A)�1��I)


 � e��tet�
2k(��A)�1k � 1:

Pour tout x 2 D(A); on a
A (�� A)�1 x = (�� A)�1Ax;

qui tend vers 0 quand � tend vers +1 d�aprés Théorème (19) (2) :

Par densité de D(A); cette covergence ponctuelle est vraie partout. Donc pour x 2 D(A);

A�x = � (�� A)�1Ax =
�
I + A (�� A)�1

�
Ax

�!+1�! Ax:

Comme A� et A� commutent,

eA�tx� eA�tx =

Z 1

0

d

ds
estA�+(1�s)tA�xds =

Z 1

0

estA�+(1�s)tA�t (A��A�)xds:

De plus



etA� � etA�


 = 



Z 1

0

d

ds

�
etsA�et(1�s)A�

�
xds






�
Z 1

0

t


�etsA�et(1�s)A�� (A�x� A�x)



 ds
� t kA�x� A�xk :

d�ou 

eA�t � eA�t


 � t kA��A�k :
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On en déduit que pour tout x 2 D(A); eA�tx converge vers un point S(t)x uniformément en t
dans un intervalle. Ce résultat s�étend sur X par densite car eA�t sont des contractions.

On obtient facilement que S(t) est un semi-groupe de contractions.

Il reste à voir que le générateur in�nitésimal de S(t) est A: Pour cela, on utilise la formule

S(t)x� x = lim
�!+1

eA�tx� x = lim
�!+1

Z t

0

eA�sA�xds:

Car
d

dt
eA�t = eA�tA�: De plus eA�sA� converge vers S(t)Ax uniformément sur [0; t] : On a donc

S(t)x� x =

Z t

0

S(s)Axds:

Notons (B;D(B)) le générateur in�nitésimal de (S(t))t>0. En divisant l�égalité précédente par

t et en faisant tendre t vers zéro, on obtient

Bx = lim
t�!0

S(t)x� x

t
= Ax 8x 2 D (A) :

On a donc

D(B) � D(A) 8x 2 D (A) :

L�opérateur (B;D(B)) est le générateur in�nitésimal du semi-groupe de contractions (S(t))t>0.

De la première partie de la preuve, nous déduisons que B est m-dissipatif. Donc (I � B) est

un isomorphisme de D(B) sur X. Nous avons

(B � I)D(A) = (A� I)D(A) = X:

Car Bx = Ax si x 2 D(A); et (A� I)D (A) = X:

Car A est m-dissipatif. Donc

D(B) = (B � I)�1X = (B � I)�1 (B � I)D(A) = D(A):

Remarque 7 [7] Soit A le générateur in�tésimal d�un semigroupe de contraction S(t). L�ensemble

résolvant de A contient toujoursle demi-plan ouvert droit, i.e, f� : Re� > 0g � � (A) et pour

�

kR (�; �)k � 1

Re�
:

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

28



1.7. Théoréme de Lumer-Phillips

1.7 Théoréme de Lumer-Phillips

Dé�nition 34 Soit X espace be Banach muni de la norme k:k, et soit X l�espace dual du X�;

posons:

F (x) =
�
x� 2 X�; hx; x�i = kxk2 = kx�k2

	
:

Dé�nition 35 Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout x 2 D(A) � X, il existe

x� 2 F (x) tel que
Re hAx; x�i � 0:

Proposition 9 Un opérateur linéaire A : D(A) � X �! X est dissipatif si et suelement si

pour tout � > 0 on a :

k(�I � A)xk � � kxk 8x 2 D(A):

Preuve Supposons que l�opérateur A : D(A) � X �! X est dissipatif, donc pour tout x 2 X;
il existe x� 2 F (x) tel que:

Re hAx; x�i � 0:

Si � > 0 alors on a:

k(�I � A)xk kxk = k(�I � A)xk kx�kX�

� jh(�I � A)x; x�ij

� Re h(�I � A)x; x�i

= Re h�x; x�i � Re hAx; x�i

� � kxk2 :

Donc:

k(�I � A)xk � � kxk :

Réciproquement, soit A : D(A) � X �! X tel que pour tout � > 0 et x 2 D(A) on a:

k(�I � A)xk � � kxk :

On pose y�� 2 F ((�I � A)x) donc :

h(�I � A)x; y��i = k(�I � A)xk2 = ky��k
2 :

D�ou

ky��k = k(�I � A)xk � � kxk :

Posons :

t�� =
y��

ky��kX�
:
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Soit �BX� la boule unité de X� tel que

�BX� = fx� 2 X�; kx�k � 1g ;

et @ �BX� sa frontiére, donc t�� 2 @ �BX� :

De plus

� kxk � k(�I � A)xk (1.3)

=
1

ky��k
h(�I � A)x; y��i

=

�
(�I � A)x;

y��
ky��k

�
= h(�I � A)x; t��i

= Re h�x; t��i � Re hAx; t��i

� jh�x; t��ij � Re hAx; t��i

� � kxk kt��k � Re hAx; t��i :

Donc :

Re hAx; t��i � 0:

D�où

�Re hAx; t��i � jRe hAx; t��ij � kAxk ;

et d�aprés éqation (1:3) on a:

� kxk � �Re hx; t��i+ kAxk ;

par suite

Re hx; t��i � kxk �
1

�
kAxk ;

et d�aprés le théorème Banach-Aloglu-Bourbaki (6) la boule �BX� est compact pour la topologie

faible*, � (X;X�) et puisque X� est un espace de banach donc de tout suite de �BX� on peut

éxtraire une sous suite convergente.

Par suite il existe une sous suite (t��)�>0 � (t��)�>0 et il existe t� 2 �BX� tel que : t�� �! t� et

� �! +1 pour la topologie faible, car Re hAx; t��i � 0; et

Re hAx; t��i � kxk �
1

�
kAxk :

On obtient par passage à limite pour � �! +1 Re hAx; t�i � 0;et

Re hx; t�i � kxk :

Mais comme

Re hx; t�i � hx; t�i � kxk :
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Alors:

hx; t�i = kxk :

On pose:

x� = kxk t�:

Il vient

hx; x�i = hx; kxk t�i :

Ainsi on a:

x� 2 F (x); Re hAx; x�i � 0:

Proposition 10 Soit A : D(A) � X �! X un opérateur dissipatif s�il existe �0 > 0 tel que

Im(�0I � A) = X:

Alors, pour tout � > 0 on a:

Im(�I � A) = X:

Théorème 21 (Lumer-Phillips) [7]

Soit A : D(A) � X �! X un opérateur tel que D(A) = X

1. Si A est dissipatif et s�il existe �0 > 0 tel que �0I�A est surjectif, alors A est le générateur
in�nitésimal d�un semi-groupe de contractions.

2. Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de contractions, alors �I � A est

surjectif pour tout � > 0 et A est dissipatif.

Preuve

1. Soit A un opérateur dissipatif pour tout � > 0 et soit �0 > 0 tel que �0I�A est surjectif.
D�après la proposition (9) de l�opérateur dissipatif, A est inversible .

Il s�en suit que A est fermé. Pour appliquer le théorème de Hille-Yosida (19), il reste

a montrer que 8� > 0; (�I � A) est surjective ce qui équivaut a inversible et d�inverse

borné par
1

�
d�après la proposition (9)



(�I � A)�1 x


 � 1

�
; 8� > 0:

L�ensemble

� = f� > 0; �I � A est surjectiveg ;
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est ouvert car l�ensemble des application inversible est un ouvert.

Soit �n 2 � convergeant vers �1 > 0 et soit y 2 D(A): Soit xn tel que

�nxn � Axn = y:

On sait que

kxnk � ��1n kyk ;

et en outre

�m kxn � xmk � k�m (xn � xm)� A (xn � xm)k = j�n � �mj kxnk :

Donc (xn) est suite de Cauchy et converge vers x. Comme

Axn = �nxn � y;

et que A est fermé, on a que x 2 D(A) et

�1x� Ax = y:

Donc �1 2 �: A est ouvert et fermé non vide et donc � = R�+: (]0;+1[ 2 �(A)) :
Ainsi d�aprés le Théorème de Hille-Yosida (19), l�opérateur A est le générateur in�nitési-

mal d�un C0 semi-groupe de contraction.

2. Si A est le générateur in�nitésimal de C0 semi-groupe de contraction fT (t)gt�0, d�aprés
le Théorème de Hille-Yosida (19) on a:

]0;+1[ � �(A):

Par suite �I � A est surjectif pour tout �;> 0; si x 2 D (A) et x� 2 F (x) on a:

jhT (t)x; x�ij � kxk kT (t)xk � kxk2 :

Ainsi

Re hT (t)x� x; x�i = Re hT (t)x; x�i � kxk2 � 0:

Donc

lim
t!0

Re

�
T (t)x� x

t
; x�
�
� 0:

Par suite

Re hAx� x; x�i � 0:

Théorème 22 [5] Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans un espace de

Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 2 � (A), l�ensemble résolvant de A, alors est le générateur

in�nitisimal d�un C0-semi-groupe de contraction dans H:

Preuve Voir [5] page 3:
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1.8 Résolution d�un probléme d�évolution

Etant donné, le problème d�évolution suivant :(
du
dt
+ Au = 0 sur 
� [0;+1[

u(x; 0) = u0(x)
(1.4)

Théorème 23 (Hille-Yosida) [1]

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout u0 2 D(A)
il existe une fonction unique

u 2 C1 ([0;1[ ;H) \ C ([0;1[ ;D(A)) ;

solution du (1:4) :

De plus on a

ju(t)j � ju(t)j ;

et ����dudt (t)
���� = jAu(t)j � jAu0j 8t � 0:

Remarque 8 L�intérêt principal du Théorème 23 réside dans le fait que pour résoudre le prob-

lème d�évolution (1:4) on se ramene à véri�er que A est maximal monotone, c�est-à-dire, à

étudier l�équation stationnaire

u+ Au = f:
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C
ha
pitre2

Stabilité Exponentielle

Dans ce chapitre on a dé�nit les di¤érents type de stabilité : uniforme, exponentielle, unifor-

mément exponentielle, nous avons encore cité deux théorèmes équivalents et démontrer leurs

équivalence et un parmis eux.

2.1 Stabilité pour les semi-groupes

Dé�nition 36 Le semi-groupe S(t) = eAt est dit être exponentiellement stable s�il existe deux

constantes ! > 0 et M � 1 tel que

kS(t)k �Me�!t; 8t � 0:

Dé�nition 37 Soit S(t)t�0 un C0-semi-groupe de générateur A dans un espace de Banach X:

S(t)t�0 est dit

1. Uniformément exponetiellement stable s�il existe ! > 0 tel que

lim
t!1

e!t kS (t)k = 0:

2. Uniformément stable si

lim
t!1

kS (t)k = 0:

3. Fortement stable si

lim
t!1

kS (t)xk = 0;8x 2 X:
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4. Faiblement stable si

lim
t!1

hS (t)x; x�i = 0;8x 2 X; x� 2 X�:

Proposition 11 Pour un C0-semi-groupe (S(t))t�0 dans un espace de Banach, les assertions

suivantes sont équivalentes

1. (S(t))t�0 est uniformément exponentiellement stable.

2. (S(t))t�0 est uniformément stable.

3. Il existe ! > 0 tel que

lim
t!1

e!t kS (t)xk = 0;8x 2 X:

Preuve Il est clair que, (1) implique (2) et (3):

((2) =) (1)) D�après le dé�nition (32)

e!0t = r (S(t)) � kS(t)k ;8t � 0;

car !0 = inft�0 1t log kS(t)k :Alors

!0 �
1

t
log kS(t)k ; 8t � 0;

donc

e!0t � kS(t)k ; 8t � 0;

donc (2) entraire que !0 < 0

!0 := inf
n
! 2 R; lim

t!0
e�!t kS(t)k = 0

o
;

donc 9! tel que !0 < ! < 0; tel que lim
t!0

e�!t kS(t)k = 0:On choisit � = �! alors

lim
t!0

e�t kS(t)k = 0:

On obtient alors (1) :

((3) =) (1)) Si (3) est véri�ée, alors (e�tS(t))t�0 est fortement donc unifoemément, bornée

alors 9� > 0 tel que:
ke�tS(t)k � � =) e�t kS(t)k � �

=) e

�

2
t
kS(t)k � �e

�
�

2
t
;

qui implique limt!1 e

�

2
t
kS(t)k = 0: Donc (1) :
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2.2 Stabilité exponentielle

Théorème 24 [5] Soit S(t) = eAt un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert. Alors S(t) est

exponentiellement stable si et seulement si

sup fRe (�) ;� 2 � (A)g < 0; (2.1)

et

sup
Re(�)�0



(�I � A)�1


 <1: (2.2)

Théorème 25 [5] Soit S(t) = eAt un C0-semi-groupe des contractions sur un espace de Hilbert.

Alors S(t) est exponentiallement stable si et selement si

� (A) � fi�; � 2 Rg � iR; (2.3)

et

lim
j�j!1



(i�I � A)�1


 <1: (2.4)

Dans la suite, on donne la preuve de l�équivalence de ces deux théorème à condition que S(t) =

eA est un C0-semigroupe des contractions sur espace de Hilbert.

Preuve D�abord, nous prouvons que (2:1) et (2:2) impliquent (2:3) et (2:4): Supposons que

sup fRe (�) ;� 2 (A)g < 0;

alors 8� 2 C; si Re� � 0 on a � =2 � (A) : Par suite iR � (A), donc (2:1) entraîne (2:3).
Si

sup
Re(�)�0



(�I � A)�1


 <1:

Alors 

(ikI � A)�1


 � sup

Re(�)�0



(�I � A)�1


 <1 8k � j�j :

Donc

sup
k�j�j



(ikI � A)�1


 � sup

Re(�)�0



(�I � A)�1


 <1;

ce qui implique que

inf
j�j

 
sup
k�j�j



(ikI � A)�1


! <1:

On a

lim
j�j!1



(i�I � A)�1


 <1:
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Alors (2:2) entraîne (2:4) :

Ensuite, montrer que (2:3) et (2:4) implique (2:1) et (2:2) à condition que kS(t)k � 1: D�après
la remarque (7); l�ensemble résolvant �(A) de A contient le demi-plan ouvert droit, i.e

f� : Re� > 0g � � (A) ;

avec 

(�I � A)�1


 � 1

Re�
:

Ceci implique que pour tout �0 < 0 donné, quand Re� > j�0j, nous avons

(�I � A)�1


 � 1

Re�
<

1

j�0j
:

Alors

sup
Re��



(�I � A)�1


 < 1

j�0j
: (2.5)

Puis, montrons qu�il existe �0 < 0 avec j�0j étant su¢ samment petite tel que

�(A) � f�;Re� � �0g :

On pose � = u+ iv;

�I � A = uI + ivI � A = (ivI � A)
�
u (ivI � A)�1 + I

�
:

D�aprés (2:3) ivI � A est inversible et pour juj su¢ samment petit, par Théorème (7)

u (ivI � A)�1 + I

est inversible.

Ainsi (2:3) implique

�(A) � f�;Re� � �0 < 0g ;

avec j�0j su¢ sammaent petit, par conséquent

�0(A) � fRe�; � 2 �(A) � �0 < 0g ;

et pour Re� � j�0j � j�0j ;


(�I � A)�1



 � 2M; car d�aprés (2:4)

sup
v2R



(ivI � A)�1


 �M;

et on choisit juj � 1

2M
d�abord, on a



(�I � A)�1


 = 


(ivI � A)�1

�
u(ivI � A)�1 + I

��1


 (2.6)

�


(ivI � A)�1





(u(ivI � A)�1 + I)�1




�M


(u(ivI � A)�1 + I)�1



 ;
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avec

juj � 1

2M
� 1

2


(ivI � A)�1



 :
Alors 

u (ivI � A)�1



 � juj

(ivI � A)�1


 � 1

2M
M < 1:

Donc par Théorème (7) u(ivI � A�1) + I est inversible et l�inverse est donnée par

�
u(ivI � A)�1 + I

��1
=

1X
n=0

�
u(ivI � A)�1

�n
:

Donc 


�u(ivI � A)�1 + I
��1


 = 






1X
n=0

�
u(ivI � A)�1

�n





�

1X
n=0



�u(ivI � A)�1
�n



�
1X
n=0



�u(ivI � A)�1
�

n

� lim
n!1

1� k(u(ivI � A)�1)kn

1� k(u(ivI � A)�1)k :

Comme k(u(ivI � A)�1)k < 1: Alors

lim
n!1

1� k(u(ivI � A)�1)kn

1� k(u(ivI � A)�1)k =
1

1� k(u(ivI � A)�1)k :

Donc 


�u(ivI � A)�1 + I
��1


 � 1

1� k(u(ivI � A)�1)k :

Comme k(ivI � A)�1k �M; et juj < 1
2M
: On obtient


�u(ivI � A)�1 + I

��1


 � 2: (2.7)

On somme (2:6) et (2:7), on obtient k(�I � A)�1k � 2M: En combinant ceci avec (2:5), (2:2)

se résullte.

Théorème 26 [5] Soit S(t) = eAt un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert. supposons que

� (A) � fi�; � 2 Rg � iR; (2.8)

Alors, A est analytique si et seulement si

lim
j�j!1



(i�I � A)�1


 <1: (2.9)
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2.2. Stabilité exponentielle

Preuve

((= ) D�aprés (2:9), il existe une constante positive M telle que pour tout � 2 R; on a

� (i�I � A)�1


 �M: (2.10)

Supposons que l�ensemble
n
� : � jIm�j

2M
� Re� � 0

o
; est également comprend dans � (A) :

On pose � = �+ i�; avec � �
2M
� � � 0: Il est evident que :

�I � A = (�+ i�) I � A = �I + (i�I � A) = (i�I � A)
�
� (i�I � A)�1 + I

�
:

D�aprés (2:10) i�I �A est inversible et pour j�j est su¢ samment petit, par (2:10) le Théorème
de l�application contraction (4) � (i�I � A)�1 + I; est inversible.

Ainsi (�+ i�) I � A; Est inversible et

((�+ i�) I � A)�1


 = 


(i�I � A)�1

�
�(i�I � A)�1 + I

��1


 (2.11)

�


(i�I � A)�1






��(i�I � A)�1 + I
��1




� 1

j�j


� (i�I � A)�1





�(i�I � A)�1 + I


�1

� 1

j�j


� (i�I � A)�1



 � j�j
j�j


�(i�I � A)�1



��1
� M

j�j

�
1

j�j �
j�j
2M

�M

��1
� M

j�j

�
1

2
+ I

��1
� 2M

j�j

� C

j�j :

Avec C =
p
(4M2 + 1):

( =) ) Par le Corollaire (5), pour tout � > 0 et x 2 D(A2), on a

S(t)x =
1

2�i

Z �+i1

��i1
e�t (�I � A)�1 xd�; (2.12)

et pour tout � > 0; l�intégrale converge uniformément en t pour t 2
�
�;
1

�

�
:

Pour tout y 2 H, nous avons

(S (t)x; y) =
1

2�i
lim

�!+1

Z �+i�

��i�

�
e�t (�I � A)�1 x; y

�
d�: (2.13)
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2.2. Stabilité exponentielle

Soit �1 et �2 deux angles tels que tan (�i) = � 1
2M
; avec �

2
< �1 < �; � < �2 <

3�

2
: Considérons

la courbe fermée dans le plan complexe � : � = �0 [ �1 [ �2 [ �3 [ �4, avec

�0 = f� : Re� = �; � � � Im� � �g ;

�1 =

�
� : Im� = �; � �

2M
� Re� � �

�
;

�2 =

�
� : � = �ei�1 ; 0 � � � C�

2M

�
;

�3 =

�
� : � = �ei�2 ; 0 � � � C�

2M

�
;

�1 =

�
� : Im� = ��; � �

2M
� Re� � �

�
:

Puisque
�
e�t (�I � A)�1 ; y

�
est analytique en

� 2 f� : Re� � 0g [
�
� : �jIm�j

2M
� Re � 0

�
� � (A) :

Par le Théorème de Cauchy (4) dans la théorie des fonctions analytiques, on aZ �+i�

��i�

�
e�t (�I � A)�1 x; y

�
d� =

Z �

�
j�j
2M

�
e(�+i�)t ((� + i�) I � A)�1 x; y

�
d�

| {z }
I�1

+

Z �

j�j
2M

�
e(�+i�)t ((� + i�) I � A)�1 x; y

�
d�

| {z }
I�2

+ ei�1
Z C j�j
2M

0

�
e�e

i�1 t
�
�ei�1I � A

��1
x; y
�
d�| {z }

I�3

+ ei�2
Z C j�j
2M

0

�
e�e

i�2 t
�
�ei�2I � A

��1
x; y
�
d�| {z }

I�4

= I�1 + I�2 + I�3 + I�4 :

Comme S(t) est un semi-groupe de contraction, par corllaire (4), pour � à Re� > 0, on a

(�I � A)�1


 � 1

j�j : (2.14)
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2.2. Stabilité exponentielle

Sommons (2:11) et (2:14), on obtient

���I�1 ��� =
������
Z �

�
j�j
2M

�
e(�+i�)t ((� + i�) I � A)�1 x; y

�
d�

������
�
Z �

�
j�j
2M

���e(�+i�)t ((� + i�) I � A)�1 x; y
��� d�

� C

�

Z �

�
j�j
2M

e�td� kck kyk �! 0; si � �! +1:

Le même argument aboutit également à
���I�2 ��� �! 0, comme � �! +1:

Par (2:11), nous avons ���I�3 ��� � C

Z c�

2M

0

1

�
e�t cos �1d� kxk kyk : (2.15)

Il suit quand � �! +1, I�3 converge vers

I3 = ei�1
Z +1

0

�
e�e

i�1 t
�
�ei�1I � A

��1
x; y
�
d�:

Le même argument donne aussi I�4 converge vers

I4 = ei�2
Z +1

0

�
e�e

i�2 t
�
�ei�1I � A

��1
x; y
�
d�:

Ces intégrales convergent uniformément pour t 2
�
�;
1

�

�
. Ainsi, nous avons

(S(t)x; y) = I3 + I4; 8t > 0:

Il est facile de voir que I3 et I4 sont di¤érentiables par rapport à t pour t > 0. Nous avons

(S 0(t)x; y) = ei�1
Z +1

0

�
e�e

i�1 t
�
�ei�1I � A

��1
x; y
�
d�

+ ei�2
Z +1

0

�
e�e

i�2 t
�
�ei�2I � A

��1
x; y
�
d�:

Donc

j(S 0(t)x; y)j � C

�Z +1

0

e�t cos �1d�+

Z +1

0

e�t cos �2d�

�
kxk kyk = C1

t
kxk kyk : (2.16)

Avec C1 = � C
cos(�1)

� C
cos(�2)

: Puisque y est un élément arbitraire et D (A2) est dense dans H, il

s�en suit de la forme (2:16) et l�argument de densite que

kS 0 (t)k = kAS(t)k � C1
t
; t > 0:

Et du Théorème Hillo-Yosida (19) que S(t) est analytique.
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ha
pitre3

Application à un systèmes

thermoélastiques linéaires

Dans ce chapitre, nous avons d�abord formulé le problème de Cauchy associé à un système

thermoélastique linéaire unidimensionnel. Considérons une barre thermoélastique homogène

linéaire de longueur l avec une densité unitaire. Soit u(x; t) le déplacement transversale et

�(x; t) la di¤érence de température par rapport à la température de référence à la poistion

x et à l�instant t;réspectivement. Alors u et � satisfont au système thermoélastique linéaire

unidimensionnel suivant

utt � auxx + 
�x = 0; ]0; l[� ]0;+1[ ; (3.1)

c0�t + 
uxt � k�xx = 0; ]0; l[� ]0;+1[ ; (3.2)

ujt=0 = u0(x); utjt=0 = u1(x); �jt=0 = �0(x); (3.3)

u(0; t) = u(l; t) = �(0; t) = �(l; t) = 0; t > 0; (3.4)

où a; 
; c0 et k sont des coe¢ cients (supposés constants) avec a > 0; c0 > 0; b 6= 0: On

s�intérèsse aux conditions aux limites suivantes à x = 0 ou l:

u = 0; � = 0:

3.1 Existence et unicité

Pour étudier le problème (3:1)� (3:3) et (3:4) par la théorie du semi-groupe, nous introduisons
la nouvelle variable:

v = ut:
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3.1. Existence et unicité

Alors le problème (3:1)� (3:3) et (3:4) est réduit au problème de Cauchy abstrait suivant:8<:
dy

dt
= Ay; 8t > 0;

yjt=0 = y0 = (u0; u1; �0)
T :

(3.5)

Avec

y =

0BB@
u

v

�

1CCA ;

et

A =

0BB@
0 I 0

D2 0 �
D
0 �
D kD2

1CCA : (3.6)

tel que

Di =
@i

@xi
;

où I est l�opérateur identité.

Soit 
 = (0; l) et

H = H1
0 (
)� L2 (
)� L2 (
) : (3.7)

On le munit du produit scalaire :

hy1; y2i = hDu1; Du2i+ hv1; v2i+ h�1; �2i

où y1 = (u1; v1; �1)
T ; y2 = (u2; v2; �2)

T 2 H:
La norme de H correspondant est donnée par

kykH =
�
kDuk2 + kvk2 + k�k2

�1
2 ; (3.8)

où k:k est la norme L2 dans 
:
Le domaine de l�opérateur A:

D (A) =
��
H2 \H1

0

�
�H1

0 �
�
H2 \H1

0

��2
: (3.9)

L�opérateur A est un opérateur à demaine dans dense dans H.
On dé�nie l�énergie du système (3:1)-(3:2) par

E(t) =
1

2

Z l

0

�
u2t + au2x + c0�

2
�
dx:

Théorème 27 Pour tout y0 = (u0; v0; �0) 2 H le probléme (3:5) admet une solution unique

y = (u; v; �) satisfaisant

(u; v; �) 2 C ([0;1[ ;H) :

De plus, si y0 2 D (A) alors la solution satisfait

y 2 C1 ([0;1[ ;H) \ C ([0;1[ ; D (A)) :
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3.1. Existence et unicité

Preuve

1. Montrons que A est un opérateur dissipatif.

Ay =

0BB@
0 I 0

D2 0 �
D
0 �
D kD2

1CCA
0BB@

u

v

�

1CCA

=

0BB@
v

D2u� 
D�

�
Dv + kD2�

1CCA :

alors

hAy; yiH = hv; uiH1
0
+


D2u� 
D�

�
L2
+


�
Dv + kD2�

�
L2

(3.10)

=

Z l

0

(Dv:Du) dx+

Z l

0

�
D2u:v � 
D�:v

�
dx+

Z l

0

�
�
Dv:� + kD2�:�

�
dx

=

Z l

0

(Dv:Du) dx+

Z l

0

�
D2u:v

�
dx� 


Z l

0

(D�:v) dx� 


Z l

0

Dv:�dx+ k

Z l

0

D2�:�dx

= [Du:v]l0 � 
 [v:�]l0 + [D�:�]
l
0 � k

Z l

0

D2�dx

= �k kD�k2 � 0:

Donc A est un opérateur dissipatif.

2. Prouver que A génère un C0-semi groupe de contractions sur H. Par le Théorème (22),
il reste à prouver que 0 2 � (A) : Soit F = (f1; f2; f3)T 2 H, Considérons l�équation

Ay = F; (3.11)

i.e

v = f1; (3.12)

D2u� 
D� = f2; (3.13)

� 
Dv + kD2� = f3: (3.14)

On remplace (3:12) dans (3:14) ; il vient

kD2� = f3 + 
Df1 2 L2: (3.15)

Il reste à prouver qu�il existe u satisfaisant

D2u� 
D� = f2 = g1 2 L2; (3.16)

kD2� = f3 + 
Df1 = g2 2 L2: (3.17)
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3.1. Existence et unicité

On dé�nit l�espace 	 = H1
0 (0; l)�H1

0 (0; l) : En multipliant les deux équations (3:16) et

(3:17) par des fonctions ~u 2 C10 (0; l) ; ~� 2 C10 (0; l) respectivement et on intégre sur [0; l],
on obtient Z l

0

D2u:~udx� 


Z l

0

D�:~udx =

Z l

0

g1~udx;

k

Z l

0

D2�:~�dx =

Z l

0

g2~�dx; (3.18)

ce qui implique que

[Du:~u]l0 �
Z l

0

Du:D~udx� 
 [�:~u]l0 + 


Z l

0

�:D~udx =

Z l

0

g1~udx:

k
h
Du:~�

il
0
� k

Z l

0

D�:D~�dx =

Z l

0

g2~�dx:

Donc

�
Z l

0

Du:D~udx+ 


Z l

0

�:D~udx =

Z l

0

g1~udx; (3.19)

� k

Z l

0

D�:D~�dx =

Z l

0

g2~�dx; (3.20)

additionnons (3:19) à (3:20), on obtientZ l

0

Du:D~udx+ k

Z l

0

D�:D~�dx� 


Z l

0

�:D~udx = �
Z l

0

�
g1~u+ g2~�

�
dx:

Pour y := (u; �) et ~y := (~u; ~�) on dé�nit sur 	 une forme bilinéair a(:; :) et une forme

linéair L(:) par

a(y; ~y) =

Z l

0

Du:D~udx+ k

Z l

0

D�:D~�dx� 


Z l

0

�:D~udx:

L(~y) = �
Z l

0

�
g1~u+ g2~�

�
dx:

On applique le Théorème de Lax-Milgram (18), sur l�espace W pour la forme bilinéaire

a(y; ~y) et la forme linéaire L(~y).

* Continuité de a(:; :)

ja(y; ~y)j =
����Z l

0

Du:D~udx+ k

Z l

0

D�:D~�dx� 


Z l

0

�:D~udx

����
=

����Z l

0

Du:D~u+ kD�:D~� � 
�:D~udx

���� ;
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3.1. Existence et unicité

en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz (1) ; on obtient

ja(y; ~y)j

� kDukL2 kD~ukL2 + k kD�kL2



D~�




L2
+ 
 kD�kL2 k~ukL2

� max (k; 
)
�
kukH1

0
k~ukH1

0
+ k�kH1

0




~�



H1
0

+ k�kH1
0
k~ukH1

0
+



~�




H1
0

kukH1
0
+



~�




H1
0

kukH1
0

�
� max (k; 
)

�
kukH1

0
k~ukH1

0
+ k�kH1

0




~�



H1
0

+ k�kH1
0
k~ukH1

0
+



~�




H1
0

kukH1
0

�
� P1

�
kukH1

0
+ k�kH1

0

��
k~ukH1

0
+



~�




H1
0

�
� P1 kyk	 k~yk	 :

Donc a(:; :) est continue.

** Coercivité de a(:; :)

a(y; y) =

Z l

0

Du:Dudx+ k

Z l

0

D�:D�dx� 


Z l

0

�:Dudx

en utilisant l�inégalité de Young (2), on auraZ l

0

�:Dudx � "

2

Z l

0

(Du)2 dx+
"

2

Z l

0

�2dx;

donc

�
Z l

0

�:Dudx � �"
2

Z l

0

(Du)2 dx� "

2

Z l

0

�2dx:

On a

a(y; y) �
Z l

0

(Du)2 dx+ k

Z l

0

(D�)2 dx� 


�
"

2

Z l

0

(Du)2 dx+
"

2

Z l

0

�2dx

�
�
�
1� 


"

2

�Z l

0

(Du)2 dx+ k

Z l

0

(D�)2 dx� 

"

2

Z l

0

�2dx:

On prend 1� 

"

2
= S; il résulte

a(y; y) � S

Z l

0

(Du)2 dx+ k

Z l

0

(D�)2 dx� 

"

2

Z l

0

�2dx

� S

Z l

0

(Du)2 dx+ k

Z l

0

(D�)2 dx

� min (S; k)
Z l

0

�
(Du)2 + (D�)2

�
dx:

Notons que
R l
0
(Du)2 dx et

R l
0
(D�)2 dx dé�nissent une norme sur H1

0 (0; 1); on oura

a(y; y) � P2 kyk2	 :
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3.1. Existence et unicité

*** Continuité de L (:)

jL (~y)j =
����Z l

0

�
g1~u+ g2~�

�
dx

����
� kg1kL2 k~ukL2 + kg2kL2




~�



L2

� max (kg1kL2 ; kg2kL2)
�
k~ukL2 +




~�



L2

�
� P3

�
k~ukH1

0
+



~�




H1
0

�
� P3 k~yk	 :

Donc L (:) est continue.

a (:; :) est bilinéaire, continue et coercive sur 	, et L(:) est linéaire et continue sur

	. D�après le Théorème de Lax-Milgram (18) ; on conclut qu�il existe une solution

unique

(u; �)T 2 	 = H1
0 (0; l)�H1

0 (0; l) ;

telle que

a (y; ~y) = L (~y) ; 8~y 2 	:

Ce qui signi�e que

u 2 H1
0 (0; l) ; v = f1 2 H1

0 (0; l) ; � 2 H1
0 (0; l) ;

il reste à montrer que u; � 2 H2 (0; l) :

En prenant �
~u; ~�
�
= (~u; 0) 2 C1 (0; l)� C1 (0; l) � 	;

dans (3:19) elle devient

�
Z l

0

Du:D~udx+ 


Z l

0

�:D~udx =

Z l

0

g1~udx:

Alors Z l

0

Du:D~udx = 


Z l

0

�:D~udx�
Z l

0

g1~udx =

Z l

0

(
� � g1) ~udx;

ce qui signi�e que ux admet une dérivée faible dans L2 (0; l) ; car (
� � g1) 2 L2 (0; l) ;
et on a

D2u = D (Du) = (
� � g1) ;

par suite Du 2 H1
0 (0; l) donc u 2 H2 (0; l) :

De la même manière si on prend
�
~u; ~�
�
=
�
0; ~�
�
; on prouve que � 2 H2 (0; l) :Donc,

9 (u; v; �)T 2 D (A) véri�ant Ay = F pour tout F 2 H, et 0 2 � (A) :
Le Théorème de Hille-Yosida assure l�existence et l�unicité de la solution de (3:5),

ceci termine la démonstration.
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3.1. Existence et unicité

Lemme 3 Soit (u; �) est la solution du (3:1)� (3:2) alors lénergie E(t) véri�e
d

dt
E(t) = �k

Z l

0

�2xdx < 0:

Preuve On multiplie (3:1) par ut et on intègre sur ]0; l[, il vientZ l

0

uttutdx� a

Z l

0

uxxutdx+ 


Z l

0

�xutdx = 0:

Par intégration par partie, il découleZ l

0

uttutdx� a [uxut]
l
0 + a

Z l

0

uxuxtdx+ 


Z l

0

�xutdx = 0;

vu que u = 0 et � = 0 en 0 et l doncZ l

0

uttutdx+ a

Z l

0

uxuxtdx+ 


Z l

0

�xutdx = 0;

et par suite
1

2

d

dt

Z l

0

u2tdx+
a

2

d

dt

Z l

0

u2xdx+ 


Z l

0

�xutdx = 0 (3.21)

On multiplie (3:2) par � et on intègre sur [0; l], il vient

c0

Z l

0

�t�dx+ 


Z l

0

uxt�dx� k

Z l

0

�xx�dx = 0:

Ce qui implique que

c0

Z l

0

�t�dx+ 
 [ut�]
l
0 � 


Z l

0

ut�xdx� k [�x�]
l
0 + k

Z l

0

�x�xdx = 0;

vu que u = 0 et � = 0 en 0 et l; donc

c0

Z l

0

�t�dx� 


Z l

0

ut�xdx+ k

Z l

0

�x�xdx = 0:

On obtient
c0
2

d

dt

Z l

0

�2dx� 


Z l

0

ut�xdx+ k

Z l

0

�2xdx = 0: (3.22)

Combinons (3:21) et (3:22); on obtient

1

2

d

dt

Z l

0

u2tdx+
a

2

d

dt

Z l

0

u2xdx+ 


Z l

0

�xutdx+
c0
2

d

dt

Z l

0

�2dx� 


Z l

0

ut�xdx+ k

Z l

0

�2xdx

=
1

2

d

dt

�Z l

0

u2tdx+ a

Z l

0

u2xdx+ c0

Z l

0

�2dx

�
+ k

Z l

0

�2xdx;

on a alors
d

dt

�
1

2

Z l

0

�
u2t + au2x + c0�

2
�
dx

�
= �k

Z l

0

�2xdx;

d

dt
E(t) = �k

Z l

0

�2xdx:

D�ou
d

dt
E(t) � 0;

alors le systéme (3:1)-(3:2) est dissipatif.
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3.2. Stabilité exponentielle

3.2 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous prouvons que le semi-groupe S(t), généré par l�opérateur A , est

exponentiellement stable.

Théorème 28 [2] Le semi-groupe S(t), généré par l�opérateur A, dé�nie dans (3:6) est expo-
nentiellement stable, c�est-à-dire, qu�il existe deux constantes positives M , � tel que

kS(t)k �Me��t: (3.23)

Preuve Nous utilisons maintenant le Théorème (25) pour prouver notre résultat principal (28).

Nous prouvons d�abord (26). Cela comprend les étapes suivantes:

1. Puisque 0 2 � (A) ; en utilisant le théorème du point �xe pour une application contractante
(4) pour n�importe quel nombre réel � avec j�j < kA�1k�1, l�opérateur

i�I �A = A
�
i�A�1 � I

�
;

est inversible. De plus,


(i�I �A)�1

 est continue dans l�intervalle i�kA�1k�1 ; kA�1k�1h.

2. Si

sup
n

(i�I �A)�1

 j j�j <



A�1

�1o =M <1;

alors pour j�0j < kA�1k�1, l�opérateur

i�I �A = (i�0I �A)
�
I + i (� � �0) (i�0I �A)�1

�
;

est inversible si 

i (� � �0) (i�0I �A)�1


 < 1;

ce qui donne

j� � �0j


(i�0I �A)�1

 < 1;

alors

j� � �0j <
1

(i�0I �A)�1

 < 1

M
:

En utilisant la dé�nition de M on obtient, i�I �A est inversible pour j� � �0j <
1

M
:

Il s�avère qu�en choisissant j�0j comme près de kA�1k�1 que nous le pouvons, alors�
� : j�j <



A�1

�1 + 1

M

�
� � (A) ;
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car, i�I �A inversible pour j�0j < kA�1k�1 ; et j� � �0j <
1

M
;comme

jj�j � j�0jj < j� � �0j ;

alors
j�j � j�0j < 1

M
=) j�j < 1

M
+ j�0j

<
1

M
+ kA�1k�1 ;

et


(i�I �A)�1

 est continue dans l�intervalle i�kA�1k�1 + 1

M
; kA�1k�1 + 1

M

h
. Alors,

le sous-ensemble

fi�; j�j < j!jg � � (A) ;

peut être prolongé si

sup
�

(i�I �A)�1

 , j�j < j!j	 <1:

3. Ainsi, il résulte de l�argument en (2) que si (26) n�est pas vrai, alors il y a ! 2 R à

A�1

�1 � j!j <1;

tels que

fi� : j�j < j!jg � � (A) ;

et

sup
�

(i�I �A)�1

 : j�j < j!j	 =1:

Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite (�n) 2 R à �n �! !, j�nj < j!j et une suite
de vecteurs unitaires (yn) 2 D (A) avec

kynkH =
�
kDunk2 + kvnk2 + k�nk2

� 1
2 = 1;

tel que

k(i�nI �A) ynkH �! 0: (3.24)

Comme n �!1; c-à-d

i�nun � vn �! 0 dans H1
0 ; (3.25)

i�nvn �D2un + 
D�n �! 0 dans L2; (3.26)

i�n�n � kD2�n + 
Dvn �! 0 dans L2: (3.27)

Prenant le produit scalaire de (i�nI �A) yn avec yn en H et en prenant ensuite sa partie

réelle donne

Re h(i�nI �A) yn; yniH = k kD�nk2 �! 0: (3.28)
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Ce qui suit est de (3:27) et (3:28) et l�inégalité de Poincaré (2) que

kD2�n � 
Dvn �! 0 dans L2: (3.29)

Intégrer (3:29) de 0 à x donne

kD�n � kD�n (0)� 
vn (x) �! 0 dans L2: (3.30)

La combinaison de (3:30) avec (3:28) donne

kD�n (0)� 
vn (x) �! 0 dans L2: (3.31)

En kynkH et (3:25), nous obtenons que kDvnk est uniformément borné par rapport à n:
Ainsi, il résulte de (3:29) que kD2�nk est uniformément borné. Par l�inégalité Gagliardo-
Nirenberg (3), on obtient que

jD�n (0)j � kD�nkL1 � C1


D2�n



 12 kD�nk 12 + C2 kD�nk �! 0: (3.32)

La combinaison de (3:32) avec (3:31) donne

vn (x) �! 0 dans L2: (3.33)

En prenant le produit scalaire de (3:26) avec un en L2 et de l�intégration par parties aussi

donne

kDunk �! 0 dans L2: (3.34)

Donc (3:28), (3:33) et (3:34) contredisent kynkH = 1, et la preuve de (2:3) est complète.
La preuve sera donnée par l�argument de la contradiction.

Supposons (2:4) n�est pas vrai. Alors, il existe une suite �n avec j�nj �! +1 et une

suite de vecteurs unitaires (yn). De plus, nous avons (3:28). la preuve restante est plus

délicate que celle en (3) parce que �n �!1 maintenant. En divisant (3:27) par �n et en

utilisant l�inégalité poincaré (2), on obtient

kD2�n � 
Dvn
�n

�! 0 dans L2: (3.35)

En divisant (3:25) par �n et en utilisant (3:35), on obtient

kD2�n
�n

� i
Dun �! 0 dans L2: (3.36)

Depuis kDunk � 1, (3:36) signi�e que





kD2�n
�n





 est limité. En prenant le produit de
(3:36) à Dun sur L2 donne�

kD2�n
�n

; Dun

�
� i
 kDunk2 �! 0: (3.37)
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Par l�intégration par parties, nous avons�
kD2�n
�n

; Dun

�
=
kD�nD�un

�n

����
x=l

� kD�nD�un
�n

����
x=0

�
�
kD�n
�n

; D2un

�
: (3.38)

En divisant (3:26) par �n en utilisant (3:28) et le fait que kvnk � 1, nous déduisons que



D2un
�n





 est bornée. ainsi, il suit à partir de (3:28) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz (1)
que �

kD�n
�n

; D2un

�
�! 0: (3.39)

Par l�inégalité de Galiardo-Nirenberg (3), nous avons




 D�np
j�nj







L1

� C1 kD�nk
1
2
kD2�nk

1
2p

j�nj
+ C2

kD�nkp
j�nj

! 0; (3.40)

et 




 Dunp
j�nj







L1

� C1 kDunk
1
2
kD2unk

1
2p

j�nj
+ C2

kDunkp
j�nj

� C; (3.41)

et (3:41) que 



kD�nD�un�n






L1
� kD�nkL1p

j�nj
kDunkL1p

j�nj
�! 0: (3.42)

En combinant (3:37) avec (3:39)

kDunk �! 0: (3.43)

Donc par (3:23) ; on a
Dvn
�n

�! 0 dans L2: (3.44)

En prenant le produit intérieur de (3:24) avec vn sur L2 et en divisant le résultat par �n;

nous abtenons cela

i kvnk2 +
�
Dun;

Dvn
�n

�
�! 0: (3.45)

Par conséquent, (3:43) et (3:45), nous abtenons cela

vn �! 0 dans L2: (3.46)

Ainsi, (3:46), (3:28) et (3:43) contredisent kynkH = 1: La preuve du Théorème (28) est

terminée.
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Résumé

Ce mémoire s�intérèsse à présenter une nouvelle méthode pour prouver la stabilité et l�analyticité

exponentielle d�un C0-semi-groupes de contractions dans un espace de Hilbert. Ce qu�on a

présenté dans ce travail est un sysnthèse de l�investissement de certains auteurs au cours de ces

dernières années. L�esprit de cette méthode est de combiner un théorème par Huang [4] dans

la théorie du semi-groupe avec un resultat obtenu dans [9]. Certes, cette approchee est très

di¤érente de certaines autres méthodes dans la littérature, telles que la méthode de l�énergie

classique, et la méthode d�estimation directe du spectre. Nous espérons que le lecteur trouvera

que cette méthode est puissante et simple.

Mots clés: Système dissipatif, Hille-Yosida, Lumer-Phillips, C0-semigroupes, Thermoélastic-

ité.

Abstract

This paper intends to present a new method to prove the stability and exponential analyticity

of a C0-semi-groups of contractions in a Hilbert space. What has been presented in this work

is the investigation of certain authors in recent years. Theoretically, this method consists to

combine a theorem by Huang [4] in the semigroup theory with a result obtained in [9]. This

approach is, of course, very di¤erent from some other methods in the literature, such as the

classical energy method and the direct spectrum estimation method. We hope that the reader

will �nd that this method is powerful and simple.

Key words: Dissipative system, Hille-Yosida, Lumer-Phillips, C0-semigroup, Thermoelastic-

ity.
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