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m-dissipatif

Notations générales

Espace de Banach.

Espace de Hilbert.

Espace de Sobolev.

Designe le corps de nombres réels R ou complexes C.
Fonctions continues & support compact dans €.

Espace vectorie ldes fonctions sommables sur 'intervalle 2
Espace vectoriel des fonctions de carré sommables sur 'intervalle 2.
Algebre de banach des opérateurs linéaires bornés dans E.
Domaine de I'opérateure A.

Adherence de 'ensemble D(A).

Opérateur.

Adjoint d’un opérateur A.

Identite.

Ensemble résolvant de I'opérateure A.

Spectre de I'opérateur A.

Application résolvante de A.

Rayons pectrale de S().

Gradient de u.

Maximal dissipatif



Introduction

Ce travail s’intéresse a la stabilité exponentielle et & I'analyse des Cy-semigroups associés a
divers systémes dissipatifs découlant de la mécanique. La grande partie de ce travail est basée

sur des recherches menées par les auteurs ces dernieéres années.

L’une des principales motivations de I’étude de la stabilité exponentielle vient de la théorie
du controle. Il existe divers types d’amortissement dans un systéme mécanique, tels que la
conduction thermique, la viscosité, la friction, etc. Il s’avére que le systéme mécanique corre-
spondant est dissipatif. Certes, il existe de nombreuses bonnes raisons en pratique d’examiner
le probléme de controle correspondant. Par exemple, controler la vibration d’une antenne d’un
satellite se déplacant dans ’espace. Il y a une chaleur due & la lumiére du soleil dans ’antenne
et le probléme peut étre réduit a un probléme de contréle pour un systéme thermoélastique
linéaire unidimensionnel pour une tige de longueur L.

En ce qui concerne la méthode de la démonstration de la stabilité exponentielle, ce qui va se
présenter dans ce projet est une approche systématique développée par les auteurs dans les

années passées.

Dans cet esprit le mémoire est divise en trois chapitres:

- Premier chapitre : Ce chapitre est consacré a la théorie des semi-groupes des opérateurs
linéaires bornés en particulier les Cp-semi-groupes, tel que: théorémes de Hille-Yosida et
Lumer-Philips. Cette partie rassemble aussi les définitions et les epaces fonctinnels que

nous utiliserons dans ce mémoire.

- Deuxiéme chapitre : Dans chapitre nous présentons quelques théorémes concernant la

stabilité exponentielle d’un semi-groupe fortement continu, avec la démonstration.

- Troisiéme chapitre :Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un systéme thermoelastique
linéaire, a savoir le systéme thermoélastique linéaire unidimensionnel avec des conditions
aux limites de type Derichlet. On présente les résultats d’existence de la solution en
utilisant le théoreme de Hille-Yosida et un résultat de stabilité exponentielle en exploitant

les théorémes présenté dans le chapitre précédant.
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Préliminaires

Dans ce chapitre, on présentera quelques définitions et théorémes fondamentales, les espaces
de Sobolev et le théoreme de Lax-Milgram et le théoreme de Hille-Yosida que nous utiliserons

dans les chapitres 2 et 3.

1.1 Les espaces

1.1.1 Espace vectoriel normé
Sous-espaces vectoriels

Définition 1 (Sous-espaces vectoriels)
Soit (E,4+,.) un espace vectoriel sur le corps k et soit F' sous ensemble dans E. On dit que

(F,+,.) est un sous espace vectoriel de (E,+,.) si et seulement si

)
2.Nre F,VYye F:x+y e F. Autrement dit F' est stable par [’addition.

3. ¥x € F, pour A\ € k : \x € F. Autrement dit, F' est stable par la multiplication par

scalaire.

Espaces vectoriels normés

Définition 2 (Espaces vectoriels normés)

Soit (E,+,.) un espaces vectoriel sur k = R ou C. Une fonction ||.|| : E — R" est appelée
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norme sur B si:

1. ||z|| =0 <= x = 0. Séparation.
2. VA e K\Vx € E, || x| = |\ ||z||. Homogénéité.

3. Y (x,y) € E% ||z +yll < ||zl + ||yl . Inégalité triangulaire.

Le couple (E,||.||) est alors appelé espace vectoriel normeé.

Espace de Banach

Définition 3 (Espace de Banach)
On dit qu’un espace normé (E, ||.|) est de Banach, si pour toute suite de Cauchy dans E est
convergent, cela veut dire que E est complet comme un espace métrique de la distance associée

comme norme.
Corollaire 1

1. Toutes les normes sont équivalentes dans les espaces de dimension finie.
2. Tout espace normé de dimension finie est de Banach.

3. Si F' est de Banach alors Alors l'ensemble des applications linéaires dans L(E, F') est de

Banach.

Espace de Hilbert

Définition 4 (Produit scalaire)

Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est une forme bilinéaire de H x H dans
R symétrique, définie positive.

Lemme 1 Soit H un espace de Hilbert

e Inégalité de Cauchy-Schwarz :

YV (u,v) € H? : |{u,v)| < (u, u)’? (v, v)*/2.

o uc H:|ul| = (u,u)”* est une norme sur H.
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e Identité du parallélogramme :

2 2

u+v
2

u—"v

VY (u,v) € H* : 5

(Iell® + [1l®) -

1
2

Définition 5 (Espacede Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (u,v) et qui est

complet pour la norme (u,u)”.

1.1.2 Espace Dual

Définition 6 (Forme Linéaire)
Soit X un espace vectoriel sur un corps k. On appelle forme linéaire sur X toute les application

linéaire de X wvers k (k étant considéré comme espace vectoriel sur lui-méme).

Définition 7 (Espace Dual)
Soit X un espace vectoriel sur un corps k. On appelle espace dual de X, et on le note X*,

I’ensemble des formes linéaire sur X.

1.1.3 Topologie Faible *

Définition 8 (Topologie Faible)
La topologie faible o (X, X*) sur X est la topologie la moins fine telle que toutes les applications

f: X — R avec f € X* sotent continues.

Définition 9 (Topologie Faible *)
La topologie faible* o (X*, X) sur X* est la topologie la moins fine telle que toutes les applica-

tions
Jo: XF— 1R

f—(fox)

avec x € X soient continues.

1.1.4 Espace de L?
Soit Q = [a,b] (—o0 < a < b < +00) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 10 Soit p € R avec 1 < p < +oo. On note par LP () l'espace des classes

d’équivalence de fonctions de puissance p-intégrables sur €1 a valeurs dans C :

LP () ={f:Q— C; f mesurable et || f]|;, < oo},
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avec

b g
1l ooy = (/ |f(z) P dx)

L’espace L? (2) muni de la norme ||.||;, est un espace de Banach.
Sip=-+o0 on a
[flloe = sup [f ()],
e

et L> est lespace des fonctions essentiellement bornées sur (a,b) .

L*(Q) = {f: (/ab|f(t>|2)é < +oo}.

(L2 (Q), (., .>L2(Q)> est un espace de Hilbert, ot (.,.);. est le produit scalaire définit comme

St p =2 alors

suite :

fng /f r)dx; Vf, g€ L*(Q).

Définition 11 f est dite essentiellement bornée sur €2 s’il IM > 0 telle que,
[ flloe = s<ugb |f(x)| =inf {M > 0;|f(z)] < M.p.p sur Q} .
(L= (), |I.Il.) est un Banach.

Théoréme 1 (Inégalité de Holder) [Z]
Soit f € LY et g € LY alors fg € L et

gl < AN e gl o -

Preuve Voir 2| page 94. =
P T : , . 1 1
Théoréme 2 (Inégalité de Young) Soitent p et ¢ deux réels vérifiant — + — = 1.
p q
Alors

1
0%
qer

V(a,b) eRZ, Ve>0, ab< %ap +

Sip=q=2ona

€ 1
Y(a,b) € Ri, Ve >0, ab< §a2 + %62.

1.1.5 Espaces de Sobolev

Soit 2 un domaine ouvert de R™
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Définition 12 (dérivées faibles)
Soit  un ouvert de R™, u localement intégrable sur 2 et a € N™*. On appelle dérivée faible de

u d’ordre a, et on note Du, toute fonction v localement intégrable sur € telle que

Vo e C () : / ud*pdz = (—1)1 / vodx.

Q Q
Espace H' (Q)

Définition 13 (Espace H' ()
L’espace de Sobolev H*(Y) est défini par

ou

H'(Q) = {ue L*(Q) tqVie [1’n]’8xi € L2(Q)}.

Remarque 1 La dérivée dans la définition est a comprendre au sens des distributions.

Théoréme 3 [2] H' () est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire

(1, 0) 1. :/Qu(x)v(x)dx—f—/QVu(x).Vv(x)dm,

et de la norme )
3

ol = ([ (@) + 19 de )

’espace de Sobolev H'(Q) est espace Hilbert.
Preuve Voir [2]. =
Remarque 2

1. On sait que ||ul|;» < ||ul| 4 et [|[Oiu]| 2 < ||lull 4 -
2. Pour tout Q2 ouvert de R, on a

D(Q)Cc H' (Q) c L* ().

Espace H™ (Q)

Définition 14 (Espace H™ (f2))
Espace de Sobolev H™ () est défini par :
H™(Q) ={ue L’(Q) :Va e N",Ja] <m, DweL*(Q)}.

On munit de la norme :

N

lallge = [ 2 / 1D (2)] de

laj<m
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Espace H] ()

Définition 15 (Espace H} (2))
On définit H} (Q) comme la fermiture de D () dans H* (Q). Autrement dit,

Hy (Q)={ue H (Q);3¢, € D(Q) tq ¢, — u dans H" (Q)}.

Trace

Proposition 1 (Trace)
Soit Q un ouvert borné et régulier. On peut définir une application linéaire et continue
v HY(Q) — L2 (09)
u—s1(u)

Prolongeant Uapplication trace pour les fonctions continues sur Q : pour tout
ue H (Q)NC(Q) : ¢ (u) = uloo.

L’application trace est continue de H*(Q) dans L?(09)), ce qui signifie qu’il existe une constante

Cq telle que
Vu € H (Q), 14 ()]l 1200y < Ca lull oy -

Inégalité de Poincaré

Proposition 2 (Inégalité de Poincaré)

Soit Q un ouvert borné de R™. Alors il existe une constante Cq telle que

Vu € Hy (), [|ull 120y < Ca [Vl 12 -

1.2 Les théorémes fondamentaux

Définition 16 (Fonctions Lipschiztiennes, contractantes)
Soient (X, d),(Y,d') deuz espaces métriques et f : X — Y wune fonction. On dit que f est

Lipschitzienne sur X, s’il existe une constante M > 0 telle que

d'(f(z), f(y)) < Md(z,y), Y,y € X.

On dit ausst que [ est M-Lipschitzienne.
La plus petite constante M vérifiant cette inéqgalité est appelée la constante de Lipschitz de f,
notée Lip(f) etvérifie

(). S)
Liplf) =500 = )
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On dit que f est contractante si elle vérifie Lip(f) < 1.

Théoréme 4 (Théoréme du point fixe de Banach) [/
Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une application k-contractante .Alors il
existe un unique point fixre ' € X de f dans X (i.e. une unique solution de f(z') = 2’) et de

plus, pour tout choix de xo € X, la suite définie par récurrence par

Tp41 = f(xn)a

converge vers x'. Enfin, on a l’estimation d’erreur
]{72

/
<
d(zp, ') < T %

d(zo,x1), VYn >0.
Preuve Voir [1]. =

Théoréme 5 (Banach-Steinhaus) [

Soient E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé. On considére une famille (T5),.,
d’application linéaires continues de E dans F.Si la famille (T;);c; est ponctuellement bornée,
r.e:

Vo e B, supl||Tiz|, < .
icl

Alors elle est uniform ement bornée, i.e:

Ve e B, sup|Tiz|p <Clz|.
Preuve Voir [8] page 5. m

Théoréme 6 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) [2]

Soit E un espace vectoriel normé. Alors la boule unité de son dual topologique
Bp-={feE":|f| <1},

est compact pour la topologie faible* o (E*, E) .
Preuve Voir 2| page 21. m
Proposition 3 (I’inégalité Gagliardo-Nirenberg) [J]

Sotent u : R" — R une fonction C* a support compact, deux réels 1 < q,r < oo et un entier

m. Soient a un réel et j un entier naturel tels que

1 (1 m) 11—«
S=tg (== )a+ ,
p n ron q
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et _
J
m

<a<l.

Alors, il existe une constante C' dépendant de m,n, j,q,r et « telle que

D7), < C D™ 5, |lullj* -

1.3 Les opérateurs

Soient E et F' deux espaces de Banach. Notons ||.|| la norme dont ils sont munis. Soit un ouvert

régulier de R".

1.3.1 Défintions
Définition 17 (Opérateur linéaire)
Soient E, F deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire est une application linéaire
A:DA) CE—F,
1.€.
V(u,v) € D(A)?*; A(u+v) = Au+ Av,

vAeC, A (M) = MAu.

Définition 18 (Domaine)
Un opérateur linéaire A de E dans F' est une application linéaire A défini par sur un sous-espace

vectoriel D(A) de E appelé domaine de A tel que
D(A)={u; AuecF}.
Ainsi,
A:D(A)C E— F.
On dit que A est borné s’il existe C' > 0 telle que:
Vue D(A), |Aullp < Cllullg.
Dans le cas contraire, A est dit non borné.
Définition 19 (Graphe/Noyau/Image)
Le graphe de A est le sous-espace vectoriel de E X F' noté Gr(A) défini par :

Gr(A) ={(u, Au);u € D (A)}.

10
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On appelle Noyau de A le sous-espace de E noté ker(A) définit par :
ker (A) ={u e D (A); Au=0}.
Et Image de A le sous-espace de F' noté Im(A) définit par :
Im(A)=A(D(A)) ={ue D(A): Au=0}.
On dit que A est injectif si ker (A) = {0}, et que A est surjectif si Im (A) = F. L’opérateur est

bijectif s’il est a la fois injectif et surjectif.

Définition 20 (Adjoint)
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans X, de domaine dense dans X. On appelle

adjoint de l'opérateur (A, D(A)) défini par
Dmﬂ:{yexﬂaczo tel que  (Az,y)x o < cllz] vxeD@g}
et

<x7A*y>X,X’ = <A‘ray>X7X’ \V/.I' € D(A) et Yy € D(A*)

Définition 21 (Opérateur inversible)

On dit qu’un opérateur A de domaine D(A) est inversible si
A:D(A)C E— F,

est bijectif et a un inverse

A" F— D(A)CE,

borné (comme opérateur de F dans E ).

Théoréme 7 [5] Soit X un espace de Banach. Si A € B (X) est un opérateur tel que ||A]| <1

alors I — A est l'inverse est donnée par
(I-A)"=> A"
n=0
Preuve Voir [3]. =

Définition 22 (Opérateurs compacts)
On appelle opérateur compact de E dans F tout élément A € L(E, F) pour lequel l'image de la

boule unité fermée de E est une partie relativement compacte de F'.

Définition 23 (Opérateurs fermés)
Un opérateur A est dit fermé si son graphe Gr(A) = {(u, Au);u € D (A)}. est fermé dans
HxH .

11



1.3. Les opérateurs

1.3.2 Quelques propriétés spectrales

Définition 24 (Valeur spectrale)
On appelle valeur spectrale de A tout élément A € k tel que (A — A) ne soit pas inversible.

L’ensemble des valeurs spectrales de A est appelé le spectre de T' et noté o(A).

Remarque 3 Un élément de k qui n’est pas valeur spectrale de A est appelé valeur résolvante

de A.

Proposition 4 [5] Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X, le spectre o(A) est

toujours compact et non vide, d’ou son rayon spectral
r(A) :==sup{|A|: A€ (A)},
est finie et satisfait r(A) < ||A].
Définition 25 (Ensemble des valeurs résolvantes)
L’ensemble des valeurs résolvantes de A est noté p(A) et est appelé ensemble résolvant de A.

Ainsi,

p(A) =k — o(A).

Définition 26 (Résolvantes)
On appelle résolvante de A 'application qui a X € (k — a(A)), On associe linverse (A—XI )™, ce

que note

Ry = (A - )\])_1.
Théoréme 8 (3] Soit H un espace de Hilbert compleze et soit A € B (H)

1. Si |A| > ||A]l, alors A ¢ o (A).

2. 0 (A) est un ensemble fermé.

Preuve Voir [3]. =

1.3.3 Opérateur dissipatif

Définition 27 (Opérateur dissipatif)

Un opérateur linéaire A dans E est dit dissipatif si on a

Va € D(A),YA > 0, Az — Az, > Azl .

12
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A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout A > 0, lopérateur I — NA est surjectif, i.e

Yy € X,VA > 0,3z € D(A),\x — Ax = y.

Théoréme 9 [8] Si A est m-dissipatif alors pour tout X > 0, l'opérateur (A — A) admet un
inverse, (A — A) "y appartient o D(A) pour tout y € X, et (AN — A)™" est un opérateur
linéaire borné sur X vérifiant

I =47 <

>

Preuve Supposons A est m—dissipatif alors

1. Vo € D(A), A >0, || Az — Az||; > Az|| .

2. Vye X,VYA> 0,3z € D(A), \x — Az = y.
Montrons que (A — A) ™" existe : On va montre que (A — A) est bijectif .

1) Montrons que (Al — A) est injectif , comme A est linéaire alors (Al — A) est linéaire, pour
cela on va montrer que ker (\[ — A) = {0}.
Ona: (M — A)(0) =0donc0 € ker (A — A),soit z € ker (A\] — A) :donc (A — A) (x) =
0 donc [[(M — A) z|| = 0 mais x € D(A) et d’apres (1) on a :

Az — Azf| = Ajz]],

et
[Ar — Az|| = (A — A)z|| = 0 > Ajz|,

mais A > 0 alors ||z|| < 0 donc ||z]| = 0 donc z = 0. c-a-d
ker (\] — A) C {0},

et comme 0 € ker (A — A).
D’ou ker (Al — A) = {0} . donc (A — A) est injectif.

2) Montrons que (A — A) est surjectif, c-a-d on va montrer Vz € X, 3z € D(A) telle que
e — Az = 2.
Soit z € X alors il existe un z € D(A) tq :

A — Az =2z donc (Al — A)zx = z,

donc (M — A) est surjectif. Alors Popérateur (A — A) est bijectif, donc (A — A)~"
existe.

Montrons que Yy € X,et (\] —A) " € D(A) on a :

A —A:D(A) — X donc (M —A)™": X — D(A),

13
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alors
Yy € X; (M — A" e D(A).

Montrons que (A\] — A)~' est linéaire borné vérifiant :

1
A= A7 < <
o - 7 < &
Comme M — A est linéaire et bijectif alors (A — A) ™"
Soit y € X, alors 3z € D(A) tq :

existe et linéaire.

M —A) "y =,

et
y=(\N —A)x,
on a
[AL =)y =l
et on a
Az — Az[| = A,
donc
ol < 5 I8~ A) ]
alors
| =4y < £l
donc

Sy 1
|(AT — A) ”<X’

1

alors (A\] — A) ™" est borné et H()\] - A)flu < 1

Théoréme 10 [8/Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borne dissipatif dans X . L’operateur

A est m-dissipatif si et seulement si

>0 tgVye X, Jz e D(A): Az — Az = y. (1.1)

Preuve Il est évident que si 'opérateur A est m-dissipatif alors la condition (1.1) est satisfaite.
Montrons la réciproque.
supposons que (1.1) est satisfaite et montrons que A est m-dissipatif.

On a A est disspatif, alors il suffit de montrer que
VA>0 tqVye X, Jx € D(A): Az — Az =y.

14
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Soit y € X et soit A > 0, on va chercher un = € D(A) tq :
A — Az =y.

On a Az — Az = y alors
AT — Az + Nz — Az =y,

donc
Xr —Ar =y + (Ao — A) z,

c-a-d on va chercher un z € D(A) tq :
z= (Ml —A) " [y+ (o —A)a],
alors = est un point fixe de la fonction Y définit par
Yz (Aol —A)7Hy+ (Mo —A)a].

Donc on va utiliser le Théoréeme de point fixe et on va montrer que Y est contractante.

Soit x1,x € D(A) on cherche 0 < k <1 tq :
Y (1) =Y (22) || < F[ley — |-

On a

1
mais A est dissipatif alors on trouve que (Aol — A)~! existe et ||[(Ag] — A)7] < " Donc
0

(oI — A)7H| (21 = z2)]| [0 — Al <

[(z1 — 22) ],

Ao — Al
A

alors ’ |
Ao — A
¥ (@2) = Y ()] < 2

Ao — A

Pour que Y est contractante il suffit que 0 < <1 c-ad |Ag — A| < Ag alors

0

—>\0<)\0—)\<)\0,
0<A<2)\0,

donc A € ]0,2)¢[ on a Y est ontractante et donc z existe. ®
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1.3. Les opérateurs

Théoréme 11 Soit (A, D(A)) un opérateur non borne dans X. S’il existe \g > 0 pour lequel
Vopérateur \oI — A est une bijection de D(A) sur X, et si (A\oI — A)~" est opérateur borné sur
X, alors A est fermé.

En particulier, si A est m-dissipatif alors A est fermé.

Preuve Soit (z,), une suite de D(A) convergeant vers x dans X, et supposons que (Azx,),

converge vers y dans X. L’opérateur (A\g/ — A)~! étant borné, nous obtenons
xp = (Aol — A)_l (Mo — Axyp) — (Mol — A) 7 (Noz — y) quand n — oco.
Par conséquent, nous avons
v = (Nl — A (N, —y) € D(A),

et
(Aof - A)CU = XoTpn — ¥,

soit encore Ar = y. La preuve est compléte. m

Corollaire 2 [8/Soit A un opérateur m-dissipatif. L’espace (D(A), IBIFY A)> est un espace de
Banach et Alpy € L(D(A), X).

Preuve Avec le Théoréme (11), on peut facilement vérifier que (D(A), .| 54)) est un espace
de Banach. Par définition de ||.[| 4, il est évident que A|p(a) € L(D(A), X).

Du Théoréeme (9), il découle que I'opérateur (A — A)|p(ay est un isomorphisme de D(A) sur
X. Par abus nous dirons parfois que 'opérateur (A — A) est un isomorphisme de D(A) sur X.

Théoréme 12 Soit A un opérateur m-dissipatif de domaine dense dans X. Alors
Alim INR(MA)x —z||=0; VrelX.

De plus
/\lim |Axz — Az|| =0; Vaz e D(A).

Preuve Soit z € D(A), on a:

ARMN Az —x =M —A)M-A)w—z+ AN —A) " z= (N - A) Az

Nous en déduisons
1
IANR(A, A)z — || < X |Az|| — 0 quand A — 0. (1.2)
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1.3. Les opérateurs

Le premier résultat est donc démontré pour tout x € D(A).

Soit x € X et soit (x,), une suite dans D(A) convergeant vers x dans X. Comme
IAR(A, A < 1,
1OUS avons

AR, Az = ]| < IARA, A)zy — 2ol + AR, A [l2n = 2] + [l2n — 2]
< | AR, Ay, — | + 2 ||n — 2| -

La fin est standard.

Pour tout x € D(A), nous avons

/\lim | Az — Az|| = /\lim IAR(N, A)Ax — Az|| = 0.

1.3.4 Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Hilbert

Théoréme 13 Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H, est dissipatif si et seule-

ment st
Vo e D(A): (Az,z) <O0.

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée par

Ve € D(A) : Re (Ax,z) <0.

Preuve Supposons que A est dissipatif. Pour tout x € D(A), non nul, et tout A > 0, posons

Yo = Ax — Az,
et
Yz
Zgy = T
[ ll

L’opérateur A étant dissipatif, on a
Azl < ||Ax — Az|| = (A — Az, 2,0) = ARe (2, 2,0) — Re (Az, 2, \) < A|z]| — Re (A, z,.)) -

Par conséquent, nous avons
Re (Az, z,) <0,
et
1
Re (Az, 2, 5) > [|z]| — X | Az| .
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1.3. Les opérateurs

La suite (2,)x étant bornée dans H, il existe z, € H et une suite (), ), convergeant vers I'infini
tels que

lim 2,5, = 2.
n—oo
Avec les inégalités précédentes, par passage a la limite, nous obtenons
Re (Az, z,) <0,

et
Re (z, z;) > ||z]| -

Comme

Re (7, 2,) < |(2, z:)| < || -

nous avons donc

Re (z,z;) < 0.

Réciproquement, supposons que Re(Ax, z) < 0 pour tout x € D(A). Alors nous avons
Az — Az|| ||z|| > |(Az — Az, z)| > Re(\z — Az, ) > \||z|?

La condition de dissipativité en découle. m
Théoréme 14 Si A est m-dissipatif alors D(A) est dense dans H.

Preuve Soit y € H tel que (yo, ) = 0 pour tout x € D(A). On a (I — A)~'yy € D(A),

(yo, (I — A) o) = 0,

et
(I =AY = A)yo, (I = A)'yo) = 0.

L’opérateur A étant m-dissipatif, il vient
(7 = A)yol|* = (A = A) My, (T = 4)~"go) < 0.

Donc (I — A)~lyg =0, yo = 0, et D(A) est dense dans H. =

Théoréme 15 Soit A un opérateur dissipatif et de domaine dense dans H. Alors A est m-

dissipatif si et seulement si A est fermé et A* est dissipatif.

Preuve Supposons que A est m-dissipatif. Nous savons que A est fermé (Théoreme 11), nous

devons montrer que A* est dissipatif. De maniére & simplifier la preuve nous identifions H et

18
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H'. Dans ce cas, D(A*) est un sous-espace vectoriel de H'.

Pour tout y € D(A*), nous avons

(A*y, \R (N, A)y) < (y, \AR (N, A) )
= ( 7A>\y)
= (y, 2R (\, A)y — \y)
<Ay, AR(N, A)y) = Aly||* <0,

et
(A"y, AR (A A)y) — (A7y,y) -

On en déduit que
(A"y,y) < 0.

Donc que A* est dissipatif. =

Définition 28 Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)), de domaine dense dans H est dit
auto-adjoint si A = A*. Il est dit anti-adjoint si A = —A*
1.4 Semi-groupe fortement continu

Tout au long de cette section, (&, ||.||) désignera un espace de Banach.

Définition 29 (Semi-groupe fortement continu)
Une famille {S(t),t > 0} d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach X est appelée

semi-groupe fortement continue si

1. S(0) = I, (I est Uopérateur identité sur &) .
2. S(t; +ta) = S(t1)S(ta); Vti,ta > 0, (Propriété de semi-groupe) .

3. Pour chaque x € X, S(t)z est continue en t sur [0, 4+00) .

Ce type de semi groupe sera simplement appelé un Cy-semi-groupe
Définition 30 Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit :

1. Uniformément continu si

li — I =0.
Tim [15(2) — 1] = 0
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1.4. Semi-groupe fortement continu

2. Fortement continu ou de classe Cy si

lim S(t)r =2z, Vre X.

t—0t

3. Semi-groupe de contraction de classe Cy s’il est de classe Cy et

IS <1, vt=0.

Remarque 4 i {S(t)},, est un semi-groupe uniformément continu,alors

lim |[S(£) — S(s)|| = 0.

t—s

Définition 31 (Générateur infinitésimal)

Le générateur infinitésimal de S(t) est l'opérateur linéaire A de domaine

D(A) = {:L‘ € H: limw e:ciste} ,

t—0
défini par
Az = lim A;x = lim M

t—0t t—0t t

i x e D(A).

Proposition 5 [6] Soit S(t) un Cy-semigroupe. Il existe deux constantes w € R et M > 1
telles que :
ISy < Me*'; Wt > 0.

Remarque 5

1. Dans le cas ot ||S(t)|| gy < Me®'; Vt > 0. on dit que {S(t);t > 0} est de type (M, w).

2. Si (M,w) = (1,0), on dit que {S(t);t > 0} est Cy-semi groupe de contration.

Preuve Montrons qu'il existe 7 > 0 tel que ||.S(¢)|| est borné pour tout 0 <t < 7.

Supposons qu'il existe une suite (¢,) C RT telle que

lim ¢, =0,
et
1St )] = 7

En utilisant le Théoréme de Banach-Steinhaus (5) on déduit qu’il existe z € X tel que ||S(¢,)]|
est non borné. Ce qui contredit la condition (3) de la définition (29).

Par conséquent , il existe 7 > 0 et M > 0 tel que

IS(t)]] < M  pour tout 0 <t < 7.

20



1.4. Semi-groupe fortement continu

Comme S(0) = I, alors M > 1.
t

Soit t > 0 et soient n = — € N* et 0 < 0 < 7, tels que t = n7 + 6. Alors
T

[S@I = [[S(nT + 6)]]
1S(nT)S (0)]
[1S(rT)[[ 1S (O)]l
SOOI 1S (@)l
M"M

t
< MtTM

t

gMe;

VAN VAN

IN

In(M)

Y

t
t — In(M)
on pose w = —In (M), donc ||S(t)|| < MeT . n
T

Définition 32 [5] Soit A: D(A) C X — X un opérateur fermé. Alors
T(A):=sup{ReA: A€o (A},

est appelée la borne spectrale de A.
Pour le générateur A d’un semigroupe fortement continu 7 = (S(t))i>0, la borne spectrale T'(A)

est toujours dominé par la borne de croissance

wo =wp (1) =inf {w € R, IM, > 1: ||S(t)|| > Me** Vt>0}.

Définition 33 [35] Pour la borne spéctrale T(A) de générateur A et pour la borne de croissance

wo du semigroupe génére (S(t))i>0, on a

—00 < T(A) <wp = inf

Corollaire 3 [7] Soit A le générateur infinitésimal d’un Co—semi-groupe S(t) satisfaisant
IS < Me.

Soit n > max (0,w) . Si z € D(A?), alors

1 n+ioco
Stz = —— / MR, (A) ).
U
: . 1
Et pour tout 0 > 0, lintégrale converge uniformément en t pourt € {(5, 5} :
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1.4. Semi-groupe fortement continu

Preuve Voir [7] page 29. =
Proposition 6 [5] Soient {S(t)}1>0 un Cy-semi groupe et A son générateur infinitésimal. Si
x € D(A), alors S(t)x € D(A) et on a l’égalité :

S(t)Az = AS(t)z, Vit > 0.

Preuve Soit © € D(A). Alors pour tout ¢ > 0, nous avons :

S(t)Ar = S(¢) lim % - 1 SU%)S(t)}:f ~ S

Donc S(t)z € D(A) et on a
S(t)Ax = AS(t)z, ¥Vt > 0.

Proposition 7 [3] Soient {S(t)}i>0 un Co—semi groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors Uapplication :

[0,00) 5t S(t)x € ¢,

est dérivable sur [0, 00), pour tout x € D(A) et nous avons :

%S(t)x = S(t)Az = AS(t)z, ¥Vt >0.

Preuve Soient x € D(A),t >0 et h > 0. Alors :

HS(t+ h)z - Sz st)As| < 5@ HS(h)z —T
< ppet | ST =2 )
h
Par conséquent :
lim S(t+h)x—S(t)z _ S(t)Ax,
h—0 h
d’ou :
d+
ES(t)m = S(t)Az, Vt>0.

Sit—h >0, alorson a:

H S(t—h)x — S(t)x

L —S(t)Aa:H < ISt~ B H%_AHAQ;_S@W

< Mewt=M (H—S(h);: T Az

+||S(h)Ax — Ax||) )

Par suite :
lim S(t—h)x —S(t)x _ S(t)As,
h—0 —h,
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et
Z—tS(t)m = S(t)Az, Vt>0.

Il s’ensuit que Papplication considérée dans 1’énoncé est dérivable sur [0,00), quel que soit
xz € D(A). De plus, on a I'égalité :

%S(t)x = S(t)Ax = AS(t)z, Vt>D0.

Lemme 2 [6] Soit {S(t)}i>0 un Co-semi-groupe. Alors :

t+h

lim 1 S(s)xds = S(t)x,

h—0 ¢

quels que sotent © € & et t > 0.
Preuve Voir [6] page 43. =

Proposition 8 [5] Soient {S(t)}1>0 un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Si

x €&, alors
t
/ S(t)xzds € D (A),
0
et on [’égalité:

t
A/ S(s)xds = S(t)x —z, Vt > 0.
0
Preuve Voir [3] page 50. =

Théoréme 16 [5] Soient {S(t)}i>0 un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Alors

r € D(A) et Az =y si et seulement si

t
S(t)yr —x = / S(s)yds, ¥t > 0.
0
Preuve Voir [3] page 50. =

Théoréme 17 [0] Soient {S(t)}i>0 un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Alors

1. D(A) = ¢

2. A est un opérateur fermé.

Preuve Voir [6] page 45. =
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1.5. Théoréme de Lax-Milgram

Corollaire 4 Soit A le générateur infitésimal d’un semigroupe de contraction S(t). L’ensemble

résolvant de A contient toujours le demi-plan ouvert droit, i.e
{A:ReA >0} Cp(A)),

et pour A

1
R\ < =—.
IRONI < 2

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

1.5 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 18 (Lax-Milgram) [Z]

Soit A bilinéaire continue et coercive. Pour ¢ € H*, il existe u € H unique tq
Yo e H:A(u,v) =¢(v).
Si A est symétrique, alors u est caractérisé par

uGH:%A(u,u)—gp(u):min <%A(v,v)—gp(v)>.

veK

Remarque 6 Une forme bilinéaire A : H x H — R est

o Continue s’il existe C' tq pour tout (u,v),

[ A, 0)| < Clull o]l -

e Coercive s’il existe a > 0 tq pour tout u € H,

Alu,u) > alul*.

Preuve Théoréme de Lax-Milgram voir [2] page 164. =

1.6 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 19 (Théoréme de Hille-Yosida 1) [(]
Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans X est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe de contractions sur X si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

1. A est fermé, et D(A) est dense dans X,
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1.6. Théoréme de Hille-Yosida

2. Pour tout A > 0, (\I — A) est une application bijective de D(A) sur X, et (\[ — A)™! est

un opérateur borné sur X vérifiant

I = A)7H| <

> =

Théoréme 20 (Théoréme de Hille-Yosida 2) [(]
Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans X est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe de contractions sur X si et seulement si A est m-dissipatif et de domaine dense dans

X.

Preuve
= Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X.

Soit A est fermé et de domaine dense (D(A) = X). Pour A > 0, on pose
Ry = /000 e MS(t)adt.
Comme S(t) est un semi-groupe de contractions sur X, on a
|S(t)z|| < ||z||, pour tout x € X,
et A > 0, R, est bien défini et
R\(AM—-A)=1 e R\(M—-Ax=z VeeD(A).

Pour tout x € X,

8

2
>
|
~

>~
=3
>
8
I

e M[S(h) — I] S(t)xdt

8
-

[S(R)S(t) — S(t)] xdt

)

e M[S(h+t) — S(t)] zdt

8

s e

Ncﬁﬁﬁ

1 o
e MS(h +t)zdt — 7 / e MS(t)xdt.
0

On pose

I= / e MS(h +t)xdt.
0

SRS

Posons h + ¢t = u alors

du = dt
t — 0 donc u — h

t — oo donc u — 00,
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1.6. Théoréme de Hille-Yosida

d’ou

€>\h 00
= — e S (u)xdu
hJn
A oo A fh A ph
= — e MS(u)rdu + — [ e MS(u)zdu — — [ e S (u)zdu
hJh hJo 0
A oo A ph
= — e S (u)wdu — — [ e S (u)rdu.
hJo 0
On peut écrire
A oo Abph
I=— e MS(t)xdt — — [ e MS(t)adL.
hJo hJo

Donc,

7 Ab - poo Ab - ph 1 [
%R,\x = e MS(t)xdt — c e MS(t)xdt — —/ e MS(t)xdt

h hoJy hoJ, h /g

A o0 M [h
= ( ) / e MS(t)adt — — | e MS(t)adL.
h 0 hJo

En passant a la limite quand h — 0 Donc
ARyx = ARyx — x pour tout x € X.

Pour montrer que

R, = ()\I — A)fl.
Pour tout z € D(A).
R)\Az = / e MS(t) Axdt
0
= / e MAS(t)adt.
0
Du Proposition (7), on déduit
T T
/ e MAS(t)zdt = A/ e MS(t)adt.
0 0
Comme A est supposé fermé, on peut écrire
00 T
/ e MAS(t)xdt = Tlim A/ e MS(t)xdt
0 —oe 0

—A/ e MS(t)xdt.
0

Donc
R)\Az = A/ e MS(t)xdt = ARyx.
0
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1.6. Théoréme de Hille-Yosida

Soit encore
Ry(M —A)z =z Vx e D(A).

Nous avons donc montré que, pour tout A > 0, Al — A est inversible, et que son inverse R

vérifie ’estimation

[RAll <

> =

Donc 'opérateur A est m-dissipatif.

<= Supposons que A est m-dissipatif et D (A) est dense dans X. Montrons que A est le

générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X. On pose
Ay=XAN-A)",
qui est un opérateur borné car

Ay=NAMN—A) ' =L

En conséquence, Ay engendre un groupe d’opérateurs uniformément continu e*?.

En outre, il s’agit de contractions car

e = |

et(AzA(A_A)—l_M)H < oAM= 7| <1.

Pour tout x € D(A), on a
AN—A) "z =\—A)"" Az,

qui tend vers 0 quand A tend vers +o0o d’aprés Théoreme (19) (2).

Par densité de D(A), cette covergence ponctuelle est vraie partout. Donc pour x € D(A),
Ay = A=A Az = (T+ A\ —A)7") Ax =5 A,

Comme A) et A, commutent,

1 1
€A’\th‘ o €A’\tl' _ / iestA/\—i-(l—s)tAude _ / GStAA'i‘(l—S)tAut (A)\—Au) ds.
o ds 0
De plus
1 d
HetA)\ . €tA“H — / el (etsA)\et(l—s)A,u) rds
o ds
1
< / al (etSA’\et(l_s)A“) (A — A,z)| ds
0
S t HA)\.f — A,ul'H .
d’ou

e — e || < ¢ | A ALl

27



1.6. Théoréme de Hille-Yosida

On en déduit que pour tout x € D(A), ez converge vers un point S(¢)x uniformément en ¢

Axt sont des contractions.

dans un intervalle. Ce résultat s’étend sur X par densite car e

On obtient facilement que S(t) est un semi-groupe de contractions.

11 reste a voir que le générateur infinitésimal de S(t) est A. Pour cela, on utilise la formule
t

S(t)r —x = lim ez —z = lim e Ayads.
A—+00 A—+o00 [

d
Car ae“*t = e A,. De plus e* Ay converge vers S(t) Ar uniformément sur [0,¢]. On a donc

S(t)yr —a = /Ot S(s)Axds.

Notons (B, D(B)) le générateur infinitésimal de (S(t)) En divisant 1’égalité précédente par

>0
t et en faisant tendre t vers zéro, on obtient

M:A:ﬁ Vi € D(A).

Bx = lim

t—0

On a donc
D(B) D D(A) Vze D(A).

L'opérateur (B, D(B)) est le générateur infinitésimal du semi-groupe de contractions (S(t)),. -
De la premiére partie de la preuve, nous déduisons que B est m-dissipatif. Donc (I — B) est

un isomorphisme de D(B) sur X. Nous avons
(B—I1)D(A)=(A—-1)D(A) = X.

Car Bt =Ax si ze€ D(A),et (A—I)D(A) =X.
Car A est m-dissipatif. Donc

DB)=(B-I1)"'X=(B—I1)""(B—1)D(A) = D(A).

Remarque 7 [7] Soit A le générateur infitésimal d’un semigroupe de contraction S(t). L’ensemble
résolvant de A contient toujoursle demi-plan ouwvert droit, i.e, {A: ReX >0} C p(A) et pour
A

1
M| < =—.
1RO < =

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

28



1.7. Théoréme de Lumer-Phillips

1.7 Théoréme de Lumer-Phillips

Définition 34 Soit X espace be Banach muni de la norme ||.||, et soit X espace dual du X*,

pOSONS:
F(z) = {z" € X*, (z,27) = |l«|* = |«"|*} .

Définition 35 Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout v € D(A) C X, il existe
z* € F(x) tel que
Re (Az,z*) <0.

Proposition 9 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dissipatif si et suelement si

pour tout X >0 on a :
(A = A)z|| = A|z]] Vo€ D(A).

Preuve Supposons que l'opérateur A : D(A) C X — X est dissipatif, donc pour tout = € X,
il existe z* € F(z) tel que:
Re (Az,z*) <0.

Si A > 0 alors on a:
AL = A) ][ {lz]] = [[(AL = A) ]| [l" || x-
> [((AL = A), ™)
> Re (M — A) z,z")
= Re (Az,z2*) — Re (Az, x™)

>\ |z

Donc:

AL = A)zl| = M|

Réciproquement, soit A : D(A) C X — X tel que pour tout A > 0 et z € D(A) on a:
AL = A)zl| = M|
On pose y; € F' (A — A) z) donc :

(A = A)a,y5) = A = A)z]|* = ly3]1*

D’ou
193l = [[(AT — A) || = Alfl]].
Posons : .
pr=—
193]
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1.7. Théoréme de Lumer-Phillips

Soit By~ la boule unité de X* tel que
Bx = {z" € X", ||z"|| < 1},

et Bx- sa frontiére, donc t; € dBx-.

De plus
Mzl < [(A = A) ]| (1.3)
1
= (M = A)z,3)
3l g
Ya
= (A[ B A) Ty >
< 3l
= ((M = A) z,t3)
= Re (A\x,t}) — Re (Az, t})
< |<)“Ta t;>| —Re <A$7t§>
< Az [[5]] — Re (Az, £3) .
Donc :
Re (Az,t}) < 0.
D’ou

—Re (Az,t}) < |Re (Az,t})| < ||Az]],

et d’aprés éqation (1.3) on a:
Mzl < ARe (z, 23) + [| Az,

par suite
. 1
Re (2, ) > [lof| - 5 |l 4al],

et d’aprés le théoréme Banach-Aloglu-Bourbaki (6) la boule By~ est compact pour la topologie
faible*, o (X, X*) et puisque X* est un espace de banach donc de tout suite de By- on peut
éxtraire une sous suite convergente.

*

Par suite il existe une sous suite (£%),., C (£3),-, et il existe t* € Bx- tel que : t, — t* et

a — +00 pour la topologie faible, car Re (Az,t%) <0, et
. 1
Re (Az,t5) 2 2] - — | Az].
On obtient par passage a limite pour &« — +o00 Re (Az,t*) < 0,et
Re (z,t*) > ||z|| .

Mais comme

Re (z,t*) < (z,t*) < ||z|| .
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1.7. Théoréme de Lumer-Phillips

Alors:

(z,17) = [lf|
On pose:

= ||z t.
Il vient

(z,2%) = (x, |[=]| ") .
Ainsi on a:
z* € F(z); Re(Az,z") <0.

]

Proposition 10 Soit A: D(A) C X — X un opérateur dissipatif s’il existe Ay > 0 tel que
Im(Aol — A) = X.

Alors, pour tout A > 0 on a:
Im(A — A) = X.

Théoréme 21 (Lumer-Phillips) [7]
Soit A: D(A) C X — X un opérateur tel que D(A) = X

1. Si A est dissipatif et sil existe \g > 0 tel que A\gI — A est surjectif, alors A est le générateur

infinitésimal d’un semi-groupe de contractions.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions, alors AXI — A est

surjectif pour tout A > 0 et A est dissipatif.
Preuve

1. Soit A un opérateur dissipatif pour tout A > 0 et soit Ay > 0 tel que Aol — A est surjectif.
D’apres la proposition (9) de 'opérateur dissipatif, A est inversible .
Il s’en suit que A est fermé. Pour appliquer le théoréeme de Hille-Yosida (19), il reste
a montrer que YA > 0, (Al — A) est surjective ce qui équivaut a inversible et d’inverse

borné par x d’apres la proposition (9)

H()\I—A)flmH < —; VA>0.

> =

L’ensemble
®={\>0, A — A est surjective},

31



1.7. Théoréme de Lumer-Phillips

est ouvert car ’ensemble des application inversible est un ouvert.

Soit A, € ® convergeant vers Ao, > 0 et soit y € D(A). Soit z,, tel que
A, — Az, = 9.

On sait que

lall < A2t Myl
et en outre
Am |20 = | < A (20 = 2m) = A (20 = 2m)[| = [An = Am] [|2n]] -
Donc (z,,) est suite de Cauchy et converge vers x. Comme
Az, = A\, — v,
et que A est fermé, on a que x € D(A) et
Aol — Az =Y.

Donc Ay, € ®. A est ouvert et fermé non vide et donc ® = R .. (]0, +oo[ € p(A)) .
Ainsi d’aprés le Théoréme de Hille-Yosida (19), Popérateur A est le générateur infinitési-

mal d'un C semi-groupe de contraction.

. Si A est le générateur infinitésimal de Cp semi-groupe de contraction {7'(?)},.,, d’aprés
le Théoréeme de Hille-Yosida (19) on a:

0, +oo[ € p(A).
Par suite AI — A est surjectif pour tout A\, > 0, si z € D (A) et 2* € F(z) on a:

(T(t)z,a*)] < |l IT (@] < |l

Ainsi
Re (T(t)x — z,z*) = Re (T(t)z, z*) — ||z||* < 0.
Donc
lim Re <Mm> <0.
Par suite

Re (Az — z,z") <0.

Théoréme 22 [5] Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans un espace de

Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 € p(A), U'ensemble résolvant de A, alors est le générateur

infinitisimal d’un Cy-semi-groupe de contraction dans H.

Preuve Voir [5] page 3. =
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1.8 Reésolution d’un probléme d’évolution
Etant donné, le probleme d’évolution suivant :

{%+Au:0 sur € x [0, 409 (1.4)

u(z,0) = up(x)

Théoréme 23 (Hille-Yosida) [/]
Soit A un opérateur mazimal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A)

il existe une fonction unique
u € C([0,00[; H) N C ([0, 00[; D(A)),

solution du (1.4).
De plus on a
u(®)] < [u(t)],

%(t)‘ = |Au(t)] < |Aug| ¥t > 0.

Remarque 8 L’intérét principal du Théoréme 23 réside dans le fait que pour résoudre le prob-
léme d’évolution (1.4) on se ramene o vérifier que A est mazximal monotone, c’est-a-dire, a

étudier ’équation stationnaire

u—+ Au = f.
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Chapitr
e

Stabilité Exponentielle

Dans ce chapitre on a définit les différents type de stabilité : uniforme, exponentielle, unifor-
mément exponentielle, nous avons encore cité deux théorémes équivalents et démontrer leurs

équivalence et un parmis eux.

2.1 Stabilité pour les semi-groupes

Définition 36 Le semi-groupe S(t) = et est dit étre exponentiellement stable s’il eviste deux

constantes w > 0 et M > 1 tel que

1S®#)]| < Me ™" vt > 0.

Définition 37 Soit S(t);>0 un Cy-semi-groupe de générateur A dans un espace de Banach X.

S(t)i>o est dit

1. Uniformément exponetiellement stable s’il existe w > 0 tel que

lim ' ||S (¢)] = 0.

t—o0

2. Uniformément stable si
lim ||S (¢)]| = 0.

t—o0

3. Fortement stable si

lim [|S (£) 2| = 0;Vz € X.

34



2.1. Stabilité pour les semi-groupes

4. Faiblement stable si

lim (S (t)x,2") =0;Voe € X, 2" € X"

t—o0

Proposition 11 Pour un Cy-semi-groupe (S(t)),~, dans un espace de Banach, les assertions

suivantes sont équivalentes

1. (S(t)),s¢ est uniformément exponentiellement stable.
2. (S(t));>o est uniformément stable.

3. 1l existe w > 0 tel que
tlim e 1S (t) z|| = 0;Vr € X,

Preuve 1l est clair que, (1) implique (2) et (3).
((2) = (1)) D’apres le définition (32)

et =71 (S(t) < [[SO), vt >0,
car wo = inf;>g 1 log [|S(¢)[| . Alors
1
wo >~ log 1S@)]; Vt>0,
donc
et <IS@); vt >0,

donc (2) entraire que wy < 0
wp := inf {w eER, }ir%e_“’t 1S(t)]] = O} :
donc Jw tel que wy < w < 0, tel que %in& e “"||S(t)]| = 0.0n choisit n = —w alors

lim e ||S(¢)|| = 0.

t—0

On obtient alors (1).
((3) = (1)) Si (3) est vérifice, alors (e S(t)),5, est fortement donc unifoemément, bornée

alors 45 > 0 tel que:
lemS@I <8 = e"[IS@HI <8
Qt —Qt ?
= e2 [|S()[| < fe 2
1,
qui implique lim; ., e2 ||S(¢)|| = 0. Donc (1). m
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2.2 Stabilité exponentielle

Théoréme 24 [5] Soit S(t) = et un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert. Alors S(t) est

exponentiellement stable st et seulement si

sup{Re(A\); A€ p(A)} <0, (2.1)
et
sup H()\] A)” H < 00. (2.2)
Re(A\)>0
Théoréme 25 [5] Soit S(t) = e un Cy-semi-groupe des contractions sur un espace de Hilbert.

Alors S(t) est exponentiallement stable si et selement si

p(A) 2 {ip,B € R} =R, (2.3)
et
\Blllm (i8I — A)~ || < 00. (2.4)

Dans la suite, on donne la preuve de I’équivalence de ces deux théoréme a condition que S(t) =

e? est un Cy-semigroupe des contractions sur espace de Hilbert.

Preuve D’abord, nous prouvons que (2.1) et (2.2) impliquent (2.3) et (2.4). Supposons que
sup{Re (A\); A € (4)} <0,

alors VA € C,si ReA>0ona A ¢ o(A). Par suite iR C (A), donc (2.1) entraine (2.3).
Si
sup ||(A] — A)_1H < 00.

Re(A\)>0
Alors
|(ikI — A)7H|| < sup [[((M—A)' | <oo VE>|8|.
Re())>0
Donc

sup H (tkl — A)~ H< sup H(/\I A)” ||<oo
k>8] Re(A\)>0

inf (sup H (tkl — A)~ ||>
18]\ k>3]

lim Hzﬁ[ A)” ||<oo

|8]—00

ce qui implique que
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2.2. Stabilité exponentielle

Alors (2.2) entraine (2.4) .
Ensuite, montrer que (2.3) et (2.4) implique (2.1) et (2.2) a condition que ||S(¢)|| < 1. D’aprés

la remarque (7), ’ensemble résolvant p(A) de A contient le demi-plan ouvert droit, i.e
{AN:ReA >0} Cp(A)),

avec

1
M-—A) < =—
-7 < =
Ceci implique que pour tout dy < 0 donné, quand Re A > |dy|, nous avons
1 1
M —A)” )
Jor -7 < gy < iy
Alors
1
sup || (M —A)” H < (2.5)
Re A> |00
Puis, montrons qu’il existe oy < 0 avec |og| étant suffisamment petite tel que
g(A) C{\,ReX <op}.
On pose A = u + v,
M —A=ul +ivl — A= (ivl — A) (u(z’v]—A)_l—I—]).
D’aprés (2.3) ivl — A est inversible et pour |u| suffisamment petit, par Théoréme (7)
w(ivl — A+ T
est inversible.
Ainsi (2.3) implique
d(A) C{\,ReX <0y <0},
avec |og| suffisammaent petit, par conséquent
0o(A) C{Re A, A € 0(A4) <09 <0},
et pour Re A < |dy| < (M —A)” H < 2M, car d’aprés (2.4)
supH (ivl — A)” || < M,
y 1
et on choisit |u| < —— d’abord, on a
2M
|z = A7 = |[Gur = 47 (utiot — 4+ 1) (2.6)

< ||(ivl — A)~ |||| (vl — A)~ —I—I)*IH
§M||uw[—A) +D)7Y|,
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2.2. Stabilité exponentielle

avec
1

< < .
SN = Gl =) ]

Alors

oo — )7 < Jul (0T — )7 < grM <1

Donc par Théoreéme (7) u(ivl — A™') + I est inversible et I'inverse est donnée par

1

(u(ivi — A"+ 1) =

NE

(u(ivl — A",

3
Il
o

Donc

(u(ivl — A)~H)"

WE

H (u(ivl — A4 ])ﬂH =

i
o

NE

[ (utiol = )"

3
I
o

Pﬂg

[ (utiv = A"

i
o

T

< lim

1 — [[(u(iv] — A)7H["

= oo 1— |[(u(ivl — A~V

Comme ||(u(ivl — A)™Y)|| < 1. Alors

1= [[(u(iv = A)7HI" 1

lim

n=oo 1—|[|(u(iv] — A 1= ||(uiv — A)~H)|

Donc
1

< - .
— 1= [[(u(ivl = A)7)]]
Comme |[|(iv] — A)7'|| < M, et |u| < 537. On obtient

-1

’Mwwf—Ay4+U

H (u(ivl — A)~" + I)le < 2.

(2.7)

On somme (2.6) et (2.7), on obtient ||(A — A)7'|| < 2M. En combinant ceci avec (2.5), (2.2)

se résullte. m

Théoréme 26 [5] Soit S(t) = e un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert. supposons que

p(A) 2{iB,BEeR} =
Alors, A est analytique si et seulement si

lim H (ipI — A) 1||<c>o

|8]—00
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2.2. Stabilité exponentielle

Preuve

(<= ) D’aprés (2.9), il existe une constante positive M telle que pour tout 5 € R, on a
18 (GBI — A)7H| < M. (2.10)

Supposons que 1’ensemble {)\ D= “;n—M’\l < ReA < 0} , est également comprend dans p(A).

On pose A = a + i3, avec —% < a <0. Il est evident que :

M —A=(a+iB) ] —A=al+ (Bl — A) = (iBI — A) (a (iBI — A" +1).

D’aprés (2.10) ¢8I — A est inversible et pour |«| est suffisamment petit, par (2.10) le Théoréme
de lapplication contraction (4) a (i3I — A)™" + I, est inversible.

Ainsi (e +i3) I — A, Est inversible et

—

[((a+iB) T — A)7Y|| = H i — A) " (a(iBI — A + 1)*1“ (2.11)

< |81 = 47| || (@GBT = )+ 1)

—~

HB il — A)” ||||azﬁ[ A)” +1H

|

loasr a7 [

<o Jatiar - ay]

Avec C = /(4M? +1).
(=) Par le Corollaire (5), pour tout n > 0 et z € D(A?), on a
sty = 7T T — Ay (2.12)
r=— e - x :
20 Jy oo ’
et pour tout o > 0, I'intégrale converge uniformément en ¢ pour ¢ € {(5, 51 )

Pour tout y € H, nous avons

1

n+ip
= — 1 M — A) ) 1
SO =5 tm [ (@07 ) ) i (213)
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1

Soit 0, et 03 deux angles tels que tan (6;) = —5;7,

3T .
avec 5 <0 <m, T<0y< - Considérons

la courbe fermée dans le plan complexe A : I' =T Uy Uy UT'3 U Ty, avec

Fo={A:Red=1n —p<ImA<j3},

8
'y = | = ——< <
1 {)\ m\= [, 2M_Re)\_77,
, C
Fg—{)\:)\—pewl, Oﬁpﬁﬁ}a

IN
IA

<l

Psz{A:AIPe”% 0<p Cﬁ},

p
=N = — - < <nb.
Iy {/\ Im A\ s, 2M_Re)\_n
Puisque (e)‘t (A — A)_1 ,y) est analytique en
|Tm A|

Par le Théoréme de Cauchy (4) dans la théorie des fonctions analytiques, on a

n+i8 n
/+ (eM (N —A) " a,y) dA:/ 18] (TN +ip) I — A) " a,y) db
! oM

;lg 7
+ /‘m (e(‘sﬂﬁ)t (6 +iB) I — A) "z, y) do
e
c sl
+ e / 2M (epewlt (pewl] — A)_1 I,Q) dp
0
2
gl
+ e / 2M <epew2t (pew?I - A)fl x,y) dp
0
P

4

=10+ 1)+ I + I},

Comme S(t) est un semi-groupe de contraction, par corllaire (4), pour A & ReA > 0, on a

|(AT = A7 < ﬁ (2.14)
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Sommons (2.11) et (2.14), on obtient

‘If = /n‘ﬂ (e +iB) T — A) ' a,y) dé
/|5| |(eF (6 +4B) I — A) "z, y)| ds
2M
< —/ 18| eds ||e|| ||yl — 0, si B — +oo.

2M
Le méme argument aboutit également a )[g ‘ — 0, comme [ — +00.

Par (2.11), nous avons

B

1
1] <0 [PV ety o . (2.15)
0

Il suit quand  — +o0, I:f converge vers
- Foo 0 : -1
I; = ¢ / (e”e " (pe™ I — A) x,y) dp.
0
Le méme argument donne aussi /. f converge Vers

+m 7 . —
I4 — ei@g / <€p6192t (pe’LelI o A) 1 :L‘, y) dp
0

1
Ces intégrales convergent uniformément pour ¢ € |:7', —} . Ainsi, nous avons

T

(St)z,y) = I3+ 1y, Vt>0.
Il est facile de voir que I3 et I sont différentiables par rapport a ¢ pour ¢ > 0. Nous avons
' i0 e 014 0 -1
(S'(t)x,y) =€ 1/ (e’)e (pe”'1 — A) a:,y) dp
0

+w ] . f—
+ 6292/ (epe“th (pezezj _ A) 1 x’y> dp
0

Donc
/ e t cos 0 i t cos 0 &
<0 ([ e=tapr [ ermtap) falll = Llalll. (210
0 0
Avec C = % — 605%2) Puisque y est un élément arbitraire et D (A?) est dense dans H, il
s’en suit de la forme (2.16) et 'argument de densite que
Ch
15" OI = 1450 < == > 0.

Et du Théoreme Hillo-Yosida (19) que S(t) est analytique. m
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Application a un systémes

thermoélastiques linéaires

Dans ce chapitre, nous avons d’abord formulé le probléeme de Cauchy associé & un systéme
thermoélastique linéaire unidimensionnel. Considérons une barre thermoélastique homogéne
linéaire de longueur [ avec une densité unitaire. Soit w(z,t) le déplacement transversale et
O(x,t) la différence de température par rapport a la température de référence a la poistion
x et a l'instant t,réspectivement. Alors u et 6 satisfont au systéme thermoélastique linéaire

unidimensionnel suivant

Uy — AUy + Y0, = 0, 10,1 x ]0, +o0], (3.1)
coby + Yug — kO =0, ]0,1] X ]0, 4+00[, (3.2)
uli=o = uo(x), Uli=o = ur(z), Oli=0 = bo(7), (3.3)
u(0,t) = u(l,t) = 0(0,t) =0(l,t) =0, t>0, (3.4)

ou a, 7, ¢o et k sont des coefficients (supposés constants) avec a > 0, ¢g > 0, b # 0. On

s’intérésse aux conditions aux limites suivantes & = 0 ou [:

u=0, §=0.

3.1 Existence et unicité

Pour étudier le probléme (3.1) — (3.3) et (3.4) par la théorie du semi-groupe, nous introduisons

la nouvelle variable:



3.1. Existence et unicité

Alors le probléme (3.1) — (3.3) et (3.4) est réduit au probleme de Cauchy abstrait suivant:

d
T )

dt . (3.5)
Yli=o = yo = (uo,u1,6p)" -
Avec
u
Y= v )
0
et
0 1 0
A=\| D> 0 —~D (3.6)
0 —D kD?
tel que
) o
D' = —
O’
ou I est I'opérateur identité.
Soit = (0,1) et
H=H; (Q) x L*(Q) x L*(Q). (3.7)
On le munit du produit scalaire :
(y1,2) = (Duy, Dug) + (v1,v2) + (01, 02)
oty = (uy,v1,01)" , yo = (us,v2,05)" € M.
La norme de H correspondant est donnée par
1
lylly = (IDull® + [[ol* + 1161%) 2 , (3.8)
ol ||.|| est la norme L? dans .
Le domaine de 'opérateur A:
D(A) = [(H*n HY) x HE x (H*n HY)]?. (3.9)

L’opérateur A est un opérateur & demaine dans dense dans H.
On définie I’énergie du systéme (3.1)-(3.2) par

1 [
E(t) = 3 / (uf + au? + cf?) da.
0

Théoréme 27 Pour tout yo = (ug,vo,6p) € H le probléme (3.5) admet une solution unique
y = (u,v,0) satisfaisant
(u,v,0) € C([0,00[, H).

De plus, siyo € D (A) alors la solution satisfait

y € C*([0,00[,H) N C ([0,00[, D (A)).
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Preuve

1. Montrons que A est un opérateur dissipatif.

0 I 0 U
Ay=1| D* 0 —+D v
0 —~D kD2
v
= D?*u — D6

—yDv + kD?0
alors
(Ay,y)5 = (v, U>H3 + <D2u — 7D9>L2 + <—7Dv + k:D26’>L2 (3.10)

! ! !
= / (Dv.Du) dx + / (D*uv — yDO.v) dz + / (=vDv.0 + kD6.0) dx
0 0 0

! ! I ! I
:/ (Dv.Du) dx +/ (D*uw) do — 7/ (DO.v) dx — 7/ Dv.0dzx + k‘/ D?0.0dx
0 0 0 0 0
!
= [Du.v)y — v [v.0], + [D6.9], — k;/ D?*0dx
0
= —k||Dd|* < 0.
Donc A est un opérateur dissipatif.

2. Prouver que A génére un Cyp-semi groupe de contractions sur H. Par le Théoreme (22),

il reste a prouver que 0 € p(A). Soit F' = (fi, fa, f3)T € H, Considérons 1’équation

Ay =F, (3.11)
i.e
v=fi, (3.12)
D*u —yDO = f,, (3.13)
—yDv + kD0 = f;. (3.14)

On remplace (3.12) dans (3.14), il vient
kD?0 = fs +~Df, € L*. (3.15)
Il reste a prouver qu’il existe u satisfaisant
D*u — DO = fo =g, € L?, (3.16)
kD?0 = fs +~Df, = gy € L*. (3.17)
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3.1. Existence et unicité

On définit 'espace ¥ = H} (0,1) x Hg (0,1) . En multipliant les deux équations (3.16) et
(3.17) par des fonctions @ € C} (0,1), § € C§ (0,1) respectivement et on intégre sur [0, 1],

! ! !
/ D*u.tdx — *y/ DO.udx = / qrudz,
0 0 0

l l
k / D?0.0dx = / g-0dx, (3.18)
0 0

on obtient

ce qui implique que
I ! !
[Du.ilf) — / Du.Didz — ~ [0.4]), + 7/ 0.Dudx = / grudzx.
0 0 0
ey ! . b
k [Du.e] —k / DO.Dfdz — / g.0dz.
0 0 0

Donc . z z
—/ Du.Dudx —1—7/ 0.Dudx :/ grudzx, (3.19)
0 0 0

! l
—k / DO.DOdx = / g20dz, (3.20)
0 0

additionnons (3.19) a (3.20), on obtient

l l l l
/ Du.Diidz + k/ DO.Dédz — 7/ 0.Diidz — —/ <glﬂ + g29> dr.
0 0 0 0

Pour y := (u,0) et §j := (@,0) on définit sur ¥ une forme bilinéair a(.,.) et une forme

linéair L(.) par
! ! R l
a(y,q) :/ Du.D&dx—l—k:/ DH.D@dx—*y/ 0.Dudzx.
0 0 0

L(j) = — /Ol (glﬂ v gQé) dz.

On applique le Théoréme de Lax-Milgram (18), sur I'espace W pour la forme bilinéaire

a(y,y) et la forme linéaire L(7).

* Continuité de a(., .)

! ! !
la(y, 7)| = / Du.Dudx + k/ D6.Dodx — 7/ 0.Dudx
0 0 0

)

!
/ Du.Du + kDO.DO — ~0.Dudx
0
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3.1. Existence et unicité

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz (1), on obtient

la(y, 7))
< [Dull 2 1Dl > + K || DO 2

< max (59 (g 1 + 161
< max (1) (g 1+ 161

< 21 (Il + 105) (1 +
< P lylly I

Donc af.,.) est continue.

** Coercivite de a(., .)

D[+ 11D0] 2 1l

d

iy 100y I+ 0

ol ] el

i)

q 0 1~1\m
o 100y 1l

Hé)

I ! I
a(y,y) :/0 Du.Duda:+k/0 DG.DGda:—fy/O 0.Dudx

en utilisant 'inégalité de Young (2), on aura

I o [ , I
/ 0.Dudx < —/ (Du)” dx + —/ 0%dz,
0 2 Jo 2 Jo

I I ) -
—/ 0.Dudx > ——/ (Du) dx——/ 0*dax.
0 2 Jo 2 Jo

I ! I !
a(y,y) > / (Du)? dz + k/ (DO)* dx — E/ (Du)? dz + = / 0*dx
0 0 2 Jo 2 Jo
l I !
> (1 - 7§> / (Du)? dz + k'/ (DO)? dx — fyf / 02dz.
27 Jo 0 2 Jo

donc

On a

On prend 1 — 7% =S, il résulte

l l l
a(y,y) = S/ (DU)QdSL’-i-k’/ (D9)2da:—7%/ 0%dx
0 0 0

l l
> S/ (Du)2da:+k:/ (D) da
0 0

!
> min (5, k)/
0

((Du)® + (D6)?) da.

Notons que fol (Du)? dz et fol (D)? dz définissent une norme sur H¢(0,1), on oura

a(y,y) > P ||yl -
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*** Continuité de L (.)

1L (9)] =

/Ol (glﬂ + g2é> dx

< lgall 2 Nall 2 + llg2ll 22

d

L2

< max (g1l lgall o) (1l + ]

<P (HauHé + 6] H01>

< By -

)

Donc L (.) est continue.

a(.,.) est bilinéaire, continue et coercive sur ¥, et L(.) est linéaire et continue sur
U. D’apres le Théoreme de Lax-Milgram (18), on conclut qu’il existe une solution
unique

(u,0)" € U = H} (0,1) x H}(0,1),
telle que
a(y,y) =L(g), VjeUv
Ce qui signifie que

ue Hy(0,1),v=fi € Hy(0,1),0 € Hy (0,1),

il reste & montrer que u, 0 € H2(0,1) .
En prenant
(a, é) = (4,0) € C1(0,1) x C'(0,1) C W,

dans (3.19) elle devient

l ! !
—/ Du.D&dx—i—’y/ H.Dﬂda:—/ qradz.
0 0 0

! I ! I
/ Du.Dudx = ’y/ 0.Dudx — / grudr = / (v0 — ¢1) udzx,
0 0 0 0

ce qui signifie que u, admet une dérivée faible dans L? (0,1), car (v — g1) € L?(0,1),

Alors

et on a
D*u= D (Du) = (0 — g1),
par suite Du € Hg (0,1) donc u € H?(0,1).
De la méme maniére si on prend <ﬁ, 0~> = (O, é) , on prouve que 6 € H?(0,1) .Donc,
3 (u,v,0)" € D (A) vérifiant Ay = F pour tout F € H, et 0 € p(A).
Le Théoreme de Hille-Yosida assure l'existence et I'unicité de la solution de (3.5),

cecl termine la démonstration.
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Lemme 3 Soit (u,0) est la solution du (3.1) — (3.2) alors lénergie E(t) vérifie

d l
—E({t)=—k | 0°d :
CE() /0 2z < 0

Preuve On multiplie (3.1) par u; et on intégre sur |0, [, il vient

! ! !
/ U dx — a/ UpgUrdx + 7/ 0, udx = 0.
0 0 0

Par intégration par partie, il découle

! l !
/ Uplledr — @ [uxut]é + a/ UgUgedr + 7/ O, udx = 0,
0 0 0

vuque u =0et 6 =0en 0 et [ donc

! ! 1
/ U U dT + a/ UpUgrdx + 7/ O, updx = 0,
0 0 0

1d [ ad [ :
iﬂ/o ufdx—I—zd— i uid:p—i—y/o 0 urdr =0 (3.21)

On multiplie (3.2) par 6 et on inteégre sur [0, (], il vient

! 1 1
CO/ Qté’dx+7/ Uy Odx — k/ 0,.0dxr = 0.
0 0 0
Ce qui implique que

l
co / 0,0dx + ~ [u,]}, —
0

et par suite

l
wbpdz — k[0,6]) + k / 0,0,dz =0,

vuque u =0et 6 =0en 0 et [, donc

l
0
1 1 1
/ 0,.0dx — / w0 dr + k’/ 0,0.dx = 0.
0 0

!
*dx — 2dz = 0. 22
5 dt/ 0%dx /Uthd$+k/0 fdx =0 (3.22)

Combinons (3.21) et (3.22), on obtient

1d (! ad |
2t ), urdx —|—§£ udx—i—’y/@utdx—i— /92d:1:— /utezdx‘i‘k’/g Ordz

1 l :
- _i / dex—ira/ Uidﬁ‘i‘co/ 0*da +k/ Ordz,
2dt 0 0 0 0

On obtient

on a alors
d 1 [ 2 2 2 l2
— |z uy + aug, + cob da:}z—k:/@xdx,
dtb/o“ of) 0
d L
—FE(t —k | 04dzx.
B0 =k [ o
D’ou
d
—F(t 0
dt () bl

alors le systéme (3.1)-(3.2) est dissipatif. m
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3.2. Stabilité exponentielle

3.2 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous prouvons que le semi-groupe S(t), généré par lopérateur A , est

exponentiellement stable.

Théoréme 28 [2] Le semi-groupe S(t), généré par l'opérateur A, définie dans (3.6) est expo-

nentiellement stable, c’est-a-dire, qu’il existe deux constantes positives M, « tel que

S]] < Me™". (3.23)

Preuve Nous utilisons maintenant le Théoréme (25) pour prouver notre résultat principal (28).

Nous prouvons d’abord (26). Cela comprend les étapes suivantes:

1. Puisque 0 € p(A), en utilisant le théoréme du point fixe pour une application contractante

(4) pour n’importe quel nombre réel 8 avec |8] < ||A7| ", Popérateur
iBI — A=A(iBA —1),
est inversible. De plus, ||(i8] — A) "] est continue dans l’mterva,lle}— JA T AT
2. Si
sup{H i8I — A)” || 18] < HAle_l} =M < oo,

N

alors pour |fy] < || A~ I'opérateur

iBI — A= (iBI — A) (I +i (B — Bo) (iBe] — A7),

est inversible si

||’L ﬁ ﬁo (Zﬁo[ .A H < 1,

ce qui donne

18 = Bol ||(iBo — A) M| < 1,
alors
1 1

1
En utilisant la définition de M on obtient, i3I — A est inversible pour |5 — 5y| < U

_1y-1
1|7 que nous le pouvons, alors

Il s’avére qu’en choisissant |3y comme pres de [|.A

{101 < a4 57 b o,
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3.2. Stabilité exponentielle

_ 1
car, i3] — A inversible pour |Bo| < A", et |8 — fBo| < 77 comme

18] = 1Boll < 18 = Pal,

alors )
1B = [Bol < ﬁ = |B] < — + |Bol

< AT
i TIATE

et ||(iB1 — A)7'|| est continue dans l'intervalle ]— LAY 4 L AT+ L] Alors,

le sous-ensemble
{iB, 18] < |wl} C p(A),

peut étre prolongé si

sup {]|G81 — A7, 18] < o]} < oo,

. Ainsi, il résulte de 'argument en (2) que si (26) n’est pas vrai, alorsily aw € R a

AT < ol < o0,
tels que
{iB : 18] <wl} € p(A),

et
sup{H(iBI—.A)_ln Bl < |w|} = 0.

Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite (3,) € R a 5, — w, |3,] < |w| et une suite

de vecteurs unitaires (y,) € D (A) avec
1
2 2 23
yallz, = (IDuall” + llvnll” + 16a17) * = 1,

tel que
||(Zﬁn] - A) ynHH — 0.

Comme n — oo, c-a-d
1Bpty — v, — 0 dans H&,

iBntn — D%y + DO, — 0  dans L2,

iBnbn — kD?0,, +yDv, — 0 dans LZ.

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Prenant le produit scalaire de (i3,I — A) y,, avec y,, en H et en prenant ensuite sa partie

réelle donne

Re ((i8nd — A) Yn, Yn)yy = k | D6,,||> — 0.

20
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Ce qui suit est de (3.27) et (3.28) et l'inégalité de Poincaré (2) que
kD%), — yDv, — 0 dans L* (3.29)
Intégrer (3.29) de 0 & = donne
kDO, — kDB, (0) — yv, (x) — 0 dans L. (3.30)
La combinaison de (3.30) avec (3.28) donne
kDO, (0) — yv, (r) — 0 dans L*. (3.31)

En ||yn|l,, et (3.25), nous obtenons que || Duv,|| est uniformément borné par rapport a n.
Ainsi, il résulte de (3.29) que ||D?@,,|| est uniformément borné. Par l'inégalité Gagliardo-

Nirenberg (3), on obtient que
|DO,, (0)] < || DO, < Ch ||D2«9HH% 1D6,||2 + Cy || DO, || — 0. (3.32)
La combinaison de (3.32) avec (3.31) donne
v, (x) — 0 dans L2 (3.33)

En prenant le produit scalaire de (3.26) avec u,, en L? et de 'intégration par parties aussi
donne
|Du,|| — 0 dans L2 (3.34)

Donc (3.28), (3.33) et (3.34) contredisent ||y, | ; = 1, et la preuve de (2.3) est compleéte.
La preuve sera donnée par 'argument de la contradiction.

Supposons (2.4) n’est pas vrai. Alors, il existe une suite 3, avec |8, — 400 et une
suite de vecteurs unitaires (y,). De plus, nous avons (3.28). la preuve restante est plus
délicate que celle en (3) parce que (3, — oo maintenant. En divisant (3.27) par /3, et en

utilisant I'inégalité poincaré (2), on obtient

kD20, — vDwv,

5 — 0 dans L* (3.35)
En divisant (3.25) par 3, et en utilisant (3.35), on obtient
kD30,
—iyDu, — 0 dans L*. (3.36)
2
Depuis ||Du,| < 1, (3.36) signifie que 3 “1| est limité. En prenant le produit de
(3.36) a Du,, sur L? donne
kD29,
< 3 ,Dun> — iy || Duy||* — 0. (3.37)
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Par l'intégration par parties, nous avons

kD0 ) kD@, Du kD@, Du (k:D@ )
=" Dy, | = a2 e " D%u, . 3.38
( Bn BTL x=l ﬁn =0 Bn ( )

En divisant (3.26) par (3, en utilisant (3.28) et le fait que ||v,|| < 1, nous déduisons que

H 5 Un 1l est bornée. ainsi, il suit a partir de (3.28) et 'inégalité de Cauchy-Schwartz (1)
que

kD@,

( 5 ,Dzun) — 0. (3.39)

Par l'inégalité de Galiardo-Nirenberg (3), nous avons

1
Do, L D262 1Dy
— | < C D6, AV (3.40)
n = D2 n 2 D n
H Dun | < puy )t 122 ” Lo, 1Pu ” <c, (3.41)
et (3.41) que
kDO, Duy, D00 || 10 HDunHLOO
PO ZUn < (3.42)
H 6” Lo V |5n V |Bn
En combinant (3.37) avec (3.39)
[ Dun || — 0. (3.43)
Donc par (3.23), on a
D, 9
5 — 0 dans L~ (3.44)

En prenant le produit intérieur de (3.24) avec v,, sur L? et en divisant le résultat par 3,,

nous abtenons cela

D
illuall? + (Dun, B””) 0. (3.45)

Par conséquent, (3.43) et (3.45), nous abtenons cela
v, — 0 dans L. (3.46)

Ainsi, (3.46), (3.28) et (3.43) contredisent [|yy||,, = 1. La preuve du Théoréme (28) est

terminée.
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Résumé

Ce mémoire s’intérésse a présenter une nouvelle méthode pour prouver la stabilité et 'analyticité
exponentielle d'un Cy-semi-groupes de contractions dans un espace de Hilbert. Ce qu’on a
présenté dans ce travail est un sysnthése de I'investissement de certains auteurs au cours de ces
derniéres années. L’esprit de cette méthode est de combiner un théoréme par Huang [4] dans
la théorie du semi-groupe avec un resultat obtenu dans [9]. Certes, cette approchee est trés
différente de certaines autres méthodes dans la littérature, telles que la méthode de 1’énergie
classique, et la méthode d’estimation directe du spectre. Nous espérons que le lecteur trouvera

que cette méthode est puissante et simple.

Mots clés: Systéme dissipatif, Hille-Yosida, Lumer-Phillips, Cy-semigroupes, Thermoélastic-

ité.

Abstract

This paper intends to present a new method to prove the stability and exponential analyticity
of a Cp-semi-groups of contractions in a Hilbert space. What has been presented in this work
is the investigation of certain authors in recent years. Theoretically, this method consists to
combine a theorem by Huang [4] in the semigroup theory with a result obtained in [9]. This
approach is, of course, very different from some other methods in the literature, such as the
classical energy method and the direct spectrum estimation method. We hope that the reader

will find that this method is powerful and simple.

Key words: Dissipative system, Hille-Yosida, Lumer-Phillips, Cy-semigroup, Thermoelastic-

ity.
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