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Notations

N L�ensemble des entiers naturels.

N� = N� f0g L�ensemble des entiers naturels supérieurs strictement à zéro.

� (�) La fonction de Gamma.

� (p; q) La fonction de Bêta.

[�] La partie entière de �.

D(A) Domaine de dé�nition de l�opérateur A.

C (J;D (A)) L�espace des fonctions continue a valeur dans D (A) .

C (J;E) L�espace des fonctions continue a valeur dans E.

L(E) L�espace des opérateurs linéaires continue sur E.

B (E) L�ensemble des opérateurs linéaire borné sur E.

Id L�opérateur identité.

�(A) L�ensemble résolvant de l�opérateure A:

�(A) Le spectre de l�opérateur A:

R(:; A) L�opérateur résolvante de A:
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Introduction

En mathématique, l�analyse fractionnaire constitue une branche très importante de l�analyse

fonctionnelle. Elle étudie la possibilité qu�un opérateur di¤érentiel puisse être élevé à un ordre

non entier. Du point de vue historique, l�histoire commence en 1695 avec le mathématicien

G. M. Hôpital (1661-1704) qui demandé à G. W. Leibniz (1646-1716) la signi�cation de la

dérivée :
dn

dxn
;

pour

n = 1=2:

Et en 1819 que le mathématicien de S. Lacroix (1765-1843) a mentionné pour la première

fois le principe de la dérivée fractionnaire pour la fonction

f (x) = xp:

En suite, le mathématicienN. Abel (1802-1829) qui découvre la première application du calcul

fractionnaire, par la suite cette théorie a été enrichit par J. Liouville (1809-1882).

Il faut dire que c�est J. Liouville en 1832 et G. F. Riemann (1816-1866) en 1847 qui ont

mis le point sur cette nouvelle discipline. En suite on assiste à une émancipation d�une nouvelle

spécialité, celle de l�analyse fractionnaire avec L. Euler (1707-1783), J. Fourier (1768-1830),

J. Hadamard (1865-1963) sans oublié surement les travaux remarquables du mathématicien

italienM. Caputo en 1967.

L�étude de l�équation di¤érentielle fractionnaire est devenue une branche classique dans les

dernières années. Dans cette direction et dans le soucie de donner une étude uni�ée d�une

classe de plusieurs équations di¤érentielles fractionnaires, les mathématiciens se trouvent dans

l�obligation de combiner la théorie des opérateurs avec celle du calcul fractionnaire, cette nou-

velle approche se nomme "équation di¤érentielle fractionnaire abstraite".

Dans ce sens là, on s�est focaliser à faire la synthèse d�un travail qui considère l�une des con-

tributions les plus importantes dans ce domaine. Il s�agit du travail de Emilia Grigorova

Bajlekova publiée en 2001.

Ce travail a été divisé en trois chapitres
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1. Le premier chapitre est consacré aux dé�nitions et notations qui seront utiles dans la suite

de notre travail.

2. Le deuxième chapitre est consacré pour donner une introduction à l�analyse fractionnaire.

3. Le troisième chapitre sera consacré à l�étude d�une équation di¤érentielle à coe¢ cient

opérateur linéaire.

2
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Préliminaires et notions de base

d�analyse fonctionnelle

1.1 Rappel sur quelques espaces fonctionnels

Soient (E; k:kE) un espace de Banach complexe et J = (0; T ) avec T > 0; pouvant être �ni ou
in�ni.

1.1.1 Les espaces Lp

Dé�nition 1 Pour 1 � p <1; on de�nit l�espace Lp (J;E) par :

Lp (J;E) =

8<:f : J ! E; mesurable tel que
Z
J

kf(t)kpE dt <1

9=; ;
Remarque 1 Cette intégrale est une intégrale aux sens de Bochner.

Dé�nition 2 L�espace L1 (J;E) est dé�ni par :

L1 (J;E) =

�
f : J ! E; mesurable tel que sup

t2J
kf(t)kE <1

�
:

Remarque 2 On rappelle que l�espace Lp (J;E) est un espace de Banach avec la norme

kfkLp(J;E) =
�Z

J

kf (t)kpE dt
� 1

p

:

et l�espace L1 (J;E) est un espace de Banach aussi avec la norme

kfkL1(J;E) = sup
t2J
kf(t)kE :

3



1.1. Rappel sur quelques espaces fonctionnels

1.1.2 Le produit de convolution

Dans la suite de ce travail, on aura besoin d�introduire le produit de convolution dé�ni par

Dé�nition 3 Soient f 2 L1 (J;E) et g 2 L1 (J;E). Le produit de convolution de deux fonctions
f et g est dé�ni par :

(g � f) (t) =
Z t

0

g(t� s)f(s)ds:

Ci-dessous quelques propriétés de ce produit

Proposition 1 Soient f 2 L1 (J;E) et g 2 L1 (J;E) : Alors, le prodouit g � f est

1. commutatif

(f � g) (t) = (g � f) (t) :

2. distributife

[�f (t) + �g (t)] � h (t) = � (f � h) (t) + � (g � h) (t) ;

avec �; � 2 R:

3. assosiatife

[(f � g) � h] (t) = [f � (g � h)] (t) :

Preuve. Voir [3]

1.1.3 Les espaces Sobolev Wm;p

Dé�nition 4 Soient 1 � p <1 et m 2 N; l�espace de Sobolev est dé�ni par

Wm;p (J;E)

=

(
f 2 Lp (J;E) telle que f (t) =

m�1X
k=0

f (k) (0) gk+1 (t) +
�
gm � f (m)

�
(t)

)
;

avec

gm (t) =
tm�1

� (m)
;

et on a

Wm;p
0 (J;E) =

�
f 2 Wm;p (J;E) tel que f (k) (0) = 0; pour k < m

	
:
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1.2. Les semi-groupes d�opérateurs linéaires

1.2 Les semi-groupes d�opérateurs linéaires

La théorie des semi-groupe d�opérateurs linéaires est l�épine dorsale de la théorie des équations

di¤erentielles abstraites, pour la commodité du lecteur, on donnera ici quelques notions et

de�nitions de bases. Donc on considère un opérateur linéaire A de domaine D (A) dans un

espace de banach complexe E
A : D(A) � E ! E;

u 7! Au:

L�ensemble

�(A) =
�
� 2 C : (A� �Id)�1 2 L(E)

	
;

est l�ensemble résolvant de l�opérateur A; et l�ensemble

� (A) = Cr �(A);

représente le spectre de A:

Dé�nition 5 Une famille fS (t) ; 0 6 t <1; g d�opérateurs linéaires bornés de E dans E est

un semi-groupe d�opérateurs linéaires si :

1. S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) pour t1 > 0 et t2 > 0:

2. S(0) = IdE:

Dé�nition 6 On appelle générateur in�nitésimal du semi-groupe (S(t))t�0, l�opérateur A dé�ni

par :

Ax = lim
t!0+

S (t)x� x
t

; pour x 2 D (A) ;

sur le domaine

D(A) =

�
x 2 E : lim

t!0+
S (t)x� x

t
existe

�
:

Théorème 1 Un opérateur linéaire A est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe unifor-

mément continu si et seulement si A est borné.

Preuve. Pour la démonstration voir [2], page (2).

On donnera par la suite une dé�nition de certains type de semi-groupe qui a un rôle très

important dans la théorie des équations abstraites

Dé�nition 7 On dit qu�un semi-groupe (S(t))t>0 ; d
�opérateurs linéaires bornés est fortement

continu si :

lim
t!0+

S(t)x = x; pour tout x 2 E:

On dit aussi que (S(t))t>0 est un C0-semigroupe.

5



1.2. Les semi-groupes d�opérateurs linéaires

Corollaire 1 Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu (S(t))t�0
sur E, alors D(A) est dense dans E et A est un opérateur fermé.

Preuve. Pour la démonstration voir [2], page (5).

Dé�nition 8 Soit le secteur � = fz 2 C : �1 < arg z < �2 avec �1; �2 2 (0; �)g ; pour z 2 �: La
famille (S(z))z2� est dite semi-groupe analytique si :

1. S(0) = IdE. Pour 0 2 �:

2. S(z1 + z2) = S(z1)S(z2), Pour tout z1; z2 2 �:

3. lim
z!0; z2�

S(z)x = x; Pour tout x 2 E:

4. z ! S(z) est analytique sur �.

6
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Quelques éléments du calcul

fractionnaire

Ce chapitre est principalement consacrer à donner un bref rappel sur le calcul fractionnaire.

Pour cette raison, on aura besoin d�introduire la fonction g� dé�nie sur l�intervalle J = (0; T )

par :

g�(t) =
1

� (�)
t��1;

où � est un réel (ou complexe) convenablement choisi.

Proposition 2 Soient � et � deux nombres complexes avec Re� > 0 et Re � > 0: Alors

(g� � g�) (t) = g�+�(t):

Pour Re� � m; on a �
d

dt

�(m)
g�(t) = g��m(t):

Preuve.

1. Soit �; � 2 C; tels que Re� > 0 et Re � > 0, on a

(g� � g�) (t) =
tZ
0

g�(t� s)g�(s)ds

=
1

� (�)

1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1s��1ds;

7



2.1. Intégrale de Riemann-Liouville

en utilisant le changement de variable � =
s

t
; on obtient

(g� � g�) (t) =
1

� (�) � (�)

1Z
0

t��1(1� �)��1t��1���1td�

=
1

� (�) � (�)
t�+��1�(�; �)

=
1

� (�+ �)
t�+��1

= g�+�(t):

2. Soit Re� � m; on a �
d

dt

�(m)
g�(t) =

�
d

dt

�(m)�
1

� (�)
t��1

�
=

� (�)

� (�) � (��m)t
��m�1

=
1

� (��m)t
��m�1

= g��m(t):

2.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Dé�nition 9 Soit f : J ! E une fonction intégrable au sens de Bochner, on appelle intégrale

de Riemann-Liouville de la fonction f l�intégrale suivante

(I�f) (t) = (g� � f) (t)

=
1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1f(s)ds;

avec Re� > 0:

Remarque 3 On pose que

lim
�!0+

(I�f) (t) = f (t) ;

avec f : J ! E une fonction intégrable au sens de Bochner.

Proposition 3 Soit la fonction f 2 L1(J;E): Alors

8



2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

1. Pour � et � complexes telle que Re� > 0 et Re � > 0; on a

I�
�
I�f
�
(t) = (I�+�f)(t):

2. Pour tout k = 0; 1; :::;m� 1; et Re� 2 (m� 1;m), on a�
d

dt

�k
(I�f) (t) =

�
I��kf

�
(t) ;

Preuve. on a

1. Soient �; � 2 C; telle que Re� > 0 et Re � > 0; on a

I�
�
I�f
�
(t) = g� � (g� � f) (t)

= (g� � g�) � f (t)

= g�+� � f (t)

= (I�+�f)(t);

car

g� � f 2 L1(J;E);

aussi.

2. Pour k = 0; 1; :::m� 1; on a Re (�)� k > 0;

dk

dtk
(I�f) (t) =

�
d

dt

�k
(g� � f) (t)

=

�
dk

dtk
g�

�
� f (t)

= g��k � f (t)

=
�
I��kf

�
(t) :

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Dé�nition 10 Soient f 2 L1 (J;E) et � 2 (m� 1;m) avec m 2 N�; on suppose que

gm�� � f 2 Wm;1 (J;E) :

On appelle dérivée d�ordre � au sens de Riemann-Liouville la fonction dé�nie par�
RLD�f

�
(t) =

�
d

dt

�m ��
Im��f

�
(t)
�

=

�
d

dt

�m
(gm�� � f) (t) :

9



2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Théorème 2 Soit � 2 (m� 1;m) ; pour toute fonction f 2 L1 (J;E) ; on a

1.
RLD�I�f = f:

2.

(I�D�f) (t) = f (t)�
m�1X
k=0

(gm�� � f)(k) (0) g�+k+1�m (t) : (2.1)

3. Si

gm�� � f 2 Wm;1
0 (J;E) ;

alors

(I�D�f) (t) = f (t) :

4. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�une constante est non nulle.

Preuve. Soient f 2 L1 (J;E) et � 2 (m� 1;m) ; alors,

1. on a

gm � f 2 Wm;1
0 (J;E) ;

alors

RLD�I�f =

�
d

dt

�m
gm�� � (g� � f) (t)

=

�
d

dt

�m
(gm�� � g�) � f(t)

=

�
d

dt

�m
(gm � f) (t)

=

�
d

dt

�m
(Imf) (t)

= f (t) :

2. On sait que si

(gm�� � f) (t) 2 Wm;1 (J;E) ;

alors

(gm�� � f) (t) =
m�1X
k=0

(gm�� � f)(k) (0) gk+1 (t) +
�
gm � (gm�� � f)(m)

�
(t)

=

m�1X
k=0

(gm�� � f)(k) (0) gk+1 (t) +

0B@gm � g�� � f| {z }
'(t)

1CA (t) ; (*)

10



2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

si on dérive l�équation (p) m-fois on obtient

Dm (gm�� � f) (t)| {z }
RLD�

= ' (t) ;

et par la deuxième composition par I�; on donne

I� � RLD�f (t) = (g� � ') (t) ;

d�autre part, si on composition (p) par I�; on obtient

g� � (gm�� � f) (t) =
m�1X
k=0

(gm�� � f)(k) (0) g�+k+1 (t) + (g�+m � ') (t) ;

on suite si on dérive m-fois on donne

f (t) =
m�1X
k=0

(gm�� � f)(k) (0) g�+k+1�m (t) + (g� � ') (t) ;

et par suite on conclut que

�
RLI� �RL D�f

�
(t) = f (t)�

m�1X
k=0

(gm�� � f)(k) (0) g�+k+1�m (t) :

3. Ce qui précède, on a

(I�D�f) (t) = f (t) +
m�1X
k=0

(gm�� � f)(k) (0) g�+k+1�m (t) ;

comme

gm�� � f 2 Wm;1
0 (J;E) ;

alors

(gm�� � f)(k) (0) = 0;

pour tout k � m� 1; donc �
RLI�D�f

�
(t) = f (t) :

4. Soit f (t) = cte; alors

RLD�f(t) = Dm (gm�� � f)

= Dm

�
c

� (m� �)

Z t

0

(t� s)m���1 ds
�

= Dm c

� (m� �+ 1)t
m��

=
c

� (��+ 1)t
��

= cg1�� (t)

6= 0:

11



2.3. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 11 Soient f 2 Cm (J) ; et � 2 (m� 1;m) avec m 2 N�; on appelle dérivée d�ordre
� au sens de Caputo de f la fonction dé�nie par :�

CD�f
�
(t) =

�
gm�� � f (m)

�
(t)

=
1

� (m� �)

tZ
0

(t� s)m���1f (m)(s)ds:

Proposition 4 on a

1. Pour � 2 (m� 1;m) et � 2 R=N avec � � �; on a

RLD�g� =
C D�g� = g���:

2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�une constante est nulle.

Preuve. On a

1. Soit � 2 (m� 1;m) et � � �; on a

RLD�g� = D
m (gm�� � g�) (t)

= Dm (gm��+�) (t)

= (g���) (t) :

D�autre part on a

CD�g� = (gm�� �Dmg�) (t)

= (gm�� � g��m) (t)

= g���:

2. Est évident.

Proposition 5 Soit m� 1 < � < m avec m 2 N�; on a les proprietes suiventes

1. Soit f 2 L1 (J;E) ; on a �
CD� � I�f

�
(t) = f (t) : (2.2)

12



2.3. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2. Soit f 2 Cm (J;E) ; on a

I� �C D�f (t) = f (t)�
m�1X
k=0

f (k) (0) gk+1 (t) : (2.3)

3. Soit f 2 Wm;1 (J;E) ; on a

CD�f (t) =RL D�

 
f (t)�

m�1X
k=0

f (k) (0) gk+1 (t)

!
: (2.4)

4. Si f 2 Wm;1
0 (J;E) ; on a

CD�f (t) =RL D�f (t) :

Preuve. Soit m� 1 < � < m avec m 2 N�; alors

1. Soit f 2 L1 (J;E) ; on a
CD� � I�f (t) = Im�� �Dm (g� � f) (t)

= gm�� � (g��m � f) (t)

= (g0 � f) (t)

= I0 (f) (t)

= f (t) :

2. Soit f 2 Cm (J;E) ; alors

I� �C D�f (t) = I�
�
Im��f (m)

�
(t)

=
�
g� � gm�� � f (m)

�
(t)

=
�
gm � f (m)

�
(t)

= Imf (m) (t)

= f (t)�
m�1X
k=0

f (k) (0) gk+1 (t) :

3. Ce qui précède, on a

I� �C D�f (t) = f (t)�
m�1X
k=0

f (k) (0) gk+1 (t) ;

on compose par RLD�; on obtient

RLD� � I�| {z }
Id

�C D� (f) (t) =RL D�

 
f (t)�

m�1X
k=0

f (k) (0) gk+1 (t)

!
:

4. Si f 2 Wm;1
0 (J;E) ; alors f (k) (0) = 0; pour k � m� 1; donc

CD�f (t) =RL D�f (t) :

13



2.4. Les fonction de Mittag-Le�er

2.4 Les fonction de Mittag-Le�er

Dé�nition 12 La fonction de Mittag-Le�er à deux paramètres joue un rôle très important dans

la théorie de EDF cette fonction est bien dé�nie par :

E�;�(z) =
1X
k=0

zk

�(�k + �)
; z 2 C;

telle que et � > 0 et � 2 C:

Remarque 4 Dans la littérature E�;1(z) est notée par E�(z):

Exemple 1 On a

1. E1 (z; 1) = ez; E1 (z; 2) =
ez � 1
z

:

2. E 1
2
(z; 2) =

sh
p
zp
z
; E 1

2
(z; 1) = ch

p
z:

Preuve. Voir [4].

Proposition 6 Soit 0 < � < 2 et � > 0; on a le développement asymptotique suivant quand

jzj ! +1;

1. Si jArg (z)j � 1
2
��; alors

E�;�(z) '
1

�
z
(1��)
� exp

0@z 1�
1A+ "

�;�
(z): (2.5)

2. Si jArg (�z)j <
�
1� 1

2
�
�
�; alors

E�;�(z) = "�;�(z);

avec

"
�;�
(z) = �

N�1X
n=1

z�n

� (� � �n) +O
�
jzj�N

�
; z !1:

Preuve. Voir [4].

14



2.5. La transformée de Laplace

2.5 La transformée de Laplace

Dé�nition 13 Soit f une fonction continue et exponentiellement bornée, c�est-à-dire il existe

deux constantes positives M � 1 et ! � 0; telles que

kf (t)k �Me!t; t � 0:

Alors, la fonction

F (p) = L (f) (p) =
+1Z
0

e�ptf (t) dt; Re p > 0;

est appelée la transformé de Laplace de la fonction f .

On désigne par L�1 (:) la transformée de Laplace inverse de la fonction f .

Proposition 7 La transformée de Laplace possède les proprietés suivantes :

1. La linéarité

L (�f + g) (p) = �L (f) (p) + L (g) (p) :

2. La translation

f� (t) = f (t� �) ;

alors

L (f�) (p) = e��pL (f) (p) :

3. La dérivée

L
�
f (n)

�
(p) = pnL (f) (p)�

nX
k=1

pk�1f (n�k) (0) : (2.6)

4. Le produit de convolution

L (f � g) (p) = L (f) (p)L (g) (p) : (2.7)

Preuve. Voir [4].

2.6 La transformée de la Laplace de la dérivée fraction-

naire

Proposition 8 on a
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2.6. La transformée de la Laplace de la dérivée fractionnaire

1. La transformée de Laplace de la fonction g� est donnée par :

L (g�) (�) = ���: (2.8)

2. La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-le er est donnée par :

L (E�;� (!t�)) (�) =
����

�� � ! ;

avec Re� > !1=� et ! > 0:

3. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L
�
RLD�f : �

�
= ��L (f) (�)�

m�1X
k=0

�m�k�1 (gm�� � f)(k) (0) :

4. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

L
�
CD�f : �

�
= ��L (f) (�)�

m�1X
k=0

���k�1f (k) (0) :

Preuve. On a

1. On rappelle que g� (t) =
1

� (�)
t��1; alors

L (g�) (�) =
+1Z
0

e��tg� (t) dt

=
1

� (�)

+1Z
0

e��tt��1dt;

on utilise le changement de variable suivant z = �t; donc dt = 1
�
dz; on obtient alors

L (g�) (�) =
1

� (�)

+1Z
0

e�z
�
1

�

���1
z��1

1

�
dz

=
1

� (�)

1

��

+1Z
0

e�zz��1dz

= ���:

2. La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-le er

L (E�;� (!t�)) (�) =
+1Z
0

e��tt��1E�;� (!t
�) dt

=

+1Z
0

e��tt��1
1X
n=0

!nt�n

� (�n+ �)
dt

=
1X
n=0

!n

� (�n+ �)

+1Z
0

e��tt�n+��1dt;

16



2.6. La transformée de la Laplace de la dérivée fractionnaire

on utilise le même changement de variable z = �t; donc dt =
1

�
dz; on obtient

L (E�;� (!t�)) (�) =
1X
n=0

!n

� (�n+ �)

+1Z
0

e�z
�
1

�

��n+��1
z�n+��1

1

�
dz

=
1X
n=0

!n

� (�n+ �)

�
1

�

��n+� +1Z
0

e�zz�n+��1dt

| {z }
�(�n+�)

;

=
1

��

1X
n=0

!n

��n

=
1

��
1

1� !
��

=
����

�� � ! ;

avec Re� > !1=� et ! > 0:

3. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Rimann-liouville

L
�
RLD�f : �

�
= L

�
(gm�� � f)(m)

�
(�)

= �mL (gm�� � f) (�)�
mX
k=1

�k�1 (gm�� � f)(m�k) (0) ;

avec l�utilisation de (2.6) et (2.7) et le changement d�indice i = m � k; ce qui implique
que

L
�
RLD�f : �

�
= ��L (f) (�)�

mX
k=1

�m�k�1 (gm�� � f)(k) (0) :

4. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

L
�
CD�f : �

�
= L

�
gm�� � f (m)

�
(�)

= ���m

 
�mL (f) (�)�

mX
k=1

�k�1f (m�k) (0)

!

= ��L (f) (�)�
m�1X
k=0

���m+k�1f (m�k) (0) ;

avec le changement d�indice i = m� k; on obtient

L
�
CD�f : �

�
= ��L (f) (�)�

m�1X
k=0

���k�1f (k) (0) :
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2.6. La transformée de la Laplace de la dérivée fractionnaire

Remarque 5 La transformée de la fonction de Mittag-le er E� (!t�) est donée par :

L (E� (!t�)) (�) =
���1

�� � ! ; Re� > !1=� et ! > 0: (2.9)

Proposition 9 On a

@n

@�n

�
���1

(�� � !)

�
= (�1)n

1Z
0

tne��tE� (!t
�) dt: (2.10)

Preuve. Le résulat est obtenue par reccurence, vue le caractère trop technique, le lecteur peut

consulter [1].
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C
ha
pitre3

Sur une équation di¤érentiable

abstraite d�ordre fractionnaire

3.1 Sur l�équation de Volterra abstraite et la notion So-

lution opérateur ou bien " Operator Solution "

Soit E un espace de Banach complexe. A est un opérateur linéaire non borné de domaine

D (A) dense dans E; et u : J ! E: L�étude des équations abstraites à coe¢ ciants opérateurs

de premier ordre (
u0 (t) = Au (t) t > 0;

u (0) = x;
(3.1)

peut passer par l�étude de l�équation de Volterra abstraite suivant

u (t) = x+

tZ
0

a (t� s)Au (s) ds; t � 0; (3.2)

avec a une fonction de L1Loc (R+) : A titre d�exemple, á constate de (3.1) peut être donnée par
une version intégrale.

Exemple 2 Soit le problème de Cauchy suivant

(
u0 (t) = f 0 (t) + Au (t) ; t � 0;
u (0) = f (0) ;

(3.3)
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3.1. Sur l�équation de Volterra abstraite et la notion Solution opérateur ou bien " Operator
Solution "

si on intègre, on obtient

tZ
0

u0 (s) ds =

tZ
0

f 0 (s) ds+

tZ
0

Au (s) ds;

u (t)� u (0) = f (t)� f (0) +
tZ
0

Au (s) ds;

donc

u (t) = f (t) +

tZ
0

Au (s) ds

= f (t) + (1 � Au) (t) ;

donc, dans notre situation

a = 1:

Remarque 6 Remarque que D (A) est un espase de Banach car A est fermé et s�injecte con-

tinûment et d�une manière dense de E et
�
D (A) ; k:kD(A)

�
est un Banach

kukD(A) = kukE + kAukE ;

Remarque 7 Pour alléger les notations, on préfère l�utilisation du produit de convolution

(a � f) (t) =
tZ
0

a (t� s) f (s) ds;

alors, on peut écrire :

u (t) = f (t) + (a � Au) (t) :

On donne ici une dé�nition très importante

Dé�nition 14 Une fonction u 2 C (J;E) se nomme

1. Solution forte (strong solution) si u 2 C (J;D (A)) ; et véri�é l�équation (3.2).

2. "Mild solution" si a � u 2 C (J;D (A)) ; et u (t) = f (t) + A (a � u) (t) :

Remarque 8 Toute solution forte de l�équation (3.2) est une "mild solution".

Une question importante s�impose, c�est la relation entre la notion de problème bien posé et

l�équation de Volterra abstraite. Alors, dans [3], on trouve la dé�nition suivante :
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3.1. Sur l�équation de Volterra abstraite et la notion Solution opérateur ou bien " Operator
Solution "

Dé�nition 15 L�équation (3.2) est dite bien posée si pour tout x 2 D (A) ; il existe une unique
solution forte dépendent de la valeur initiale x; on la noté par :

S (t)x := u (t; x) ;

sur R+:

Maintenant, on suppose que le problème est bien posé, et

S (t)x = u (t; x) ; x 2 D (A) ; t � 0; (3.4)

on a

Proposition 10 La solution (3.4) est véri�ée

1. S (0) x = x:

2. S (t)x est continue par rapport à t.

3. S (t) est bornée par rapport à x.

Preuve. On a

1.

S (0) x = x:

2. D�autre part, S (t)x est continue par rapport à t car S (t) est une solution forte.

3. On montre que S (t) est bornée. On raisonne par l�absurde, supposons que S (t) est non

bornée ie,

9 (yn) 2 D (A) tele que kS (t) ynk ! +1:

Soit

kynk � 1;

et

kS (t) ynk � n;

si on pose

xn =
yn
n
! 0;

alors

kS (t)xnk ! 0;

car le problème (3.2) est bien posé alors

1 � kS (t) ynk
n

= kS (t)xnk ! 0;

donc S (t) est bornée.
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3.1. Sur l�équation de Volterra abstraite et la notion Solution opérateur ou bien " Operator
Solution "

Maintenant, on peut donner un mot sur la notion Solution opérateur ou bien " Operator

Solution " via la dé�nition suivante

Dé�nition 16 Une famille d�opérateur fS (t)gt�0 2 B (E) est dite solution opérateur si les
propriétés suivants sont véri�ées

1. fS (t)gt�0 est fortement continue sur R+ et S (0) = IdE:

2. fS (t)gt�0 est commute avec A ie,

8>><>>:
AS (t)x = S (t)Ax pour x 2 D (A) ;
et

S (t)D (A) � D (A) :

3. L�equation intégrale est veri�ée 8x 2 D (A) ;

S (t)x = x+

Z t

0

a (t� s)AS (s)xds; t � 0:

Et on a le résultat suivant

Proposition 11 Le problème (3.2) est bien posé si et seulement si le problème (3.2) admet

une solution opérateur. De plus, on a

Im (a � S (t)) � D (A) ; pour t � 0;

et

S (t)x = x+ A

tZ
0

a (t� s)S (s)xds; t � 0 et x 2 E;

en particulier, on a Aa � S est fortement continue dans E:

Preuve. Pour la démonstration voir [3], page (32).

Corollaire 2 Le problème (3.2) admet au plus une solution opérateur S (t) :

Preuve. Soit S1 (t),S2 (t) sont deux solutions opérateurs de problème (3.2) donc pour tout

x 2 D (A) ; on a

1 � S1x = (S2 � a � AS2) � S1x

= S2 � S1x� a � AS2 � S1x

= S2 (S1x� a � AS1x)

= S2 � x

= 1 � S2x;

donc S1 = S2:
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3.2. Etude d�une équation di¤erentielle fractionnaire abstraite

3.2 Etude d�une équation di¤erentielle fractionnaire ab-

straite

On considère le problème suivant(
CD�u (t) = Au (t) t > 0;

u(k) (0) = xk; k 2 f0; 1; :::;m� 1g ;
(3.5)

ici

� m = [�] + 1:

� A est un opérateure lineaire non borné du domaine D (A) dense dans E:

Tout d�abord, on s�inspire du cadre classique développé dans la référence [3], pour l�introduction

de la notion de solution forte adaptée au problème fractionnaire (3.5).

Dé�nition 17 Une fonction u 2 C (R+; E) est dite solution forte du problème (3.5) si

1.

u 2 C (R+; D (A)) \ Cm�1 (R+; E) :

2.

gm�� �
 
u�

m�1X
k=0

u(k) (0) gk+1

!
2 Cm (R+; E) :

3. Les conditions aux limites ainsi l�équation (3.5) sont véri�ées.

Avant de passer à l�étude du problème fractionnaire (3.5), il faut dire un mot sur la notion de

problème fractionnaire bien posé

Dé�nition 18 On dit que le problème (3.5) est bien posé si pour tout xk 2 D (A) ; k 2
f0; 1; :::;m� 1g ; il existe une unique solution forte u (t; x1; :::; xm�1) :

Dans le but d�alléger les calculs, on se contente de considérer le problème suivant8>><>>:
CD�u (t) = Au (t) ; t > 0;

u (0) = x;

u(k) (0) = 0; k 2 f1; :::;m� 1g :
(3.6)
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3.2. Etude d�une équation di¤erentielle fractionnaire abstraite

Lemme 1 La version intégrale (équation intégrale de Volterra) relative à notre problème (3.6)est

donnée par :

u (t) = x+

tZ
0

g� (t� s)Au (s) ds; (3.7)

avec

g� (t) =
1

� (�)
t��1:

Preuve. En e¤et si on applique, (2.3), il vient alors que

I� �C D�u (t) = I� (Au) (t) :

Donc

u (t)�
m�1X
k=0

u(k) (0) gk+1 (t) = (g� � Au) (t) ;

par conséquent

u (t)� u (0) =
tZ
0

g� (t� s)Au (s) ds;

car

u(k) (0) = 0;

et cela pour toute k 2 f1; :::;m� 1g, ce qui implique que

u (t) = x+

tZ
0

g� (t� s)Au (s) ds:

3.2.1 Notion de " Solution opérateur fractionnaire "

Avec le même principe que dans le cadre classique, on peut dé�nir la solution opérateur relative

au cadre fractionnaire

Dé�nition 19 Une famille d�opérateur fS� (t)gt�0 2 B (E) est dite solution opérateur du prob-
lème (3.6) si les propriétés suivantes sont véri�ées

1. fS� (t)gt�0 est fortement continue sur R+ et S� (0) = IdE:

2. fS� (t)gt�0 est commute avec A ie,

8>><>>:
AS (t)x = S (t)Ax pour x 2 D (A) ;
et

S (t)D (A) � D (A) :
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3.2. Etude d�une équation di¤erentielle fractionnaire abstraite

3. fS� (t)gt�0 véri�ée l�équation intégrale

8x 2 D (A) : S� (t)x = x+
Z t

0

a (t� s)AS� (s)xds t � 0:

Dé�nition 20 Un opérateur A 2 C� (M;!) si le probleme (3.6) admet une solution fS� (t)gt�0
véri�ant

kS� (t)k �Me!t; t � 0:

3.2.2 Sur la notion de la résolvante fractionnaire

On introduit maintenant une nouvelle notion qui s�appelle opérateur résolvante fractionnaire à

l�aide de la transformée de Laplace de la " solution opérateur "

Proposition 12 Soit A 2 C� (M;!) : Alors, la transformé de Laplace de la solution opérateur
correspondant donnée par

H (�) = L (S� (t)) (�) ;

se nomme résolvante fractionnaire et on a

H (�) = ���1 (��Id� A)�1 :

De plus

f�� : Re� > !g � � (A) : (3.8)

Preuve. Soit A 2 C� (M;!) ie,

kS� (t)k �Me!t; t � 0;

ce que implique, pour tout � > !; et x 2 D (A) ;

H (�)x =

+1Z
0

e��tS� (t)xdt

=

+1Z
0

e��txdt+ L (g� � AS� (t)x) (�)

=
x

�
+ L (g�) (�) :L (AS� (t)x) (�)

=
x

�
+ ���AH (�)x;

d�après (2.7) et (2.8) et comme S� (t) est commute avec A. Donc

��H (�)x = x���1 + AH (�)x

= x���1 +H (�)Ax;
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3.2. Etude d�une équation di¤erentielle fractionnaire abstraite

donc

H (�) (��Id� A)x = x���1;

c�est-à-dire

H (�) (��Id� A) = ���1;

donc

H (�) = ���1 (��Id� A)�1 ;

on pose

R (��; A) := (��Id� A)�1 ;

on obtient ainsi

H (�) = ���1R (��; A) =

+1Z
0

e��tS� (t) dt; (3.9)

avec

f�� : Re� > !g � � (A) :

Théorème 3 Soient � > 0 et A 2 C� (M;!) : Alors, la solution correspondante fS� (t)gt�0 ;
est uniformément continue si et seulement si l�opérateur A est borné.

Preuve. On rappelle que pour � > 0; � > ! si A 2 C� (M;!) ; alors

kS� (t)k �Me!t; t � 0:

� ")" On suppose que fS� (t)gt�0 est uniformément continue ie, la fonction

� (t) := kS� (t)� Idk ;

est continue pour t � 0; de plus on a

� (0) = 0;

et

� (t) �Me!t + 1:

En e¤et

kS� (t)� Idk � kS� (t) + Idk

� kS� (t)k+ kIdk

�Me!t + 1:
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3.2. Etude d�une équation di¤erentielle fractionnaire abstraite

D�autre part de (3.9) on obtient

���1R (��; A)� ��1Id =
+1Z
0

e��t [S� (t)� Id] dt;

donc

���1R (��; A)� ��1Id � +1Z
0

e��t� (t) dt

�
�Z
0

e��t� (t) dt+

+1Z
�

e��t� (t) dt

� "

�
+ o

�
1

�

�
:

En e¤et, on a par continuité de � (t) ; sur [0; �]

8" > 0;9� > 0; : � (t) � ";

donc
�Z
0

e��t� (t) dt � "

�
;

et
+1Z
�

e��t� (t) dt �
+1Z
�

e��t
�
Me!t + 1

�
dt

�M
+1Z
�

e��te!tdt+

+1Z
�

e��tdt

� M

�� !e
�(��!)� +

1

�
e���

= o

�
1

�

�
;

donc

k��R (��; A)� Idk � "+ � o
�
1

�

�
< 1;

comme

� o

�
1

�

�
! 0;

on conclut que

R (��; A) = (��Id� A)�1 ;

est inversible donc ��Id� A est borné aussi d�où le résultat.
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3.2. Etude d�une équation di¤erentielle fractionnaire abstraite

� "(" On pose A borné et

S� (t) :=

1X
n=0

Ant�n

� (�n+ 1)
;

cette série est converge pour toute t � 0 car

An+1t�(n+1)

� (� (n+ 1) + 1)

� (�n+ 1)

Ant�n
=

� (�n+ 1)

� (� (n+ 1) + 1)
At�

=
� (�n+ 1)

(�n+ �) ::: (�n+ 1)� (�n+ 1)
At�

=
At�

(�n+ �) ::: (�n+ 1)
;

or

lim
n!+1

At�

(�n+ �) ::: (�n+ 1)
= 0:

Et de plus S� (t) est un opérateur lineaire borné, en e¤et

kS� (t)k �
1X
n=0

kAkn t�n
� (�n+ 1)

= E� (kAk t�) :

Montré que A 2 C� ou bien que S� (t) est exponentiellement bornée, on distingue deux
cas

1�erecas: si 0 < � < 2; on peut utiliser le relation (2.5), alors pour

jarg (kAk t�)j � 1

2
��;

on a

E� (kAk t�) =
1

�
exp

�
kAk1=� t

�
+ "�;1(kAk t�);

avec

"�;1(kAk t�) = �
N�1X
n=1

(kAk t�)�n

� (1� �n) +O
�
jkAk t�j�N

�
;

et avec la continuité de la fonction de Mittag-Le�er pour toute t � 0 il existe une constante
C tels que

S� (t) = E� (kAk t�) (3.10)

� C exp
�
kAk1=� t

�
: (3.11)

2�emecas: si � > 2 alors 8k 2 N� avec � < 2k

kS� (t)k �
1X
n=0

kAkn t�n
� (�n+ 1)

=

1X
n=0

kAk(1=k)kn t(�=k)kn
� ((�=k) kn+ 1)

�
1X
n=0

kAk(1=k)n t(�=k)n
� ((�=k)n+ 1)

= E�=k

�
kAk1=k t�=k

�
;
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3.2. Etude d�une équation di¤erentielle fractionnaire abstraite

on obtient ainsi (3.10) avec le changement d�indice j = n� 1; on a

kS� (t)� Idk �
1X
n=1

kAkn t�n
� (�n+ 1)

=

1X
j=0

kAkj+1 t�(j+1)
� (� (j + 1) + 1)

= t� kAkE�;�+1 (kAk t�)
t!0! 0;

or

lim
t!0

t� kAkE�;�+1 (kAk t�) = 0:

Donc la solution opérateur est uniformément continue.

Théorème 4 Si A 2 C� (M;!) et � > 2: Alors, l�opérateur A est borné.

Preuve. Soit � 2 � (A) � C; alors

� = j�j ei� = j�j [cos � + i sin �] ;

avec 0 < � < �;

�� = j�j� ei��:

Donc

�� 2 � (A) ;

si et seulement si

0 < �� < �:

Donc 0 < � <
�

�
: Maintenant, on considère

� = �� 2 � (A) ;

alors

k�R (�;A)k =

�
+1Z
0

e��tS� (t) dt

 ;
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ce qui implique que �
+1Z
0

e��tS� (t) dt

 �M j�j
+1Z
0

e�(Re��!)tdt

� M j�j
� (Re�� !)

�
e�(��!)t

�+1
0

� M j�j
Re�� !

� M j�j
j�j cos � � !

� M j�j
j�j cos

��
�

�
� !

:

Or

lim
�!+1

M j�j
j�j cos

��
�

�
� !

=
M

cos
��
�

� ;
donc A est borné.

Proposition 13 On a

@n

@�n
�
���1R (��; A)

�
= (�1)n

+1Z
0

tne��tS� (t) dt: (3.12)

Preuve. On raisonne par récurrence.

Tout d�abord, on a

@

@�

�
���1R (��; A)

�
=
@

@�

24 +1Z
0

e��tS� (t) dt

35
=

+1Z
0

� te��tS� (t) dt:

On considère la propriété de récurrence P (n) dé�nie par

@n

@�n
�
���1R (��; A)

�
= (�1)n

+1Z
0

tne��tS� (t) dt:

On a

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
= (�1)n+1

+1Z
0

tn+1e��tS� (t) dt:
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Il vient alors que

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
=
@

@�

�
@n

@�n
�
���1R (��; A)

��

=
@

@�

24(�1)n +1Z
0

tne��tS� (t) dt

35
= (�1)n+1

+1Z
0

tn+1e��tS� (t) dt:

Donc (3.12) est vrai.

Le résulta suivant est la version fractionnaire du Théorème (1.3) de [3], la démonstration est

assez di¢ cile et fait intervenir le développement en série de Taylor de la fonction

�! @n

@�n
�
���1R (��; A)

�
:

Théorème 5 Soit 0 < � � 2: Alors, A 2 C� (M;!) si et seulement si

(!�;1) 2 � (A)

et  @n@�n ����1R (��; A)�
 � Mn!

(�� !)n+1
; � > !; n 2 N0:

Théorème 6 Soit 0 < � � 2: Alors, A 2 C� (M;!) si et seulement si (!�;1) 2 � (A) et il
existe une solution opérateur fortement continue (S� (t)) véri�ant

kS� (t)k �Me!t;

pour t � 0 tel que

���1R (��; A)x =

1Z
0

e��tS� (t)xdt; � > !; x 2 E:

Preuve. On montre la double implication

� " ) " Soient 0 < � � 2. D�après le théorème (5) on (!�;1) 2 � (A) ; et comme

A 2 C� (M;!) ; alors, la solution correspondant satisfait

kS� (t)k �Me!t;

ce qui implique la transformée de Laplace existe et donnée par

���1R (��; A)x =

1Z
0

e��tS� (t)xdt; � > !; x 2 E:

Et d�après le théorème (3), on sait que S� (t) est uniformément continue donc elle est

fortement continue, d�où le résultat.
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� "( " On suppose que

(!�;1) � � (A) ;

et il existe un opérateur fortement continu S� (t) que satisfait

kS (t)k �Me!t;

pour t � 0 tel que

���1R (��; A)x =

1Z
0

e��tS� (t)xdt; � > !; x 2 E:

donc

A 2 C� (M;!) :

Dans la suite, on aura besoin de ce lemme parement technique,

Lemme 2 Soit A 2 C� (M;!), on a

@n

@�n
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n

�n+1

n+1X
k=1

b�k;n+1 (�
�R (��; A))k ; n 2 N; � > 0; (3.13)

avec b�k;n sont donné par les relations de récurrence8>><>>:
b�1;1 = 1;

b�k;n = (n� 1� k�) b�k;n�1 + � (k � 1) b�k�1;n�1; 1 � k � n; n = 2; 3; ::::;
b�k;n = 0; k > n; n = 1; 2; :::

(3.14)

Preuve. On raisonne par récurrence que

@n

@�n
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n

�n+1

n+1X
k=1

b�k;n+1 (�
�R (��; A))k ; n 2 N; � > 0;

1. Tout d�abord, on a pour n = 0;

���1R (��; A) =
1

�
b�1;1�

�R (��; A)

= ���1R (��; A) ;

car

b�1;1 = 1:
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2. On considère la propriété de récurrence P (n) et on pose qu�elle est vraie pour tout n � 1;

P (n) :
@n

@�n
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n

�n+1

n+1X
k=1

b�k;n+1 (�
�R (��; A))k :

3. On montre que

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n+1

�n+2

n+2X
k=1

b�k;n+2 (�
�R (��; A))k ;

donc on a

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
=
@

@�

�
@n

@�n
�
���1R (��; A)

��
=
@

@�

 
(�1)n

�n+1

n+1X
k=1

b�k;n+1 (�
�R (��; A))k

!

=
(�1)n+1 (n+ 1)�n

�2n+2

n+1X
k=1

b�k;n+1 (�
�R (��; A))k

+
(�1)n

�n+1

n+1X
k=1

b�k;n+1
@

@�
(��R (��; A))k| {z }

'

:

Pour calculer

' :=
@

@�
(��R (��; A))k ;

on aura besoin à P (1). Alors

P (1) =
@1

@�1
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)1

�2

2X
k=1

b�k;2 (�
�R (��; A))k

=
�1
�2
�
b�1;2�

�R (��; A) + b�2;2 (�
�R (��; A))2

�
=
(�� 1)
�2

��R (��; A)� �

�2
(��R (��; A))2 ;

car (
b�1;2 = (1� �) ;
b�2;2 = �:
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Donc

' =
@

@�
(��R (��; A))k

= k (��R (��; A))k�1
@

@�
(��R (��; A))

= k (��R (��; A))k�1
@

@�

�
����1R (��; A)

�
= k (��R (��; A))k�1

2664���1R (��; A) + � @@� ����1R (��; A)�| {z }
P (1)

3775
=
�k

�
(��R (��; A))k � �k

�
(��R (��; A))k+1 :

D�oû

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n+1 (n+ 1)

�n+2

n+1X
k=1

b�k;n+1 (�
�R (��; A))k

+
(�1)n

�n+1

n+1X
k=1

b�k;n+1
�k

�
(��R (��; A))k

� (�1)
n

�n+1

n+1X
k=1

b�k;n+1
�k

�
(��R (��; A))k+1 ;

=
(�1)n+1

�n+2

n+1X
k=1

(n+ 1� �k) b�k;n+1 (��R (��; A))
k

+
(�1)n+1

�n+2

n+1X
k=1

�kb�k;n+1 (�
�R (��; A))k+1 ;

soit le changement d�indice suivant

i = k + 1;

alors, si (
k = 1

k = n+ 1
alors

i = 2

i = n+ 2

donc
n+1X
k=1

�kb�k;n+1 (�
�R (��; A))k+1 =

n+2X
i=2

� (i� 1) b�i�1;n+1 (��R (��; A))
i ;
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d�ou

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n+1

�n+2

n+1X
k=1

(n+ 1� �k) b�k;n+1 (��R (��; A))
k

+
(�1)n+1

�n+2

n+2X
k=2

� (k � 1) b�k�1;n+1 (��R (��; A))
k ;

nous distribuons les deux sommes, on obtient alors

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n+1

�n+2
(n+ 1� �) b�1;n+1��R (��; A)| {z }

k=1

+
(�1)n+1

�n+2

n+1X
k=2

(n+ 1� �k) b�k;n+1 (��R (��; A))
k

+
(�1)n+1

�n+2

n+1X
k=2

� (k � 1) b�k�1;n+1 (��R (��; A))
k

+
(�1)n+1

�n+2
� (n+ 1) b�n+1;n+1 (�

�R (��; A))n+2| {z }
k=n+2

;

alors

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n+1

�n+2
(n+ 1� �) b�1;n+1| {z }

b�1;n+2

��R (��; A)

+
(�1)n+1

�n+2

n+1X
k=2

�
(n+ 1� �k) b�k;n+1 + � (k � 1) b�k�1;n+1

�| {z }
b�k;n+2

(��R (��; A))k

+ � (n+ 1) b�n+1;n+1| {z }
b�n+2;n+2

(��R (��; A))n+2 ;

car 8>><>>:
b�k;n+2 = (n+ 1� �k) b�k;n+1 + � (k � 1) b�k�1;n+1;
b�1;n+2 = (n+ 1� �) b�1;n+1;
b�n+2;n+2 = � (n+ 1) b

�
n+1;n+1;

par suite on a

@n+1

@�n+1
�
���1R (��; A)

�
=
(�1)n+1

�n+2

n+2X
k=1

b�k;n+2 (�
�R (��; A))k ;

ce qui achève la démonstration.
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Corollaire 3 Si A 2 C1 (!) : Alors, A 2 C�
�
!1=�

�
; pour toute � 2 (0; 1) :

Preuve. Pour montrer ce résultat, on sait que si A 2 C1 (!) ; il existe une constante M � 1
tel que R (�;A) existe pour � > !; et on a

kR (�;A)nk � M

(�� !)n ; � > !; n 2 N: (3.15)

Pour montrer que

A 2 C�
�
M1; !

1=�
�
;

il su¢ t de montrer que

kS� (t)k �M1e
!1=�t;

tels que  @n@�n ����1R (��; A)�
 � M1n!

(�� !1=�)n+1
; � > !1=�; n 2 N: (3.16)

on utilise le lemme précédent, on a

@n

@�n
�
���1R (��; A)

�
= (�1)n ��(n+1)

n+1X
k=1

b�k;n+1 (�
�R (��; A))k ; n 2 N; � > 0; (3.17)

dans le cas de � 2 (0; 1) on a b�k;n > 0. et on a � > !1=� donc @n@�n ����1R (��; A)�
 � n+1X

k=1

b�k;n+1�
k��n�1

R (��; A)k ; (3.18)

d�ou on obtient d�apré (3.15) on a @n@�n ����1R (��; A)�


�M
n+1X
k=1

b�k;n+1
�k��n�1

(�� � !)k

� (�1)nM
(
(�1)n

�n+1

n+1X
k=1

b�k;n+1

�
��

�� � !

�k)

= (�1)nM @n

@�n

�
���1

�� � !

�
;

lorsque la dernière égalité suite comme un cas particulier de (3.13) D�apres (2.9) et (2.10) on a

���1

(�� � !) =
1Z
0

e��tE� (!t
�) dt;
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donc

(�1)n @
n

@�n

�
���1

(�� � !)

�
=

1Z
0

tne��tE� (!t
�) dt;

donc, on obtient  @n@�n ����1R (��; A)�
 �M (�1)n @

n

@�n

�
���1

�� � !

�
�M

1Z
0

tne��tE� (!t
�) dt

�M
1Z
0

tne��t kE� (!t�)k dt

�MC|{z}
M1

1Z
0

tne��te!
1=�tdt;

car

E� (!t
�) � Ce!1=�t; pour � 2 (0; 2) ;

donc  @n@�n ����1R (��; A)�
 �M1

1Z
0

tne�(��!
1=�)tdt;

avec le changement de variable

z =
�
�� !1=�

�
t;

on obtient  @n@�n ����1R (��; A)�
 �M1

1Z
0

e�zzn
�

1

�� !1=�

�n+1
dz

�M1
n!

(�� !1=�)n+1
; n 2 N;

donc A 2 C�
�
!1=�

�
:

Proposition 14 Soit � > 0 et A 2 C�: Alors la solution opérateur correspondante à S� (t) est

S� (t)x = lim
n!1

1

n!

n+1X
k=1

b�k;n+1 (Id� (t=n)
�A)

�k
x; (3.19)

avec b�k;n donnée par (3.14). Cette convergence est uniforme pour toute x 2 E et t � 0:

Preuve. Voir [1].
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Remarque 9 L�expression (3.19) c�est une généralisation de la représentation exponentiele

d�une C0-semigroupe

S1 (t)x = lim
n!1

�
Id� t

n
A

��n
x; x 2 E;

uniformément sur les sous intervalles bornés de t � 0:en suite, nous exprimons l�operateur A
en termes de la solution operateur correspondant S� (t) :

Le but de resultat suivant, et donner un lien entre la solution S� (t) et l�operateur A:

Proposition 15 Soit S� (t) est une solution opérateur du probleme (3.6) alors

Ax = � (�+ 1) lim
t!0+

S� (t)x� x
t�

; (3.20)

pour toute x 2 E si cette limite est existe.

Preuve. Pour toute fonction v (:) 2 C (R+;E) ; on a

lim
t!0

v (t) = lim
t!0

I�t v (t)

g�+1 (t)
;

on pose v (t) =
�
CD�

t S�
�
(t)x et on utilise (3.6) et la relation (2.3) on obtient (3.20).

3.3 Sur la notion "Solution opérateur analytique"

On considere le secteur ��0 = fz 2 C : 0 < arg z < �0 � �=2g et soit z 2 ��0 ;

Dé�nition 21 La solution opérateur S� (z) du problème (3.6) est dite analytique de type

(�0; !0) si pour tout � < �0 et ! > !0; il existe une constante M (�; !) tels que

kS� (z)k �Me!Re z; z 2 ��0 :

Remarque 10 Généralement la solution opérateur correspondant d�opérateur

A 2 C� (M;!)

est analytique, dans ce cas on note

A 2 A� (�0; !0) :

Si � = 1 on obtient l�ensemble de toute les générateur de semi-groupes analytiques.
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Théorème 7 Soit � 2 (0; 2) ; A est un opérateur linéaire fermée a domaine dense, alors

A 2 A� (�0; !0) ;

si et seulement si �� 2 � (A) pour toute � 2 ��0+�=2; et pour tout ! > !0 et � < �0; il existe
une constante C = C (�; !) telle que

kH (�)k =
���1R (��; A) � C

j�� !j : (3.21)

Corollaire 4 Soit � 2 (0; 2) ; alors

A 2 A� (�0; 0) ;

si et seulement si ��0+�=2 � � (A) ; et pour tout � < �0;

kR (�;A)k � C j�j ; � 2 ��(�0+�=2):

Un autre résulat pratique est donné par :

Corollaire 5 Soit � 2 (0; 1) : Si f� : Re� > 0g � � (A) ; et s�il existe une constante C tel que

kR (�;A)k � C

Re�
; Re� > 0;

alors A 2 A�
�
min

��
1
�
� 1
�
�
2
; �
2

	
; 0
�
:

Preuve. Soit � 2 (0; 1) et �0 = (1=�� 1)�=2: alors � (�0 + �=2) < �=2 alors ��(�0+�=2) �
� (A) : Soit � tel que � (�0 + �=2) < � < �=2; on obtient

kR (�;A)k � C

Re�

� C

j�j cos'

� C

j�j cos � ; � 2 ��(�0+�=2);

avec ' = arg �; donc

kR (�;A)k � C j�j ; � 2 ��(�0+�=2):
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3.4 Exemples

Cette section est consacrée à donner des exemples concrets où le théorème abordé dans ce

travail s�applique

Exemple 1 Soient 0 < � < 2 et x 2 (0; 1) on consider le probléme suivent

(E0)

8>>>>><>>>>>:

CD�
t u = uxx;

u (x; 0) = f (x) ;

u (0) = u0x (1) = 0; t > 0;

ut (x; 0) = 0; si 1 < � < 2:

(3.22)

Pour résoudre cette problème, on va étudier la résolvant de l�opérateur A que est dé�nie par(
Au = uxx;

D (A) = fu 2 W 2;p (0; 1) tel que u (0) = u0 (1) = 0g :

Donc on considère le problème spectral8>><>>:
u00 (x)� �u (x) = g (x) ; sur (0; 1);

u (0) = 0;

u0x (1) = 0;

La solution générale de l�équation sans le second membre est de la forme

u(x) = Ae
p
�x +Be�

p
�x:

Par la méthode de la variation de la constante, on obtient8<: A0(x)e
p
�x +B0(x)e�

p
�x = 0;

p
�A0(x)e

p
�x �

p
�B0(x)e�

p
�x = g(x);

ainsi 8>>>>><>>>>>:
A(x) =

1

2
p
�

Z x

0

e�
p
�sg(s)ds+ A0;

B(x) = � 1

2
p
�

Z x

0

e
p
�sg(s)ds+B0:

Donc

u(x) =
1p
�

Z x

0

sinh
p
�(x� s) g(s) ds+ A0e

p
�x +B0e

�
p
�x;

et

u0(x) =

Z x

0

cosh
p
�(x� s) g(s) ds+

p
�A0e

p
�x �

p
�B0e

�
p
�x:
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Les conditions aux limites donnent8>>>>>><>>>>>>:

A0 = �
Z 1

0

cosh
p
�(1� s)

2
p
� cosh

p
�
g(s)ds;

B0 =

Z 1

0

cosh
p
�(1� s)

2
p
� cosh

p
�
g(s)ds:

En se basant sur la théorie de fonction de Green, par conséquent, la solution du problème (P )

s�écrit

(A� �)�1 g = u(x) = �
Z 1

0

Kz(x; �) g(�) d�; (3.23)

où, le noyau de Green est donné par la formule suivante

Kz(x; �) =

8>>>>>><>>>>>>:

sinh
p
�� cosh

p
�(1� x)p

� cosh
p
�

si 0 6 � 6 x;

sinh
p
�x cosh

p
�(1� �)p

� cosh
p
�

si x 6 � 6 1:

Par un calcul purement technique, on obtient l�estimation suivante

9K > 0 : 8� > 0
(A� �)�1

L(E)
6 K

1 + �
: (3.24)

Il est alors connu que cette hypothèse implique l�existence d�un �0 2 (0; �=2) et d�un !0 > 0

tels que �(A) contient un secteur de la forme

�!0;�0 = f� 2 C� : jarg �j 6 �0g [B(0; !0).

donc le corollaire (5) implique que A 2 A�
�
min

��
1

�
� 1
�
�

2
;
�

2

�
; 0

�
avec � 2 (0; 1) :

Exemple 2 Soit 0 < � < 1; � 2 [0; �) on considère le problème8>><>>:
D�
t u = �ei�D1

xu; 0 < x < 1;

u (0; t) = 0; t > 0;

u (x; 0) = f (x) :

soit E = Lp (0; 1) : On a

A� = �ei�D1
x;

avec

D (A�) =
�
f 2 W 1;p (0; 1) tel que f(0) = 0

	
:

Il est bien connu que A0 génère un C0-semigroupe

kR (�;A0)k �
1

Re�
; Re� > 0: (3.25)
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3.4. Exemples

on utilise le corollaire (5) on obtient

A0 2 A�
�
min

��
1

�
� 1
�
�

2
;
�

2

�
; 0

�
;

pour des raisons génerales � 2 (0; �) ; nous avons par (3.25)

kR (�;A�)k =
R ��; ei�A��

=
R ��e�i�; A��

� 1

j�j cos ('� �) ; � 2 ��=2��;

avec ' = arg �; donc ��
2
�� � � (A�) ; et

kR (�;A�)k �
M (")

j�j ; � 2 ��
2
���":

d�ou A� 2 A�
�
min

n
�=2��
�

� �
2
; �
2

o
; 0
�
si j�j < (1� �)�=2; notez que A� 2 C1 seulement si

� = 0: On applique la méthode de la transformé de Laplace on obtient l�expression explicite de

la solution

u (x; t) = e�i�t��
xZ
0

��
�
se�i�t��

�
f (x� s) ds;

pour j�j < (1� �)�=2; et �� est la fonction Wright de�nie par

� (z) =
1X
n=0

(�z)n

� (n+ 1)� (� (n+ 1) + 1) ; (3.26)

avec 0 <  < 1:
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3.5 Annexe

La fonction Gamma

Dé�nition 22 La fonction Gamma d�Euler est une fonction spéciale notée � que prolonge la

fonction factorielle aux valeurs réelles aux complexes qui est dé�nie par

� (z) =

+1Z
0

tz�1e�tdt;

avec Re (z) > 0:

Proposition 16 Par le principe du prolongement analytique, on peut étendre la dé�nition de

la fonction Gamma aux valeurs CnZ�;

�

Proposition 17 On a � (z + 1) = z� (z) ; cas particulier � (n+ 1) = n!:

La fonction Béta

Dé�nition 23 La fonction Bêta d�Euler est dé�nie par l�intégrale suinente

� (p; q) =

1Z
0

tp�1 (1� t)q�1 dt;

avec Re (p) > 0; et Re (q) > 0:

Proposition 18 La relation de Gamma et Bêta est donne par

� (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)
;

avec Re (p) > 0; et Re (q) > 0:
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Résumé
Dans cette mémoire, on étudie une équation di¤érentielle abstraite fractionnaire. Ce travail

est principalement basé sur la synthèse du papier de E. G. Bajlekova, intitulé �Fractional

Evolution Equations in Banach Spaces�.

Abstract
In this memory, we study an abstract fractional di¤erential equation. This work is mainly

based on the paper of E. G. Bajlekova, untitled �Fractional Evolution Equations in Banach

Spaces�.
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