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Introduction

En mathématique, ’analyse fractionnaire constitue une branche trés importante de I'analyse
fonctionnelle. Elle étudie la possibilité qu’un opérateur différentiel puisse étre élevé a un ordre
non entier. Du point de vue historique, I'histoire commence en 1695 avec le mathématicien
G. M. Hopital (1661-1704) qui demandé & G. W. Leibniz (1646-1716) la signification de la

dérivée :
dn
dz™

Y

pour

n=1/2.

Et en 1819 que le mathématicien de S. Lacroix (1765-1843) a mentionné pour la premiere

fois le principe de la dérivée fractionnaire pour la fonction

fa)=a

En suite, le mathématicien N. Abel (1802-1829) qui découvre la premiére application du calcul
fractionnaire, par la suite cette théorie a été enrichit par J. Liouville (1809-1882).

Il faut dire que c’est J. Liouville en 1832 et G. F. Riemann (1816-1866) en 1847 qui ont
mis le point sur cette nouvelle discipline. En suite on assiste & une émancipation d’une nouvelle
spécialité, celle de 'analyse fractionnaire avec L. Euler (1707-1783), J. Fourier (1768-1830),
J. Hadamard (1865-1963) sans oublié surement les travaux remarquables du mathématicien
italien M. Caputo en 1967.

L’étude de I’équation différentielle fractionnaire est devenue une branche classique dans les
derniéres années. Dans cette direction et dans le soucie de donner une étude unifiée d’une
classe de plusieurs équations différentielles fractionnaires, les mathématiciens se trouvent dans
I’obligation de combiner la théorie des opérateurs avec celle du calcul fractionnaire, cette nou-

velle approche se nomme "équation différentielle fractionnaire abstraite".

Dans ce sens la, on s’est focaliser a faire la synthése d’un travail qui considére I'une des con-
tributions les plus importantes dans ce domaine. Il s’agit du travail de Emilia Grigorova
Bajlekova publiée en 2001.

Ce travail a été divisé en trois chapitres



Le premier chapitre est consacré aux définitions et notations qui seront utiles dans la suite

de notre travail.
Le deuxiéme chapitre est consacré pour donner une introduction & I’analyse fractionnaire.

Le troisiéme chapitre sera consacré a ’étude d’une équation différentielle & coefficient

opérateur linéaire.
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Préliminaires et notions de base

d’analyse fonctionnelle

1.1 Rappel sur quelques espaces fonctionnels

Soient (E, ||.||z) un espace de Banach complexe et J = (0,7") avec T' > 0, pouvant étre fini ou
infini.

1.1.1 Les espaces L?

Définition 1 Pour 1 < p < oo, on definit l’espace LP (J, E) par :

LP(J,E) =< f:J — E, mesurable tel que / | f()|5dt < oo,
7

Remarque 1 Cette intégrale est une intégrale auzx sens de Bochner.
Définition 2 L’espace L™ (J, E) est défini par :

L (J,F) = {f : J — E, mesurable tel que sup || f(t)| 5z < oo} .
te]

Remarque 2 On rappelle que l'espace LP (J, E) est un espace de Banach avec la norme

ooy = ( [ dt)” |

et l’espace L™ (J, E) est un espace de Banach aussi avec la norme

[z oy = sup [ ()]l 5
teJ



1.1. Rappel sur quelques espaces fonctionnels

1.1.2 Le produit de convolution

Dans la suite de ce travail, on aura besoin d’introduire le produit de convolution défini par

Définition 3 Soient f € L' (J,E) etg € L' (J, E). Le produit de convolution de deux fonctions
f et g est défini par :

0500 = [ ali=r6)is
Ci-dessous quelques propriétés de ce produit
Proposition 1 Soient f € L' (J,E) et g € L' (J, E). Alors, le prodouit g x f est
1. commutatif

(fxg)@)=(gxf)(1).

2. distributife
[af (£) + Bg ()] = b (£) = a (f * h) () + B (g * ) (£),

avec o, 3 € R.
3. assosiatife

[(f xg)*h](t) = [f = (g h)] ().

Preuve. Voir [3] m

1.1.3 Les espaces Sobolev WP

Définition 4 Soient 1 < p < 0o et m € N, l’espace de Sobolev est défini par
WP (J, E)

- {f & 17 (,E) telle que [ () = 5 f¥ (0) gunr (8) + (g /™) (1 }

k=0

avec
ﬂn—l

m (1) = ’
gm (t) T (m)
et on a
Wy (J,E) = {f € W™ (J,E) tel que f®(0) =0, pourk < m}.



1.2. Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

La théorie des semi-groupe d’opérateurs linéaires est 1’épine dorsale de la théorie des équations
differentielles abstraites, pour la commodité du lecteur, on donnera ici quelques notions et
definitions de bases. Donc on considére un opérateur linéaire A de domaine D (A) dans un
espace de banach complexe F
A: DA CFE—E,
u+— Au.
L’ensemble
p(A)={AeC:(A-\d) " € L(E)},

est ’ensemble résolvant de 'opérateur A, et ’ensemble
o (A) =C~ p(A),

représente le spectre de A.

Définition 5 Une famille {S (t),0 <t < oo, } d opérateurs linéaires bornés de E dans E est

un semi-groupe d opérateurs linéaires si :

1. S(ty +t2) = S(t1)S(t2) pour t; =0 etty > 0.

2. 5(0) = Idg.

Définition 6 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))i>o0, l'opérateur A défini

par :

M — Jig 2B —2

: eD(A),
Jim ; pour x (A)

sur le domaine
t _
D(A) = {x € E: lim M existe} .

t—0t

Théoréme 1 Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe unifor-

mément continu si et seulement si A est borné.

Preuve. Pour la démonstration voir [2], page (2). ®

On donnera par la suite une définition de certains type de semi-groupe qui a un role treés

important dans la théorie des équations abstraites

Définition 7 On dit qu’un semi-groupe (S(t)), d opérateurs linéaires bornés est fortement
continy st :

lim+S(t):U =z, pour tout xz € E.
t—0

On dit aussi que (S(t)),s, est un Co-semigroupe.



1.2. Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

Corollaire 1 Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (S(t))i>o

sur B, alors D(A) est dense dans E et A est un opérateur fermé.

Preuve. Pour la démonstration voir [2], page (5). =

Définition 8 Soit le secteur ¥ = {z € C: 0; < argz < 03 avec 61,0, € (0,m)}, pour z € 3. La
famille (S(2)),cx, est dite semi-groupe analytique si :

1. S(0) =Idg. Pour( € X.

2. S(z1+ 22) = S(21)S(22), Pour tout zy, 29 € X.

3. lm S(z)xr ==z, Pourtoutz € E.

z—0, z€¥

4. z— S(z) est analytique sur X.
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Quelques éléments du calcul

fractionnaire

Ce chapitre est principalement consacrer & donner un bref rappel sur le calcul fractionnaire.
Pour cette raison, on aura besoin d’introduire la fonction g, définie sur U'intervalle J = (0,7)
par :
Lo
9ga(t) = mt ,

ol « est un réel (ou complexe) convenablement choisi.

Proposition 2 Soient o et 8 deux nombres complexes avec Rea > 0 et Re f > 0. Alors

(9a * g8) (t) = Gats(t).

Pour Rea > m, on a

Preuve.

1. Soit o, 5 € C, tels que Reaa > 0et Re8 >0, on a

t

(904 2) () = [gult = )ga(s)is

0
t
1 1

_ _g)e1lgB1 g
_F(a)F(ﬂ)O/(t poe



2.1. Intégrale de Riemann-Liouville

s
en utilisant le changement de variable 7 = 7 on obtient

(ga * 9/9’) (t) = m/tal(l — T)O‘fltﬁflrﬁfltdq-

2. Soit Rea > m, on a

— I (Oé> toz—m—l
I'(a)T (a—m)

— 1 ta—m—l
I'(a—m)

= Ja-m(t)

2.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 9 Soit f : J — E une fonction intégrable au sens de Bochner, on appelle intégrale

de Riemann-Liouville de la fonction f l'intégrale suivante

(I7F) (£) = (9o * ) ()

1 a—1
- / (t — ) f(s)ds,

0

avec Rea > 0.

Remarque 3 On pose que

lim (1) (1) = f(t),

a—0t

avec [ :J — E une fonction intégrable au sens de Bochner.

Proposition 3 Soit la fonction f € L*(J, E). Alors



2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

1. Pour « et B complexes telle que Rea. > 0 et Re 3 >0, on a
1 () () = (1 ) 1),

2. Pour tout k =0,1,...m—1, et Reaw € (m —1,m), on a

(5) wen@=arn o

Preuve. on a

1. Soient «, § € C, telle que Rea > 0 et Ref >0, on a

I“(I°f) (t) = ga * (g5 f) (t)
= (9a * gs) = f (1)

= Ja+p * f (1)
= (1“7 f)(1),
car
gs* [ € L'(J, E),
aussi.

2. Pour k=0,1,..m — 1, on a Re (o) — k > 0,

G rn0=(5) wenw

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 10 Soient f € L' (J,E) et a € (m — 1,m) avec m € N* on suppose que
m-a* fEW™ (I E).

On appelle dérivée d’ordre o au sens de Riemann-Liouuville la fonction définie par

o) 0= (§) 1))

(%) s nO



2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Théoréme 2 Soit a € (m — 1,m), pour toute fonction f € L' (J,E), on a

1.
RLDaIaf — f
2. »
(I“DF) (1) = F (1) = (Gm—a * /)™ (0) garrriom (1) (2.1)

k=0

3. 51
Gm—a * [ € WS (], E),
alors

(I°Df) (t) = f (1)

4. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante est non nulle.
Preuve. Soient f € L' (J,E) et a« € (m — 1,m), alors,

1. on a

gm * f € Wi (J,B),

alors

3

RLpegof — Gm—a * (ga * f) (1)

3

(9m—a * ga) * f(2)

(gm * f) ()

3

Sl &l F F|

~ N~
3

(" f) (t)

Il
R Y e

YamnS
~
SN—

2. On sait que si
(gm—a x f) (1) € wml (J,E),

alors

3

(gm—a * f) (t) =

g

(9o % ) () g () + (g * (gmn-a x H™) (1

3
L

(Gm—a * /) (0) gt (0) + | gm* g-ax [ | (1), (*)

»(t)

i

0

10



2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

si on dérive I’équation (p) m-fois on obtient

pm(gm—a*f> (t)/:go(t),

-

RL Do

et par la deuxiéme composition par /¢, on donne
I 0 "EDf (1) = (ga % ) ()5

d’autre part, si on composition (p) par /%, on obtient
1

m—

Ga * (gmfa * f) (t) = (gmfa * f)(k) (O) Ja+k+1 (t) + (ga+m * 90) (t) )

o

on suite si on dérive m-fois on donne

m—1

f (t) = Z (gm—a * f)(k) (0) Jatk+1-m (t) + (ga * 90) (t) )

k=0

et par suite on conclut que

[y

3

(RL[Q ofil Daf) (t) =f (t) - (gm—a * f)(k) (0) Jo+k+1-m (t) .
k=0
3. Ce qui précede, on a
m—1
(DAY = F O+ (Gmea* )P (0) Garrri-m (1),

k=0

comme

Im—a * f €W (] E),
alors

(gm—a * f)(k) (O) =0,

pour tout £ < m — 1, donc

4. Soit f (t) = cte, alors

HEDf(t) = D™ (gm-a * f)

C

— Dm—tmfa
I'(m—-a+1)
c _
— t (03
I'(—a+1)
= cg1-a (1)
# 0.

11



2.3. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 11 Soient f € C™ (J), et a € (m — 1,m) avec m € N*, on appelle dérivée d’ordre
a au sens de Caputo de f la fonction définie par :
(CDaf) <t> = (gmfa * f(m)) <t>
t
1

= — )" fm) (6)ds.
—F(m_a)o/@ et s)d

Proposition 4 on a

1. Pour o« € (m—1,m) et § € R/N avec 5 > a, on a

RLDagﬁ :C Dagﬁ = G5_a-

2. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.

Preuve. On a

1. Soit € (m—1,m) et f > «a, on a

"D = D™ (gm—a * gs) ()
= D" (gm—ass) (1)
= (9p-a) () -

D’autre part on a

D9 = (gm-a * D" gs) (t)
= (gm—a * gﬁ—m) (t)

= gg—a-

2. Est évident.

Proposition 5 Soit m — 1 < a < m avec m € N*, on a les proprietes suiventes

1. Soit f € L' (J,E), on a
(“Do I°f) (t) = f (t). (2.2)

12



2.3. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2. Soit f € C™(J,E), on a

-1

3

oD f ()= f(t) = > fP(0) grra (1) (2.3)
3. Soit f € W™ (J,E), on a
“Def(t) =" D (f (t) — i F®(0) g (ﬂ) - (2.4)

4. SifeW (J,E), on a
CDaf (1) =" DS (1),

Preuve. Soit m — 1 < a < m avec m € N*, alors

1. Soit f € L' (J,E), on a
DY I*f(t) =I™"0 D™ (go * f) (1)
= Gm-a * (Ja—m * f) (t)
= (0% f) (1)
=1°(f)(t)
=f(t).
2. Soit f € C™ (J,E), alors
1*0C DO f () = 1 (1" f) (2)
= (9o * Gm—a * f™) (t)
= (gm * f") (1)
= "0 (¢

m—1

=[(6) =D P (0) grsa (1)

k=0

3. Ce qui précede, on a

[ Df () = f () = ) [P (0) g (8),

on compose par ¥ D* on obtient

LD 01909 D (f) (t) =" D* (f (t) - - FE(0) g (t)> :

4. Si f e W (J,E), alors f® (0) = 0, pour k& < m — 1, donc

“Def(t) ="t DS (t).

13



2.4. Les fonction de Mittag-Lefler

2.4 Les fonction de Mittag-Lefler

Définition 12 La fonction de Mittag-Lefler o deux paramétres joue un role trés important dans

la théorie de EDF cette fonction est bien définie par :

k
Eop5(2) = Zom7 z€C,

k=
telle que et a« > 0 et g € C.

Remarque 4 Dans la littérature E, 1(2) est notée par E,(z).

Exemple 1 On a

s
1. By (z,1)=¢€* E;(2,2) = c :

2
_ sh\/z, B
NE

1 (2,1) = chy/z.
Preuve. Voir [4]. =

Proposition 6 Soit 0 < a < 2 et § > 0, on a le développement asymptotique suivant quand

2| = oo,

1. 8i|Arg (2)] < s, alors

Eop(z) = —z o exp |z | +¢,,(2). (2.5)

2. Si|Arg(—2)| < (1 - ia)m, alors

avec

Preuve. Voir [4]. =

14



2.5. La transformée de Laplace

2.5 La transformée de Laplace

Définition 13 Soit f une fonction continue et exponentiellement bornée, c¢’est-a-dire il existe

deux constantes positives M > 1 et w > 0, telles que
If @) < Me*,  t=0.

Alors, la fonction
+o00

F(p)=L(f)(p) = / ePf(t)dt,  Rep>0,

est appelée la transformé de Laplace de la fonction f.

On désigne par L7 (.) la transformée de Laplace inverse de la fonction f.
Proposition 7 La transformée de Laplace posséde les proprietés suivantes :

1. La linéarité

L(af+g)(p)=al(f)p) +L(g) D).

2. La translation

alors

L(fa)(p)=e"L(f)(p)-

3. La dérivée

L) (p)=p"L(f) () =D 0 (0). (2:6)
k=1
4. Le produit de convolution

L(f*g)p)=L(f)()L(g9)(p). (2.7)

Preuve. Voir [4]. =

2.6 La transformée de la Laplace de la dérivée fraction-

naire

Proposition 8 on a

15



2.6. La transformée de la Laplace de la dérivée fractionnaire

1. La transformée de Laplace de la fonction g, est donnée par :
L(ga) (A) = A7 (2.8)

2. La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-leffler est donnée par :
\e—hB

A —

L (Eop(wt?) (A) =

avec Re \ > w'/® et w > 0.

3. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
m—1
LEEDF X)) =ML N) = D N (goa = )P (0).
k=0
4. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
m—1
L(ODf: X)) =XL(f)(N) =D A0 (0).
k=0
Preuve. On a

1
1. On rappelle que g, (t) = mtafl, alors
a

“+oo

L)W= [ g (0)at

0

+

o0

1
= e ML,

- I(a)

o

on utilise le changement de variable suivant z = A\, donc dt = %dz, on obtient alors

2. La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-leffler
+oo

£ﬂ%ﬁ0w%)Q):L/eA%ﬁlﬂwﬂwﬁ)ﬁ

+oo 0o

B At f1 W
= e vt —dt
/ ;F (an + B)
/ -

+oo
n

_ - w —Xtgon+pB—1
— R — t dt
ZF (an + 3) /e ’

n=0 0

16



2.6. La transformée de la Laplace de la dérivée fractionnaire

1
on utilise le méme changement de variable z = At, donc dt = Xdz, on obtient

—+00

[e’e] wn 1 an-}—ﬁ_l 1
L(Eap(Wt®)(\) = Z—/ez (_) LantB-12 1.
n:OF (an + B) J A\ \
o) n antf “+o00
— Zw— 1 /e—zzan+6—1dt
['(an+ p) \\ ;
n=0 0
I (an-+8)
1 — wn
=32
_ 1 1
M1
Ao—i
=

avec Re A > w® et w > 0.

3. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Rimann-liouville
LD :3) = £ (gm0 ™) )

— XL (G F) (V) = SN (g % )7 (0).

avec 'utilisation de (2.6) et (2.7) et le changement d’indice i = m — k, ce qui implique

que

LD A) = AL ()N = D A" (g * /) (0).
k=1
4. La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
LD f:N) =L (gm-a* ™) (N

=y (m () = oAt <o>)

m—1
= NL(F) ) = DA (0),
k=0

avec le changement d’indice ¢« = m — k, on obtient

LEDYf:X) = L(f)(\) — Z_)\a"“‘l F®(0).

17



2.6. La transformée de la Laplace de la dérivée fractionnaire

Remarque 5 La transformée de la fonction de Mittag-leffler E, (wt®) est donée par :

)\oc—l
L(Eq, (wtY)) (N) = R Re A > w® et w > 0. (2.9)

Proposition 9 On a

aaxnn ((Aia__lw)> = (=" 7 t"e N B, (wt®) dt. (2.10)

Preuve. Le résulat est obtenue par reccurence, vue le caractére trop technique, le lecteur peut

consulter [1]. =
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Chapitr
e

Sur une équation différentiable

abstraite d’ordre fractionnaire

3.1 Sur I’équation de Volterra abstraite et la notion So-

lution opérateur ou bien " Operator Solution "

Soit F un espace de Banach complexe. A est un opérateur linéaire non borné de domaine
D (A) dense dans F, et u : J — E. L’étude des équations abstraites a coefficiants opérateurs

de premier ordre

u (t) =Au(t) t >0,
(e
peut passer par I’étude de I’équation de Volterra abstraite suivant
t
u(t)zx—i—/a(t—s)Au(s)ds, t>0, (3.2)

0

avec a une fonction de L} . (R,). A titre d’exemple, 4 constate de (3.1) peut étre donnée par

une version intégrale.

Exemple 2 Soit le probléme de Cauchy suivant

fr @)+ Au(t), t>0, (3.3)

—N—
s =
==
~— ~—
—
e
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3.1. Sur I'équation de Volterra abstraite et la notion Solution opérateur ou bien " Operator
Solution "

st on intégre, on obtient

done

donc, dans notre situation

Remarque 6 Remarque que D (A) est un espase de Banach car A est fermé et s’injecte con-

tindment et d’une maniére dense de E et (D (A), ||.||D(A)) est un Banach

[ull pay = llullg + [[Aullg,

Remarque 7 Pour alléger les notations, on préfére l'utilisation du produit de convolution

t

(a*f)(t)z/a(t—s)f(S)ds,

alors, on peut écrire :

On donne ici une définition trés importante
Définition 14 Une fonction u € C (J, E) se nomme

1. Solution forte (strong solution) si u € C (J, D (A)), et vérifié I’équation (3.2).

2. "Mild solution” siaxu € C(J,D(A)), etu(t)=f(t)+ A(axu)(t).
Remarque 8 Toute solution forte de l’équation (3.2) est une "mild solution”.

Une question importante s’impose, c’est la relation entre la notion de probléme bien posé et

I'équation de Volterra abstraite. Alors, dans [3], on trouve la définition suivante :

20



3.1. Sur I'équation de Volterra abstraite et la notion Solution opérateur ou bien " Operator
Solution "

Définition 15 L’équation (3.2) est dite bien posée si pour tout © € D (A), il existe une unique

solution forte dépendent de la valeur initiale x, on la noté par :
Stz :=u(t,x),

sur Ry.

Maintenant, on suppose que le probléme est bien posé, et
St)yr=u(tx), r€D(A),t>0, (3.4)

on a
Proposition 10 La solution (3.4) est vérifiée
1. S(0)z = x.

2. S (t)x est continue par rapport a t.

3. S (t) est bornée par rapport a x.

Preuve. On a

S(0)z ==
2. D’autre part, S (t) = est continue par rapport a ¢ car S (t) est une solution forte.

3. On montre que S (t) est bornée. On raisonne par ’absurde, supposons que S () est non

bornée ie,
I(yn) € D(A) tele que ||S (t) yn|| — +oo.
Soit
lynll <1,

et

15 (&) ynll = 7,
si on pose

Ty = In 0,

n

alors

15 (£) ]l — 0,

car le probléme (3.2) est bien posé alors
S (t) yn
< ISOWll gy =0
n

Y

donc S () est bornée.
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3.1. Sur I'équation de Volterra abstraite et la notion Solution opérateur ou bien " Operator
Solution "

Maintenant, on peut donner un mot sur la notion Solution opérateur ou bien " Operator

Solution " via la définition suivante

Définition 16 Une famille d’opérateur {S (t)},5o € B(E) est dite solution opérateur si les

propriétés suivants sont vérifiées

1. {S(t)}5q est fortement continue sur Ry et S(0) = Idp.

AS(t)x = S (t) Ax pour v € D (A),
2. {S(t)}>q est commute avec A ie, | et

S(t)D(A) C D(A).

3. L’equation intégrale est verifiée Vo € D (A),

t
S(t)x:$+/a(t—s)AS(s)xd3, t>0.
0
Et on a le résultat suivant

Proposition 11 Le probléme (3.2) est bien posé si et seulement si le probléme (3.2) admet

une solution opérateur. De plus, on a
Im(axS(t)) C D(A), pourt > 0,

et
t

S(t)x:x—l—A/a(t—s)S(s)xds, t>0 et vek,
0
en particulier, on a Aa x S est fortement continue dans E.

Preuve. Pour la démonstration voir [3], page (32). =
Corollaire 2 Le probléme (3.2) admet au plus une solution opérateur S (t).
Preuve. Soit S (),5; (f) sont deux solutions opérateurs de probléme (3.2) donc pour tout

r€D(A),ona

1% Six = (Sy — ax*x ASy) x Siz
= S9*x Siz —axASy xSz
= S5 (S1x —a*x ASx)
= Sy *xx

= 1*52%,

donc S; = 5. m
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

3.2 Etude d’une équation differentielle fractionnaire ab-

straite

On considére le probléme suivant

{ CDoy (t) = Au(t) t> 0, (35)

u® (0) = a, ke{0,1,..,m—1},

ici

e m=[a]+1.

e A est un opérateure lineaire non borné du domaine D (A) dense dans F.

Tout d’abord, on s’inspire du cadre classique développé dans la référence [3], pour 'introduction

de la notion de solution forte adaptée au probléme fractionnaire (3.5).

Définition 17 Une fonction u € C (R4, E) est dite solution forte du probléme (3.5) si

ueCR,,DA))NC™ (R, E).

m—1
Im—a * <U - Zu(k) (0) gk+1) eC™ (R, E).
k=0

3. Les conditions auz limites ainsi l’équation (3.5) sont vérifiées.

Avant de passer a I’étude du probléme fractionnaire (3.5), il faut dire un mot sur la notion de

probléme fractionnaire bien posé

Définition 18 On dit que le probléme (3.5) est bien posé si pour tout x;, € D(A), k €

{0,1,...,m — 1}, il existe une unique solution forte w (t,xq,...,Tm_1) -

Dans le but d’alléger les calculs, on se contente de considérer le probléme suivant

CDou(t) = Au(t), t>0,
u(0) =z,

u® (0) =0 ke{l,...m—1}.

23



3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

Lemme 1 La version intégrale (équation intégrale de Volterra) relative & notre probléme (3.6)est

donnée par :
t

u(t)=x+ /ga (t —s) Au(s)ds, (3.7)

0

avec
1

T ()

Ja <t> = et

Preuve. En effet si on applique, (2.3), il vient alors que
1%0% Dy (t) = 1% (Au) (1) .

Donc

[y

m—

w(t) =Y u®(0) gesr (1) = (ga * Au) (1),

k=0
par conséquent

car

et cela pour toute k£ € {1,...,m — 1}, ce qui implique que

t

u(t):x+/ga(t—s)Au(s)ds.

0

3.2.1 Notion de " Solution opérateur fractionnaire "

Avec le méme principe que dans le cadre classique, on peut définir la solution opérateur relative

au cadre fractionnaire

Définition 19 Une famille d’opérateur {S, (t)},~, € B (E) est dite solution opérateur du prob-
léme (3.6) si les propriétés suivantes sont vérifiées
1. {Sa (t)},5q est fortement continue sur R, et S, (0) = Idg.

AS (t)x =S (t) Az pour v € D (A),
2. {Sa (t)},>q est commute avec A ie, | et

S(t)D(A) C D(A).
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

8. {Sa () },5¢ vérifiée l'équation intégrale

VxED(A):Sa(t)x:x+/ta(t—s)ASa(s)a:ds t>0.

Définition 20 Un opérateur A € C* (M,w) si le probleme (3.6) admet une solution {S, (t)}tzo
vérifiant
1S4 ()| < Me*', ¢ >0.

3.2.2 Sur la notion de la résolvante fractionnaire

On introduit maintenant une nouvelle notion qui s’appelle opérateur résolvante fractionnaire a

I’aide de la transformée de Laplace de la " solution opérateur "
Proposition 12 Soit A € C* (M,w) . Alors, la transformé de Laplace de la solution opérateur

correspondant donnée par

se nomme résolvante fractionnaire et on a
HO\) =Xt (\Id—A)~".

De plus
{A*:ReA >w} Cp(A). (3.8)

Preuve. Soit A € C“ (M, w) e,
ISa (W) < Me*', >0,

ce que implique, pour tout A > w, et z € D (A),
+oo
HO\)z = / MG, (1) wdt

0
—+00

_ / e Nadt + L (ga * ASa (1) ) (\)

0

_ ; + L (ga) (A) L (AS, (1) 2) (N)

_ § +ANAH (\) z,

d’apres (2.7) et (2.8) et comme S, (t) est commute avec A. Donc

NHMNr=a)*""+ AH Nz
=2\ + H(\) Ax,
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

donc
H(\) (\d— Az =\
c’est-a-dire
H(\) (\Id— A) = X\*1;
donc
H(\)=X""(\1d — A7
on pose

R\, A) = (\Id— A",

on obtient ainsi

H(\) =)X"TR(\A) = /e_MSa (t)dt, (3.9)
{A*:ReA>w} Cp(4).
u

Théoréme 3 Soient a > 0 et A € C*(M,w). Alors, la solution correspondante {Sq (t)},5¢

est uniformément continue si et seulement si l'opérateur A est borné.

Preuve. On rappelle que pour a > 0, A > w si A € C* (M,w), alors

ISa (0] < Me*',  t=0.

e "=" On suppose que {5, (t)},-, est uniformément continue ie, la fonction

n(t) = |[Sa (t) — Id],

est continue pour t > 0, de plus on a

et

En effet

[Sa (t) — 1d|| < ||Sa (t) + 1d||
< [1Sa (O + (14|l
< Me*t + 1.
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

D’autre part de (3.9) on obtient
+oo
MNTIR(AYA) — AN d = /e_/\t [Sa () — Id]dt,
0

donc
—+o00

[ATTR (A A) = ATHd|| < [ e My (t) dt

D\

En effet, on a par continuité de 7 (¢), sur [0, J]

Ve > 0,30 > 0,:n(t) <e,

donc
1)
Xt €
t)dt < —
Jermwar< s,
0
et
+oo +o00
/ e Mn(t)dt < / e M [Met +1] dt
5 s
+0o0 +0o0
< M/e_’\te“tdt—i— /e"th
1) 1)
M 1
< 7()\70.))6 _ 7)\6
S5z we + )\e
1
= 0 —_ N
A )
donc
1
INR(A*A) = Id|| <e+ Ao (X)
<1,
comme

Ao<§>—>0,

R\ A) = (\Td— A",

on conclut que

est inversible donc A*/d — A est borné aussi d’ou le résultat.
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

e "<" On pose A borné et

e Angan
Sa (t) T ;1—\ (OZ’I’L + 1)7

cette série est converge pour toute t > 0 car

Artlget ) Dlan4+1)  T(an+1) Ag0
D(a(n+1)+1) Arten  T(a(n+1)+1)
I'(an+1) N
= At
(an+a)...(an+ 1)T (an +1)
B At
~ (an+a)...(an+1)’
or
lim At = 0.
n—too (an + a) ... (an + 1)
Et de plus S, (t) est un opérateur lineaire borné, en effet
LAN" t“" o
156 ()] < Z = Eo (|| Al[7).

om—i—

Montré que A € C* ou bien que S, (t) est exponentiellement bornée, on distingue deux

cas
1¢cas: si 0 < o < 2, on peut utiliser le relation (2.5), alors pour

o 1
Jarg (1141 ¢)] < o,

on a
« 1 [ o
B (A1) = = exp (JAI7= 1) +e,., (4] 1),
avec

a4l #7) = —Z% ro(llaler™).

et avec la continuité de la fonction de Mittag-Lefler pour toute ¢ > 0 il existe une constante

C tels que

Sa (t) = Eq ([|A]| %) (3.10)
< Cexp (||A||1/a t) . (3.11)

2¢mccas: si o > 2 alors Vk € N* avec a < 2k

15, (1) < AT e S || AJ|/Rkn e/ kkn
T (an+1) =T ((a/k)kn+1)

B s

= 2T ((afRyn + 1)

_ a/k <||AH1/I€ ta/k) 7
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

on obtient ainsi (3.10) avec le changement d’indice j =n — 1, on a

154 ( 1a|< |A”t

|Auﬂ“ ta<f+1>

:z_; 1)+ 1)

a t—>0
t*[JA[] Eaaa ([[A]27) =70,

or
lim 1 || 4] B e (4] £%) = 0

Donc la solution opérateur est uniformément continue.

Théoréme 4 Si A € C*(M,w) et a > 2. Alors, lopérateur A est borné.

Preuve. Soit A € p(A) C C, alors

A= |\ e = |\ [cosf + isind],

avec 0 < 6 <,

AT = A e,

A€ p(A),

si et seulement si

0<ab <.

T . N
Donc 0 < # < —. Maintenant, on considére

«

p=2A"€p(A),

“+oo

1R (1, A)] = | A / NS, (1) dt]

0
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

ce qui implique que
+o0 +o00

A / e MS, (1) dt|| < M || / e~ (ReA=w)t gy
0

0
M || —(A—w)t]T®
= — (Re A —w) [~ )]0
M Al
~ Rel—w
MA|
~ M cost —w
M A

< .
|A| cos (f) —w
o

Or
: M || M
lim P = N
H=Ho0 )| cos (—) —w  COoS (—)
a a

donc A est borné. =

Proposition 13 On a

+oo
6” o— « n n_—
e RO ) = (1) /t MG, (1) dt. (3.12)
0
Preuve. On raisonne par récurrence.
Tout d’abord, on a
0 o7
e a—1 « - —At
ST RO A = 2 /e S, (£) dt
0
“+o0o

= / —te™™MS,, () dt.

0

On considére la propriété de récurrence P (n) définie par

+o00
aa)\n P\a—lR(Aa’A)] _ (_1)71 /tne—/\tsa (t) dt.
0
On a
an—f—l +oo
P - o

0
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

Il vient alors que

8n+1 o I o
St RO = 2 (et e, )
r 400
= a% (—1)" /t”e”Sa (t) dt
| 0
+oo

= (-1 /t"“e_)‘tsa (t) dt.
0
Donc (3.12) est vrai. m

Le résulta suivant est la version fractionnaire du Théoréme (1.3) de [3], la démonstration est

assez difficile et fait intervenir le développement en série de Taylor de la fonction
an

A= o

A TR(A, A)] .

Théoréme 5 Soit 0 < a < 2. Alors, A € C*(M,w) si et seulement si

(W, 00) € p(A)

Mn)
(A —w)"

A>w,n € Ng.

on
oA

(AR (A, A)) H <
Théoréme 6 Soit 0 < a < 2. Alors, A € C* (M,w) si et seulement si (w*, 00) € p(A) et il

existe une solution opérateur fortement continue (S, (t)) vérifiant
1S ()] < Me*,

pourt > 0 tel que

o0

N TTR(A A = /eAtSa (t) zdt, A>w,xeE.

0

Preuve. On montre la double implication

e” = 7 Soient 0 < a < 2. D’aprés le théoréme (5) on (w® 00) € p(A), et comme

A€ C*(M,w), alors, la solution correspondant satisfait
1Sa (B[ < Me,

ce qui implique la transformée de Laplace existe et donnée par

MR\ A)x = /e_’\tSa (t)xzdt, I>w,z € FE.
0
Et d’apres le théoreme (3), on sait que S, (t) est uniformément continue donc elle est

fortement continue, d’ou le résultat.
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

e 7 <7 On suppose que
(w*,00) C p(A),

et il existe un opérateur fortement continu S, (t) que satisfait

IS (@) < Me*,
pour t > 0 tel que
AR A / S, () xdt, AN>w,x € E.
0
donc
Ae(C*(M,w).

Dans la suite, on aura besoin de ce lemme parement technique,

Lemme 2 Soit A € C*(M,w), on a
a nn-‘rl

oAm

)\ n+1
avec by, sont donné par les relations de récurrence

bt =1,

br,=Mm—1-ka)by, ;+a(k-=1)b3 ,, ;,1<k<nn=2.3, ..,

bpn=0,k>nn=12,..

Preuve. On raisonne par récurrence que

N

)\Jrl

1. Tout d’abord, on a pour n = 0,

1
XTIR (A A) = SO R (X, A)

= \"TR(\Y A),

car

b= 1.
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

2. On considére la propriété de récurrence P (n) et on pose qu’elle est vraie pour tout n > 1,

" a—1 ey ”n""l k

3. On montre que

ontl ol N ( n+1 n+2 k
a)\n+1 ()\ R ()\ - An+2 Zbk TL+2 A)) )

donc on a

(=)™ (n 4+ 1) A" e e
= )\2n+2 Zbk n+1 ()\ R ()\ ) A))k
k=1

<_1 a 0 «a a k
+W;bk,n+1@—)\ (AR (X%, A))".

/

~
)

Pour calculer

_a «a «a k
o= L 0RO, A)

on aura besoin a P (1). Alors
81

P - ) (

AR (A A))

2
DS b, R (17, 4)
k=1

—1
— [BE AR (A%, A) 4 b5, (AR (A, A))?]

(Oé — ]‘) @ @ @ @
= SSNR(A) - 5 (YR (A A))°
car
b(lx,Z = (1 - Oé) )
bg, = a.
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

Donc
_ 0 « « k
o= 5x (RO, 4)
= ROCR (O A (RO, 4))
— k(AR (A, A)F! (,% (AR (A", A))
= EAR(AY, AN AR (A, A) +)\(% (XTLR (A, A))
P(1)
ak o o k ak o «a k+1
D’ot
an+1 .
O \n+1 (Aa R(AQ’A))
1 n+1 n+1
= ( ) )\n+2 Zbk n+1 A>>k
n'fl—l—l
)\n+1 Zbk n+ly )\ (Aa A))
n'!l-f—l
« k+1
o )\n-f—l ZbknJrl )\ (>\ A)) )
s s
A2 (77, +1- Oél{?) b%,nJrl (/\aR (/\a7 A))
k=1
n+1 n+1

Z kbkn+1 R(A%, A)>k+1;

soit le changement d’indice suivant

1=k+1,
alors, si
k=1 7 =2
alors
k=n+1 i=n+2
donc
n+2

n+1
Z@kbk n+1 k+1 ZO& i — 1 i— 1n+1 (/\aR ()\a7 A))l )
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

d’ou
an+1 o
O+l (Aa R (A%, A>)

(_1)n+1 n+1 .
D (L= ak) B (AR (A%, A))
k=1
(_1>n+1 n+2 .
+ )\n+2 ZOC (k - 1) bg—l,n—&-l ()\DlR ()\aa A)) )

k=2

nous distribuons les deux sommes, on obtient alors

anJrl a—1 «
! (AR (A, A))
(_1)n+1 (e [e% [e%
= N2 Sn+ 1 —oz)bLnH)\ R()\ ,Az
k1
(_1)n+1 n+1 .
+ )\n+2 Z (TL + 1— O‘/k) bg,n—i—l ()\OCR (}\a7 A))
k=2
(_1)n+1 n+1 .
+ oz 20 (= D (TR (X, A))
k=2
<_1)"+1 (] « « n+2
+ W? (n + 1) bn+1,n+1 ()\ R ()\ ,A)) J;
k=n+2
alors
an+1 o1 N
ONn+1 ()‘ R ()‘ ’A))
(_1)n+1 (0% (0% (0%
T T2 £n+ 1—a) b1,n+11)‘ R (X%, A)
b s
(_1)n+1 n+1 )
t i o L= ak) b o (k= DB 0] (RO, 4))
k=2 e
(1) 00,0 (TR (AT A",
b;):+;:L+2
car

bg,n+2 = (n+1-ak) bg,m—l +a(k—-1) b?—l,nﬂa
bin+2 = (Tl +1-— Oé) b(f,n+17
by omra = a(n+1)b5, 00,

par suite on a

8n+1 ol N (_1)n+1 n+2 . . . i
a)\nJrl ()\ R ()\ ’ A)) = )\n+2 Zbk,n-i-? ()\ R ()‘ ) A)) )
k=1

ce qui achéve la démonstration.
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

Corollaire 3 Si A € C' (w). Alors, A € C® (w'/*) , pour toute o € (0,1).

Preuve. Pour montrer ce résultat, on sait que si A € C! (w), il existe une constante M > 1

tel que R (A, A) existe pour A > w, et on a

M

Pour montrer que

Ae ™ (My,w"),

il suffit de montrer que
IS0 (O] < Mye "™,

tels que
o Mln‘
NTIRA A € ——mMM——— A 1 . .
Ham( R(\, ))H—(A—wl/a)"“’ >w’* neN (3.16)
on utilise le lemme précédent, on a
87’1
ATIR(A A
i b0, )
n+1
AT ("“)Zbk o ( ACAN . neNa>0, (3.17)

dans le cas de v € (0,1) on a bf,, > 0. et on a A > w'/* donc

n+1

(AR (A, A H Zbkn+1)\’“a‘”‘1HR(A”,A)’“H; (3.18)

|5

d’ou on obtient d’apré (3.15) on a

on
OA"

(A\*TTR (A, A))

n+1 )\koe n—1

< Mzbk n+1 Ld)k

nn+1 k
S (_ { )\n+1 Zbkn+l( o ) }
" an /\a 1
= (1) MaAn{Aa—w}’

lorsque la derniére égalité suite comme un cas particulier de (3.13) D’apres (2.9) et (2.10) on a

/ ME, (wt) dt,
0
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3.2. Etude d’une équation differentielle fractionnaire abstraite

n a—1
(-1)" aa/\n ( A > /t”e_’\tE (wt®) dt,

0

donc

donc, on obtient

o | e —w

o
oA

o roe.)| <oy g {2
<M / t"e ME, (wt®) dt

< M/t"e-wE (wt)]| dt

)
M /n —At wl/atdt
My o

car
B, (wt*) < Ce*’ ™ pour a € (0,2),
donc -
0 (AR (A, A)| < My / e (A=)t gy
oA
avec le changement de variable
z = (/\ —wl/a) t,
on obtient
o r 1\
a—1 « —z.n
Ha)\ ()\ R()\ A))H S M1/€ z (m) dz
0
|
S M1 v n c N,

(A — wl/a)n+1,

donc A € C* (wl/a) . m

Proposition 14 Soit a > 0 et A € C*. Alors la solution opérateur correspondante a S, (t) est

n+1

Sy (t)z = lim ,Zbknﬂ — (t/n)* A) Fx, (3.19)

n—oo M!

avec bz‘m donnée par (3.14). Cette convergence est uniforme pour toute x € E et t > 0.

Preuve. Voir [1]. =

37



3.3. Sur la notion "Solution opérateur analytique"

Remarque 9 L’ezpression (3.19) c’est une généralisation de la représentation exponentiele

d’une Cy-semigroupe

" -n
S1(t)x = lim <]d——A> r, w€kE,
n

n—oo
uniformément sur les sous intervalles bornés de t > 0.en suite, nous exprimons l’operateur A

en termes de la solution operateur correspondant S, (t) .
Le but de resultat suivant, et donner un lien entre la solution S, (t) et 'operateur A.

Proposition 15 Soit S, (t) est une solution opérateur du probleme (3.6) alors

Az =T (a+1) lim Salz—w

t—0t to

, (3.20)

pour toute x € E si cette limite est existe.

Preuve. Pour toute fonction v (.) € C' (Ry; E), on a

IMv(t
limv (t) = lim L(),
t—0 t—0 Ja+1 (t)

on pose v (t) = (“Df*S,) (t) z et on utilise (3.6) et la relation (2.3) on obtient (3.20). m

3.3 Sur la notion "Solution opérateur analytique"
On considere le secteur 3y, = {z € C: 0 < argz <ty < w/2} et soit z € Xy,

Définition 21 La solution opérateur S, (z) du probléme (3.6) est dite analytique de type

(6o, wo) si pour tout @ < Oy et w > wy, il existe une constante M (0,w) tels que

150 (2)|| < Me*Rez, 2 € Yy,

Remarque 10 Généralement la solution opérateur correspondant d’opérateur
AeC*(M,w)

est analytique, dans ce cas on note
A e A% (0y,wp) .

St oo =1 on obtient ’ensemble de toute les générateur de semi-groupes analytiques.

38



3.3. Sur la notion "Solution opérateur analytique"

Théoréme 7 Soit a € (0,2), A est un opérateur linéaire fermée a domaine dense, alors
A & Aa ((90,&)0) 5

si et seulement si A\* € p(A) pour toute X € g, r/2, €t pour tout w > wy et 0 < Oy, il existe

une constante C' = C (6,w) telle que

IH )] = |2 TR, A)|| < Py w| (3.21)
Corollaire 4 Soit o € (0,2), alors
A€ A% (6,,0),
si et seulement si Xg,1x/2 C p(A), et pour tout § < by,
IR A< CIAL A€ Za@yrr/2)-

Un autre résulat pratique est donné par :

Corollaire 5 Soit o € (0,1). Si {\: ReX >0} C p(A), et s’il existe une constante C' tel que

IR\ A)| < RCA Re > 0,

alors A € A* (mln{(é — 1) %,g},()).

Preuve. Soit o € (0,1) et 6y = (1/a—1)m/2. alors a (0 + 7/2) < 7/2 alors Eu(9y4x/2) C
p(A). Soit B tel que a (A +7/2) < B < /2, on obtient

C

Re A
C

~ |A|cosp
C

< —7

~ |Alcos 8

1R A < ==

A € Yo(o+r/2)s

avec ¢ = arg A\, donc
RN A< CIAl A € Eo(dg+m/2)-
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3.4. Exemples

3.4 Exemples

Cette section est consacrée a donner des exemples concrets ou le théoréeme abordé dans ce

travail s’applique

Exemple 1 Soient 0 < o < 2 et xz € (0, 1) on consider le probléme suivent

(

CDfU = Uy,
u(z,0) = f(x),
() “0 =7 (3.22)
u(0) =u, (1) =0, t>0,
ug (x,0) =0, sil<a<?2.

\

Pour résoudre cette probléme, on va étudier la résolvant de 'opérateur A que est définie par

Au = Uy,
D(A) ={ueW?(0,1) tel que u(0) =u'(1) =0}.
Donc on considére le probleme spectral

u’ (z) — Mu(x) =g(z), sur (0,1),
u(0) =0,
ul, (1) =0,

xT

La solution générale de I’équation sans le second membre est de la forme
u(z) = AeVA 4 Bem VA,
Par la méthode de la variation de la constante, on obtient

Al(z)eV 4 B'(z)e~ vV = 0,

VA (2)eV™ — VAB (2)e™ = g(x),

ainsi ) ) .
Alx :—/ e~ Vs s)ds + Ay,
@)= sz | e Patedds +
B(x) = —L/Ieﬁsg(s)ds + By.
\ 2v/A\Jo
Donc
1 x
u(x) = —/ sinh V\(z — s) g(s) ds + AgeV™ + Bye V",
VA Jo
et

u'(z) = / cosh VA(z — 5) g(s) ds +VAAeV™ — VABye .
0
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3.4. Exemples

Les conditions aux limites donnent

B cosh V(1 — s)
Ao = /0 2v/Acosh VA gls)ds,

(

g(s)ds.

cosh V(1 — s)
\ Po= /0 2v/A cosh v/ A

En se basant sur la théorie de fonction de Green, par conséquent, la solution du probléme (P)
s’écrit .
(A=N"g=ulw) =~ [ Kefa.r) g(r) dr, (3.23
0

ot, le noyau de Green est donné par la formule suivante

[ sinh VAT cosh VA(L — )
VAcosh VA

si 0<7<x,

K.(z,7) =

sinh v/ Az cosh vA(1 —7)
L VA cosh VA

Par un calcul purement technique, on obtient I’estimation suivante

si <7<

K

dJK>0:VA>0 H(A A) 1HL 1+)\

(3.24)

Il est alors connu que cette hypothése implique 'existence d’un 6y € (0,7/2) et d’'un wg > 0

tels que p(A) contient un secteur de la forme

Swods = {A € C* - larg A| < 6o} U B(0,wp).

T

1
donc le corollaire (5) implique que A € A® (min { <— - 1) 5 2} O) avec o € (0,1).
a

Exemple 2 Soit 0 < o < 1,0 € [0, 7) on considére le probléme

Doy = —e Dlu, 0<z<l,
u(0,t) =0, t >0,
u(x,0) = f(x)
soit £ = LP(0,1). On a
Ag = —BieDi,

avec
D (Ag) ={f e W"(0,1) tel que f(0) =0}.

Il est bien connu que Ay génére un Cy-semigroupe

1
IR A0 < Re A > 0. (3.25)
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3.4. Exemples

on utilise le corollaire (5) on obtient

o . 1 ™
Age A (mm{(a—l) 5,5},0>,

pour des raisons génerales 6 € (0, ), nous avons par (3.25)

IR (A, Ag)|l = [|R (X, e 4) |

= [[R (A, A
1
< ST A€ X2 6,
S Weos(p—o) T
avec p = arg A, donc Xz_g C p(Ap), et
M
RO AN <P aesia

d'ou 4y € A* (mm{”/2 6 -3, g} 0) si 0] < (1 —a)m/2, notez que Ay € C* seulement si
6 = 0. On applique la méthode de la transformé de Laplace on obtient I’expression explicite de

la solution N

u(x,t) = ewto‘/q)a (se”™t=) f (z — s) ds,
0
pour |0| < (1 — ) 7/2, et D, est la fonction Wright definie par

(e’e} Z)n
ZI‘ —y(n+1)+1) (3:26)

n=0

avec 0 < vy < 1.
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3.5 Annexe

La fonction Gamma

Définition 22 La fonction Gamma d’Fuler est une fonction spéciale notée I' que prolonge la

fonction factorielle aux valeurs réelles aux complexes qui est définie par
+o00

I'(z) = /tz_le_tdt,
0
avec Re (z) > 0.

Proposition 16 Par le principe du prolongement analytique, on peut étendre la définition de

la fonction Gamma aux valeurs C\Z~,

Fig.l Allure de la fonction Gamma

Proposition 17 On a I' (z + 1) = 2I'(2), cas particulier I (n 4+ 1) = nl.

La fonction Béta

Définition 23 La fonction Béta d’Fuler est définie par l'intégrale suinente
1

B(p.q) = /t’”_1 (1—1)""dt,
0
avec Re (p) > 0, et Re(q) > 0.

Proposition 18 La relation de Gamma et Béta est donne par

_T'(»T(g)
B (p,q) = Thtq)
avec Re (p) > 0, et Re (q) > 0.
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Résumé

Dans cette mémoire, on étudie une équation différentielle abstraite fractionnaire. Ce travail
est principalement basé sur la synthése du papier de E. G. Bajlekova, intitulé “Fractional

Evolution Equations in Banach Spaces”.

Abstract

In this memory, we study an abstract fractional differential equation. This work is mainly
based on the paper of E. G. Bajlekova, untitled “Fractional Evolution Equations in Banach

Spaces”.
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