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Introduction

Les équations différentielles linéaires jouent un roéle primordial dans
la modélisation des phénomeénes, en particulier, on les rencontrent dans
la physique, la biologie 1’économie est d’autres disciplines....

Dans ce mémoire on s’intéresse a la notion de solutions d'une équation
différentielle semi-linéaire ayant la forme

y = Ay +f, (1)

ol A est un opérateur linéaire générant un semi-groupe et f est une
fonction localement intégrable.

Ce travail est devisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre on fait
rappelle a quelques notions de bases. On discutera la notion de solution
d’une équation différentielle non-linéaire ayant la forme

y'(#) = fty(t), y(a)=x

ou f : I x X — X, I est un sous intervalle de R et X et un espace de
Banach. Cette équation différentielle est un cas particulier de I'équation
différentielle ie. (A = 0). On donnera aussi quelques outils d’ana-
lyse fonctionnel a savoir : Le théoreme d’Arzela— Ascoli, le théoréme de
Banach-Steinhaus et le théoreme de point fixe de Banach.

La théorie des semi-groupes est un outil fondamental dans l'étude des
équations différentielles semi-linéaires. Pour cela on en s’intéresse dans
le deuxiéme chapitre. Aprés donner les définitions générales d'un semi-
groupe, on en démontrera les principales propriétés. Plusieurs exemples
sont donnés. La notion du générateur infinitésimale d"un semi-groupe
sera aussi introduite.

Dans le troisieme chapitre on s’intéresse a la notion de solution d'une
équation différentielle semi-linéaire. En particulier, on distinguera entre
trois types de solutions : La solution classique, la solution absolument
continue et enfin la solution douce. On présentera aussi quelques résultats
d’existence et d"unicité d"un probléme de Cauchy semi-linéaire.



Chapitre 1

Rappelle sur quelques notions de
base

Dans ce chapitre on fait rappelle a quelques notions de bases. En particu-
lier, on discutera la notion de solution d’une équation différentielle non-
linéaire ayant la forme y/(t) = f(t,y(t)), y(a) =xouf:IxQ — X,
I est un sous intervalle de R, 3 C X un ouvert, X un espace de Ba-
nach, 2 € I et x € ). Quelques résultats d’analyse fonctionnel seront
aussi présentés en particulier on rappelle le théoreme d’Arzela— Ascoli,
le théoreme de Banach-Steinhaus et le théoreme de point fixe de Banach.

1.1 Rappelle sur les équations différentielles

Soit le probleme de Cauchy
y'(t) = f(ty(®), y(a) = x, (1.1)

ou f : I x () — X, I est un sous intervalle de R, (3 C X un ouvert, X un
espace de Banach,a € T et x € Q).

Définition 1.1.1 On dit que y : | C I — X est une solution classique du
probleme de Cauchy oit | C I est un sous intervalle de I si :
— y(a) =x.
— y est différentiable en tout point t € | satisfaisant I'équation y'(t) =
f(t,y(t)) pour tout t € J.

1. Dans le cas oi1 f est continue, les auteurs, souvent, utilise ’appellation solution de
classe C1




Remarque 1.1.1  — Si | = I on dit que la solution y est globale, sinon elle
est dite locale.

— La solution y est dite maximale si elle ne peut pas étre prolonger a une
autre solution.

La proposition suivante donne une caractérisation importante d"une
solution classique du probleme de Cauchy (1.1) dans le cas ou f est conti-
nue.

Proposition 1.1.1 Supposons que la fonction f est continue sur I x (et X =
R". La fonction y : ] — R" est une solution classique du probleme de Cauchy
si et seulement si y est continue sur | et

t
y(t) =x+ [ flsys)ds
pour tout t € J.

Preuve 1.1.1 1. On va montrer que si y est une solution classique du pro-
bleme de Cauchy (1.1)), alors elle est continue sur | et

y(t)=x+ [ fls,y(5)as

pour tout t € |. En effet, on sait que f est continue sur I x Q). En plus, la
solution y satisfait I'équation

y'(t) = f(ty(t)),

pour tout t € |. Par conséquent, elle est aussi continue sur J. Ainsi la

fonction
s f(s,y(s))

est continue sur J. En intégrant les deux membres de I'équation ci-dessus
entre a et t, on obtient donc

[vas = [ fs )

y(t) —y(a) = | f(s,y(s))ds

a
t

y(t) = yla)+ [ f(sy(s))ds

pour tout t € J.



2. Réciproquement, on a f est continue sur I x ), si y est continue sur |,
alors la fonction
s fls,y(s))

est continue sur |. et comme

t
y(t) =x+ [ Flsy(s)ds
pour tout t € | alors la fonction y est dérivable sur J. Ce qui donne

y'(t) = fty(®)),
pour tout t € . Il est aussi clair que y(a) = x. Ce qui achéve la preuve.

Remarque 1.1.2 Dans la proposition ci—dessus, on a établi I'équivalence entre
une solution du probleme de Cauchy et I'équation intégrale

y(t) =3+ [ Fls,u(s)ds, (12

pour tout t € J. Il est important a noter que C. Carathéodory a défini une solu-
tion du probleme de Cauchy au sens large. Plus précisément, une fonction
y: ] C I — R" est dite une solution au sens de Carathéodory du probleme de
Cauchy siy(a) = xety'(t) = f(t,y(t)) p.pP|sur . L'équivalence entre
une solution au sens de Carathéodory et I'équation intégrale n’est pas tou-
jours vrai. Dans la suite on va introduire une classe de fonction qui va résoudre
ce probleme.

Définition 1.1.2 Soit X un espace de Banach. On dit que y : | — X est
absolument continue si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute

partition finie ([a;, b;])!Z} C ] vérifiant Y[ (b; —a;) < 0, on aura alors

a1 (b)) — flai)|| <e.

Il est claire que toute fonction absolument continue est continue. On
peut aussi démontrer que toute fonction Lipschitzienne est absolument
continue. Si X = R" alors une fonction y : | — X est absolument continue
si et seulement si elle est p.p différentiable sur J. Pour plus de détail
concernant les fonctions absolument continues on réfere a [5]. Si X est de
dimension infinie une fonction y : ] — X absolument continue n’est pas
forcément p.p différentiable sauf si 'espace X a la propriété de Radon-
Nycodym, voir le cinquieme chapitre dans [5].

L’existence des solutions classiques du probléme de Cauchy a fait
objet de plusieurs études. Dans le cas ot X est de dimension fini, G. Peano
a démontré en 1890 un résultat d’existence des solution du probleme du

Cauchy (1.1), voir [Z].

2. p.p est I'abréviation de presque partout

6



Théoréme 1.1.1 Supposons que X = IR™. Si f est continue sur I x Qet (3 C X
est un ouvert de R" alors pour tout (a,x) € I x X, le probleme de Cauchy
admet au moins une solution classique y : | C I — X oit | est un sous intervalle
de I contenant a.

On note ici que le théoreme de G. Peano ne garantit pas 1'unicité des
solutions. En fait, en 1890, G. Peano a donné un exemple montrant que la
continuité de f n’est pas suffisante pour garantir 1"unicité de solution.

Exemple 1.1.1 On prend dans le probleme de Cauchy f(ty) = 3y%, I =
R, X =R, a=0etx = 0.1l ya deux solutions classiques : La solution

identiquement nulle et la fonction y : R — R définie par y(t) = t3.

Pour assurer 1'unicité du solution, des conditions supplémentaires sur
la fonction f seront imposées. On fait rappelle aux notions suivantes.

La fonction f : I x () — X est dite lipschitzienne, s’il existe une
constante k > 0 telle que pour tout (t,y), (£,7) € I x Q,on a

£t y) = FEDN < k([ =E +[ly = glD).

La fonction f est dite contractante si f est lipschitzienne de constante
k<1

La fonction f : I x () — X est dite lipschitzienne par rapport a la
deuxiéme variable, s’il existe une constante k > 0 telle que pour tout
(t,y), (t,§) € IxQ,ona

1f(ty) = fFE P < klly —7ll-

La fonction f : I x () — X est dite localement lipschitzienne si pour
tout (a,x) € I x ), ils existent b > a, r > 0 et une constante k = k(a,x) >
0 telle que [a,b] x B(x,r) C I x Q) et telle que

1f(ty) = FEDI <kt —F +1ly = 7l),

pour tout (t,y), (£,7) € [a,b] x B(x, 7).

La fonction f : I x )} — X est dite localement lipschitzienne par
rapport a la deuxiéme variable, si pour tout point (a,x) € I x Q, ils
existent b > a, r > 0 et une constante k = k(a,x) > 0 telle que [a,b] x
B(x,7) C U et telle que

£t y) = fFEDI < klly = 71,

pour tout (t,y), (t,7) € [a,b] x B(x,r).
Le théoréme suivant portant le nom de Cauchy-Lipshitz donnera des
conditions suffisantes pour assurer 1'unicité du solution du probléme de

Cauchy (z.1).



Théoréme 1.1.2 Supposons que X = R". Si f : I x 3 — X est continue
sur I x Q) et localement Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable. Alors
pour tout (a,x) € I x O, le probleme de Cauchy admet une unique solution
maximale définie sur un intervalle | C I contenant a.

Pour la preuve, voire le deuxiéme chapitre dans [2].

Dans la dimension infinie le théoréme de G.Peano n’est demeure pas
vrai. Deux contres exemples ont été établis par Dieudonne en 1950, voir
[7]-

On finit cette section par un critere d’'intégrabilité concernant les fonc-
tions f : [a,b] — X ot X est un espace de Banach. Il est bien connu
que si X est de dimension fini alors on peut donner un sens a l'intégrale
| [a,b] f(x)dAx, soit au sens de Riemann ou bien plus généralement au sens

de Lebesgue. Dans le cas ou X est de dimension infini on définit 1'inté-
grale au sens de Bochner. La construction de l'intégrale de Bochner se
fait par définir l'intégrale des fonctions étagées puis mesurables positives
et enfin mesurables quelconques. Le théoreme suivant qui a été démon-
tré par Bochner en 1938 caractérise les fonctions intégrable au sens de
Bochner.

Théoreme 1.1.3 Soit f : [a,b] — X oit X est un espace de Banach. On dit
que f est intégrable au sens de Bochner si et seulement si f est mesurable et

Jiapy If () lldx < o0,

1.2 Rappelle sur quelques théorémes d’analyse
fonctionnel

Soit X un espace topologique séparé. On rappelle qu'une partie A C
X est dite compacte si de tout recouvrement d’ouvert de A on peut en
extraire un sous recouvrement fini. Cela veut dire que si (€););c; C X est
une famille de parties ouvertes satisfaisant

A C UIGIQZI
alors il existe un sous ensemble | C I fini tel que
A C Ui

Cette définition est équivalente a la suivante : Une partie A C X est dite
compacte si de toute suite d’éléments de A on peut en extraire une sous-
suite convergente dans A.

Si X est de dimension finie alors une partie A C X est compacte si elle
est fermée et bornée. Ce résultat n’est pas vrai si X es de dimension infi-
nie. On rappelle le théoreme de Riesz, la boule unité de X est compacte[]
si et seulement si X est de dimension fini.

3. On la note désormais par B.



Si la partie A est compacte alors elle est fermée. La partie A est dite
relativement compact si '’adhérence de A est compact. Par conséquent, les
parties relativement compacts de IR” sont les parties bornées. Pour plus
de détail, on réfere au livre [6].

Dans la suite on désigne par C([a,b];IR") I’espace vectoriel des fonc-

N

tions continues sur l'intervalle [a,b] et & valeurs dans R". Soit F C
C([a, b],R™).

Définition 1.2.1 On dit que F est equicontinue si pour tout € > 0, il existe un
0 > 0, tel que pour tout s et t € [a,b] vérifiant |s —t| < 6 on aura |f(t) —
f(s)| <e, pour tout f € F.

Le théoreme suivant, portant le nom du théoreme d’Arzela—Ascoli,
caractérise la compacité d'un sous ensemble F de C([a, ], R").

Théoréme 1.2.1 L'ensemble F C C([a,b],R") est relativement compact si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. F est equicontinues.

2. pour tout t € [a,b] I'ensemble {f(t), f € F} est relativement compact
dans R™.

Soit X un espace de Banach dont la norme sera notée par || - ||¢# et
A : D(A) € X — X un opérateur linéaire défini sur D(A) C XpP| On
rappelle que A : D(A) C X — X est dit linéaire si pour tout x, y € D(A)
et pour tout x € R, on a

Alx+y) =A(x) + Ay),

et
Aax) = aA(x).

L’opérateur linéaire A est dit continu (borné) s’il existe ¢ > 0, tel que
|Ax|| < c||x||, pour tout x € D(A).

L'opérateur A est dit fermé si son graphe de est fermé, i.e., L'ensemble
{x, Ax; x € D(A)} est fermé dans X x X.
On note par £(X) I'ensemble des opérateurs linéaires continus sur X,
ie.,
L(X)={A:X — X; Alinéaire et continu} .

4. La norme d’un espace de Banach sera toujours notée par || - ||. Pour éviter 'am-
biguité, dans certaines situations on indexe la norme par le nom de 1’espace du Banach
ot elle est définie, e.g., || - |x, || - [ £(x)-

5. Dans ce cas on dit que le domaine de l'opérateur A est D(A).



Si A€ L(X),alorsona:
[A]l = sup || Ax].

lxf <1

Un opérateur T € L(X) est dit compact si T(B) est relativement com-
pact ou B est la boule unité de X.

On termine ce chapitre par un rappel de deux théoremes qui seront
d’un grand intérét dans la suite, leurs preuves est trés connues dans la
littérature. Le premier théoréme est celui de point fixe de Banach.

Théoréme 1.2.2 Soient X un espace de Banach, et A : X — X un opérateur
contractant, alors A admet un unique point fixe. i.e,

il existe unique y € X tel que Ay = y.
Le deuxiéme théoréme est celui de Banach-Steinhaus.

Théoréeme 1.2.3 Soit X un espace de Banach et soit (A;);c IH une famille d’élé-
ment de L(X). telle que

sup || A;x|| < +oo,

i€l
pour tout x € X. Alors

sup || Ajf| < oo,

i€l
i.e., il existe une constante ¢ > 0 telle que : || A;(x)|| < cl||x]|| pour tout x € X
et pour tout i € I.

6. On peut aussi considérer une famille d’opérateurs (A;)ic; ot A; : X — Y, X un
espace de Banach et Y un espace vectoriel normé.
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Chapitre 2

Sur la théorie des semi-groupes

La théorie des semi-groupes est un outil fondamental dans 1’étude des
équations différentielles semi-linéaires. Dans ce chapitre on s’intéresse
essentiellement a deux types de semi—groupes : les semi—groupes unifor-
mément continus et les Cyp semi—groupes. La notion de générateur infini-
tésimal d"un semi-groupe sera aussi étudiée.

Pour bien comprendre l'intérét d’un semi-groupe dans les équations dif-
férentielle, on commencera par un exemple trés simple mais aussi fonda-
mental. Soit le probleme de Cauchy

y'(t) = ay(t), y(0) = x, (2.1)

ot 2 € R* et x € R. Une solution classique du probleme de Cauchy
est donnée par :
y(t) = e"x,

pour tout ¢+ € R. Si on définit une application S(¢) : R — IR, qui associe
a chaque x € R, I'élément S(t)x = e%x, alors S(t) aura les propriétés
suivante :

— 5(0) = Idg, ot IdR est'application identité de R, i.e. [dg : R — R,

Idr(x) = x.

— S(t+s) = S(t)S(s), pour tout t, s € R™.

Cette caractérisation demeure vraie si on considere le cas ou I'EDO

est sous la forme : /
y'(t) = Ay(t), y(0) = x

et A est une matrice carrée. La famille S(t), t € R est appelée semi-
groupe.

Dans ce chapitre on donnera un sens a la notion de semi—groupe dans
le cas ot A : D(A) C X — X est un opérateur linéaire borné et X est un
espace de Banach.
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2.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Soit S(t) : X — X, t > 0 une famille d’opérateurs linéaires continus
définis sur un espace de Banach X.

2.1.1 Semi-groupe uniformément continu

Définition 2.1.1 La famille d’opérateurs linéaires S(t) : X — X, t > 0 est
dit semi-groupe uniformément continu si :

1. S(O) = Ix.
2. S(s+1t)=S5(s)S(t); Vt,s > 0.
. lim ||S(t) =1 =0.
3. lim (105~ 1]l
Exemple 2.1.1 Soient X = R et a € R. On défini la famille d’opérateurs
linéaires S(t) : X — X par :
S(t)x = e"x,

pour tout t € R™. On vérifie aisement que la famille S(t) : X — X, t > 0 est
un semi—groupe uniformément continu.

1. S(0) = Ix. En effet, on a pour tout x € X
S(0)x = "0y — y.
2. S(t+s) = S(t)S(s), pour tout s, t € R™. Cela est vrai puisque on a pour
tout x € X et pour tout s, t € R™

ea(t—l—s)x — Sy — phit (easx)

. lim ||S(8) = I — 0. En effet,
3. lim 1S(t) — Il £(w) n effe
1S(t) — Iy = sup |(S(f) —1I)x|
|x[<1

< sup |e"x — x|
|x|<1

< sup | (e" —1)«x|
|x|<1

< sup |e" — 1[|x]
¥ <1

< suple” -1 —0
‘x|§1 t—0t+

On conclut que la famille S(t) : X — X, t € RY est un semi-groupe uniformé-
ment continu.
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2.1.2 (Cp semi-groupe

On s’intéresse maintenant a une classe plus générale que celle des
semi-groupes uniformément continus, a savoir la classe des Cy semi-
groupes.

Définition 2.1.2 Une famille d’opérateurs linéaires continus S(t) : X —»
X, t >0, est dit Cy semi-groupe, si elle vérifie les propriétées suivantes :

1. S(O) = Ix.
2. S(s+1t)=S(s)S(t)  Vt,s>0.
3. Pour tout x € X, ona

lim S(H)x =x ie, lim ||S(t)x— x| = 0.
Jim S(t)x =x ie,  lm |[S(t)x — x|

Exemple 2.1.2 Soit X I'espace de Banach définit par :
X =Cup(Ry)={f:Ry — R, f est continue et uniformément borné } .
Pour tout t > 0, on définit I'opérateur S(t) : X — X par :
(S()f) (s) = f(t+5),

pour tout t,s € R. On démontre que la famille S(t) : X — X, t > 0 est un
Co semi—groupe.

1. S(0) = Ix. En effet, on a
(S(0)f) (s) = F(0+5) = f(s),
pour tout f € X et pour tout s € R™. Ce qui veut dire
5(0) = Ix.

2. S(s+1t) = S(s)S(t), pour tout t,s > 0. On fixe f € X ets, t € RT.
Alors :

(S(t+s)f) (k) = f(t+s+k), pourtoutk € Ry.

D’autre part, si on pose

§=5(s)f,
on obtient donc
S(t) [S(s)f] (k) = S(t)(g)(k)
= g(t+k)
= S(s)f(t+k)
= f(s+t+k).
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3. Il reste a démontrer que, 1ir51+ IS(t)f — fllx = O, pour tout f € X. On
t—
fixe f € X. Ainsi

IS(t)f = fllx = sup[[S(t)f(s)] = f(s)]

seR
= sup|f(t+s)—f(s)| —=0.
seR t—0t+

Donc S(t) : X — X, t > 0, est un Cy semi-groupe.

Remarque 2.1.1 1l est claire que tout semi-groupe uniformément continu est
un Co semi-groupe. En effet, soit S(t) : X — X, t > 0 un semi-groupe uni-
formément continu. Pour montrer que S(t) : X — X est un Cy semi-groupe, il
suffit de montrer que

lim ||S(#)x — x| = 0.

t—0t+

Bien evidemment, on a :
1S(8) = Il ey = supya<a IS ()x — x| = 1S(6)x — ],

pour tout t € Ry et pour tout x € X. Tenant en compte que S(t) : X —
X, t > 0 est un semi-groupe uniformément continu, il s’ensuit donc que

15(8) = Il 2(x) = sup <1 IS(8)x — xf| —— 0.

t—0t

Donc, on déduit que
|S(t)x — x|| — 0.
t—0+

D'oit, S(t) : X — X est un Cy semi-groupe.

2.2 Générateur infinitésimale d"un Cy semi-groupe

Définition 2.2.1 On appel génerateur infinitésimale du Cy semi—groupe S(t) :
X — X, t >0, l'opérateur A : D(A) C X — X défini par son domaine :

S(H)x —

D(A)={x € X; lim existe},
=0t
et six € D(A), alors
Ax — lim SHX—x
t—0+ t

On peut également dire que A génere le Cy semi-groupe S(t) : X — X, t > 0.
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Remarque 2.2.1
puisque

— 1l est claire que D(A) # @. En effet, 0 € D(A)

A0 = hmw:

t—0+

0.

— Le génerateur infinitésimale est linéaire, car pour tout x,y € D(A), et

pour x € Rona

S(t)(x+y)—(x+y)

Alx+y) = %1_1% ;
= lim S(t)x — x + lim Sy —y
t—0 t—0 t
= Ax+ Ay.
Et
Adax) = lim SD@x) = (21)
t—0 t
e aS()(0) — ()
t—0 t
e S - ()
t—0 t
= waAx.

— Le générateur infinétisimal d’un Cy-semi groupe n’est pas forcement borné.
Exemple 2.2.1 Soit X = R". On définit I'opérateur S(t) : X — X par :

S(t)x = e'Bx,

pour tout x € X et pour tout t € Ry, ot B € Myxn(R) (matrice carrée a
valeurs dans R). Le génerateur infinitésimale du Coy semi—groupe S(t) : X —

X est donné par

Ax

S(t)x — x
lim (t)
t—0+ t

o oetBx—x

lim
t—0t t

il

lim ZZO:OTX —

t—0+ t
1|2 By

lim - Z
o+ t =1 n!
lim |Bx + v B
Bx.
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Donc
Ax = Bx.

Exemple 2.2.2 Soit X = C,;,(R4.), on définit I'opérateur S(t) : X — X par :
(S()f) = f(t+5),

pour tout f € X, pour tout s, t € Ry. Le générateur infinitésimale du C
semi—groupe S(t) : X — X est défini par :

4 = by S

L flEs) = £(5)
t

t—0t+

= f6s).

Théoreme 2.2.1 Soit I'opérateur linéaire A : D(A) C X — X.
A est le générateur d’un semi groupe uniformément continue si et seulement si
U'adhérence de D(A) est égale a X et A € L(X).

Preuve 2.2.1 Pour la preuve on référé a [1, page 38, page 391).

2.3 Propriétés des Cy semi-groupes

Dans ce paragraphe on va établir quelques propriétés importantes des
Co semi-groupes.

Théoréme 2.3.1 Soit S(t) : X — X, t > 0 un Cy semi-groupe. Alors il existe
M>1etw € R, tel que

IS(E)]l £(xy < Me®,  pour tout t > 0. (2.2)
Preuve 2.3.1 On va montrer qu'il existe un y > 0 tel que
1S(8)]] < M pour tout t € [0,7].
Par I'absurde, supposons que pour tout 1 > 0 et pour tout M > 1, il existe un

ty,m € [0,7] tel que
1SCty )| > M.

Onprendn:%etM:netonnote:

tym = tn, pourtoutn € IN*.
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Ainsi,
1St ll oex) > 1, (2.3)
ol t, € [0, %] pour tout n € IN*. D’autre part on a pour tout x € X,

lim S(t,)x =x,
n——+00

Il en résulte que la suite (S(t,)x), est bornée pour tout x € X. En vertu du
théoréme de Banach steinhaus on en déduit que la famille d’opérateurs
(S(tn)n) est bornée. Ce qui contredit (2.3). Soit maintenait, t > 0, tel qu’il
existe n € N* et 6 € [0,7] tel que t = ny + 6. On a donc

ISAllex) = 1S +0)ll2(x)
1S(rn11)S(6) ]l £x)
15" (1) S (0)l £(x)

< 1SN0 IS@)2x)
< M"M.
Mais, on a
t—6 t
n=——<-,
i i
donc

S(t < MIM = en™pg
£(X)

si on prend w = %lnM, on obtient
t
ISl 2(x) < Me®,
ce qui acheve la démonstration.

Remarque 2.3.1  — Tout Cy semi-groupe vérifiant est dit de type (M, w).
— Dans le cas ot (M, w) = (1,0) i.e.

ISz <1,
pour tout t € [0, +c0), on dit que le Cy semi-groupe est de contraction.
— Si A le générateur d’un semi groupe uniformément continue, alors M =

Let w = || All ¢,

Exemple 2.3.1 Soient p > 1, n € IN*, et
X=1"= {(xn)n CR; 2 xn|P < —1—00},
n=1

17



muni de la normel[d :
P
7

| (xn), ||p = [; |xn|p]

pour tout (xy), € IP. Soit (ay), une suite des réelle positifs. On vérifie aisément
que la famille S(t) : X — X, t > 0 oir :

(S(t) (xn)”)n = (e_antx”)n 4

pour tout (xy), € IP est un Co semi-groupe. On va montrer qu’il est de contrac-

tion, i.e.,
[1SBllzx) <1,
pour tout t > 0. Autrement dit,

IS(E)xllp < lxlp-
pour tout x € X. Soit x = (x,), € X. On a alors

Isxlly = lle=™"xall}

+oo
= Z |e_a"txn|p
n=1

—+00
= ) e "l
n=1

~+o00
< Y fal.
n=1
Donc
o 1
IS(hHxllp <Y [lxal?]?
n=1
= |x|lp-
D’ou

ISl ey < 1.

Propriété 2.3.1 Si S(t) : X — X, t > 0 est un Cy semi-groupe, alors la
fonction définie par :

S:RyxX — X
(t,x) — S(f)x,

est continue sur [0, +00) x X.

1. Onpose || - [|;p = || - [|p-
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Preuve 2.3.2 Soient (tp,xo) € Ry x X quelconque. On démontre que S est
continue au point (to, xo). Ce qui reviens a démontré que

lim S(#)x = S(tp)xo,
(t,x)—(to,x0)

ou d’une maniére équivalente
lim S(to+ h)x = S(#p)xo

h—0+
et
lim S(to + h)x = S(to)Xo
h—0—
1. Soith >0
HS(to—l—h)x—S(to)X()HX = HS(to)S(h)x—S(to)X()HX
= [|S(to) [S(h)x — xo] ||
< HS(tO)HL(X)HS(h)x_x0||x
< MewtOHS(h)x—x-i—x—onX
< M s — x| [~ o]
En faisant tendre h vers 0 et x vers xq, on obtient
lim [[S()x —x]x =0,
et
lim ||x — xp]| = 0.
x—>x
Donc,
lim ||S(t0—|-h)x—5(to)x0||x =0.
h—so™t
2. Sih <0
HS(tQ—h)x—S(tQ)X()HX = HS f() S —h)x—S to X()”X
= ||S(to) [S(~ )x—xo HX
< [SCto) [l 2xy 1S (=h)x = xo|
< Me“h||s(— x—x+x—x0HX

IN

Meh [HS(—h)x — x| [lx = xOHX} :
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En faisant tendre h vers 0 et x vers xq, on obtient

lim ||S(t() — h)x — S(t())X()HX =0.
h—ot

Puisque (tg, xo) est quelconque on déduit que la fonction S est continue sur
[0, +00) x X.

Propriété 2.3.2 Soit A: D(A) C X — X le générateur infinitésimal d'un Cy
semi-groupe S(t) : X — X, t > 0. Pour tout x € X et pour tout t > 0 on a

1 rtt+h
lim E/ S(s)xds = S(t)x.
t

h—0+

Preuve 2.3.3 Soit t € Ry et soit x € X. Il s’agit de démontrer que

1

7 /;Jrh S(s)xds —S(t)x|| =0.

X

lim
h—0t

On a pour tout h > 0,

% /:Jrh S(s)xds — S(t)x

1 rtth t+h
= —/ S(sxs——/
hJi

1 rtth
= ||- [S(s)x — S(t)x]ds
3 X

X

t+h
< o[ sup [s()r—s(t)xlxds
t<s<t-+h
1 [tth
< wp]ﬁ@ﬂ—swﬂk-—/ ds
t<s<t+h hJi

< ||IS(t+h)x — S(t)x||x.

En passant a la limite quand h tend vers 0, on obtient

1 rtth
ﬁﬂFEﬂ S(s)xds — S(b)x

=0,
X

car la fonction (t,x) — S(t)x est continue. D’oit le résultat.
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Propriété 2.3.3 Pour tout x € X et pour tout t € Ry, ona

/OtS(s)xds e D(A),

A (/Ot S(s)xds) — S(t)x — x.

Preuve 2.3.4 Soient x € X et t € R. Il s’agit de montrer que

S(h) [fo xds} fo s)xds
lim
h—0t h
Ona

existe et elle vaut S(t)x — x.

Uo de] Jo 5(s)xds f S(s +h)xds — [ S( xds
h h

En faisant le changement de variable T = s + h, on obtient donc

ht+hS( xdT — fo s)xds fh S(t)xdt + ftHh T)xds — fo s)xdt

h
t+h
= h/ T)xdT — —/ T)xdT.

Par passage a la limite quand h tend vers 0, on trouve

A (/OtS(s)xds) =S(t)x —x,

h) [fot S(s)xds} fo s)xds

h—0+ h

et comme

existe ,

donc t
/ S(s)xds € D(A).
0
Propriété 2.3.4 Pour tout x € D(A)ett > 0,0na
S(t)x € D(A),
et la fonction t — S(t)x de classe C! sur R et elle vérifie la relation suivante :

d

dts( )x = AS(t)x = S(t)Ax.
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Preuve 2.3.5 Soient x € D(A) et t € R4. Pour touth > 0ona

En faisant tendre h vers 0, on obtient

im |S(1) {%} — S() Ax

ce qui donne

a+
ES(t)x —S(t)Ax =0

De la méme maniere, on montre que :
4 S(t)x — S(H)Ax = 0
dt -

Donc, on conclut que

d
ES(t)x — S(t)Ax = 0.

Propriété 2.3.5 Pour tout x € D(A) et pour tout 0 <s <t < 4oo,ona:
t t
/ AS(T)xdt = / S()Axdt = S(t)x — S(s)x.
S S

Preuve 2.3.6 Soit x € D(A) et soit 0 < s < t < +o0. D'apres la propriété
2.3.40na

AS(T)x = %S(T)x.

En intégrant les deux membre de I'égalité ci—dessus entre s et t, on obtient

/StAS(T)xdT = /St {j—TS(T)x} dt

- [S(T)x]:
= S(t)x — S(s).
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Théoreme 2.3.2 Si A : D(A) C X — X st le générateur infinitésimal d'un
Co semi-groupe S(t) : X — X, t > 0, alors D(A) est dense dans X et A est
fermeé.

Preuve 2.3.7 1. Pour démontrer que D(A) est dense dans X on démontre
que pour tout x € X, il existe une suite (x,), C D(A) tel que

lim xn = X.
n——+oo

Soit (x,),, une suite, tel que

=

Xy = n/ S(s)xds,
0

cette suite converge vers x quand n tend vers l'infini (d’apés la propriété
2.3.2). En utilisant la propriété 2.3.3, on obtient donc

I~

/O S(s)xds € D(A),

ce qui donne

|—=

n/n S(s)xds € D(A),
0
ie
x, € D(A),
car D(A) est un sous espace vectoriel de X. Il en résulte que D(A) est
dense dans X, ie D(A) = X.

2. Pour montrer que l'opérateur A est fermé on démontre que son graphe est
fermé, i.e, si x, € D(A) pour tout n € IN telle que

x;qﬁx,

Axy — .

Alors,
x € D(A),
et
Ax =y.

Soit (x,) C D(A). D’apres la propriété 2.3.5 on a

/St S(T)Axudt = S(t)x, — S(s)xp,
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pour s =0

/Ot S(t)Axudt = S(t)x, — S(0)xy,.

Passant a la limite quand n tend vers l'infini, on obtient

t
/ S(T)ydt = S(t)x — x.
0
Devisant les deux membres de 1'égalité ci—dessus par t, on aboutit a

1

7 /Ot S(T)ydt =

(S(x—x).

Finalement par passage a la limite on obtient

t
lim ! S(t)dt = limHm%S(t)x —x.

t—0t t Jo
Donc
SO0y = Ax
y = Ax,
et comme S
lim (Hx—x =1,
t—0+ t
on déduit que
x € D(A).
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Chapitre 3

Notions de solutions pour EDO
semi-linéaire

Dans le dernier chapitre on s’intéresse a la notion de solution d’une
EDO semi-linéaire, ayant la forme y'(t) = Ay(t) + f(t), y(a) = x ou
A : D(A) C X — X est un opérateur linéaire générant un Cy semi-
groupe, X est un espace de Banach, f € L!(a,b;X) et [a,b] C R et
x € X. On commence tout d’abord par donner les différentes types de
solutions. En particulier, on étudiera la solution classique, la solution
absolument continue et enfin la solution doucefl La relation entre les
trois types de solutions sera aussi établie. Finalement, on démontrera
un résultat d’existence et unicité des solutions du probleme de Cauchy

y'(t) = Ay(t) + f(1), y(a) = x.

3.1 Notions de solution d’un probléme semi-linéaire

Soit le probleme de Cauchy

y'(t) = Ay(t) + f(t), y(a) = x (3.1)

ot A: D(A) C X — X est un opérateur linéaire générant un Cy semi-
groupe, X est un espace de Banach, f € L'(a,b;X) et [a,b] CRetx € X.
On commence par étudier les différentes types de solutions du probleme
de Cauchy

1. En Anglais, on l'appelle mild solution
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3.1.1  Solution classique et solution absolument continue

Définition 3.1.1 On dit que y : [a,b] — X est une solution classiquel] du
probleme de Cauchy (3.1)), si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. La fonction y est continue sur [a, b] et elle est de classe C' sur (a, b] .
2. y(t) € D(A), pour tout t € (a,b].
3. y est différentiable sur [a,b] et on a

y'(t) = Ay(t) + f(t) et y(a) = x,
pour tout t € [a,b].
Définition 3.1.2 On dit que y : [a,b] — X est une solution absolument
continue du probleme si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. La fonction y est absolument continue sur [a,b] et y' € L'(a,b; X).
2. y(t) € D(A) p.p pour t € (a,b).
3. y est différentiable sur [a,b] p.p et on a

y'(£) = Ay(t) + f(t) et y(a) = x.

Remarque 3.1.1 Il est claire que si la fonction y est une solution classique du
probleme de Cauchy (3.1) alors elle est aussi une solution absolument continue
du probleme de Cauchy (3.1).

Le théoreme ci-dessous nous donne la forme générale d"une solution ab-
solument continue du probléme de Cauchy

Théoréeme 3.1.1 Siy : [a,b] — X est une solution absolument continue du
probleme de Cauchy alors :

t
y(t) =S(t—a)x+ / S(t—s)f(s)ds,
pour tout t € [a,b];

Preuve 3.1.1 Soit y : [a,b] — X une solution absolument continue du pro-
bleme de Cauchy . On fixe un réel t € (a,b] et on définit la fonction
Q:a,t] —» Xpar:

8(s) = S(t=s)y(s),

2. Dés fois on I'appelle solution de classe C!
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pour tout s € [a, t) et pour tout h > 0 satisfaisant s + h € [a, t] on aura

g(s +h) —g(s) S(t—s—h)y(s+h) —S(t —s)y(s)

h h
(e Lo SOME)
S(ems oy [ L) ) S
 S(ems oy [ LI ZUE) _ SO06) i)
(e [HEEI U] g[S i)

On fait tendre h vers Q et tenant en compte que la fonction y et différentiable p.p
sur [a, t|, on déduit que :

g'(s) = S(t—s)y'(s) = S(t —s)Ay(s)

) —
S(t —s)[Ay(s) + f(s)] — AS(t —5)y(s)
AS(t = s)y(s) + S(t = s)f(s) = AS(t = s)y(s),

d’ont
§'(s) = S(t—s)f(s), (3-2)
pour s € (a,t) p.p. Sachant que f € L(a,b; X), alors la fonction
s S(t—s)f(s) € L(a,t; X).

On intégrant les deux membre de 1'égalité (3.2) entre a et t on obtient

/g )ds = / (t —s)f(s)ds

Par conséquent

Autrement dit on aura

S(t— )y(t) — S(t— a)y(a) = /atS(t ) f(s)ds.
Ce qui donne

y(t) =S(t—a)y —l—/ (t—s)f
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Il est important a noter que si X est de dimension infini, alors le pro-
bleme de Cauchy n’admet pas en générale une solution absolument
continue et donc une solution classique. En fait, comme on a déja ex-
pliquer en Chapitre 1, si I'espace X n’est pas réflexif, alors une fonction
absolument continue n’est pas forcément presque partout différentiable.
En outre, si dans le probleme de Cauchy la condition initiale x n’ap-
partient pas a D(A) alors peut ne pas admettre aucune solution
absolument continu. L'exemple suivant illustre une telle situation.

Exemple 3.1.1 Soit S(t) : X — X, t > 0 un Cy semi-groupe définit par
[S(t)f](s) = f(t+s), pourtoutt,s € Ry.

On consideére le probleme de Cauchy suivant

y'(t) = Ay(t), y(0) = x, (3.3)

tel que A : D(A) C X — X est le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe
S(t) : X — X, t > 0. Soit x € X tel que x ¢ D(A). Si y est une solution
absolument continue du probleme de Cauchy (3.3)) alors elle s'écrit sous la forme

suivante :
y(t) = S(t)x,

pour tout t > 0. Mais la fonction y n’est pas différentiable sur [0, +oc0). Par
I'absurde, supposons que y est différentiable au point t. Alors

lim y(t+h) —y(t) lim S(t+h)x — S(t)x
h—0 h h—0 h

- 502

Le fait que x ¢ D(A), entraine que

S(h)x —

. X o, .
lim n’existe pas,

h—0 h

i.e., y n'est pas différentiable au point t. En conséquence y n’est pas une solution
absolument continue du probleme de Cauchy :

3.1.2 Solution douce

Dans ce paragraphe on va introduire la notion de solution douce du
probleme de Cauchy (3.1), qui en fait généralise la notion de solution
absolument continue et donc la notion de solution classique.

28



Définition 3.1.3 On appelle solution douce du probleme de Cauchy (3.1), la
fonction y : [a,b] — X définit par :

y(t) = S(t— a)x + /tS(t —$)f(s)ds,
pour tout t € [a,b].

Remarque 3.1.2 y est dite aussi CO-solution du probleme de Cauchy (3.1).

Dans I’exemple suivant, on considére un probléme de Cauchy ou la solu-
tion douce n’est pas absolument continue.

Exemple 3.1.2 Soit le probleme de Cauchy

y'(8) = Ay(t) + f(#), y(0) =0, (3-4)

oit A est le générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe S(t) : X — X, t >0
tel qu’il existe n € X, pour tout t € [0,T] ;

S(t)y & D(A),

et la fonction f est définie par f(s) = S(s)n, pour tout t € [0,T]. Al ors la
solution douce du probleme de Cauchy (3.4)) est donnée par :

() = S(t)0+/0t5(t—s)f(s)ds

= / S(t—s)S(s)nds
0
= tS(t)n.
On va maintenant montrer que la solution douce n’est pas absolument continue.
En effet, on a
S(t)y ¢ D(A),
pour tout t € [0, T|. Par suite
tS(t)n ¢ D(A),
pour tout t € [0, T| et comme
y(t) = t5(t)1,
pour tout t € [0, T], on en déduit que
y(t) & D(A),

pour tout t € [0, T]. D'oit y n'est pas une solution absolument continue du
probleme de Cauchy (3.4).
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3.2 Existence et unicité de la solution

On s’intéresse maintenait a I’existence et 1'unicité de la solution douce
du probleme de Cauchy semi-linéaire :

y'(£) = Ay(t) + f(t,y(t), y(a) = x, (35)

ot A : D(A) € X — X est le générateur infinitésimale d'un Cy semi-
groupe S(t) : X — X, t >0, f : U — X une fonction continue, U un
ouvert non vide de R x X et (a,x) € U.

On note ici, qu'avec analogie avec le probleme de Cauchy

y'(t) = Ay(t) +g(t),

ot ¢ est une fonction intégrable sur [a,b] C R, la solution douce y :
[a,b] = X du probleme de Cauchy (3.5), est donnée par

y(t) = S(t —a)x + /atS(t —$)f(s,y(s))ds

pour tout ¢ € [a,b]. Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes
pour l'existence et I'unicité d"une solution douce du probleme de Cauchy

Théoréeme 3.2.1 Si A : D(A) C X — X géneére un Cy semi—groupe S(t) :
X — X, t>0, f:[ab] x X — Xest continue et Lipschitzienne par rapport
a la deuxieme variable, i.e., il existe une constante k > 0 telle que :

£t y) = FEDI < klly — 71,

pour tout (t,y), (t,7) € [a,b] x B(x,r). Alors, le probleme de Cauchy (3.5)
admet une unique solution douce définie sur [a, b].

Pour montrer le théoreme ci—dessus, on est besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Si A: D(A) C X — X génere un Cy semi-groupe de contrac-
tion S(t) : X — X, t > 0et f : [a,b] x X — X est continue, bornée
et localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable alors, pour tout
x € X le probleme (3.4) admet une unique solution douce définit sur [a, b).

Preuve 3.2.1 On va transformer le probleme de Cauchy (3.4) a un probleme
de point fixe et ce pour appliquer le théoreme de point fixe de Banach. Notons

C(|a, b]; X) lespace des fonctions continues définies sur [a,b] et a valeur dans
X. Soit l'opérateur A : C([a, b]; X) — C([a, b]; X) définit par

Ay(t) = S(t — )+ [ (¢ = 5)f(s,y(5))ds,
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pour tout t € [a,b]. Ainsi tout point fixe de I'opérateur A est une solutions
du probleme (3.4). En outre l'opérateur A est bien défini. En effet, si y €
C([a, b]; X), alors (Ay) € C([a,b]; X). On va montrer que A est une contrac-
tion. Soit y,z € C([a, b]; X) et t € [a,b]. Alorson a :

[AW)© = ADOI < [ 156 -9l 5()) — s 2())] s
< [ Klyts) =) s

k/ Iy —zllds

< k(t—a)lly —z|/ds.

IN

tenant en compte que (Ay) € C([a, b]; X), on aura donc :

I(A©) ~ (AU < [ 1= 9)l[lf(s (An)(s)) — fs, (A2
< k[ K| (a)(s) - (42)(5) s
k/tk (s —a)lly — zl|ds

< ey,

IN

Par conséquent,

1)?

1(A2)(8) — (A22) ()] < k2=

Par récurrence, on aboutit a :

ly = z|-

ay)e) — (a2l <k Dy 2, pour tout n € N

Ce qui donne :

n, _ An n(t_a)n _ *
|A"y — Az|| <k e ly — z||, pour tout n € IN*.

Donc A" est lipschitzienne de rapport k" (t;f’)n. Sachant que

_ A\n
lim =9 —0,

n——+00 n!
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on déduit qu’il existe n assez grand tel que :

k" (t — a)n

< 1.
n!

Par conséquent, A" est une application contractante de C([a, b]; X) dans C([a, b]; X),
mais
1Ay —yll = [[A"Ay — A%y < k|| Ay —y],

tel que k € (0,1). Donc Ay = y. On peut déduire que tout point fixe de A
est un point fixe de A". Par ailleurs, comme X est un espace de Banach, le
théoreme de point fixe de Banach entmine que A admet un point fixe unique
y € C([a,b]; X), qui est en fait la solution douce du probleme de Cauchy (3.5).

On va maintenant passer a la démonstration du théoreme principale
d’existence et unicité des solutions du probleme de Cauchy

Preuve 3.2.2 Sachant que f est continue, alors on peut supposer qu’il existe

M > 0, tel que :
1ty < M,
pour tout (t,y) € [a,b] x B(x,r). On a aussi

£ (ty) = FEDI < klly =7l
[a,b] x B(x,r). Soit h : X — X définie par :

y) €
{ pour u € B(x,r)

(u—x)+x pouruc X\ B(x,r).

pour tout (t,y), (¢,

Ona:
— Siu € B(x,r)alors h(u) = u € B(x,r).
— Siu € X\ B(x,r), alors

r
[h(u) = x| = |l =) +x—x
[ — x|
[
I (Il
<7

donc h(u) € B(x,r).
Par conséquent, les valeurs de h sont dans B(x,r), i.e,

h:X — B(x,r).

En plus, I'application h est lipschitzienne. En effet :
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— Siu,v € B(x,r),ona
[h(u) = h(0)]| = [lu— o
— Siu,v € X\ B(x,r),ona
|lu—x|| >ret|v—x|| >r,

donc

|h(u) = h(0)]| = (4 —x) -

(u—x) -

< flu—x—(v—x)]
< lu—ol.

Hv—x|| H

(v—x)H

H |lu — x||
‘ [|u — x|
| — x|

[0 — x]|
lo — x|l

h est continue sur X. On définit ¢ : [a,b] x X — X par:

g(t,u) = f(t,h(u)),

pour tout (t,u) € [a,b] x X. Comme f est continue et lipschitzienne par rapport
a la deuxieme variable sur [a,b] X B(x,r), il en résulte que g est aussi continue
et lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable sur [a,b] x X. D’apres le
lemme précédent, le probléme de Cauchy

v = Ay(t) +g(t,y), y(a) = x,

admet une unique solution douce y : [a,b] — X. Comme y(a) = x, et y est
continue en t = a, on obtient alors

y(t) € B(x,r),

pour tout t € [a,b]. Par conséquent,

gt y(t) = f(ty(h),

par suite y : [a,b] — X est 'unique solution douce du probleme de Cauchy
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Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié la notion de solution d’une équation
différentielle semi-linéaire ayant la forme

y'(t) = Ay(t) + f,

ou A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi—groupe et f est une
fonction localement intégrable. On a distingué entre trois types de solu-
tions a savoir : La solution classique, la solution absolument continue et
la solution douce. On a aussi établi la relation entres ces trois types de
solutions. Ce qu’il faut noter ici est que la solution douce existe sous des
conditions faibles. Pour les équations différentielles semi-linéaires dans
les espaces de Banach la solution douce est tres fréquentée surtout ot
le probleme de la non-différentiabilité des fonctions a valeurs dans les
espaces de Banach est un probléme majeur.

Le cas des équations différentielles nonlinéaires est délicat. Il s’agit
donc de définir une solution a une équation différentielle sous la forme :

y'(t) = Ay(t) + £,

ol A est un opérateur nonlinéaire et f une fonction localement intégrable.
Dans le cas ou A génere un Cy semi—-groupe non linéaire S(t), t > 0 on
peut définir la solution douce. On peut aussi définir une solution plus
général a savoir la solution intégrale. Pour mieux comprendre la notion
de solution dans le cas nonlinéaire on réfere aux [8], [9] et [10].
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