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Introduction

Les équations différentielles linéaires jouent un rôle primordial dans
la modélisation des phénomènes, en particulier, on les rencontrent dans
la physique, la biologie l’économie est d’autres disciplines....

Dans ce mémoire on s’intéresse à la notion de solutions d’une équation
différentielle semi-linéaire ayant la forme

y′ = Ay + f , (1)

où A est un opérateur linéaire générant un semi-groupe et f est une
fonction localement intégrable.

Ce travail est devisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre on fait
rappelle à quelques notions de bases. On discutera la notion de solution
d’une équation différentielle non-linéaire ayant la forme

y′(t) = f (t, y(t)), y(a) = x

où f : I × X → X, I est un sous intervalle de R et X et un espace de
Banach. Cette équation différentielle est un cas particulier de l’équation
différentielle (1) i.e. (A = 0). On donnera aussi quelques outils d’ana-
lyse fonctionnel à savoir : Le théorème d’Arzela– Ascoli, le théorème de
Banach–Steinhaus et le théorème de point fixe de Banach.

La théorie des semi-groupes est un outil fondamental dans l’étude des
équations différentielles semi-linéaires. Pour cela on en s’intéresse dans
le deuxième chapitre. Après donner les définitions générales d’un semi-
groupe, on en démontrera les principales propriétés. Plusieurs exemples
sont donnés. La notion du générateur infinitésimale d’un semi–groupe
sera aussi introduite.

Dans le troisième chapitre on s’intéresse à la notion de solution d’une
équation différentielle semi-linéaire. En particulier, on distinguera entre
trois types de solutions : La solution classique, la solution absolument
continue et enfin la solution douce. On présentera aussi quelques résultats
d’existence et d’unicité d’un problème de Cauchy semi–linéaire.
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Chapitre 1

Rappelle sur quelques notions de
base

Dans ce chapitre on fait rappelle à quelques notions de bases. En particu-
lier, on discutera la notion de solution d’une équation différentielle non-
linéaire ayant la forme y′(t) = f (t, y(t)), y(a) = x où f : I ×Ω → X,
I est un sous intervalle de R, Ω ⊂ X un ouvert, X un espace de Ba-
nach, a ∈ I et x ∈ Ω. Quelques résultats d’analyse fonctionnel seront
aussi présentés en particulier on rappelle le théorème d’Arzela– Ascoli,
le théorème de Banach–Steinhaus et le théorème de point fixe de Banach.

1.1 Rappelle sur les équations différentielles

Soit le problème de Cauchy

y′(t) = f (t, y(t)), y(a) = x, (1.1)

où f : I ×Ω → X, I est un sous intervalle de R, Ω ⊂ X un ouvert, X un
espace de Banach, a ∈ I et x ∈ Ω.

Définition 1.1.1 On dit que y : J ⊂ I → X est une solution classique du
problème de Cauchy (1.1) 1 où J ⊂ I est un sous intervalle de I si :

— y(a) = x.
— y est différentiable en tout point t ∈ J satisfaisant l’équation y′(t) =

f (t, y(t)) pour tout t ∈ J.

1. Dans le cas où f est continue, les auteurs, souvent, utilise l’appellation solution de
classe C1

4



Remarque 1.1.1 — Si J = I on dit que la solution y est globale, sinon elle
est dite locale.

— La solution y est dite maximale si elle ne peut pas être prolonger à une
autre solution.

La proposition suivante donne une caractérisation importante d’une
solution classique du problème de Cauchy (1.1) dans le cas où f est conti-
nue.

Proposition 1.1.1 Supposons que la fonction f est continue sur I ×Ω et X =
Rn. La fonction y : J → Rn est une solution classique du problème de Cauchy
(1.1) si et seulement si y est continue sur J et

y(t) = x +
∫ t

a
f (s, y(s))ds,

pour tout t ∈ J.

Preuve 1.1.1 1. On va montrer que si y est une solution classique du pro-
blème de Cauchy (1.1), alors elle est continue sur J et

y(t) = x +
∫ t

a
f (s, y(s))ds,

pour tout t ∈ J. En effet, on sait que f est continue sur I ×Ω. En plus, la
solution y satisfait l’équation

y′(t) = f (t, y(t)),

pour tout t ∈ J. Par conséquent, elle est aussi continue sur J. Ainsi la
fonction

s 7→ f (s, y(s))

est continue sur J. En intégrant les deux membres de l’équation ci-dessus
entre a et t, on obtient donc∫ t

a
y′(s)ds =

∫ t

a
f (s, y(s))ds

y(t)− y(a) =
∫ t

a
f (s, y(s))ds

y(t) = y(a) +
∫ t

a
f (s, y(s))ds

y(t) = x +
∫ t

a
f (s, y(s))ds,

pour tout t ∈ J.
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2. Réciproquement, on a f est continue sur I ×Ω, si y est continue sur J,
alors la fonction

s 7→ f (s, y(s))
est continue sur J. et comme

y(t) = x +
∫ t

a
f (s, y(s))ds,

pour tout t ∈ J alors la fonction y est dérivable sur J. Ce qui donne

y′(t) = f (t, y(t)),

pour tout t ∈ J. Il est aussi clair que y(a) = x. Ce qui achève la preuve.

Remarque 1.1.2 Dans la proposition ci–dessus, on a établi l’équivalence entre
une solution du problème de Cauchy (1.1) et l’équation intégrale

y(t) = x +
∫ t

a
f (s, y(s))ds, (1.2)

pour tout t ∈ J. Il est important à noter que C. Carathéodory a défini une solu-
tion du problème de Cauchy (1.1) au sens large. Plus précisément, une fonction
y : J ⊂ I → Rn est dite une solution au sens de Carathéodory du problème de
Cauchy (1.1) si y(a) = x et y′(t) = f (t, y(t)) p.p 2 sur J. L’équivalence entre
une solution au sens de Carathéodory et l’équation intégrale (1.2) n’est pas tou-
jours vrai. Dans la suite on va introduire une classe de fonction qui va résoudre
ce problème.

Définition 1.1.2 Soit X un espace de Banach. On dit que y : J −→ X est
absolument continue si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute
partition finie ([ai, bi])

i=n
i=1 ⊂ J vérifiant ∑n

i=1(bi − ai) < δ, on aura alors
∑n

i=1 ‖ f (bi)− f (ai)‖ < ε.

Il est claire que toute fonction absolument continue est continue. On
peut aussi démontrer que toute fonction Lipschitzienne est absolument
continue. Si X = Rn alors une fonction y : J → X est absolument continue
si et seulement si elle est p.p différentiable sur J. Pour plus de détail
concernant les fonctions absolument continues on réfère à [5]. Si X est de
dimension infinie une fonction y : J → X absolument continue n’est pas
forcément p.p différentiable sauf si l’espace X a la propriété de Radon–
Nycodym, voir le cinquième chapitre dans [5].

L’existence des solutions classiques du problème de Cauchy (1.1) a fait
objet de plusieurs études. Dans le cas où X est de dimension fini, G. Peano
a démontré en 1890 un résultat d’existence des solution du problème du
Cauchy (1.1), voir [4].

2. p.p est l’abréviation de presque partout
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Théorème 1.1.1 Supposons que X = Rn. Si f est continue sur I×Ω et Ω ⊂ X
est un ouvert de Rn alors pour tout (a, x) ∈ I × X, le problème de Cauchy (1.1)
admet au moins une solution classique y : J ⊂ I → X où J est un sous intervalle
de I contenant a.

On note ici que le théorème de G. Peano ne garantit pas l’unicité des
solutions. En fait, en 1890, G. Peano a donné un exemple montrant que la
continuité de f n’est pas suffisante pour garantir l’unicité de solution.

Exemple 1.1.1 On prend dans le problème de Cauchy (1.1) f (t, y) = 3y
2
3 , I =

R, X = R, a = 0 et x = 0. Il y a deux solutions classiques : La solution
identiquement nulle et la fonction y : R→ R définie par y(t) = t3.

Pour assurer l’unicité du solution, des conditions supplémentaires sur
la fonction f seront imposées. On fait rappelle aux notions suivantes.

La fonction f : I × Ω −→ X est dite lipschitzienne, s’il existe une
constante k > 0 telle que pour tout (t, y), (t̄, ȳ) ∈ I ×Ω, on a

‖ f (t, y)− f (t̄, ȳ)‖ ≤ k(|t− t̄|+ ‖y− ȳ‖).

La fonction f est dite contractante si f est lipschitzienne de constante
k < 1.

La fonction f : I ×Ω −→ X est dite lipschitzienne par rapport à la
deuxième variable, s’il existe une constante k > 0 telle que pour tout
(t, y), (t, ȳ) ∈ I ×Ω, on a

‖ f (t, y)− f (t, ȳ)‖ ≤ k‖y− ȳ‖.

La fonction f : I ×Ω −→ X est dite localement lipschitzienne si pour
tout (a, x) ∈ I ×Ω, ils existent b > a, r > 0 et une constante k = k(a, x) >
0 telle que [a, b]× B(x, r) ⊂ I ×Ω et telle que

‖ f (t, y)− f (t̄, ȳ)‖ ≤ k(|t− t̄|+ ‖y− ȳ‖),

pour tout (t, y), (t̄, ȳ) ∈ [a, b]× B(x, r).
La fonction f : I × Ω −→ X est dite localement lipschitzienne par

rapport à la deuxième variable, si pour tout point (a, x) ∈ I × Ω, ils
existent b > a, r > 0 et une constante k = k(a, x) > 0 telle que [a, b] ×
B(x, r) ⊂ U et telle que

‖ f (t, y)− f (t, ȳ)‖ ≤ k‖y− ȳ‖,

pour tout (t, y), (t, ȳ) ∈ [a, b]× B(x, r).
Le théorème suivant portant le nom de Cauchy–Lipshitz donnera des

conditions suffisantes pour assurer l’unicité du solution du problème de
Cauchy (1.1).
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Théorème 1.1.2 Supposons que X = Rn. Si f : I × Ω → X est continue
sur I ×Ω et localement Lipschitzienne par rapport à la deuxième variable. Alors
pour tout (a, x) ∈ I×Ω, le problème de Cauchy (1.1) admet une unique solution
maximale définie sur un intervalle J ⊂ I contenant a.

Pour la preuve, voire le deuxième chapitre dans [2].
Dans la dimension infinie le théorème de G.Peano n’est demeure pas

vrai. Deux contres exemples ont été établis par Dieudonne en 1950, voir
[7].

On finit cette section par un critère d’intégrabilité concernant les fonc-
tions f : [a, b] → X où X est un espace de Banach. Il est bien connu
que si X est de dimension fini alors on peut donner un sens à l’intégrale∫
[a,b] f (x)dλx, soit au sens de Riemann ou bien plus généralement au sens

de Lebesgue. Dans le cas où X est de dimension infini on définit l’inté-
grale au sens de Bochner. La construction de l’intégrale de Bochner se
fait par définir l’intégrale des fonctions étagées puis mesurables positives
et enfin mesurables quelconques. Le théorème suivant qui a été démon-
tré par Bochner en 1938 caractérise les fonctions intégrable au sens de
Bochner.

Théorème 1.1.3 Soit f : [a, b] → X où X est un espace de Banach. On dit
que f est intégrable au sens de Bochner si et seulement si f est mesurable et∫
[a,b] ‖ f (x)‖dx < +∞.

1.2 Rappelle sur quelques théorèmes d’analyse
fonctionnel

Soit X un espace topologique séparé. On rappelle qu’une partie A ⊂
X est dite compacte si de tout recouvrement d’ouvert de A on peut en
extraire un sous recouvrement fini. Cela veut dire que si (Ωi)i∈I ⊂ X est
une famille de parties ouvertes satisfaisant

A ⊂ ∪i∈IΩi,

alors il existe un sous ensemble J ⊂ I fini tel que

A ⊂ ∪i∈JΩi.

Cette définition est équivalente à la suivante : Une partie A ⊂ X est dite
compacte si de toute suite d’éléments de A on peut en extraire une sous-
suite convergente dans A.

Si X est de dimension finie alors une partie A ⊂ X est compacte si elle
est fermée et bornée. Ce résultat n’est pas vrai si X es de dimension infi-
nie. On rappelle le théorème de Riesz, la boule unité de X est compacte 3

si et seulement si X est de dimension fini.
3. On la note désormais par B.
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Si la partie A est compacte alors elle est fermée. La partie A est dite
relativement compact si l’adhérence de A est compact. Par conséquent, les
parties relativement compacts de Rn sont les parties bornées. Pour plus
de détail, on réfère au livre [6].

Dans la suite on désigne par C([a, b]; Rn) l’espace vectoriel des fonc-
tions continues sur l’intervalle [a, b] et à valeurs dans Rn. Soit F ⊂
C([a, b], Rn).

Définition 1.2.1 On dit que F est equicontinue si pour tout ε > 0, il existe un
δ > 0, tel que pour tout s et t ∈ [a, b] vérifiant |s − t| < δ on aura | f (t) −
f (s)| ≤ ε, pour tout f ∈ F .

Le théorème suivant, portant le nom du théorème d’Arzela–Ascoli,
caractérise la compacité d’un sous ensemble F de C([a, b], Rn).

Théorème 1.2.1 L’ensemble F ⊂ C([a, b], Rn) est relativement compact si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. F est equicontinues.
2. pour tout t ∈ [a, b] l’ensemble { f (t), f ∈ F} est relativement compact

dans Rn.

Soit X un espace de Banach dont la norme sera notée par ‖ · ‖ 4 et
A : D(A) ⊆ X → X un opérateur linéaire défini sur D(A) ⊂ X 5. On
rappelle que A : D(A) ⊆ X → X est dit linéaire si pour tout x, y ∈ D(A)
et pour tout α ∈ R, on a

A(x + y) = A(x) + A(y),

et
A(αx) = αA(x).

L’opérateur linéaire A est dit continu (borné) s’il existe c > 0, tel que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖, pour tout x ∈ D(A).

L’opérateur A est dit fermé si son graphe de est fermé, i.e., L’ensemble
{x, Ax; x ∈ D(A)} est fermé dans X× X.

On note par L(X) l’ensemble des opérateurs linéaires continus sur X,
i.e.,

L(X) = {A : X −→ X ; A linéaire et continu} .

4. La norme d’un espace de Banach sera toujours notée par ‖ · ‖. Pour éviter l’am-
biguïté, dans certaines situations on indexe la norme par le nom de l’espace du Banach
où elle est définie, e.g., ‖ · ‖X , ‖ · ‖L(X).

5. Dans ce cas on dit que le domaine de l’opérateur A est D(A).
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Si A ∈ L(X), alors on a :

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖.

Un opérateur T ∈ L(X) est dit compact si T(B) est relativement com-
pact où B est la boule unité de X.

On termine ce chapitre par un rappel de deux théorèmes qui seront
d’un grand intérêt dans la suite, leurs preuves est très connues dans la
littérature. Le premier théorème est celui de point fixe de Banach.

Théorème 1.2.2 Soient X un espace de Banach, et A : X −→ X un opérateur
contractant, alors A admet un unique point fixe. i.e,

il existe unique y ∈ X tel que Ay = y.

Le deuxième théorème est celui de Banach–Steinhaus.

Théorème 1.2.3 Soit X un espace de Banach et soit (Ai)i∈I
6 une famille d’élé-

ment de L(X). telle que
sup
i∈I
‖Aix‖ < +∞,

pour tout x ∈ X. Alors
sup
i∈I
‖Ai‖ < +∞,

i.e., il existe une constante c > 0 telle que : ‖Ai(x)‖ ≤ c‖x‖ pour tout x ∈ X
et pour tout i ∈ I.

6. On peut aussi considérer une famille d’opérateurs (Ai)i∈I où Ai : X → Y, X un
espace de Banach et Y un espace vectoriel normé.
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Chapitre 2

Sur la théorie des semi-groupes

La théorie des semi-groupes est un outil fondamental dans l’étude des
équations différentielles semi-linéaires. Dans ce chapitre on s’intéresse
essentiellement à deux types de semi–groupes : les semi–groupes unifor-
mément continus et les C0 semi–groupes. La notion de générateur infini-
tésimal d’un semi-groupe sera aussi étudiée.

Pour bien comprendre l’intérêt d’un semi–groupe dans les équations dif-
férentielle, on commencera par un exemple très simple mais aussi fonda-
mental. Soit le problème de Cauchy

y′(t) = ay(t), y(0) = x, (2.1)

où a ∈ R? et x ∈ R. Une solution classique du problème de Cauchy (2.1)
est donnée par :

y(t) = eatx,

pour tout t ∈ R. Si on définit une application S(t) : R → R, qui associe
à chaque x ∈ R, l’élément S(t)x = eatx, alors S(t) aura les propriétés
suivante :

— S(0) = IdR, où IdR est l’application identité de R, i.e. IdR : R→ R,
IdR(x) = x.

— S(t + s) = S(t)S(s), pour tout t, s ∈ R+.
Cette caractérisation demeure vraie si on considère le cas où l’EDO (2.1)
est sous la forme :

y′(t) = Ay(t), y(0) = x

et A est une matrice carrée. La famille S(t), t ∈ R+ est appelée semi–
groupe.

Dans ce chapitre on donnera un sens à la notion de semi–groupe dans
le cas où A : D(A) ⊆ X → X est un opérateur linéaire borné et X est un
espace de Banach.
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2.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Soit S(t) : X −→ X, t ≥ 0 une famille d’opérateurs linéaires continus
définis sur un espace de Banach X.

2.1.1 Semi-groupe uniformément continu

Définition 2.1.1 La famille d’opérateurs linéaires S(t) : X −→ X, t ≥ 0 est
dit semi-groupe uniformément continu si :

1. S(0) = IX.
2. S(s + t) = S(s)S(t); ∀t, s ≥ 0.
3. lim

t→0+
‖S(t)− I‖L(X) = 0.

Exemple 2.1.1 Soient X = R et a ∈ R. On défini la famille d’opérateurs
linéaires S(t) : X −→ X par :

S(t)x = eatx,

pour tout t ∈ R+. On vérifie aisement que la famille S(t) : X −→ X, t ≥ 0 est
un semi–groupe uniformément continu.

1. S(0) = IX. En effet, on a pour tout x ∈ X

S(0)x = ea(0)x = x.

2. S(t + s) = S(t)S(s), pour tout s, t ∈ R+. Cela est vrai puisque on a pour
tout x ∈ X et pour tout s, t ∈ R+

ea(t+s)x = eateasx = eat (easx)

3. lim
t→0+

‖S(t)− I‖L(R) = 0. En effet,

‖S(t)− I‖L(R) = sup
|x|≤1
| (S(t)− I) x|

≤ sup
|x|≤1
|eatx− x|

≤ sup
|x|≤1
|
(
eat − 1

)
x|

≤ sup
|x|≤1
|eat − 1||x|

≤ sup
|x|≤1
|eat − 1| −−→

t→0+
0

On conclut que la famille S(t) : X → X, t ∈ R+ est un semi–groupe uniformé-
ment continu.
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2.1.2 C0 semi-groupe
On s’intéresse maintenant à une classe plus générale que celle des

semi-groupes uniformément continus, à savoir la classe des C0 semi–
groupes.

Définition 2.1.2 Une famille d’opérateurs linéaires continus S(t) : X −→
X, t ≥ 0, est dit C0 semi-groupe, si elle vérifie les propriétées suivantes :

1. S(0) = IX.
2. S(s + t) = S(s)S(t) ∀t, s ≥ 0.
3. Pour tout x ∈ X, on a

lim
t→0+

S(t)x = x i.e, lim
t→0+

‖S(t)x− x‖ = 0.

Exemple 2.1.2 Soit X l’espace de Banach définit par :

X = Cub(R+) = { f : R+ −→ R, f est continue et uniformément borné } .

Pour tout t > 0, on définit l’opérateur S(t) : X −→ X par :

(S(t) f ) (s) = f (t + s),

pour tout t, s ∈ R+. On démontre que la famille S(t) : X −→ X, t ≥ 0 est un
C0 semi–groupe.

1. S(0) = IX. En effet, on a

(S(0) f ) (s) = f (0 + s) = f (s),

pour tout f ∈ X et pour tout s ∈ R+. Ce qui veut dire

S(0) = IX.

2. S(s + t) = S(s)S(t), pour tout t, s ≥ 0. On fixe f ∈ X et s, t ∈ R+.
Alors :

(S(t + s) f ) (k) = f (t + s + k), pour tout k ∈ R+.

D’autre part, si on pose
g = S(s) f ,

on obtient donc

S(t) [S(s) f ] (k) = S(t)(g)(k)
= g(t + k)
= S(s) f (t + k)
= f (s + t + k).
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3. Il reste à démontrer que, lim
t→0+

‖S(t) f − f ‖X = 0, pour tout f ∈ X. On

fixe f ∈ X. Ainsi

‖S(t) f − f ‖X = sup
s∈R

| [S(t) f (s)]− f (s)|

= sup
s∈R

| f (t + s)− f (s)| −−→
t→0+

0.

Donc S(t) : X −→ X, t ≥ 0, est un C0 semi-groupe.

Remarque 2.1.1 Il est claire que tout semi-groupe uniformément continu est
un C0 semi-groupe. En effet, soit S(t) : X −→ X, t ≥ 0 un semi-groupe uni-
formément continu. Pour montrer que S(t) : X −→ X est un C0 semi-groupe, il
suffit de montrer que

lim
t→0+

‖S(t)x− x‖ = 0.

Bien evidemment, on a :

‖S(t)− I‖L(X) = sup‖x‖≤1‖S(t)x− x‖ ≥ ‖S(t)x− x‖,

pour tout t ∈ R+ et pour tout x ∈ X. Tenant en compte que S(t) : X −→
X, t ≥ 0 est un semi-groupe uniformément continu, il s’ensuit donc que

‖S(t)− I‖L(X) = sup‖x‖≤1‖S(t)x− x‖ −−→
t→0+

0.

Donc, on déduit que
‖S(t)x− x‖ −−→

t→0+
0.

D’où, S(t) : X −→ X est un C0 semi-groupe.

2.2 Générateur infinitésimale d’un C0 semi-groupe

Définition 2.2.1 On appel génerateur infinitésimale du C0 semi–groupe S(t) :
X −→ X, t ≥ 0, l’opérateur A : D(A) ⊆ X → X défini par son domaine :

D(A) = {x ∈ X ; lim
t→0+

S(t)x− x
t

existe},

et si x ∈ D(A), alors

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

.

On peut également dire que A génère le C0 semi-groupe S(t) : X −→ X, t ≥ 0.
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Remarque 2.2.1 — Il est claire que D(A) 6= ∅. En effet, 0 ∈ D(A)
puisque

A0 = lim
t→0+

S(t)0− 0
t

= 0.

— Le génerateur infinitésimale est linéaire, car pour tout x, y ∈ D(A), et
pour α ∈ R on a

A(x + y) = lim
t→0

S(t)(x + y)− (x + y)
t

= lim
t→0

S(t)x− x
t

+ lim
t→0

S(t)y− y
t

= Ax + Ay.

Et

A(αx) = lim
t→0

S(t)(αx)− (αx)
t

= lim
t→0

αS(t)(x)− (αx)
t

= lim
t→0

α
S(t)(x)− (x)

t
= αAx.

— Le générateur infinétisimal d’un C0-semi groupe n’est pas forcement borné.
Exemple 2.2.1 Soit X = Rn. On définit l’opérateur S(t) : X −→ X par :

S(t)x = etBx,

pour tout x ∈ X et pour tout t ∈ R+, où B ∈ Mn×n(R) (matrice carrée à
valeurs dans R). Le génerateur infinitésimale du C0 semi–groupe S(t) : X −→
X est donné par

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

= lim
t→0+

etBx− x
t

= lim
t→0+

∑∞
n=0

tnBn

n! x− x
t

= lim
t→0+

1
t

[
+∞

∑
n=1

tnBnx
n!

]

= lim
t→0+

[
Bx +

+∞

∑
n=2

tn−1Bnx
n!

]
= Bx.
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Donc
Ax = Bx.

Exemple 2.2.2 Soit X = Cub(R+), on définit l’opérateur S(t) : X −→ X par :

(S(t) f ) = f (t + s),

pour tout f ∈ X, pour tout s, t ∈ R+. Le générateur infinitésimale du C0
semi–groupe S(t) : X −→ X est défini par :

A f = lim
t→0+

S(t) f − f
t

= lim
t→0+

f (t + s)− f (s)
t

= f ′(s).

Théorème 2.2.1 Soit l’opérateur linéaire A : D(A) ⊆ X → X.
A est le générateur d’un semi groupe uniformément continue si et seulement si
l’adhérence de D(A) est égale à X et A ∈ L(X).

Preuve 2.2.1 Pour la preuve on référé à [1, page 38, page 39]).

2.3 Propriétés des C0 semi-groupes

Dans ce paragraphe on va établir quelques propriétés importantes des
C0 semi–groupes.

Théorème 2.3.1 Soit S(t) : X −→ X, t ≥ 0 un C0 semi-groupe. Alors il existe
M ≥ 1 et ω ∈ R, tel que

‖S(t)‖L(X) ≤ Meωt, pour tout t ≥ 0. (2.2)

Preuve 2.3.1 On va montrer qu’il existe un η > 0 tel que

‖S(t)‖ ≤ M pour tout t ∈ [0, η].

Par l’absurde, supposons que pour tout η > 0 et pour tout M ≥ 1, il existe un
tη,M ∈ [0, η] tel que

‖S(tη,M)‖ > M.

On prend η = 1
n et M = n et on note :

tη,M = tn, pour tout n ∈N?.
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Ainsi,
‖S(tn)‖L(X) > n, (2.3)

où tn ∈ [0, 1
n ] pour tout n ∈N?. D’autre part on a pour tout x ∈ X,

lim
n→+∞

S(tn)x = x,

Il en résulte que la suite (S(tn)x)n est bornée pour tout x ∈ X. En vertu du
théorème de Banach steinhaus 1.2.3 on en déduit que la famille d’opérateurs
(S(tn)n) est bornée. Ce qui contredit (2.3). Soit maintenait, t > 0, tel qu’il
existe n ∈N? et δ ∈ [0, η] tel que t = nη + δ. On a donc

‖S(t)‖L(X) = ‖S(nη + δ)‖L(X)

= ‖S(nη)S(δ)‖L(X)

= ‖Sn(η)S(δ)‖L(X)

≤ ‖S(η)‖n
L(X)‖S(δ)‖L(X)

≤ MnM.

Mais, on a

n =
t− δ

η
≤ t

η
,

donc
‖S(t)‖L(X) ≤ M

t
η M = e

t
η lnM M,

si on prend ω = 1
η lnM, on obtient

‖S(t)‖L(X) ≤ Meωt,

ce qui achève la démonstration.

Remarque 2.3.1 — Tout C0 semi-groupe vérifiant (2.2) est dit de type (M, ω).
— Dans le cas où (M, ω) = (1, 0) i.e.

‖S(t)‖L(X) ≤ 1,

pour tout t ∈ [0,+∞), on dit que le C0 semi-groupe est de contraction.
— Si A le générateur d’un semi groupe uniformément continue, alors M =

1 et ω = ‖A‖L(X).

Exemple 2.3.1 Soient p ≥ 1, n ∈N?, et

X = lp =

{
(xn)n ⊂ R ; ∑

n=1
|xn|p < +∞

}
,
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muni de la norme 1

‖ (xn)n ‖p =

[
∑
n=1
|xn|p

] 1
p

,

pour tout (xn)n ∈ lp. Soit (an)n une suite des réelle positifs. On vérifie aisément
que la famille S(t) : X −→ X, t ≥ 0 où :

(S(t)(xn)n)n =
(
e−antxn

)
n ,

pour tout (xn)n ∈ lp est un C0 semi-groupe. On va montrer qu’il est de contrac-
tion, i.e.,

‖S(t)‖L(X) ≤ 1,

pour tout t ≥ 0. Autrement dit,

‖S(t)x‖p ≤ ‖x‖p.

pour tout x ∈ X. Soit x = (xn)n ∈ X. On a alors

‖S(t)x‖p
p = ‖e−antxn‖p

p

=
+∞

∑
n=1
|e−antxn|p

=
+∞

∑
n=1

e−ant|xn|p

≤
+∞

∑
n=1
|xn|p.

Donc

‖S(t)x‖p ≤
+∞

∑
n=1

[|xn|p]
1
p

= ‖x‖p.

D’où

‖S(t)‖L(X) ≤ 1.

Propriété 2.3.1 Si S(t) : X −→ X, t ≥ 0 est un C0 semi-groupe, alors la
fonction définie par :

S : R+ × X −→ X
(t, x) 7−→ S(t)x,

est continue sur [0,+∞)× X.

1. On pose ‖ · ‖lp = ‖ · ‖p.
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Preuve 2.3.2 Soient (t0, x0) ∈ R+ × X quelconque. On démontre que S est
continue au point (t0, x0). Ce qui reviens a démontré que

lim
(t,x)→(t0,x0)

S(t)x = S(t0)x0,

ou d’une manière équivalente

lim
h→0+

S(t0 + h)x = S(t0)x0

et
lim

h→0−
S(t0 + h)x = S(t0)x0

1. Soit h > 0∥∥S(t0 + h)x− S(t0)x0
∥∥

X =
∥∥S(t0)S(h)x− S(t0)x0

∥∥
X

=
∥∥S(t0) [S(h)x− x0]

∥∥
X

≤
∥∥S(t0)

∥∥
L(X)

∥∥S(h)x− x0
∥∥

X

≤ Meωt0
∥∥S(h)x− x + x− x0

∥∥
X

≤ Meωt0
∥∥S(h)x− x

∥∥
X

∥∥x− x0
∥∥

X.

En faisant tendre h vers 0 et x vers x0, on obtient

lim
h→0+

‖S(h)x− x‖X = 0,

et

lim
x→x0

‖x− x0‖ = 0.

Donc,

lim
h→o+

‖S(t0 + h)x− S(t0)x0‖X = 0.

2. Si h < 0

∥∥S(t0 − h)x− S(t0)x0
∥∥

X =
∥∥S(t0)S(−h)x− S(t0)x0

∥∥
X

=
∥∥S(t0) [S(−h)x− x0]

∥∥
X

≤
∥∥S(t0)

∥∥
L(X)

∥∥S(−h)x− x0
∥∥

X

≤ Meωt0
∥∥S(−h)x− x + x− x0

∥∥
X

≤ Meωt0
[∥∥S(−h)x− x

∥∥
X

∥∥x− x0
∥∥

X

]
.
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En faisant tendre h vers 0 et x vers x0, on obtient

lim
h→o+

‖S(t0 − h)x− S(t0)x0‖X = 0.

Puisque (t0, x0) est quelconque on déduit que la fonction S est continue sur
[0,+∞)× X.

Propriété 2.3.2 Soit A : D(A) ⊂ X −→ X le générateur infinitésimal d’un C0
semi-groupe S(t) : X −→ X, t ≥ 0. Pour tout x ∈ X et pour tout t ≥ 0 on a

lim
h→0+

1
h

∫ t+h

t
S(s)xds = S(t)x.

Preuve 2.3.3 Soit t ∈ R+ et soit x ∈ X. Il s’agit de démontrer que

lim
h−→0+

∥∥∥∥∥1
h

∫ t+h

t
S(s)xds− S(t)x

∥∥∥∥∥
X

= 0.

On a pour tout h > 0,

∥∥∥∥∥1
h

∫ t+h

t
S(s)xds− S(t)x

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥1
h

∫ t+h

t
S(s)xds− 1

h

∫ t+h

t
S(t)xds

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥1
h

∫ t+h

t
[S(s)x− S(t)x] ds

∥∥∥∥∥
X

≤ 1
h

∫ t+h

t
sup

t≤s≤t+h
‖S(s)x− S(t)x‖Xds

≤ sup
t≤s≤t+h

‖S(s)x− S(t)x‖X ·
1
h

∫ t+h

t
ds

≤ ‖S(t + h)x− S(t)x‖X.

En passant à la limite quand h tend vers 0, on obtient

lim
h→0+

∥∥∥∥∥1
h

∫ t+h

t
S(s)xds− S(t)x

∥∥∥∥∥
X

= 0,

car la fonction (t, x) 7−→ S(t)x est continue. D’où le résultat.
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Propriété 2.3.3 Pour tout x ∈ X et pour tout t ∈ R+, on a∫ t

0
S(s)xds ∈ D(A),

et
A
(∫ t

0
S(s)xds

)
= S(t)x− x.

Preuve 2.3.4 Soient x ∈ X et t ∈ R+. Il s’agit de montrer que

lim
h→0+

S(h)
[∫ t

0 S(s)xds
]
−
∫ t

0 S(s)xds

h
existe et elle vaut S(t)x− x.

On a

S(h)
[∫ t

0 S(s)xds
]
−
∫ t

0 S(s)xds

h
=

∫ t
0 S(s + h)xds−

∫ t
0 S(s)xds

h
.

En faisant le changement de variable τ = s + h, on obtient donc∫ t+h
h S(τ)xdτ −

∫ t
0 S(s)xds

h
=

∫ t
h S(τ)xdτ +

∫ t+h
t S(τ)xds−

∫ t
0 S(s)xdτ

h

=
1
h

∫ t+h

t
S(τ)xdτ − 1

h

∫ h

0
S(τ)xdτ.

Par passage à la limite quand h tend vers 0, on trouve

A
(∫ t

0
S(s)xds

)
= S(t)x− x,

et comme

lim
h→0+

S(h)
[∫ t

0 S(s)xds
]
−
∫ t

0 S(s)xds

h
existe ,

donc ∫ t

0
S(s)xds ∈ D(A).

Propriété 2.3.4 Pour tout x ∈ D(A) et t ≥ 0, on a

S(t)x ∈ D(A),

et la fonction t 7−→ S(t)x de classe C1 sur R+ et elle vérifie la relation suivante :

d
dt

S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.
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Preuve 2.3.5 Soient x ∈ D(A) et t ∈ R+. Pour tout h > 0 on a

S(h) [S(t)x]− S(t)x
h

− S(t)Ax =
S(t) [S(h)x− x]

h
− S(t)Ax

= S(t)
[

S(h)x− x
h

]
− S(t)Ax.

En faisant tendre h vers 0, on obtient

lim
h−→0+

∥∥∥∥∥S(t)
[

S(h)x− x
h

]
− S(t)Ax

∥∥∥∥∥
X

= 0,

ce qui donne

d+

dt
S(t)x− S(t)Ax = 0

De la même manière, on montre que :

d−

dt
S(t)x− S(t)Ax = 0.

Donc, on conclut que

d
dt

S(t)x− S(t)Ax = 0.

Propriété 2.3.5 Pour tout x ∈ D(A) et pour tout 0 ≤ s ≤ t < +∞, on a :∫ t

s
AS(τ)xdτ =

∫ t

s
S(τ)Axdτ = S(t)x− S(s)x.

Preuve 2.3.6 Soit x ∈ D(A) et soit 0 ≤ s ≤ t < +∞. D’après la propriété
2.3.4 on a

AS(τ)x =
d
dt

S(τ)x.

En intégrant les deux membre de l’égalité ci–dessus entre s et t, on obtient∫ t

s
AS(τ)xdτ =

∫ t

s

[
d

dτ
S(τ)x

]
dτ

=
[
S(τ)x

]t

s
= S(t)x− S(s).
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Théorème 2.3.2 Si A : D(A) ⊆ X −→ X st le générateur infinitésimal d’un
C0 semi-groupe S(t) : X −→ X, t ≥ 0 , alors D(A) est dense dans X et A est
fermé.

Preuve 2.3.7 1. Pour démontrer que D(A) est dense dans X on démontre
que pour tout x ∈ X, il existe une suite (xn)n ⊂ D(A) tel que

lim
n→+∞

xn = x.

Soit (xn)n une suite, tel que

xn = n
∫ 1

n

0
S(s)xds,

cette suite converge vers x quand n tend vers l’infini (d’apés la propriété
2.3.2). En utilisant la propriété 2.3.3, on obtient donc

∫ 1
n

0
S(s)xds ∈ D(A),

ce qui donne

n
∫ 1

n

0
S(s)xds ∈ D(A),

i.e
xn ∈ D(A),

car D(A) est un sous espace vectoriel de X. Il en résulte que D(A) est
dense dans X, i.e D(A) = X.

2. Pour montrer que l’opérateur A est fermé on démontre que son graphe est
fermé, i.e, si xn ∈ D(A) pour tout n ∈N telle que

xn −→ x,

Axn −→ y.

Alors, 
x ∈ D(A),
et
Ax = y.

Soit (xn) ⊂ D(A). D’après la propriété 2.3.5 on a∫ t

s
S(τ)Axndτ = S(t)xn − S(s)xn,
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pour s = 0 ∫ t

0
S(τ)Axndτ = S(t)xn − S(0)xn.

Passant à la limite quand n tend vers l’infini, on obtient∫ t

0
S(τ)ydτ = S(t)x− x.

Devisant les deux membres de l’égalité ci–dessus par t, on aboutit à

1
t

∫ t

0
S(τ)ydτ =

1
t
(S(t)x− x) .

Finalement par passage à la limite on obtient

lim
t→0+

1
t

∫ t

0
S(τ)dτ = limt→0+

1
t

S(t)x− x.

Donc

S(0)y = Ax
y = Ax,

et comme
lim

t→0+

S(t)x− x
t

= y,

on déduit que
x ∈ D(A).
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Chapitre 3

Notions de solutions pour EDO
semi-linéaire

Dans le dernier chapitre on s’intéresse à la notion de solution d’une
EDO semi-linéaire, ayant la forme y′(t) = Ay(t) + f (t), y(a) = x où
A : D(A) ⊂ X → X est un opérateur linéaire générant un C0 semi-
groupe, X est un espace de Banach, f ∈ L1(a, b; X) et [a, b] ⊂ R et
x ∈ X. On commence tout d’abord par donner les différentes types de
solutions. En particulier, on étudiera la solution classique, la solution
absolument continue et enfin la solution douce 1. La relation entre les
trois types de solutions sera aussi établie. Finalement, on démontrera
un résultat d’existence et unicité des solutions du problème de Cauchy
y′(t) = Ay(t) + f (t), y(a) = x.

3.1 Notions de solution d’un problème semi-linéaire

Soit le problème de Cauchy

y′(t) = Ay(t) + f (t), y(a) = x (3.1)

où A : D(A) ⊂ X → X est un opérateur linéaire générant un C0 semi-
groupe, X est un espace de Banach, f ∈ L1(a, b; X) et [a, b] ⊂ R et x ∈ X.
On commence par étudier les différentes types de solutions du problème
de Cauchy (3.1).

1. En Anglais, on l’appelle mild solution
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3.1.1 Solution classique et solution absolument continue

Définition 3.1.1 On dit que y : [a, b] −→ X est une solution classique 2 du
problème de Cauchy (3.1), si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. La fonction y est continue sur [a, b] et elle est de classe C1 sur (a, b] .
2. y(t) ∈ D(A), pour tout t ∈ (a, b].
3. y est différentiable sur [a, b] et on a

y′(t) = Ay(t) + f (t) et y(a) = x,

pour tout t ∈ [a, b].

Définition 3.1.2 On dit que y : [a, b] −→ X est une solution absolument
continue du problème (3.1) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. La fonction y est absolument continue sur [a, b] et y′ ∈ L1(a, b; X).
2. y(t) ∈ D(A) p.p pour t ∈ (a, b).
3. y est différentiable sur [a, b] p.p et on a

y′(t) = Ay(t) + f (t) et y(a) = x.

Remarque 3.1.1 Il est claire que si la fonction y est une solution classique du
problème de Cauchy (3.1) alors elle est aussi une solution absolument continue
du problème de Cauchy (3.1).

Le théorème ci-dessous nous donne la forme générale d’une solution ab-
solument continue du problème de Cauchy (3.1).

Théorème 3.1.1 Si y : [a, b] −→ X est une solution absolument continue du
problème de Cauchy (3.1) alors :

y(t) = S(t− a)x +
∫ t

a
S(t− s) f (s)ds,

pour tout t ∈ [a, b] ;

Preuve 3.1.1 Soit y : [a, b] −→ X une solution absolument continue du pro-
blème de Cauchy (3.1). On fixe un réel t ∈ (a, b] et on définit la fonction
g : [a, t]→ X par :

g(s) = S(t− s)y(s),

2. Dés fois on l’appelle solution de classe C1
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pour tout s ∈ [a, t) et pour tout h > 0 satisfaisant s + h ∈ [a, t] on aura

g(s + h)− g(s)
h

=
S(t− s− h)y(s + h)− S(t− s)y(s)

h

= S(t− s− h)
[

y(s + h)− S(h)y(s)
h

]
= S(t− s− h)

[
y(s + h) + y(s)− y(s)− S(h)y(s)

h

]
= S(t− s− h)

[
y(s + h)− y(s)

h
− S(h)y(s)− y(s)

h

]
= S(t− s− h)

[
y(s + h)− y(s)

h

]
− S(t− s− h)

[
S(h)y(s)− y(s)

h

]
.

On fait tendre h vers 0 et tenant en compte que la fonction y et différentiable p.p
sur [a, t], on déduit que :

g′(s) = S(t− s)y′(s)− S(t− s)Ay(s)
= S(t− s)[Ay(s) + f (s)]− AS(t− s)y(s)
= AS(t− s)y(s) + S(t− s) f (s)− AS(t− s)y(s),

d’où
g′(s) = S(t− s) f (s), (3.2)

pour s ∈ (a, t) p.p. Sachant que f ∈ L1(a, b; X), alors la fonction

s 7→ S(t− s) f (s) ∈ L1(a, t; X).

On intégrant les deux membre de l’égalité (3.2) entre a et t on obtient∫ t

a
g′(s)ds =

∫ t

a
S(t− s) f (s)ds

Par conséquent

g(t)− g(s) =
∫ t

a
S(t− s) f (s)ds.

Autrement dit on aura

S(t− t)y(t)− S(t− a)y(a) =
∫ t

a
S(t− s) f (s)ds.

Ce qui donne

y(t) = S(t− a)y(a) +
∫ t

a
S(t− s) f (s)ds.
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Il est important à noter que si X est de dimension infini, alors le pro-
blème de Cauchy (3.1) n’admet pas en générale une solution absolument
continue et donc une solution classique. En fait, comme on a déjà ex-
pliquer en Chapitre 1, si l’espace X n’est pas réflexif, alors une fonction
absolument continue n’est pas forcément presque partout différentiable.
En outre, si dans le problème de Cauchy (3.1) la condition initiale x n’ap-
partient pas à D(A) alors (3.1) peut ne pas admettre aucune solution
absolument continu. L’exemple suivant illustre une telle situation.

Exemple 3.1.1 Soit S(t) : X −→ X, t ≥ 0 un C0 semi-groupe définit par

[S(t) f ](s) = f (t + s), pour tout t, s ∈ R+.

On considère le problème de Cauchy suivant

y′(t) = Ay(t), y(0) = x, (3.3)

tel que A : D(A) ⊆ X −→ X est le générateur infinitésimal du C0 semi-groupe
S(t) : X −→ X, t ≥ 0. Soit x ∈ X tel que x /∈ D(A). Si y est une solution
absolument continue du problème de Cauchy (3.3) alors elle s’écrit sous la forme
suivante :

y(t) = S(t)x,

pour tout t ≥ 0. Mais la fonction y n’est pas différentiable sur [0,+∞). Par
l’absurde, supposons que y est différentiable au point t. Alors

lim
h→0

y(t + h)− y(t)
h

= lim
h→0

S(t + h)x− S(t)x
h

= S(t)
[

lim
h→0

S(h)x− x
h

]
.

Le fait que x /∈ D(A), entraine que

lim
h→0

S(h)x− x
h

n’existe pas,

i.e., y n’est pas différentiable au point t. En conséquence y n’est pas une solution
absolument continue du problème de Cauchy (3.3).

3.1.2 Solution douce
Dans ce paragraphe on va introduire la notion de solution douce du

problème de Cauchy (3.1), qui en fait généralise la notion de solution
absolument continue et donc la notion de solution classique.
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Définition 3.1.3 On appelle solution douce du problème de Cauchy (3.1), la
fonction y : [a, b] −→ X définit par :

y(t) = S(t− a)x +
∫ t

a
S(t− s) f (s)ds,

pour tout t ∈ [a, b].

Remarque 3.1.2 y est dite aussi C0-solution du problème de Cauchy (3.1).

Dans l’exemple suivant, on considère un problème de Cauchy où la solu-
tion douce n’est pas absolument continue.

Exemple 3.1.2 Soit le problème de Cauchy

y′(t) = Ay(t) + f (t), y(0) = 0, (3.4)

où A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe S(t) : X −→ X, t ≥ 0
tel qu’il existe η ∈ X, pour tout t ∈ [0, T] ;

S(t)η /∈ D(A),

et la fonction f est définie par f (s) = S(s)η, pour tout t ∈ [0, T]. Al ors la
solution douce du problème de Cauchy (3.4) est donnée par :

y(t) = S(t)0 +
∫ t

0
S(t− s) f (s)ds

=
∫ t

0
S(t− s)S(s)ηds

= tS(t)η.

On va maintenant montrer que la solution douce n’est pas absolument continue.
En effet, on a

S(t)η /∈ D(A),

pour tout t ∈ [0, T]. Par suite

tS(t)η /∈ D(A),

pour tout t ∈ [0, T] et comme

y(t) = tS(t)η,

pour tout t ∈ [0, T], on en déduit que

y(t) /∈ D(A),

pour tout t ∈ [0, T]. D’où y n’est pas une solution absolument continue du
problème de Cauchy (3.4).
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3.2 Existence et unicité de la solution
On s’intéresse maintenait à l’existence et l’unicité de la solution douce

du problème de Cauchy semi-linéaire :

y′(t) = Ay(t) + f (t, y(t)), y(a) = x, (3.5)

où A : D(A) ⊆ X −→ X est le générateur infinitésimale d’un C0 semi–
groupe S(t) : X −→ X, t ≥ 0, f : U −→ X une fonction continue, U un
ouvert non vide de R× X et (a, x) ∈ U.
On note ici, qu’avec analogie avec le problème de Cauchy

y′(t) = Ay(t) + g(t),

où g est une fonction intégrable sur [a, b] ⊂ R, la solution douce y :
[a, b]→ X du problème de Cauchy (3.5), est donnée par

y(t) = S(t− a)x +
∫ t

a
S(t− s) f (s, y(s))ds

pour tout t ∈ [a, b]. Le théorème suivant donne des conditions suffisantes
pour l’existence et l’unicité d’une solution douce du problème de Cauchy
(3.5).

Théorème 3.2.1 Si A : D(A) ⊆ X −→ X génère un C0 semi–groupe S(t) :
X −→ X, t ≥ 0, f : [a, b]×X −→ X est continue et Lipschitzienne par rapport
à la deuxième variable, i.e., il existe une constante k > 0 telle que :

‖ f (t, y)− f (t, ȳ)‖ ≤ k‖y− ȳ‖,

pour tout (t, y), (t, ȳ) ∈ [a, b] × B(x, r). Alors, le problème de Cauchy (3.5)
admet une unique solution douce définie sur [a, b].

Pour montrer le théorème ci–dessus, on est besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Si A : D(A) ⊆ X −→ X génère un C0 semi-groupe de contrac-
tion S(t) : X −→ X, t ≥ 0 et f : [a, b] × X −→ X est continue, bornée
et localement lipschitzienne par rapport à la deuxième variable alors, pour tout
x ∈ X le problème (3.4) admet une unique solution douce définit sur [a, b].

Preuve 3.2.1 On va transformer le problème de Cauchy (3.4) à un problème
de point fixe et ce pour appliquer le théorème de point fixe de Banach. Notons
C([a, b]; X) l’espace des fonctions continues définies sur [a, b] et à valeur dans
X. Soit l’opérateur A : C([a, b]; X) −→ C([a, b]; X) définit par

Ay(t) = S(t− a)x +
∫ t

a
S(t− s) f (s, y(s))ds,
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pour tout t ∈ [a, b]. Ainsi tout point fixe de l’opérateur A est une solutions
du problème (3.4). En outre l’opérateur A est bien défini. En effet, si y ∈
C([a, b]; X), alors (Ay) ∈ C([a, b]; X). On va montrer que A est une contrac-
tion. Soit y, z ∈ C([a, b]; X) et t ∈ [a, b]. Alors on a :

‖A(y)(t)− A(z)(t)‖ ≤
∫ t

a
‖S(t− s)‖

∥∥ f (s, y(s))− f (s, z(s))
∥∥ds

≤
∫ t

a
k‖y(s)− z(s)‖ds

≤ k
∫ t

a
‖y− z‖ds

≤ k(t− a)‖y− z‖ds.

tenant en compte que (Ay) ∈ C([a, b]; X), on aura donc :

‖(A(Ay)(t))− (A(Az)(t))‖ ≤
∫ t

a
‖S(t− s)‖

∥∥ f (s, (Ay)(s))− f (s, (Az)(s))
∥∥ds

≤ k
∫ t

a
k
∥∥(Ay)(s)− (Az)(s)

∥∥ds

≤ k
∫ t

a
k(s− a)‖y− z‖ds

≤ k2 (t− a)2

2
‖y− z‖.

Par conséquent,

‖(A2y)(t)− (A2z)(t)‖ ≤ k2 (t− a)2

2
‖y− z‖.

Par récurrence, on aboutit à :

‖(Any)(t)− (Anz)(t)‖ ≤ kn (t− a)n

n!
‖y− z‖, pour tout n ∈N?.

Ce qui donne :

‖Any− Anz‖ ≤ kn (t− a)n

n!
‖y− z‖, pour tout n ∈N?.

Donc An est lipschitzienne de rapport kn (t−a)n

n! . Sachant que

lim
n→+∞

kn (t− a)n

n!
= 0,
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on déduit qu’il existe n assez grand tel que :

kn (t− a)n

n!
< 1.

Par conséquent, An est une application contractante de C([a, b]; X) dans C([a, b]; X),
mais

‖Ay− y‖ = ‖An Ay− Any‖ ≤ k‖Ay− y‖,
tel que k ∈ (0, 1). Donc Ay = y. On peut déduire que tout point fixe de A
est un point fixe de An. Par ailleurs, comme X est un espace de Banach, le
théorème de point fixe de Banach 1.2.2 entraine que A admet un point fixe unique
y ∈ C([a, b]; X), qui est en fait la solution douce du problème de Cauchy (3.5).

On va maintenant passer à la démonstration du théorème principale
d’existence et unicité des solutions du problème de Cauchy (3.5).

Preuve 3.2.2 Sachant que f est continue, alors on peut supposer qu’il existe
M > 0, tel que :

‖ f (t, y)‖ ≤ M,

pour tout (t, y) ∈ [a, b]× B(x, r). On a aussi

‖ f (t, y)− f (t, ȳ)‖ ≤ k‖y− ȳ‖,

pour tout (t, y), (t, ȳ) ∈ [a, b]× B(x, r). Soit h : X −→ X définie par :

h(u) =


u pour u ∈ B(x, r)

r
‖u−x‖ (u− x) + x pour u ∈ X \ B(x, r).

On a :
— Si u ∈ B(x, r) alors h(u) = u ∈ B(x, r).
— Si u ∈ X \ B(x, r), alors

‖h(u)− x‖ =

∥∥∥∥∥ r
‖u− x‖ (u− x) + x− x

∥∥∥∥∥
≤ r

‖u− x‖
‖u− x‖

≤ r,

donc h(u) ∈ B(x, r).
Par conséquent, les valeurs de h sont dans B(x, r), i.e,

h : X −→ B(x, r).

En plus, l’application h est lipschitzienne. En effet :
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— Si u, v ∈ B(x, r), on a

‖h(u)− h(v)‖ = ‖u− v‖

— Si u, v ∈ X \ B(x, r), on a

‖u− x‖ > r et ‖v− x‖ > r,

donc

‖h(u)− h(v)‖ =
∥∥∥ r
‖u− x‖ (u− x)− r

‖v− x‖ (v− x)
∥∥∥

≤
∥∥∥‖u− x‖
‖u− x‖ (u− x)− ‖v− x‖

‖v− x‖ (v− x)
∥∥∥

≤ ‖u− x− (v− x)‖
≤ ‖u− v‖.

h est continue sur X. On définit g : [a, b]× X −→ X par :

g(t, u) = f (t, h(u)),

pour tout (t, u) ∈ [a, b]×X. Comme f est continue et lipschitzienne par rapport
à la deuxième variable sur [a, b]× B(x, r), il en résulte que g est aussi continue
et lipschitzienne par rapport à la deuxième variable sur [a, b] × X. D’après le
lemme précédent, le problème de Cauchy

y′ = Ay(t) + g(t, y), y(a) = x,

admet une unique solution douce y : [a, b] −→ X. Comme y(a) = x, et y est
continue en t = a, on obtient alors

y(t) ∈ B(x, r),

pour tout t ∈ [a, b]. Par conséquent,

g(t, y(t)) = f (t, y(t)),

par suite y : [a, b] −→ X est l’unique solution douce du problème de Cauchy
(3.5).
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Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié la notion de solution d’une équation
différentielle semi-linéaire ayant la forme

y′(t) = Ay(t) + f ,

où A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi–groupe et f est une
fonction localement intégrable. On a distingué entre trois types de solu-
tions à savoir : La solution classique, la solution absolument continue et
la solution douce. On a aussi établi la relation entres ces trois types de
solutions. Ce qu’il faut noter ici est que la solution douce existe sous des
conditions faibles. Pour les équations différentielles semi–linéaires dans
les espaces de Banach la solution douce est très fréquentée surtout où
le problème de la non–différentiabilité des fonctions à valeurs dans les
espaces de Banach est un problème majeur.

Le cas des équations différentielles nonlinéaires est délicat. Il s’agit
donc de définir une solution à une équation différentielle sous la forme :

y′(t) = Ay(t) + f ,

où A est un opérateur nonlinéaire et f une fonction localement intégrable.
Dans le cas où A génère un C0 semi–groupe non linéaire S(t), t ≥ 0 on
peut définir la solution douce. On peut aussi définir une solution plus
général à savoir la solution intégrale. Pour mieux comprendre la notion
de solution dans le cas nonlinéaire on réfère aux [8], [9] et [10].
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