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Resumé

L'interprétation géométrique et physique des opérateurs d’intégration et de dérivation frac-
tionnaires est un sujet de recherche depuis trois siécles. Dans ce travail, on essaye de pré-
senter tot possible des suggestions qui répondent a ce probleme. En effet, les dérivées frac-
tionnaires des fonctions polynomiales seront physiquement interprétées aussi on introduit
une interprétation géométrique et physique de I'intégration et de la dérivation fraction-
naires au sens de Riemann-Liouvilleet de Caputo, on donne par l'occasion une interpréta-
tion géométrique des potentiels de Riesz et de Feller. On termine comme illustration, par
la considération d'une récente approche de dérivation fractionnaire.

Mots-clés : Intégration fractionnaire, dérivation fractionnaire, interprétation géométrique
et physique.

Abstract

The geometrical and physical interpretation of fractional integration and fractional deriva-
tion had been a search subject for more than 300 years. In this paper, we try such as possible
to present suggestions that answer to this problem. Indeed, a fractional order derivative of
polynomial functions will be interpreted physically, we also introduce a geometrical inter-
pretation of fractional integration and derivation for the Riemann-Liouville and Caputo
approaches, and by the way we give a geometric interpretation of the Riesz and Feller po-
tentials. To finish the work, we illustrate the result of physical meaning by treating a new
approach of fractional derivation.

Key-words : Fractional integration, fractional derivation, geometrical and physical inter-
pretation.
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Introduction

Le formalisme de la dérivation et de I'intégration fractionnaires consiste a générali-
ser la notion de ces opérations a 'ordre non-entier. Le calcul fractionnaire peut modéliser
des phénomeénes physiques mieux que le calcul différentiel classique, c’est pourquoi, il est
devenu d’'une grande importance durant les années récentes. Il existe en général, des in-
terprétations géométriques et physiques de la dérivation et de l'intégration d’ordre entier
or, existe-il une telle signification de ces opérateurs d’ordre fractionnaire? La question qui
a été posée dans plusieurs conférences de mathématiques n’a pas eu une réponse car il n’y
avait aucune idée acceptable pour le sujet pour plus de 300 ans.

En raison de la nécessité d'une interprétation géométrique et physique de l'intégration et
de la différentiation fractionnaires, beaucoup d’efforts ont été fournis par les mathémati-
ciens pour les établir.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres, organisés de telle sorte que chacun s’adresse a
une partie de 'interprétation d’'une interprétation géométrique et physique des opérateurs
fractionnaires pour simplifier le traitement du theme.

Dans le premier chapitre intitulé « Outils de base », on introduit quelques notions de base
essentielles qui seront utilisées pour I'établissement des théorémes et des définitions. La
dérivée fractionnaire de la fonction puissance t* se manie aisément a cause de ’expression
explicite de D*(tP), ainsi son interprétation physique. Cette étude est faite comme un pré-
liminaire nommé en deuxiéme chapitre de notre sujet fondamental.

Le troisieme chapitre comporte deux parties : la premiére aborde la signification géomé-
trique de l'intégration fractionnaire, dans laquelle on commence par les intégrales a gauche
et a droite de Riemann-Liouville puis on donne un résultat déductif des potentiels de Riesz
et de Feller comme étant des intégrales fractionnaires. Quant a la deuxiéeme partie, on
se place dans un cadre physique, c’est-a-dire : I'interprétation physique de l'intégrale de
Stieltjes et des intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville et par suite l'intégrale de
type convolution de Volterra sachant qu’elle est une généralisation de celle de Riemann-
Liouville.

Le comportement asymptotique des fonctions peut étre analysé par la vitesse ou le taux
de variations des fonctions lorsque la variable indépendante change d’une petite valeur, ce
résultat est présenté dans le quatrieme chapitre comme une interprétation physique de la
dérivation fractionnaire au sens de Caputo et au sens de Riemann-Liouville. Dans ce der-
nier chapitre, on définit également une nouvelle approche de dérivation fractionnaire qui
nous permet d’étudier une telle opération sur la fonction constante et la fonction identique.



Chapitre 1
Outils de base

1.1 Fonctions spéciales

La fonction Gamma d’Euler :
La fonction factorielle joue un réle important dans le calcul intégral d’ordre entier comme
étant un des outils combinatoires fondamentaux. La fonction Gamma a le méme role dans
le calcul fractionnaire et elle est basiquement donnée par I'intégrale :

I'(z) = /00 e ‘t*"dt (1.1)
0

L'exponentielle entraine la convergence de cette intégrale a oo, la convergence au point zero
s’assure pour tout nombre complexe du demi-plan droit du plan complexe (Re(z) > 0). Si
on substitut dans I'’équation (1.1) e~* par la limite

et= lim (1— E)" (1.2)
n

n—-+oo

Et en intégrant n fois par parties, on obtient la définition suivante de la limite de la fonction
Gamma :

n'!'n?
I'(z)= 1

n—glooz(z +1)...(z + n) (1.3)

Méme si on a dérivé cette expression pour (Re(z) > 0), il est possible de l'utiliser éga-
lement comme la définition de la fonction Gamma aux points dont la partie réelle est né-
gative sauf les nombres entiers négatifs. Donc la fonction Gamma est définie pour tout
zeC—{0,—-1,—2,...} [8].

Propriétés de la fonction Gamma :
I'(z+1) = 2zI'(2)
I'n+1) =n! pour tout n € N



Outils de base

La fonction Béta d’Euler
La fonction Béta est trés importante pour le calcul de la dérivée fractionnaire de la fonction
de puissance. Elle est définie par l'intégrale a deux parametres suivante :

1
B(z, ) :/ =11 — )v~'d (1.4)
0

Pour tout x, y satisfaisant Re(x) > 0, Re(y) > 0.

Propriétés de la fonction Béta

1. B(xz,y) = B(y,x) pour tout x,y tels que Re(x) > 0, Re(y) > 0.

2. B(z,y) = —Féa’ii,%)

A T'aide de la fonction Béta, on peut obtenir des formules utiles de la fonction Gamma

T(2)T(1—z) = szr—m)
I‘(z)l‘(z—k%) = /m2'7%T(22)
o =

La fonction digamma d’Euler
La fonction ¢ (z) d’Euler est aussi appelée fonction digamma, elle est définie comme la
dérivée logarithmique de la fonction Gamma d’Euler, c’est-a-dire :

I'(2)
I'(z)

$(2) = - In(0(=)] = 15

1.2 Opérateur d’'intégration de Riemann-Liouville

Définition 1. Soit f une fonction continue sur [a, b], et soit o« € Ry. Pour tout t € [a, b,
on définit l'intégrale a gauche( respectivement a droite) d’ordre o de Riemann-Liouville de
la fonction f au point t par :

B0 = s [ @-nr@ar

b
I f(t) = ﬁ | = smyan,

respectivement.

Proposition 1. Soit f € C ([a,b] ,R), pour a et 3 tels que Re(a) > 0, Re(B) > 0,0na:



Outils de base

1. I*(IPf) = I>Pf
2. %(Ig‘f)(t) = (I>~'f)(t) avec Re(ax — 1) > 0,
3. lim (I3f) = f

Démonstration. Pour la démonstration, voir [3]. O

Fonctions causales et intégrale fractionnaire
Définition 2. Ona:

1. Une fonction causale est une fonction définie sur l’ensemble des réels dont le support
est borné a gauche.

2. Une fonction anti-causale est une fonction définie sur l’ensemble des réels dont le sup-
port est borné a droite.

Considérons maintenant les intégrales

1

B0 = o -t

I f(t) = ﬁ / (r — )1 f(r)dr;

Les constantes a, b déterminent les bornes supérieures et inférieures du domaine de I'inté-
grale.

I'intégrale a gauche I oy f(t) collectionne les valeurs pesées de la fonction pour = < t c’est-
a-dire a gauche de t.

I'intégrale a droite I f(t) collectionne les valeurs pesées de la fonction pour t < 7T c’est-
a-dire a dtoite de t.

Sit est une coordonnée de temps alors l'intégrale I, f (t) est causale et 'intégrale I o_f (t)
est anti-causale [6].

1.3 Opérateur de dérivation de Riemann-Liouville

Définition 3. Soit f une fonction continue et soit o« € |m — 1, m[ avec m € N*. La
dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f est définie
comme suit :

d m
D0 = () N
t
Théoreme 1. Lopérateur de dérivation de Riemann-Liouville posséde les propriétes sui-
vantes :
1. C’est un opérateur linéaire.
2. lim (REDEf)(t) = £ (1)
a—m
3. (*LD2 o I2)(f) = f.



Outils de base

m—1 j—m—4a ]
4 (I7o D) = F0) — ¥ Gy (lim () 1A ()}
J:

t—a

Démonstration. Pour la démonstration voir [3]]. ]

Lemme 1. Soit f une fonction continue sur [a, b] et soit « > 0, on a :
lim (I3 £)(t) = 0

Démonstration. On a :
1

[I2f(t)| = (o) (t —7)* ' f(r)dr

1t i _
< m/a(t‘” 1£(7)] dr;

t
S ”.f”oo / (t _ T)a—ldT;
') Ja
1Flee ¢y _ o
I'aa+1)
Ce qu’il fallait démontrer. O

Corollaire 1. Si0 < a < 1, et f € C*([a,b],R), alors :
(Ig o DZ)(f) = f
Démonstration. Ona:pour0 < o < 1:

(t —a)*!

(1 o D) = 1) — 1o

Atim [1272£] (1)}

comme f est une fonction continue et d’aprés le lemme précedent, la limite dans le terme a
droite tend vers 0, il vient donc que :

(Ig o DG)(f) = f(t)

D’ou le résultat. O]

1.4 Opérateur de dérivation de Caputo

Définition 4. Soit f une fonction de classe C™([a, b)) et soit o € |m — 1, m[avec m € N*.
La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f est définie comme suit :

(CDgf)t) = I"*f™)(1)

= —1 t — p)ym—oa—le(m) (ydr
= tom— G @

-8-



Outils de base

Proposition 2. Ona:-m—-1<a<m:
L (°DgoId)f = f

m—1 .
. af . £ (a) ;
2. Si°D>f =0, alors f(t) = J;O G+t —a)

m=l () (a ;
8. (I7o°DNF = - ¥ Lo (t — a)
‘7:
4 Sio<a,B<laveca+pB<1letfeC'(a,b],R)alors:

(°Dg 0 “DY)(f) = D’ f

Démonstration. Pour la démonstration, voir [3]. O
Relation entre dérivée de Riemann-Liouville et de Caputo
Proposition 3. Soit0 < a <1
m—1 @ (a)
CDef(t) = EBL|Df(t) — f—t—aj
m—1 i
f(.?)(a) ]
= RLpof(t) — t—a) @
SO G w
Comme conséquence, de cette proposition, on déduit que si f¥)(a) = 0,
pour tout j € {0,1,2,...m — 1} alors
°Dgf(t) = "D f(t)
1.5 Intégrale de Riemann-Stieltjes
Définition de I'intégrale de Riemann-Stieltjes
Définition 5. Soit I = [a, b] un intervalle fermé. Une partition de I est une suite quel-
conque strictement croissante de points P = {to,t1,...,t,} tels que a = to et b = t,. Le

maillage de la partition P noté h est défini par :

h = lréliagi(ti —ti1),

Pour une fonction f on pose :
V(F) =D F(t:) — Ftioa);
=1

pour chaque i € {1,2,..,n}.



Outils de base

Définition 6. Une fonction f : [a,b] — R est dite a variation bornée si il existe une
constante M € R telle que :
V()| < M;

pour toute partition de [a, b] .

Remarque 1. On a :
1. Si f est monotone sur [a, b] alors f est a variation bornée.

2. Si f est continue et f’ existe et elle est bornée sur l'inrérieur c’est-a-dire :
|f'(t)| < M, pourtoutt € (a,b) alors f est a variation bornée.

Définition 7. Soient f une fonction bornée sur lintervalle [a, b] et g une fonction a va-
riation bornée sur le méme intervalle. Soit P = {ty,ts,...,t,} une partition de l'intervalle
[a, b] avec T; € [t;_1,t;] pouri € {1,2,..,n}.

La somme

Sn = Z F(m:) [g(t:) — g(tioa)]

représente la somme de Riemann-Stieltjes de la fonction f par rapport a la fonction g.

Criteres d’existence et d’intégrabilité

On dit que f est intégrable au sens de Riemann par rapport a g sur [a, b], et on écrit f
€ R(g) s’il existe un nombre A ayant la propriéte suivante : pour tout e > 0 il existe une
partition P, de [a, b] tels que pour toute partition P plus fine que P. et pour tout choix de
T; € [ti—1,ti),ona:|S, — A| <e.

Quand un tel nombre A existe, il est déterminé d’'une maniére unique et on le note :

A=/fm@m

On dit aussi que I'intégrale de Riemann-Stieltjes de la fonction f par rapport a la fonction
déterminante g existe [9].

Théoreme 2. Si f est continue sur un intervalle I = [a, b], alors f est intégrable au sens
de Riemann-Stieltjes sur [a, b].

Corollaire 2. Si f est continue sur un intervalle I = [a, b], et g est monotone et continue
sur I, alors f € R(g).
Propriétés linéaires

1. Si f; € R(g) et fo € R(g) sur [a, b] alors ¢; f1 + c2f2 € R(g) sur [a, b], avec ¢, co
sont des constantes quelconques

b b b
/ (erfu + exfa)dg(t) = e / Fudg(t) + ¢ / Fadg(t).

2. Si f € R(g) et f € R(h) sur [a,b] alors f € R(c1g + c2h) sur [a, b] ,avec ¢y, cades
constantes quelconques

b b b
/Jﬂ@w+cmﬂﬂ=c{/fUMMﬂ+£{/f@MMﬂ

-10-



Outils de base

Signification géométrique de I'intégrale de Riemann-Stieltjes

Dans le cas de cette intégrale, nous avons trois variables t, s = f(t), d = g(t). Sup-
posons que ces variables sont les coordonées rectangulaires d’'un point M qui décrit une
courbe L, lorsque t varie de a a b. Nous aurons alors les trois projections (L, L2, L3) de
cette courbe sur les plans OT'S, OT' D, OS D et les deux surfaces cylindrques {F1;s = f(t)}
et {F>;d = g(t)}.

Alors l'intégrale de Riemann-Stieltjes f; f(t)dg(t) estla projection de la surface F, définie
par la fonction g sur le plan OS D [10].

FIGURE 1.1 — Lintégrale de Riemann-Stieltjes

11-



Chapitre 2
Préliminaire

2.1 Interprétation physique de la dérivation fraction-
naire des fonctions polynomiales

Dans cette partie, on introduit un exemple de fonction polynomiale ¢?, pour lequel on va
établir une interprétation physique des dérivées fractionnaires, en analysant les résultats
obtenus a partir des calculs des valeurs de la dérivée fractionnaire d'une fonction f a un
point précis et a 'aide des représentations graphiques des fonctions dérivées d’ordre frac-
tionnaire 0 < a < 1.

Considérons d’abord la fonction f(t) = t°, c’est-a-dire 3 = 5 et présentons ses dérivées
fractionnaires d’ordre @ au sens de Riemann-Liouville puis au sens de Caputo.

2.1.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f avec
a€|m—1,m|[etm € N* est:

“ogno = () TN

g (3) [

12



Préliminaire

Soit le changement de variable suivant 7 = st, il s’en suit que :
d\™ rt
> / tm—a—l(l _ S)m—a—ISStStds;
0

RL(DEF)) = (—
" /1(1 _ S)m—a—lsStm—a+5ds;
0

m

ISH

1
[tm—a+5]/0 (1 _S)m—a—ls5d8;

N N N
3

&l & &

[t (B(m — «,6));

e

3
=

L

da " m—ats D(m — a)l'(6)

I'(m — a) ) £ ]I‘(m—a—|—6)’
re)r(m— o+ 6) .

- T(m—a+6)I'(6—a) ’

r'(6)

' — a)

&

|
e
3 -
£
AN TN N N

5—a

Avec B(z,y) désigne la fonction Béta d’Euler définie par I'équation (1.4)

fi't) et ses dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouvwille
100000 -

D it
20000
60000

<0000 —

20000 —

¥
't DOF. ce=0.1 DOF. o=0.3
—— DOF. e=0.5 DOF. ee=0.8 DOF. =0.9

2.1.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Considérons la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f et soit
m—-—-1l1<a<m:
UDAHE) = I f)()

= —1 t — F)ym—ale(m) (\dr
= o | D)

— ; ’ _Tm—a—l 7_5 (m) pu
—r<m_a)/0(t ym—a=1(z%)0m g

—F(ﬁ) t m—a—1_.5—m .
T'(m—a)T'(6—m) fO (t - T) T dr, m— 1 < 5;

13-



Préliminaire

Soit le changement de variable = = st

__re _ m—a—lym—a—15—m45—m .
CDgA) = { (1)“(m—a)1“(6—m) Jo(@ =) i s°TmPT"ds, m i ; g’
) m — - )
F(G) 5—a 1 m—a—1_5—m
_ ) temaremmt “Jo(1—s) s5mds, m—1<5,
0 , m-—1 Z 9,
r'(6) 5—a
| e B Bm — 0,6~ m), m 1<,
0 , m—1 2 9,
r'(6) '(m—a)L'(6—m) 5«
= I'(m—a)T'(6—m) r(6—a) t , m—1<I5,
0 , m-—1 Z 9,
I'6) 15—«
= Te—a)t m—1<5.
0 , m—12>5.

fi't) et ses dérivées fractionnaires au sens de Caputo
100000 —

Do) | b
20000 —
S0000 —

40000 -

20000 —

2.1.3 Représentation graphique et interprétation physique

Soient la fonction f et les droites tangentes d’ordre fractionnaire o au point ¢ = 4 avec

T*(t) = (“Dg£)(4)(t — 4) + f(4)

Ordre fractionnaire | Valeur de m,=D°f | Equation de la tangente Les points A, L'air du

de dérivation au point t=4 triangle Ay
Df(t)] mgy=1056.3 T%(t)=1056.3(t-4) +1024 | A,,=(3.0574,0) | A,,=487.68
D**[f(t)] Mos=1173.8 T%%(t)=1173.8(t-4) +1024 | Ags=(3.1276,0) | 005=446.67
D3 rf(t)] Mog=1244.2 T%%(t)=1244.2(t-4) +1024 | Ags=(3.1770,0) | Aps=421.38
D °rf(t)] mi0=1280 T%t)=1280(t-4) +1024 Ap1.0=(3.2,0) A1.0=409.6

Considérons la fonction f(t) = t° au point P(4;1024), on a : D' f(¢) = 1280. La ligne
tangente T%° au point P(4,1024) qui coupe 'axe OX en A;o et la ligne passant par
P(4;1024) perpendiculaire a 'axe OX au point B(4;0) nous construisent une surface
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A, comprise par le triangle PA; (B. Similairement, tous les triangles sont obtenus en
utilisant les valeurs des dérivées fractionnaires mg 1, o5, Mo.g, €t les lignes tangentes
T, 795, T%® passant par le point P(4;1024). Les calculs des surfaces sont montrés
dans le tableau 1.

La figure 2-1 illustre le graphe de la fonction f(t) = t° avec les triangles formés par les
tangentes fractionnaires T'* d’ordre : 0.1, 0.5, 0.8.

A partir du tableau et de la figure (2-1), on peut observer que lorsque 'ordre de dérivation
croit, 'aire du triangle décroit et si 'ordre de dérivation décroit alors I'aire du triangle croit.
Donc les ordres de dérivation et les aires des triangles sont inversement proportionnés.

D [f(t)) o0 |

oafe) k
5000 T

4000 T
3000 T
2000

1000

FIGURE 2.1 — La fonction f(t) et les lignes tangentes T f

On conclut que le produit de la dérivation d’ordre fractionnaire avec I'aire du triangle cor-
respondant est constant, donc la dérivation fractionnairne provoque une variation de la
surface du triangle compris entre la ligne tangente a un point particulier et la ligne verti-
cale passant par ce point et au dessus de 'axe des X suivant la ligne de gradient fraction-
naire.

La variation de l'air est une propriété physique, et par suite la dérivation fractionnaire
peut étre utilisée pour mesurer la variation de la température, la pression, le gradient, la
divergence et la rotation, etc [5].
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2.2 Les points critiques de la dérivée fractionnaire des
fonctions polynomiales

Dans la section précédente, on a vu que l'aire du triangle A, décroit lorsque la valeur
m,, de la dérivée fractionnaire de la fonction polynomiale ¢ a4 un point particulier croit
(suivant l'ordre de dérivation «).

Dans cette partie, on va discuter les cas out = 3 et t # 3, en déduisant les points critiques
de la fonction D> f(t) de variable a.

Considérons la fonction D(¢t, 3, a) = %tﬁ o
On a alors au point t = 3 :
re+1) 5.,
Soit 3+ 1)
h(a) = e
() r(B+1- a)ﬁ

Rappelons que a est un point critique pour la fonction h si h’(a) = 0 ou h est discontinue
en ce point.

dh d
da = @(D(Ba «))
_ [-mBrB+1)8° | T(B+1 - a) - LELI=IP(E 4 1)
N B +1-a)?
_ [-mBr@E+1)pfrB+1-a)+r(B-a+ 1)y (B-—a+1)T(B+1)3°
a LB +1—a)

avec ¢ (t) est la fonction donnée par I'’équation (1.5).

On trouve donc :

r(8+1)8*[$(B8+1—a) —Ing]

T(B+1—a) @D

h (a) =

Résolvons I'équation h/(a) = 0 pour déterminer le point critique a.

B=2 B=2.4 B=3 B=4 B=5 B=8
a=0.52031 a=0.5170 =0.51372 =0.51035 =0.50830 @=0.50520

FIGURE 2.2 — Les solutions de 'équation h’/(a) = 0.
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En observant les données du tableau (figure 2-2), on déduit que les solutions numériques

de I’équation (2.1) convergent vers le point a = 0.5.

La dérivée fractionnaire de t® au pointt =1

L'ordre de dérivation « B=2 B =24 B=3
a=0.1 mo1 = 1.09 | mg; = 1.11 | mg; = 1.13
a=0.3 Mg.3 = 1.29 Myog.3 = 1.36 Myog.3 = 1.44
a=0.5 Mo.5 = 1.5 Myo.5 = 1.63 Mo.5 = 1.81
a=0.8 Mo.s = 1.82 | mgs = 2.09 Mo.gs = 2.48
a=1.0 Mio = 2 My = 2.4 mio =3

La dérivée fractionnaire de t° au point t = 2

L'ordre de dérivation « B =2 B =24 B=3

a =0.1 mMo.1 = 4.08 MmMo.1 = 5.47 Mo.1 = 8.45
a=0.3 Mg.3 = 4.21 Myg.3 = 5.82 Myg.3 = 9.35
a=20.5 mos = 4.26 | mgs = 6.09 | mgs = 10.21
a=0.8 mog = 4.17 | mgg = 6.32 | mgg = 11.37
a=1.0 Mi9 = 4 M1 = 6.33 | Mmoo =12
La dérivée fractionnaire de t° au point t = 2.4

L'ordre de dérivation « B=2 B =24 B=3

a = 0.1 mMo.1 = 5.78 Mo.1 = 8.32 Mog.1 = 14.34
a=0.3 Mg.3 = 5.74 Myog.3 = 8.53 Myog.3 = 15.29
a=0.5 mos = 5.59 | mgs = 8.61 | mgs = 16.11
a = 0.8 mos = 5.19 | mgg = 8.46 | mgg = 16.99
a=1.0 Mio=4.8 | mio=8.18 | m;o=17.28
La dérivée fractionnaire de t°® au point t = 3

L'ordre de dérivation « B =2 B =24 B=3
a=0.1 mMog.1 = 8.83 MmMo1 = 13.9 Mo.1 = 27.39
a=0.3 Mg.3 = 8.38 Myog.3 = 13.63 Myog.3 = 27.94
a=0.5 mos = 7.82 | mgs = 13.16 | mg5 = 28.14
a=0.8 Mo.s = 6.78 | mos = 12.09 | mgg = 27.75
a=1.0 Mio =06 myo = 11.17 | my o = 27

D’aprés les valeurs des dérivées fractionnaires D*(t?) montrées dans le tableau ci-dessus,
et a partir des triangles A, on aboutit aux résultats suivants :

1. Sit < 3, alors les valeurs des dérivées m, augmentent et par suite les aires des

triangles A, se réduisent .

2. Sit > 3, alors les valeurs des dérivées m, diminuent et donc les aires des triangles

A, augmentent.

3. Sit = 3, on distingue deux cas :

(a) Pour 0.1 < a < 0.5, alors les valeurs des dérivées m, s’augmentent et si bien

que les aires des triangles A, diminuent.

(b) Pour 0.5 < a < 1, alors les valeurs des dérivées m,, diminuent et par conséquent

les triangles A, s’agrandissent.
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b N

f=2.8

FIGURE 2.3 — Les fonctions L@+DA7~

r'(B+1—-a)
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Chapitre 3

Interprétation géométrique et
physique de I'intégration
fractionnaire

3.1 Interprétation géométrique de I'intégration fraction-
naire : Ombres sur les plans

3.1.1 Intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville

Considérons l'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre
« de la fonction f :

Iof(t) = ﬁ /Ot F(r)(t = 7)*dr, t>0 3.1)
Posons 1
gi(T) = Tl + 1) {t* = (t—71)°} (3.2)

Alors I'intégrale (3.1) peut s’écrire sous la forme

Io£(t) =/0 F(r)dgu(r), t>0 (3.3)

La fonction g;(7) posséde une propriéte scalaire interessante. En effet, prennons ¢; = kt
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Interprétation géométrique et physique de l'intégration fractionnaire

et m = k7 (k > 0), alors
g, (1) = gkt(k‘l')
= {(kt)* — (kt — kT)°}

T(a+1) +1)
= I‘(al o (e = k(e = 1))
1
= m{k t*—(t—7)}
kOC
= m{t —(t—-7)}
= k%g¢(7)
1
g:(0) = (o + ){ta—(t—o)a}
1
= Tatp & -1=0

et ceci pour tout t € [a, b].

Maintenant considérons l'intégrale pour un t fixé. Alors on obtient une intégrale de
Stieltjes.

Et par suite, I'interprétation géométrique de I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
revient a la signification géométrique de l'intégrale de Stieltjes abordée dans la section 5
du premier chapitre.

Ou plus précisément, pour une limite supérieure t de l'intégrale (3.1), on trace le graphe
de la fonction g;(7) dans la région 0 < 7 < t, puis tout au long de ce chemin on dessine
la courbe représentative de la fonction f. De cette maniere on construit "un grillage" de la
hauteur variable f(7), donc le bord supérieur de ce grillage est une ligne a trois dimensions
(7y f(7),9+(7)) comme il est illustré dans la figure (3-1).

AR

{ir

SNy

.
y

LLLAARNY

FIGURE 3.1 — Le grillage construit par les fonctions g;(7) et f(t) = t + 0.5sin(t)

Ce grillage peut étre projeté en deux surfaces (Voir la figure 3-2). Sur le plan (1, f), le
bord supérieur du grillage C construit par les fonctions f(7) et g,(7) est la courbe d’'une
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Interprétation géométrique et physique de l'intégration fractionnaire

fonction f a variable T donc 'aire de la projection du grillage A sur le plan (7, f) est l'aire
sous la courbe de f qui correspond a la valeur de I'intégrale classique

I'f(t) = /Ot f(r)dr (3.4)

Sur le plan (g, f), le bord supérieur grillage B construit par les fonctions f(7) et g:(7)
est la courbe d'une fonction f a variable g alors l'aire de la projection du grillage A sur le
plan (g, f) correspond a la valeur de l'intégrale de Stieltjes de la fonction f par rapport a
la fonction g :

Iof(t) = / £ (r)dgi(7)

En d’autres termes, le grilllage projette deux ombres sur deux murs : le premier est celui
sur le plan (7, f) représentant l'air sous la courbe f(7) qui est I'interprétation géométrique
standard de l'intégrale (3.4). La deuxiéme ombre sur le plan (g, f) est une interprétation
géométrique de l'intégrale fractionnaire pour un t fixé.

FIGURE 3.2 — Le grillage et ses ombres : I f(t) et I®f(t) pour a« = 0.75, f(t) = t +
0.5sin(t), 0 < ¢t < 10

Lorsque @ = 1 on a : g;(7) = 7. Et les deux ombres sont égales, on en déduit que
I'intégration fractionnaire généralise l'intégration classique méme dun point de vue géo-
métrique.

Soit maintenant l'intégrale (3.1) pour t variable. Que se passe-t-il quand t est en train
de changer (c’est-a-dire en croissance)? Comme t change le grillage change simultanément.
Dans un autre sens, sa longueur et son allure changent (Voir la figure 3-3). En suivant
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7.5 10

2.5

FIGURE 3.3 — Le processus de changement de la forme de grillage pour I§ f(t), o = 0.75, ,

0<t<10,
le changement de I'ombre sur le plan (g, f) qui se change simultanément avec le grillage
(Voir la figure 3-4), on obtient alors une interprétation dynamique de l'intégrale fraction-

naire (3.1) comme étant une fonction a variable ¢.

ity

FIGURE 3.4 — Le profil de changement d’ombre suivant le changement de grillage
IS f(t), f(t) =t + 0.5sin(t); a = 0.75,0 < ¢t < 10;avec At = 0.5 entre les profils.

3.1.2 Intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville
Considérons I'intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville d’ordre « de la fonc-
tion f [4]
1 b
IF(t) = —— / F(r)(r — ) 'dr, t<b (3.5)
I'(a) Ji
Posons
h = —{t —t)“ 3.6
() = pa ) =0 (3.6
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FIGURE 3.5 — Interprétation dynamique de I'intégration fractionnaire.

Alors l'intégrale (3.5) peut s’écrire sous la forme :

I°f(t) = /tbf(f)dht(f), £>0 3.7)

=

FIGURE 3.6 — Le processus de changement de la base de grillage I f(t), « = 0.75, 0 <
t <10

Donc, on peut fournir une interprétation géométrique similaire a 'interprétation géomé-
trique de I'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville, cependant dans ce cas il
n’y aucun point fixe correspond a 7 = b qui se déplace suivant la ligne 7 = b dans le plan
(7, g) lorsque le grillage change de forme. Ce mouvement peut étre observé dans la figure
(3-6). (Dans le cas de I'intégrale a gauche, le bout gauche correspondant a = = 0, est fixé et
ne se déplace pas.)

Toutes les autres parties de l'interprétation géométrique reférent a la méme chose : le
grillage change sa forme lorsque t varie entre O et b, et les ombres variantes de ce grillage
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sur les plans (g, f)et (7, f) représentent en correspondance 'intégrale a droite de Riemann-
Liouville (3.5) et I'intégrale classique avec la limite inférieure :

b
I'f(t) :/t f(r)dr (3.8)

Clairement, si a = 1, alors h,(7) = 7, et les deux ombres sont égales. Donc on voit que
I'intégration classique définie représente un cas particulier de l'intégration a gauche et a
droite de Riemann-Liouville méme d’un point de vue géométrique.

3.1.3 Potentiel de Riesz

Définition 8. Soit f une fonction localement intégrable sur R. Lintégrale fractionnaire
de Riesz ou le potentiel de Riesz d’ordre o > 0 est défini par la combinaison linéaire des
intégrales a gauche et a droite de Riemann-Liouville :

1 t
R t:—/ )t — 1) Ydr + —— / V(T — t)* " Ydr 3.9)
SO =t [, FEOE=7) PR
Ou plus précisément, le potentiel de Riesz est donné par :

R2f(t) = / f()|t—7""dr, 0<t<b (3.10)

T(a)

Le potentiel de Riesz (3.10) peut étre écrit sous la forme :

b
ROF(t) = / F(r)dry(+) 3.11)
0
avec 1
r(7) = g gy U sign(r —6) Ir — %} (3.12)
et
1 a—1 1
= [a(T — t)*7"] siT >t
_ ] t@m
dre(r) = { r(a1+-:)1'(_1)- [—a(t — 7)1 siT <t
= F(a)(T_t)a ) st >t
I‘(a)(t_T)a 1 siT<t

La forme du grillage correspondant au potentiel de Riesz est décrite par la fonction r.(7).
Dans ce cas le grillage se consiste en deux parties : 'une (pour 0 < 7 < t) est la méme qu’en
cas de l'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville et 'autre (pour ¢t < 7 < b)
est la méme que I'intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville (Voir la figure (3-7).
Les deux parties sont gentillement jointes au point 7 = ¢.
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La forme du grillage correspondant au potentiel de Riesz est représentée dans une par-
tie de sa position intermédiaire par la ligne en gras dans la figure (3-7).

Il est évident que la figure (3-7) peut étre obtenue en placant la figure (3-6) sur la figure
(3-3) qui représente une interprétation géométrique de la relation (3.9). Lombre de ce

FIGURE 3.8 — Le processus de changement de la forme de grillage pour le potentiel de Riesz
Rof(t),a = 0.75,0 < t < 10.

grillage sur le mur (g, f) représente le potentiel de Riesz (3.10), tandis que 'ombre sur le
mur (7, f) correspond a l'intégrale

I(t) = /Ob f(r)dr (3.13)
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Pour a = 1, 7(7) = 7 et les deux ombres sont égales. Cela montre que I'intégrale classique
définie est un cas particulier du potentiel de Riesz méme d’un point de vue géométrique.
On a déja vu cette inclusion dans le cas de I'intégration fractionnaire a gauche et a droite
de Riemann-Liouville. Ceci démontre la force de l'interprétation géométrique suggérée de
ces trois types de généralisation de la notion d’intégration [4]].

3.1.4 Potentiel de Feller

Lopérateur potentiel de Feller ¢ f(t) est semblable au potentiel de Riesz, aussi il est
une combinaison linéaire des intégrales a gauche et a droite de Riemann-Liouville, mais
avec des coefficients généraux constants ¢, d :

¢ F(t) = cI7f(t) +d.I7f(t) (3.14)

L'interprétation géométrique du potentiel de Feller peut étre facilementt obtenue par la
mise a I'echelle correcte puis par superposition de Fig (3-6) et Fig (3-3). Le grillage obtenu
de cette maniére est en général discontinu au point 7 = ¢.

Son ombre sur le plan (7, f) est égale a l'intégrale classique (3.13). Lombre sur le plan
(g, f) se compose en général de deux zones qui peuvent se chevaucher en fonction des va-
leurs des coefficients c et d.

30 H

20 —

FIGURE 3.9 — Les fonctions g;(7) et h(7) multipliées respectivement par ¢ = 5 et d = 2.
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3.2 Deux types de temps

3.2.1 Llutilisation de deux types de temps

L'interprétation géométrique de I'intégration fractionnaire donnée dans la section pré-
cedente repose essentiellement sur 'addition d’'une troisiéeme dimension (g;(7)) a la paire
classique (7, f(7)), si on considere 7 comme temps alors g;(7) peut étre interprétée comme
une échelle transformée de temps . Que pourait étre le sens d’avoir -et d’utiliser- deux axes
de temps ? Pour répondre a cette question, rappelons quelques faits d’histoire de dévelop-
pement de la notion de temps.

Newton lui-méme a postulé :

" Le temps absolu , vrai et mathématique , de lui-méme et de sa propre nature coule équi-
tablement sans rapport a rien d’extérne".
Un tel postulat était absolument nécessaire pour le développement des calculs différentiels
de Newton et 'appliquer dans des problemes de mécaniques :

« Mathématiquement, Newton avait presque trouvé un support pour ses croyances en
temps absolu, en principe, pour une mesure de taux idéale».

L'invention des calculs différentiels et intégraux et leur usage sont la plus forte raison
pour continuer 'utilisation du temps homogene.

4

=
—_

o ——
-y —
S
.

-1

FIGURE 3.10 — Le temps homogene

| | | |
| | | | r

|
|
304 5 6 7

Y

FIGURE 3.11 — Temps ralentissant

Deux longueurs d’intervalles peuvent étre mesurées et comparées tant qu’elles sont va-
lables a mesurer simultanément en méme temps précisément, en méme temps et en méme
lieu.

En effet, comment mesurer les intervalles de temps ? Juste en constatant quelques proces-
sus qu’on considere régulierement répétés.

La mesure de temps est essentiellement un processus de comptage. Tout phénomene ré-
current dont 'occurrence peut étre comptée, est en réalité une mesure de temps.
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Les horloges, y compris ’horloge atomique répétent leurs tiques et on peut simplement
compter ces tiques, en les appelant heures, minutes, secondes, millisecondes, etc. Mais on
ne pourait pas vérifier si le temps absolu qui passe entre le cinquiéme et le sixiéme tique (la
sixiéme seconde) est exactement le méme temps qui découle entre le sixiéme et le septiéme
tique (la septiéme seconde).

La non-homogéneité possible de I’échelle de temps est illustrée dans la figure (3-10).

Les figures (3-10) et (3-11) décrivent ces tiques d’horloge qu’'on peut enregistrer seulement
symboliquement. Quelqu'un peut les interpréter : s’il existe un axe de temps non-homogéne
absolu et cosmique, auquel on peut comparer le temps homogene individuel représenté
par certains tiques d’horloge. Le temps homogéne individuel a la forme représentée sur
la figure (3-10). Le temps cosmiquel[]] peut ne pas nécessairement découler équitablement
comme c’est montré dans la figure (3-11).

Pour illustrer I'idée, prenons la situation suivante : Supposons que la personne N pos-
séde deux appareils, 'un est un indicateur de vitesse et 'autre un horloge qui ralentit de
sorte que ’écartement entre deux tiques consécutifs est le double de celui entre les tiques
antérieurs (Voir la figure 3-11). La personne N lit la valeur de la vitesse indiquée par le
compteur a chaque seconde, sans savoir que ’horloge est en fait ralentir.

Soient S; les secondes absolues chez 'observateur montrées dans le tableau (Figure3-12),
et soient A; les intervalles de temps entre deux secondes consécutives. Or, comme chaque

Les secondes individuelles de la | Les valeurs de la vélocité [m/s] | Les secondes absolues
personne N (cosmiques) de I'observateur O
0 10 0

1 11 1

2 12 3

3 13 7

4 12 15

5 11 31

6 10 63

7 9 127

FIGURE 3.12 — La vitesse enregistrée d’aprés ’horloge rallentissant

intervalle est de longueur double de celle-ci du précédent, il vient que :

Ai = Z*Ai_l
= 2%x2%xA;_o

1. Le temps cosmique est le temps propre d’un observateur.
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par récurrence sur n, on trouve :

A, =2"T1TA; =2""1x1=2""1

etona:
Si = Si—1+ A

SO = 0, 51:17 Sy =51 +2x A1:1+2:39

Sy = So+2%xAy=3+4="1,
S, = Ss+2%A;3="7+8=15,
Sy = S,+2%A,=15+16 = 31,
Se = Ss+2%As =31+ 32 =63,

La relation de récurrence reliant les termes S,, est :

S, = Sn_1+2xA,_1
Sp_1+2x2"2

= Sp1+27°

= S,— 8,1 =2""1

A partir des deux séries de données, c’est-a-dire la suite enregistrée des valeurs de vitesse
et la suite des secondes comptées, la personne N peut estimer la distance parcourue.

Pour simplifier, supposons que la premiére seconde du temps décrite par I’horloge est égale
a la seconde du temps absolu. Les résultats de I'observateur de cette expérience hypothé-
tique sont données dans la tableau 2.

La personne N calculera la distance qu’il a passée comme suit :

Mny=10%x14+11%x14+12%x14+13%x14+12%x14+11%x14+10%x1 =79

Cependant, s’il y’aurait un observateur indépendant O en connaissance de ’horloge ralen-
tissant, donc un tel observateur obtiendrait un résultat différent de la distance parcourue
établie par la personne N.

Mo =10%x14+11%x24+12%x44+ 13 x84+ 1216 + 11 * 32 + 10 %« 64 = 1368

-29-



Interprétation géométrique et physique de l'intégration fractionnaire

Les Mo et My sont calculés a partir des produits de I'intervalle de temps avec la vitesse
de I'engin de la personne N représentés dans le tableau (Figure3-12).

On va utiliser cette idée pour donner une interprétation mécanique de I'intégrale de Stieltjes.

3.2.2 Etude de la fonction g;(7) comme une transformée de I’échelle
de temps :

La fonction g;(7) = ﬁ {t* — (t — 1)} est croissante pour tout « € R donc dg;(7) >

dzgt
dr?

0. Or dg;(7) est croissante pour 0 < o« < 1 c-a-d: (1) > 0 et dg:(7) est décroissante

pour o > 1 c-a-d: 2% (r) <0

Notons l'accélération a, (1) = ‘j;g; (1) :

1. Pour0 < a < lona:ay(r) > 0etdonc g.(7) accélere.

2. Pour o > 1ona:ay(r) < 0 alors g;(7) ralentit.

On a:soit h(7) = 7 une fonction décrivant le temps homogéne et soit g;(7) = ¢ (a1_|_1) {t* — (t — 1)}
la fonction transformée d’échelle de temps qui décrit le temps cosmique T, voici quelques

valeurs des deux fonctions pourt = 4eta = 2:

(1) =t {42 — (4 — 7))

T 1 213 4
h(t) |1 |23 |4
gi(t) | 356|758

A l'instant 7* = 3, la fonction h(7) = 3 et la fonction g,(7) = 7.5

Cela signifie que h(7) dure 3 secondes pour atteindre 7* et que g;(7) dure 7.5 secondes
pour atteindre 7*.

Autrement dit, h(7) atteint la valeur 3 avant g;(7) en fait de ralentissement.
g —
T

6 - -
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Soient maintenant les valeurs des fonctions h(7) et g:(7) avec a = 0.75 :
gt(T) = [‘(0,7154_1) {40'75 - (4 - 7)0.75}

T 1 2 3 4
h(T) | 1 2 3 4
g:(7) [ 0.59726 | 1.2476 | 1.9894 | 3.0775

A linstant 7* = 3, la fonction h(7) = 3 et la fonction g;(7) = 1. 989 4.

Cela veut dire que h(7) dure 3 secondes pour atteindre 7* et que g;(7) dure 1.9894 se-
condes pour atteindre 7*.

Autrement dit, g;(7) atteint la valeur 3 avant h(7) en fait d’accélération.

4

| b g 7]

3.3 Interprétation physique de I'intégration fractionnaire

3.3.1 Interprétation physique de l'intégrale de Stieltjes

Imaginer une voiture équipée de deux dispositifs de mesure : le compteur indiquant la
vélocité v(7) et 'horloge qui devrait afficher le temps 7 bien que 'horloge affiche incorrec-
tement le temps.

Supposons que la relation entre le temps erroné 7 indiqué par I’horloge et que le conduc-
teur considere vrai d’'une part et le temps correct T' d’autre part, est décrite par la fonction
T = g(7). Cela signifie que lorsque le conducteur mesure l'intervalle de temps d, l'inter-
valle correct est donné par dT" = dg(7).

Le conducteur A, qui ne sait pas de la mauvaise opération de I’horloge, calculera la distance
parcourue par l'intégrale classique

t
Ma(t) = / v(T)dr (3.15)
0
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Alors que, 'observateur O qui est en connaissance de ’horloge erroné et ayant la fonction
g(7) qui établit les valeurs correctes du temps a partir du temps incorrect, va calculer la
distance vraie a partir de 'intégrale suivante :

Mo(t) = /Ot v(T)dg(T) (3.16)

Cet exemple montre que I'intégrale de Stieltjes peut étre interprétée comme une véritable
distance parcourue par un objet mobile pour lequel, on a enregistré les valeurs correctes de
la vitesse et les valeurs incorrectes de temps.

La relation entre le temps incorrectement enregistré et le temps correct, est donnée par
une fonction T' = g(7).

3.3.2 Interprétation physique de I'intégrale fractionnaire

Ombres du passé
Considérons l'intégrale a gauche de Riemann Liouville

Mo (t) = /0 t v(7)dg, () = ISv(t) (3.17)

avec g¢(7) est la fonction définie par dans la premiére section. L'intégrale fraction-
naire Mo(t) de la fonction v(7), peut étre interprétée par la véritable distance parcourue
par un objet mobile, pour lequel on a saisi les valeurs locales de sa vitesse v(7) (vitesse
individuelle) et les valeurs locales de son temps 7 (temps individuel ), la relation entre le
temps enregistré = (qui découle équitablement ) et le temps cosmique (qui se passe non-
équitablement ) est donnée par une fonction connue g;(7).

La fonction g;(7) décrit I’ échelle non-homogene de temps, qui dépend non seulement au T
mais aussi du parametre t représentant la derniére valeur mesurée du temps individuel de
1 objet mobile .

Lorsque t varie I'intervalle du temps entier cosmique précédent aussi change, c’est un ac-
cord avec les courantes vues en physique. En effet, B.N. Evanov a cité que les intervalles
de temps dépendent du champ gravitationnel. Simlairement S. Hawking [7] écrivait :

"..le temps devrait sembler courir plus lentement prés d'un corps massif comme la
terre".

"..il n’y a pas un temps absolu unique, mais tout individu mesure proprement le temps
en dépit du lieu et de la maniére de son mouvement."

Quand un corps mobile change de position dans 'espace-tempsf]|, le champ de gravitéf]
dans 'espace-temps entier se change en fait de ce mouvement. Par conséquent, I'intervalle
du temps cosmique, qui correspond au passé du mouvement de 1’objet mobile, change. Cela
influe sur les calculs (en utilisant la formule ) de la véritable distance parcourue par

2. Lespace-temps est composé de quatre dimensions : trois d’espace et une de temps.
3. Le champ de gravité est un champ réparti dans I’espace et dii a la présence d'une masse susceptible
d’exercer une influence gravitationnelle sur tout autre corps présent a proximité (immédiat ou pas).
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un tel objet mobile.

En d’autres termes, l'intégrale a gauche de Riemann-Liouville de la vitesse individuelle
v(7) d’'un objet mobile, pour lequel la relation entre le temps individuel 7 et le temps cos-
mique T = g;(7) est décrite par 'équation (B.2), représente la véritable distance Mo(t)
passée par cet objet.

3.3.3 Interprétation géométrique et physique de I'intégrale de type
convolution de Volterra

Dans le méme contexte, on peut fournir une interprétation géométrique des intégrales
plus générales.

Définition 9. On définit le produit de convolution de deux fonction f et g par :
t
(F+9)®) = | F(r)glt = r)dr
0

Opérateur intégral de Volterra :

Définition 10. Soit lintervalle I = [0,T]. Lopérateur intégral de type Volterra A :
L(I) — L(I) est défini comme suit :

(anw = [ K (t,7)f(r)dr el

La fonction mesurable K (¢, 7) est appellée le noyau de Popérateur intégral. Il existe de
divers types de noyaux d’opérateurs intégraux tels que le noyau de convolution, c’est-a-dire
lorsque la fonction K est donnée par K(t,7) = k(t — 7) ou k est aussi une fonction mesu-
rable.

Si on pose K (t, 7) = k(t — 7), alors la définition de 'opérateur devient :

(AN () = / K(t — ) f(r)dr

L'intégrale de Riemann-Liouville est un cas particulier de I'intégrale de convolution de Vol-
terra. En effet :

B0 = oo | rme—nmar

= kxf
avec k(t) = -1,

I'(c)
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Supposons que k(t) = K’(t), on peut écrire cette intégrale sous la forme :

(K * £)(¢) = / F(r) K (r)dr

ou autrement : .
(K * f)(t) = / F(r)day(7)

avec
() =K(t) — K({t—1)

L'inreprétation géométrique et physique de l'intégrale de covolution de Volterra est simi-
laire aux interprétations fractionnaires ainsi proposées.

La fonction g¢(7) détermine la forme variante du grillage dynamique dans le cas d'une
interprétation géométrique (Voir les figures 3-1 et 3-3) et elle établit la relation entre le
temps individuel et le temps cosmique d’un objet mobile (dans le cas d’'une interprétation
physique).
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Chapitre 4

Interprétaion physique de la
dérivation fractionnaire

1 Interprétaion physique de la dérivation fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville

D’autre part, nous pouvons utiliser les propriétés de la différentiation fractionnaire et
l'intégration et exprimer v(t) de 'équation (3.17) comme une dérivé fractionnaire a gauche
au sens de Riemann-Liouville de M (t).

Pouro<a<1:
v(t) = Dy Mo(t) 4.1)

En effet, d’aprés la définition de Riemann-Liouville de la dérivée fractionnaire :

(EDg o I)o(t) = (5 ) @0 170()

_ (%) (I'v(t)) = v(t)

Ceci montre que le dérivée fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville de la distance
réelle My (t) passée par un objet mobile, pour lequel la relation entre son temps indivi-
duel et le temps cosmique T a chaque temps individuel ¢ est donnée par la fonction connue
T = g¢(7) décrite par 'équation (3.2), est égale a la vitesse individuelle v(7) de cet objet.

D’autre part, on peut différentier la relation (3.17) par rapport a la variable de temps

cosmique t :
dMo(t)

= My() = volt)

qui donne la relation entre la vitesse vo(t) = M/ (t) du mouvement du point de vue de
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Interprétaion physique de la dérivation fractionnaire

Pobservateur indépendant O et la vitesse individuelle v (%) :

dMo(t) d
’Uo(t) = T = aIt ’U(t)
d 1_(1-a
= EIQ 1= (t)

Posons n = 1 — «, on obtient alors :
d 1 (1-a
vo(t) = aItl =y (t)
d
= I ()
= ELDMy(t) =R D'~ v(t)

Donc

vo(t) = BED'~w(t) (4.2)

Par conséquent, la dérivé d’ordre (1 — «) au sens de Riemann-Liouville de la vitesse indi-
viduelle v(t) est égale a la vitesse vo(t) du point de vue de 'observateur indépendant, si
le temps individuel et le temps cosmique T" sont liés par la fonction T' = g;(7) décrite par
I’équation (3.2).

Pour a = 1, quand il n’y a pas de déformation dynamique de I’échelle de temps, c’est-a-dire
g+(7) = 7, alors les deux vitesses coincident :

vo(t) = F'DJv(t) = v(t)
vo(t) = wv(t)

2 Interprétaion physique de la dérivation fractionnaire
au sens de Caputo

En appliquant l'intégration fractionnaire d’ordre 3 = 1 — a aux deux parties de la
relation (4.2), on obtient a gauche :
I, vo(t) = I;™* [M},(t)] = “D$Mo(t)
et comme 0 < o < 1, d’aprés le corollaire

I, %vo(t) = (I;7 0 Dy~%) v(t) = v(t)

et on obtient donc :
v(t) = CDg‘MO(t) 4.3)
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La relation (4.3) est simillaire a la relation . Par conséquent la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo a la méme interprétation physique que celle au sens de Riemann-Liouville.
La coincidence des deux dérivées devient plus claire (la proposition 1.4.2 i.e si f(0) = 0,
alors les dérivées fractionnaires d’ordre 0 < a < 1 coincident, c’est-a-dire

Df(t) = "EDf(t).

L'interprétation physique suggérée de 'intégration et la drivation fractionnaire est basée
sur 'emploi de deux types de temps : le temps individuel et le temps cosmique.
Evidemment, 'extention de 'univers implique que ni I’échelle spatiale ni I’échelle de temps
sont homogénes, les deux sont dynamiques. L'échelle homogéne idéale de temps est utilisée
pour décrire le temps inhomogéne, ceci a été utilisé dans la théorie de la relativté. La varia-
tion de ’échelle de temps cosmique est décrite a partir de I’échelle homogéne comme une ré-
férence. En d’autres termes, le temps homogeéne est une notion idéale mais nécessaire dans
le développement des modéles mathématiques décrivant le temps cosmique non-homogene
et ses variations

Donc le modeéle idéale de temps homogene découlant équitablement peut étre considéré
comme une approximation rigoureuse du temps cosmique.

3 Une nouvelle approche de dérivation fractionnaire

Dans la section précedente, une interprétation physique de la dérivation au sens de
Riemann-Liouville et au sens de Caputo a été présentée. L'application de ces deux mé-
thodes démontrent leurs lacunes ou erreurs lors de I'étude de la fonction constante et de la
fonction identique. En raison de ce cas, il est nécéssaire de redéfinir un nouveau concept de
dérivation fractionnaire.

Dans cette partie, on introduit une nouvelle dérivée fractionnaire en utilisant la dérivation
classique et la méthode de L'Ho6pital. La définition obtenue est similaire a la dérivée clas-
sique lorsque 'ordre fractionnaire de dérivation est égal a 1.

Afin de donner ou préciser une interprétation physique et géométrique de cette nouvelle
dérivation, on emploie des notions simples et compréhensibles tels que la distance, la vélo-
cité et 'accélération.

Le sens de la dérivée est le taux de variation de la variable dépendante par rapport aux
variations des variables indépendantes, cela peut étre illustré par la dérivée classique de
quelques fonctions : [1]

1. f(t) =c
ft+h)— f(t)

Mty =
7 R0 (64 h) —t
= lim—— =0
h—0 h

La dérivée d'une constante est nulle au sens de Caputo mais ne I’est pas pour Riemann-
Liouville, en effet, soit : f(t) = c.
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Interprétaion physique de la dérivation fractionnaire

(a) La dérivée fractionnaire d’ordre o = % au sens de Riemann-Liouville de la fonc-

tion f est :

RL(Ds f)(t)

(4) atno

e (ae) [ ¢ hear
o5 ) (= myiar
i (a) |57,
r<62>3 (i) Et]

@

alors BL (D> f)(t) = BLD>(c) # 0

RLD>(c) est une fonction de t alors que le taux de changement dans une fonction
constante est nul en tous les cas. Donc, on peut dire que la méthode de Riemann-
Liouvillle n’est pas consistante en cas d'une fonction f(t) = ¢

(b) la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f est :

C(Ds f)(t)

I'(m

(Is fM)(¢)

—1 t — ) s £ D (r)dr
— | =0

Y e War

r(m_a)/o“ )3 () Vd

La méthode de Caputo est consistante pour f(t) = c

2. g(t) =t

9+ h) —g(t)

h—0 (t-|-h) —t
(t+h)—t

e m =t
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1
o T

-10

L]
T

FIGURE 4.1 — La fonction f(t) = 10 et ses dérivées fractionnaires

(a) La dérivée fractionnaire d’ordre o = g au sens de Riemann-Liouville de 1a fonc-

tion g est :

"L(Dsg)(t)
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Soit le changement de variable suivant 7 = st

DO = g (5) [ 0 -0 s

- F(1§ (%)/ (1 — s) s stsds;
- iy () o
o (3
_rere,
rCHTG)
L -
RN

donc BE(D>f)(t) # 1
On peut dire donc que la méthode de Riemann-Liouvillle n’est pas consistante en
cas d’'une fonction g(t) = t.

(b) La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction g est :

CDEF)() = (IsfM)(t)
= s o O e
= 5@ ), €=

1 t 3
— Tg)/o(t_T) s.1dt

1 [_(t—f)ér
RYE) 2l

1
L(Z+1)
— 1 tz

()

La méthode de Caputo n’est pas consistante pour g(t) = t.

~
1)

Les lacunes de ces deux méthodes conduisait Alexopoulos et Weinberg pour établir une
re-définition de la dérivée fractionnaire en utilisant la régle de puissance [1].
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3.1 Définition de la nouvelle approche de dérivation fractionnaire

Soit f une fonction telle que f :R — R, equation de la dérivée peut étre considérée

comme suit : ft+h) — f(t)
W (4) = £(¢) = Ii —
PO = 1) = =

L'ordre de la dérivation peut étre réel, donc ’équation de la dérivée pour a € R devient :

. frt+h) - f2(0)
() —

Pour une trés petite valeur de h, on aboutit a une limite indéterminée dans la définition de

la dérivée : a(s 1 A oy 0
f(a)(t):limf ( + )_f ():_
h—0 (t+ h)> — t> 0

Dans ce cas, on peut utiliser une des méthodes de limite indéterminée telle que le processus
de 'Hopital :
En effet, considérons la dérivée d’ordre o :

. frt+h) — f(@)
(@) (¢) =
£(t) = lim TR r—

Posons A(h) = f*(t + h) — f*(t) et B(h) = (t + h)™ — t*, il vient que :

liml (SRR ) = lim T i A
h—s0 (t+h)>—te o AEEMTET) h—soB’(h)

h

Les deux fonctions A(h) et B(h) sont continues comme somme de deux fonctions continues.
Etona:limA(h) = limB(h) = 0.

h—0 h—0
La fonction B(h) est dérivable et 'on a : B’(h) = a(t + h)*~' et B’(h) # 0 lorsque h = 0.
D’aprés la régle de ’hopital :

1imM = limA/(h) — limfa(t th) =) _ lim L (fa(t th) - f“(t))
h—0B(h) h—0B’(h) h=0  (t+ h)> — to pn (t+ h)a —to

donc

fet+h)— f"‘(t))

(o) — L

0

Définition 11. Soit f une fonction telle que f : R — R, et soit L le processus de L'Hoépital.
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La dérivée fractionnaire de la fonction f est exprimée comme suit :

fe(t+h) — f“(t))

t+ h)* —to
d(f*@t+h)—f>(@1@))

_ : dh

= e

dh

af "t (t+h).f'(t+h)
h—0 a(t+ h)>—1.1
F )

= jm (t + h)o—t S+ h)

(FE+R)\T
’111_r>r(1) (m) J/(t+ h)

h—0

FO) = limL(

Exemple 1. f(t) = c
feE+h) — f(@)

@) =
£FU1) = lim (T h) — o
c® — c®
= lim =0
h—>0(t-|-h,)a_ta
Exemple 2. f(t) =1t
*(t+ h) — f(t
FO) = 1mf (t+h) — f*(¢)
h—0 (t+ h)> — t>

(t + h)> — to
1im =
=0 (L + h)™ — to

Exemple 3. f(t) =t" eta=1

o _ fe@t+h) — (@)
ft) = N T Ry — o

- w2 ()

d((t+h)"—t")

J— s dh
= lm—en
dh

d(tn+ ()t L h+(F)t 2R3+ 4 (7 ) A h7)

— T dh
= dh
dh
_ oy nt" ' +n(n — )t"2h+ ..+ n(n —1)t.h" 2 4+ nh"?!
= 0 1

— nt’n—l
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Exemple 4. f(t) =sinteta =1
fet+h) — f(@)
(o) —
£FU1) = lim (T h) — o
— lLimL (sin(t + h) — sin(t))

m
h—0

(t+h)—t
— bmL ((sin(t) cos(h) + sin(h) cos(t) — sin(t)))
h—0 h
_ iy —Sin(8) sin(h) + cos(h) cos(¢)
h—0 1
= cos(t)

et la dérivée fractionnaire de f(t) = sint est f(®(t) = (SiT“t)a_l .cost

Désivse Sactionmame de R)-sint pour dpha-05 Dérivée fractionnaie de f)sirt pour dpha=1.5

. 8

8 ¢ ¢

s 82,8

W 20 20 A0 S 60 VO 8 S0 W0

FIGURE 4.2 —

Théoreme 3. Soient a,3 € R et soit f : R — R alors

(F@ @)D # fF2(2)
Démonstration. Selon les termes de dérivations, on a :

1) 40

F) = ( ¢ dt

t dt

a—1 p—1 &\ 1 are)
()" a((2)

t ) dt

(F ()7 — f‘“)(t)>ﬂ_1.d(f“")(t)
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Or o

fleth) (t) = (f(t))a df (t)

t " dt
bien que
(1) 0\ O a((40)° )
<+> : dt
1
<ﬁ>a+6—1.df(t) #
t dt

donc (£ (£))B®) £ flatB)(¢) -

Théoréme 4. [2] Soit f une fonction positive croissante et soient a,3 € Rt, si a < 3

alors f(@)(t) < FB(¢).
Démonstration. On a : f est une fonction croissante monotone alors pour tout ¢;< t;,

Ft:) < f(t;), ensuite f(t;) < fP(t;) et f*(t; + h) < fP(t; + h).Ceci implique que
(t+h)> —t* < (t+ h)? —tP et encore f*(t; +h) — f2(t;) < fP(t; +h) — fP(t;). D’aprés
la définition de la dérivée fractionnaire et comme f est croissante alors f/(t) > 0

a—1 Bg—1
FO (1) = (fit)> di;(t) ot FO) (1) = (fit)) .d];(tt)

il vient que :

t dt t dt
alors ot + h) — fot) FO(t+ h) — £9()
lim L < limL
h—0 ( (t+ h)> —to ) h—0 ( (t + h)B —t8 )
done @) () < FO)(t) m

Théoréme 5. Soit f une fonction positive décroissante et soient o, 3 € RY, si o < B alors

F) > FPO()
Démonstration. On a : f est une fonction croissante monotonne alors pour tout ;< t;,
F(t:)) > f(t;), ensuite f(t;) > fP(t;) et f(t; + h) > fP(t; + h).Ceci implique que

(t+h)> —t> < (t+ h)? —tP et encore f(t; + h) — f*(t;) > fP(t; + h) — f°(t;). Daprés
la définition de la dérivée fractionnaire et comme f est décroissante alors f/(t) < 0

a—1 Bg—1
FO(t) = ( 1(:)> di;(t) ot FO (1) = ( it)) dj;i(tt)
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on trouve :
(£0)7 d0, (£0)7 40
t Tdt T t odt
on déduit que :
i (0D 1O 5 (f"(t +h) - fﬂ(t))
h—0 (t+h)> —to h—0 (t+ h)B — 18

donc (@) (t) > FP)(¢). O

Théoreme 6. Supposons que f est une fonction telle que f :R — R et soit o € R. Alors la
dérivée fractionnaire d’ordre o de f est une fonction a valeurs (variables) complexes.

Démonstration. Posons o = % avecd # 0.
1. Si f(t) > 0, la dérivée fractionnaire de f est :

oo = (1) 40
_ (&)? )
t dt
- (foy? il
t

f(t) - df(t)

La fonction f(®)(t) est a valeurs complexes c’est-a-dire : £(®)(t) = g(t) + ih(t) avec
i=+/—1
2. Si f(t) < 0, on distingue deux cas :
(a) Supposons que 6 est impair alors :
NEO\ NEO serive (Z®)°°
Si <T> >0 = f@(t) € Retsi (T) < 0; on peut écrire (T) =
— s(t) oul'on a pris : s(t) > 0 pour tout ¢.

B—o
J(£2)"" = /=) = — /5.
Dans ce cas on déduit que h(t) = 0 et f(¥(t) € R
(b) Supposons que § est pair alors :
B—s
Si (m) > 0= f(t) eR

t

B—d B—34 ( 1) .
evsi (42)7 < 0s{/(42) = ¥=s® = (" 5@

Dans ce cas on déduit que h(t) # 0 et £f()(t) = g(t) + ih(t)

]

En réalité, la fonction f(®)(t) est a valeurs complexes en tous cas mais h(t) # 0 en
quelques situations.
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3.2 Interprétation physique de la nouvelle dérivation fractionnaire

Théoreme 7. Soient a, 3 € R, o + B = 1. Et soient M (t) la distance, v(t) la vitesse et
a(t) Uaccéleration. Les assertions suivantes existent :

1. (M(t)@tP) = v(t)

2. (M@ (t))B) £ M+8)(¢)
3. (v (t))P # veth) ()

4. M@ (t) # a(t)

5. v@tB)(t) = a(t)

Résultats expérimentaux

Alexopoulos et Weinberg essayaient d’expliquer I'interprétation physique de la dériva-
tion fractionnaire en utilisant la distance, la vitesse et 'accéleration d’un objet mobile.
1. Vitesse et distance avec accélération constante :

Supposons que 'accélération est constante c’est-a-dire a(t) = 7, I’équation de la vi-
tesse dans ce cas est alors :
V(t) =Tt + Vo

avec vg est la vitesse initiale de I'objet mobile.

Si vg = 10, 'qéuation de la distance sera :

7
M(t) = 5t2 + 10t

oulona: Mt
dt

autrement dit, la vitesse est la premiére dérivée de la distance.

Maintenant, calculons la dérivée fractionnaire de la distance, en appliquant la défini-
tion ci-dessus. On a :

va(t) = M®(t) = (MT“))Q_I.%;”

T2 410\
— (L) w(t)

t
7
= (Et +10)*71.(7Tt + 10)

tel que a € R est 'ordre de dérivation. Présentons les dérivées fractionnaires de la
distance M (t) pour t € [0, 10], la vitesse v(t) = 7t 4 10 est décrite par la ligne bleue
et a varie entre 0 et 1 et entre 1 et 2 dans la figure (4-3). Labréviation DOF. a = 0.1
s’agit de la dérivée d’ordre fractionnaire o« = 0.1.
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wit) et les dénwvées trachonnaies de la distance

(1) et les dénvées fractionnaires de 1 distance

2000

e ey pu— o — e o p—) —DOF.orll — DOF.g=13  DOF.o=l.5——DOF.o=18 —  DOF. o=L.8 vt

FIGURE 4.3 —

A partir de la figure, on peut constater la coincidence des dérivées fractionnaires
dordre 0 < a < 1 avec la dérivée classique v(t). Lorsque a s’éloigne de 1, les
dérivées fractionnaires s’éloignent de v(t), par suite on ne peut pas déterminer I'in-
terprétation physique de la dérivation fractionnaire dans ce cas.

(D) et les dérivées fraclionnaires de la distance

(D) et les dérivées fractionnsires de I distance

T T T T 1 : T - T . T : T . )
2 4 ] 3 10 0 2 4 6 3 10

e
—— DOF. ¢=091 DOF. ¢=0.93 DOF. 0=0.95 —— DOF. 0=0.98 —— DOF. o=0.99 "(fll —— DOF. e=101 DOF. e=1.03 DOF. o=1.05 —— DOF. ¢=1.07 —— DOF. 0=1.09 V(‘Jl

2.

FIGURE 4.4 —

Leffet de 'ordre sur la dérivation peut étre illustré sur un petit écart dans les ordres
de dérivation. La figure (4-4) montre que les dérivées fractionnaires se rapprochent
de la premiére dérivation de distance avec une accélération constante.

Vitesse et distance avec une accéleration variable :

Considérons maintenant, un objet mobile a une accéleration variable, i.e a(t) = 4t,
I’équation de la vitesse devient donc :

v(t) = /4tdt = 2t% 4+ vg

ou vy9 = 12 exprime la vitesse initiale.

La distance a pour equation
3

2t
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En acceptons toujours que :
dM (t)
[0
dt

D’autre part, la dérivée fractionnaire d’ordre a de la distance M (t) est :

Vo (t) = M(a)(t) — <M_(t))a_l.%(t)

t dt
2t3 a—1
28 412t
= | 2— ; (L)
2t2
= (? +12)>7 1. (282 + 12)

Vi) et s dérivées fractionnaizes de ls distance

(D) et les dénvées fractionnaires de la distance

1500 -
20 -

1000

0
500 o
0 -

1
[——DOF.a=0.1 DOF. o=0.3 DOF. o=0.5 —— DOF. o=0.8 DOF. a=0.9 ] —— DOF.e=1.1 - DOF.o=1.3 DOF.¢=1.5 ——DOF.o=18 — DOF.o=19 V(l)l

FIGURE 4.5 —

La figure (4-5) décrit la premiére dérivée de la distance i.e : v(t) et ses dérivées frac-
tionnaires d’'ordre 0 < a < 1 et d'ordre 1 < a < 2. Labréviation DOF. a« = 0.1
s’agit de la dérivée d’ordre fractionnaire a = 0.1. Il est facile de constater que lorsque
l'ordre de dérivation converge vers 1, les DOFs accostent de v(t) et quand il diverge
de 1 les dérivées d’ordre fractionnaire s’échappent de v(t).

W(t) et les dérivées fractionnaires de la distance () etles désivées fractionnaires de la distance

!
—— DOF_w091 —— DOF. 0=0.93 DOF. 0=0.95 —— DOF. o=0.95 —— DOF. o=0.99 ) —L DOF.0=lL03  DOF o=l.05 —DOF.e=L03  DOF.o=l0y w9

FIGURE 4.6 —
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Leffet de 'ordre sur la dérivation peut étre illustré sur un petit écart dans les ordres
de dérivation. La figure (4-6) montre que les dérivées fractionnaires se rapprochent
de la premieére dérivation de distance avec une accélération constante. Lorsque l'ordre
de dérivation s’éloigne de 1, les résultats obtenus seront différents de la premieére dé-
rivée de la distance (vitesse); d’autre part, lorsque 'ordre de dérivation converge vers
1, les résultats obtenus deviennent plus proches de la premiere dérivée de la distance
(vitesse).

Maintenant, on illustre les résultats en comparant ’'accélération qui est la premiére
dérivée clasique de la vitesse avec les dérivées fractionnaires de la vélocité calculées
a partir de la nouvelle définition, pour se faire on propose deux cas d’accélération :
constante et variable.

3. Vitesse et accélération constante :
Gardons la méme valeur constante de I'accélération a(t) = 7.

ona:
V(t) = 7t + 10

7
M(t) = 5t2 + 10t

tel que 10 est la vitesse initiale de ’objet mobile.
On a déja établi que

Vo (t) = M@ (t) = (;t +10)*1(7t + 10)

De méme on déduit que

aa(t) = V(1) = (Vat(”)"“l Valt)

C [Gt+ 102t +10)]7 7 7
N t {5(

7 7
a— 1)(§t +10)*73(7t + 10) + 7(§t +10)>1!

(1) et les dérivées fractionnaires de la vitesse off) et les dénvées fractionnaires de la vitesse

T T T 1 T T T T 1
0 2 4 [ 3 10 1] 2 4 6 2 10

'
—0) DOF. a=0.1 DOF_ =03 —— DOF. o=0.5 DOF. o=0.8 DOF_a=0.9]

£
DOF. a=1.5 DOF. =138 DOF. «=1 9|

o) DOF. a=1.1 DOF. «=13

FIGURE 4.7 —
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4.

______F--—"_ 10004(/
- ——— T = i 3
b

Laccélération a(t) est montrée en rouge dans la figure (4-7), aussi les dérivées frac-
tionnaires de la distance y sont représentées. Déduisons encore en vertu des repré-
sentations graphiques la coincidence de DOF. a = 1 avec la dérivée classique a(t).
Les DOF's d’ordre 0 < o < 1 se rapprochent de a(t) et celles dordre 1 < a < 2 s’en
éloignent.

Vitesse et accélération variable :
Considérons maintenant ’accélération variable a(t) = 4t. Les équations de la vitesse

et de la distance se déduisent par suit :

2
V(t) =2t> +12et M(t) = gtf" + 12t

Va(t) = M@ (t) = (2; +12)*71(2t2 + 12)

aalt) = V() = (Vat(t>)“‘1 ava(t)

B [(% +12)a1 (262 + 12)] .

t

4 2t2 2t2
[gt(a - 1)(? +12)*72, (282 + 12) + 4t.(? +12)>!

aX) ol bew dérinies fractionnuares de La vilezse

&) et les dérivées fractionnaires de la vitesse

L 1
CDOF. a=0.3 DOF. a=0.5 DOF. a=0 & DOF. a=0 9| o E 4 6 8 10

t
| DOF. a=12 DOF. a=19

DOF. e=1.1 DOF .a=1.3 DOF. a=1.5
O]

FIGURE 4.8 —

Dans la figure (4-8), 'accélération a(t) est apercue en bleu ainsi les dérivées fraction-
naires de la distance y sont représentées. Evidemment, DOF. o = 1 est égale a la
dérivée classique a(t). Les DOFs d’'ordre 0 < a < 1 se rapprochent de a(t) et celles
d’ordre 1 < a < 2 s’en éloignent.
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Conclusion

La dérivation fractionnaire peut modéliser les phénomeénes physiques, en effet, elle re-
présente un rapport proportionnel avec la variation des aires qui est une propriété phy-
sique.

L'interprétation géométrique de l'intégration fractionnaire vue dans le troisiéeme chapitre
revient essentiellement a 'interprétation géométrique de l'intégrale de Stieltjes pour un ¢
fixé et on peut étendre cette étude en cas de t est variable pour donner une interprétation
dynamique de I'intégration fractionnaire.

La relation entre le temps individuel enregistré par une horloge et le temps cosmique c’est-
a-dire le temps enregistré par un observateur qui est décrite par une fonction g(7), nous a
permis de donner une interprétation physique pour l'intégration et pour la dérivation frac-
tionnaires.

La nouvelle approche de dérivation fractionnaire basée sur la régle de puissance enleve les
lacunes rencontrées lors de ’étude de la fonction constante et identique par les méthodes
de Riemann-Liouville et de Caputo, comme elle est consistante pour les deux fonctions, elle
coincide également avec la dérivée classique d’ordre 1.

Il existe d’autres approches de dérivation fractionnaire qui naissent en cours, par suite de
nouvelles interprétations géométriques et physiques s’en résulteront.
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