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Résumé :

L'objectif de ce projet est I'application d'un type de commande optimale qui est le
régulateur linéaire quadratique (LQR), sur un robot mobile de type unicycle en temps discret
pour les deux cas, I'norizon fini et I'horizon infini.

Au cours de notre recherche, nous avons conclu que ce type de commande s'applique
au modele dynamique du robot qui est un systéme linéaire et que le commande est
quadratique. La résolution de I'équation de Riccati nous a permis de controler le signal de
commande en fonction du temps en modifiant les matrices de pondération. Tous les résultats

de simulation obtenus sont donnés sous le logiciel "Matlab".

Mots clés : Commande optimale, régulateur linéaire quadratique, équation de Riccati.

Abstract :

The objective of this project is the application of a type of optimal control which is the
quadratic linear regulator (LQR), on a mobile robot of unicycle type in discrete time for both
cases, finite horizon and infinite horizon.

During our research, we have concluded that this type of command applies to the
dynamic model of the robot which is a linear system and that the control is quadratic. The
resolution of the Riccati equation allowed us to control the control signal as a function of time
by making changes to the weighting matrices. All simulation results obtained are given under

the "Matlab" software.

Key Word : optimal control, quadratic linear regulator, Riccati equation.
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ARE : Algebric Riccati Equation.
RSF : Real Schur Form.
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Introduction générale

Introduction générale

L'objectif principal d'une commande optimale est de déterminer les signaux de
contrdle qui permettront a un processus de satisfaire certaines contraintes physiques et en
méme temps, d'éliminer (maximiser ou minimiser) un critere de performance choisi (indice de
performance ou fonction de cofit). Le but alors est d’amener un tel systéme d’un état initial a
un état final suivant une commande en respectant des critéres choisis. Les systémes tenus en
études sont nombreux : systemes différentiels, systemes discrets, systemes avec bruit, avec
retard... Dans différents domaines : mécanique, €électricité, électronique, biologie, chimie,
économie, etc...

Le travail amené dans ce mémoire est dédi¢ a I’application d’un type de commande
optimale sur un robot non holonome, dans ce cas, un robot mobile de type unicycle. Le but est
de permettre au véhicule de suivre un trajectoire connus, en basant sur son modele
dynamique.

Parmi les divers types de commande optimale qui peuvent étre appliqué pour
commander ce type de robots, nous avons proposé la commande a régulateur linéaire
quadratique (LQR), qui représentent un moyen efficace pour la commande des systemes, la
rapidité du traitement, les capacités d’apprentissage et d’adaptation, mais aussi la robustesse
de ces approches motive leur utilisation.

Le travail dans ce mémoire est planifié comme suit :

Le premier chapitre est consacré a la citation des différents types de robots mobiles non
holonomes, et les différents capteurs utilisés en robotique mobile et leur importance. Ainsi
nous avons fini le chapitre par donner le modélisation cinématique et dynamique du robot
lequel nous avons abordé notre étude.

Le deuxieme chapitre, est destiné intégralement a 1’étude de la commande optimale a
régulateur linéaire quadratique LQR, dans les deux cas temporels : temps continu et temps

discret.
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Dans le dernier chapitre, nous avons présenté deux méthodes pour résoudre I’équation
de Riccati a temps discret, ainsi les résultats de simulation dans deux cas d’horizon infini et

I’horizon fini.

Enfin, nous achevons ce mémoire par une conclusion générale.
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Chapitre 1 Genéralité sur les robots mobiles

I.1. Introduction :

Les robots mobiles ont une place importante en robotique. Leur intérét consiste dans
leur mobilité qui ouvre des applications dans de nombreux domaines. Ils assistent
généralement I’homme dans les taches pénibles (transport de charges lourdes), monotones ou
en ambiance hostile (nucléaire, marine, spatiale, lutte contre I’incendie, surveillance...). [11]

Le robot mobile, pour accomplir sa tache correctement, doit avoir la capacité de
perception, ce concept en robotique mobile est relatif a la capacité du systeme a recueillir,
traitement et mise en forme des informations efficaces au robot pour agir et réagir dans un
environnement précis. Alors que pour des taches de manipulation on peut considérer que
I’environnement du robot est relativement structuré, le cas est different lorsqu’il s’agit de
naviguer de maniére autonome dans des lieux pas totalement connus. Aussi, pour extraire des
informations utiles a la réalisation de sa tache, il est nécessaire que le robot dispose de
nombreux capteurs mesurant aussi bien son état interne que 1’environnement dans lequel il

évolue. [6]

1.2. Définition du robot mobile :

Un robot mobile est un véhicule équipé de moyens de locomotion qui lui permettent
de se déplacer. Suivant son degré d'autonomie il peut étre doté de moyens de perception et de

raisonnement. [12]

1.3. Classification :

Selon leur degré d’autonomie les robots sont classés comme suit [12] :

. Véhicule télécommandé par un opérateur qui lui impose une tache prédéfinie

. Véhicule télécommandé au sens de la tache a realiser.

. Véhicule semi-autonome 1’opérateur aide le robot pour ses tiches prédéfinies.

. Véhicule autonome qui réalise des taches semi-définies. Ce type de véhicule pose

des problémes d’un niveau de complexité élevé de représentation des
connaissances, de capacité décisionnelle et de génération de plans qui sont résolus

a bord dans la mesure du possible.
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L’ensemble des problemes particuliers liés a la conception de tels robots sont :

. La conception mécanique liée a la mobilite

. La détermination de la position et de la latitude (orientation)

. La détermination du chemin optimal pour atteindre le lieu de la
tache.
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1.4. Applications :

Le tableau I.1 résume des différents domaines d’applications des robots mobiles. [12]

Industrie nucléaire

surveillance de sites, manipulation de matériaux

radio-actifs, démantélement de centrales

Sécurité civile

neutralisation d’activité terroriste, déminage, pose

d’explosif, surveillance de munitions

Militaire surveillance, patrouille, pose d’explosifs,
manipulation de munitions
Chimique surveillance de site, manipulation de matériaux
toxiques
Médecine

assistance d’urgence, aide aux handicapés

physiques, aux aveugles

Lutte contre 1’incendi

localisation d’une source d’incendie, détection de

fumée, suppression de flammes

Sous-marine

pose de cables, recherche de nodules, recherche dej

navires immergés, inspection des fonds marins

Agricole cueillette de fruits, traite, moisson, traitement des
vignes...
Construction BTP projection mortier, lissage du béton
Nettoyage coque de navire, nettoyage industriel
Espace Exploration
Industriel

convoyage, surveillance

Tableau 1.1 : Applications des robots mobiles.

Architecture des robots mobiles :

L’architecture des robots mobiles se structure en quatre éléments [5] :

. La structure mécanique et la motricité.

. Les organes de sécurité.

Le systeme de traitement des informations et gestion des taches.

. Le systeme de localisation.
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L’architecture des robots mobiles est représentée sur la figure I.1.

Localisation
2 S
Q Unité de = =) 2
o A = = @
=} controle et = G = Capteurs £
c Gestion des = o
. D >

Autres
Planification
Structure mécanique
Motricité Outils

Energies

Figure 1.1 : Architecture d’un robot mobile.

1.5.1. La structure mécanique et la motricité :
On compte quatre types de structures mécaniques assurant la motricité [5].

1.5.1.1. Les mobiles a roues :
La mobilité par roues est la structure mécanique la plus souvent appliquée. Cette

technique assure selon I’agencement et les dimensions des roues un déplacement dans toutes
les directions avec une accélération et une vitesse importante. Le franchissement d’obstacles
ou I’escalade de marches d’escalier est possible dans une certaine mesure.

Toutes les configurations (nombre, agencement, fonction) des roues sont appliquées.
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1.5.1.2. Les mobiles a chenilles :
L’utilisation des chenilles présente I’avantage d’une bonne adhérence au sol et d’une
faculté de franchissement d’obstacles. L’utilisation est orientée vers I’emploi sur sol accidenté

ou de mauvaise qualité au niveau de 1’adhérence (présence de boue, herbe...).

1.5.1.3. Les mobiles marcheurs :

Les robots mobiles marcheurs sont destinés a réaliser des taches variées dont 1’accés
au site est difficile, dangereux ou impossible a ’homme. Leur anatomie a de nombreux degrés
de liberté permet un rapprochement avec les robots manipulateurs. La locomotion est
commandée en termes de coordonnees articulaires. Les méthodes de commande des
articulations définissent le concept d’allure qui assure le déplacement stable de 1’ensemble.

Les différentes techniques étudiées se rapprochent de la marche des animaux et

notamment de celle des insectes.

1.5.1.4. Les robots rampants :
La reptation est une solution de locomotion pour un environnement de type tunnel
qui conduit a réaliser des structures filiformes.
e Le systéme est composé d’un ensemble de modules ayant chacun plusieurs mobilités

e Les techniques utilisées découlent des méthodes de locomotion des animaux.

1.5.2. La motricité et I’énergie :
Les déplacements des robots sont réalisés par des moteurs de types électrique,
thermique ou hydraulique.

L’énergie électrique la plus fréquemment employée offre I’avantage d’'une commande
aisée. Par contre le transport et la génération présentent des difficultés. Plusieurs méthodes
sont employees :

« Par batteries qui sont soit rechargées périodiquement de maniere automatique ou
manuelle, soit par un échange avec d’autres lorsqu’elles sont déchargées.

* Par groupe électrogéne embarqué dont I’inconvénient constitue 1a masse élevée.

* Par cordon ombilical qui réduit I’autonomie du robot.

L’¢énergie thermique est essentiellement employée par des véhicules de forte puissance

comme énergie de base pour la traction ou pour activer un compresseur hydraulique.
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1.5.3. Les organes de sécurité :

Un robot, selon la tache qui lui est confiée, peut étre amené a travailler au voisinage du
personnel. A ce titre, il est obligatoire qu’il soit doté¢ d’organes garantissant la sécurité. Des
capteurs sont disponibles tout autour du mobile afin de détecter un obstacle sur un domaine le
plus étendu possible. Deux types de capteurs sont employés : les capteurs proximétriques
assurant la détection avant collision (ultra-son, hyper fréquence, infrarouge...) et les capteurs
de contact détectant une collision ou un choc avec I’environnement (contact électrique sur
pare-chocs, résistance variable, fibre optique...).

Ce sont des dispositifs redondants par rapport aux capteurs précédents. L’organisation

de la sécurité est représentée sur le schéma de la figure 1.2.

Capteurs de

Contact

Capteur de Traitement — freins

proximetrie

Etat du robot

Figure 1.2 : synoptique de la sécurité.

Il comporte également un systéme de vérification permanent de 1’état de

fonctionnement des autres organes.
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1.5.4. Traitement des informations et gestion des taches :
L’ensemble de traitement des informations et gestion des taches constitue le module
information centrale qui établit les commandes permettant au mobile de réaliser un

déplacement et d’activer les divers organes en accord avec 1’objectif [5].

1.5.5. La navigation :

La navigation est une étape trés importante en robotique mobile. Bien entreprise, elle
permet une large autonomie a un robot mobile. Le systéme de navigation comporte plusieurs
modules qui peuvent étre traités difféeremment et parmi lesquels on distingue celui de la
localisation et celui de I’évitement d’obstacles.

Un exemple d’évitement d’obstacles est présenté sur la figure | -3.

Figure 1.3 : Navigation de robot mobile en environnement encombré.

1.5.6. La modélisation de I’environnement :

La connaissance du milieu dans lequel évolue le robot mobile n'est établie en général
gu'apres avoir effectué une campagne de mesure de I'ensemble des éléments constituant
I'environnement. Cette procédure fastidieuse peut étre évitée si le robot construit lui-méme
son modele d'environnement de maniére dynamique. Par contre, la planification de trajectoire
n'est pas utilisable tant que le robot ne dispose pas d'un modele de I'espace d'évolution ce qui

handicape trés fortement I'utilisation du robot.
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1.5.7. La planification de trajectoire :

On voit ainsi au travers de cette premiére approche assez théorique apparaitre un
probléme essentiel : la planification de la trajectoire. Différentes approches sont envisageables
selon que le robot évolue en milieu connu ou inconnu :

» L’évolution en territoire cartographié simplifie évidemment la tiche des concepteurs :
une fois la carte de la zone d’évolution rentrée dans la mémoire d’un ordinateur
communiquant avec le robot ou bien dans une mémoire intégrée au robot lui-méme, des
algorithmes de routage permettent de diriger le robot.

* I en va tout autrement dans le cas de 1’évolution en territoire inconnu. Le robot doit
alors analyser son environnement au moyen de différents capteurs, détecter sa position par
rapport a son but, et décider de sa trajectoire. Cette localisation peut s’effectuer par différentes
méthodes : triangulation de signaux émis par des balises déposées au cours du déplacement
ou/et repérage d’obstacles a distance et construction d’une carte du site, mesures
odométriques et estimation de la position.

On applique ensuite des algorithmes complexes pour diriger le robot. Ceux-ci peuvent amener
des résultats plus ou moins heureux, le principal probléme étant la non-convergence de
certaines boucles de déplacement. Si aucun algorithme de secours n’a été prévu, I’intervention

humaine est alors nécessaire.

1.6. Classes de robots mobiles a roues :
Il existe nombreuse classe de robots mobiles a roues déterminées, essentiellement, par
la position et le nombre de roues utilisées.

Nous citerons ici les quatre classes principales de robots a roues. [24]

1.6.1. Robot mobile de type unicycle :

Un robot mobile de type unicycle est mouvementé par deux roues indépendantes, il
posséde incidemment des roues folles pour assurer sa stabilité. Son centre de rotation est situé
sur I'axe reliant les deux roues motrices.

C'est un robot non-holonome, en effet il n’est pas possible de le déplacer dans une
direction perpendiculaire aux roues de locomotion.
Sa commande est tres simple, il est en effet assez facile de le déplacer d'un point a un autre

par une suite de rotations simples et de lignes droites. [24,4]

10
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Figure 1.4 : Robot mobile de type unicycle.

1.6.2. Robot mobile de type tricycle :

Il est composé de deux roues fixes placées sur un méme axe et d'une roue centrée
orientable placée sur I'axe longitudinal. Le mouvement du robot est donné par la vitesse des
deux roues fixes et par I'orientation de la roue orientable. Son centre de rotation est situé au
croisement de I'axe contenant les roues fixes et de I'axe de la roue orientable. C'est un robot
non holonome. En effet, il n’est possible de le déplacer dans une direction perpendiculaire aux
roues fixes. Sa commande est plus compliquée. En général c’est impossible d'accomplir des

rotations simples a cause d'un rayon de braquage limité de la roue orientable. [24,4]

Figure 1.5 : Robot mobile de type tricycle.

1.6.3. Robot mobile de type voiture :
Un robot mobile de type voiture est similaire au tricycle, il est constitué de deux roues

fixes placées sur un méme axe et de deux roues centrées orientables placées elles aussi sur le

méme axe.
Le robot mobile de type voiture est plus stable puisqu'il possede un point d'appui

supplémentaire.
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Toutes les autres propriétés du robot voiture sont identiques au robot tricycle, le
deuxiéme pouvant étre ramené au premier en remplacant les deux roues avant par une seule

placée au centre de I'axe, et ceci de maniére a laisser le centre de rotation inchangé. [24,4]

Figure 1.6 : Robot mobile de type voiture.

1.6.4. Robot mobile de type omnidirectionnel :

Un robot mobile omnidirectionnel est un robot qui peut se déplacer librement dans
toutes les directions. Il est en général constitué de trois roues décentrées orientables placées en
triangle équilateral.

L'énorme avantage du robot omnidirectionnel est qu'il est holonome puisqu'il peut se
déplacer dans toutes les directions. Mais ceci se fait au dépend d'une complexité mécanique

bien plus grande. [24,4]

&

Figure 1.7 : Robot mobile de type omnidirectionnel.
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1.6.5. Comparaison des différents types :
Nous pouvons observer dans le tableau ci-dessous un récapitulatif des avantages et des
inconveénients des différents types de robots a roues. [24,4]

Type du robot Avantage Inconvénient

Unicycle Stable Non-holonome
Rotation sur soi-méme

Complexité mécanique faible

Tricycle Complexité mécanique modérée Non-holonome
Peu stable

Pas de rotation sur soi-méme

Voiture Stable Non-holonome
Complexité mécanique modéree Pas de rotation sur soi-méme
Omnidirectionnel | Holonome Complexité mécanique
Stable importante

Rotation sur soi-méme

Tableau 1.2 : Comparaison des différents types de robots mobiles a roues.

1.7. Capteurs en robotique mobile :

En robotique mobile, on classe habituellement les capteurs en deux catégories selon
qu’ils mesurent I’état du robot lui-méme ou 1’état de son environnement. Dans le premier cas,
a I’image de la perception chez les €tres vivants, on parle de proprioception et donc de
capteurs proprioceptifs. On trouve par exemple dans cette catégorie les capteurs de position
ou de vitesse des roues et les capteurs de charge de la batterie. [6]. Les capteurs informant sur
I’état de I’environnement, donc de ce qui est extérieur au robot lui-méme, sont eux appelés
capteurs extéroceptifs. Il s’agit de capteurs donnant la distance du robot par rapport aux amers
de ’environnement, la température, signalant la mise en contact du robot avec

I’environnement, etc...
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1.7.1. Les capteurs proprioceptifs :

Les capteurs proprioceptifs livrent, par intégration, des informations élémentaires sur
les paramétres cinématiques du robot. Les informations sensorielles gouvernées dans ce cadre
sont généralement des vitesses, des accélérations, des angles de rotation, des angles d’attitude.
[7]

On peut classer les capteurs proprioceptifs en deux familles :

e Les capteurs de déplacement qui incluent les odometres, les accélérometres, les radars
Doppler, les mesureurs optiques. Cette catégorie fournit des informations sur des
déplacements élémentaires, des variations de vitesse ou d’accélération sur des trajectoires
rectilignes ou curvilignes.

e Les capteurs d’attitude, qui mesurent deux types de données : les angles de cap et les
angles de roulis et de tangage. lls sont principalement composés par les gyroscopes et les
gyrometres, les capteurs inertiels composites, les inclinometres, les magnétometres. Ces

capteurs sont en majorité de type inertiel.

1.7.1.1 Les capteurs de déplacement :
a) Lesodometres :

Les odometres fournissent une quantification des déplacements curvilignes du robot en

mesurant la rotation de ses roues.
b) Les accélérometres :

Les accéléromeétres, sont des capteurs qui permettent de mesurer les accélérations
linéaires. Ils peuvent donc mesurer les déplacements d’un robot mais la double intégration de
la mesure pour obtenir une information de position les rendent sensibles aux erreurs de
mesure. De plus ils sont sensibles a I’accélération de la pesanteur ce qui les rend sensibles aux
variations de 1’inclinaison du robot. [22]

c) Le radar Doppler :

Le radar Doppler donne une estimation instantanée de la vitesse linéaire d’une plate-

forme mobile par rapport a un objet de la scéne en se basant sur I’effet Doppler-Fizeau. Ce

capteur est le plus fréguemment utilisé en milieu extérieur.
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1.7.1.2. Les capteurs d’attitude :
Ces capteurs ont pour point commun d’étre généralement cotliteux et sensibles au bruit,
d’ou une intégration moins fréquente dans les systémes embarqués que les odometres.
a) Le gyroscope et le gyromeétre :

e Les gyroscopes : permettent de mesurer une variation angulaire. Ils sont intéressants
en robotique mobile parce qu'ils peuvent compenser les défauts des odometres.

e Le gyromeétre : est un capteur qui permet de mesurer une vitesse angulaire. Il existe
plusieurs types de gyrométres : les premiers a avoir fait leur apparition furent mécaniques,
aujourd’hui, on utilise surtout des gyromeétres laser ou des gyromeétres optiques.

b) Compas magnétique :

Le compas magnétique, appelé aussi magnétometre, indique la direction du nord
magnétique. Généralement, la déclinaison magnétique est compensée pour que le capteur
délivre en permanence une mesure absolue du cap par rapport a la direction du nord
géographique. [17]

c) Lesinclinometres :
La mesure des angles d'attitude d'un véhicule peut étre réalisée avec des
inclinometres.
Concus genéralement sur le principe des accéléromeétres pendulaires, ces capteurs sont
sensibles a la gravité terrestre mais aussi a toute accélération extérieure qui leur est appliquée

(mouvements de I'engin, vibrations, chocs). [17]

1.7.2. Les capteurs extéroceptifs :

Les capteurs extéroceptifs permettent de percevoir le milieu d’évolution du robot. Ils
sont généralement le complément indispensable aux capteurs présentés précédemment. Deux
familles de capteurs extéroceptifs embarqués peuvent étre identifiées : les capteurs

télémétriques et les systéemes de vision.
1.7.2.1. Les capteurs téléemétriques :

Il existe différents types de capteurs télémétriques qui permettent de mesurer la

distance aux ¢léments de I’environnement, utilisant divers principes physiques.
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a) Les capteurs a ultrasons :

Le capteur US, aussi appelé telémetre US ou sonar, est le type de capteur le plus
couramment utilisé pour mesurer la distance aux obstacles. Son fonctionnement est simple, il
est facile a mettre en ceuvre et est peu couteux d’ou son utilisation sur un grand nombre de
robots mobiles. [22]

b) Les capteurs a infrarouges :
Un autre type de capteur couramment utilisé est le capteur IR (Infra-Rouge). Ils ont une
vitesse de mesure plus élevée que les capteurs US.
c) Les capteurs laser :
Des capteurs lasers sont également utilisés pour mesurer les distances. Ces capteurs
fonctionnent soit sur le méme principe que les capteurs IR (mesure de I’angle de réflexion)

soit sur une mesure indirecte de temps de vol. [5]

1.7.2.2. Les systemes de vision :

Les systemes de vision en robotique sont basés sur I’utilisation d’une caméra CCD.
L’arrivée des capteurs CCD (Charge Coupled Device), ont été décisive dans 1’évolution de la
vision : la rapidité d’acquisition, la robustesse et la miniaturisation sont autant d’avantages qui
ont facilité leur intégration. [7]. Dans ce cadre nous pouvons identifier les techniques
suivantes :

- la stéréovision.

- Les systémes de vision omnidirectionnelle.

a) La stéréovision :

La stéréovision consiste a observer une méme scene avec deux caméras qui sont
¢loignées 1’'une de ’autre en connaissant la distance entre elles.

La stéréovision est basée sur le méme principe de reconstitution de la profondeur que
la vision chez 1’étre humain. [5]

b) Les systemes de vision omnidirectionnelle :

Ces systemes de perception associent une caméra CCD et un élément qui permet
d’obtenir une vue sur 360 degrés de I’environnement. A ce titre ils sont de plus en plus

utilisés en robotique mobile au détriment de la vision monoculaire. [5]
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1.7.3. Autres capteurs :

a) Les capteurs tactiles :

Les robots peuvent étre équipés de capteurs tactiles, qui sont le plus souvent utilises
pour des arréts d’urgence lorsqu’il rencontre un obstacle qui n’avait pas été détecté par le
reste du systeme de perception. [8]

b) Les balises :

Dans certaines applications, il est également possible d’utiliser des balises dont on
connait la position, et qui pourront étre facilement détectées par le robot, afin de faciliter sa
localisation.

c) GPS:

Les besoins de localisation étant omniprésents dans de trés nombreux secteurs de la vie

actuelle, I’idée d’avoir un systéme de localisation le plus universel possible a donner lieu a

I’apparition du Global Positionning System (GPS).

1.8. Modéle cinématique d’un robot mobile type unicycle :

Considérons un robot mobile de type unicycle constitué de trois degrés de liberté, qui
sont x, y et 8 ,comme l'illustre la figure si suit qui est consacré a une représentation
cinématique du robot mobile de type unicycle, cette représentation a été faite par la projection
a un plan paralléle au sol.

Ce robot est équipé de deux roues actionnées indépendamment [17,23]. Pour faire cette

modélisation on considére o' situe au milieu de 1’essieu des roues.

Un repere R'= (o’,a'c”,?, ?) est associé a ce point, comme illustré sur la figure (I-8), Un
repére inertiel R= (0,X,y ,Z) est fixé au sol, dont ’axe est vertical Z . Un vecteur de
configuration de I'unicycle incluant le train moteur est donné par :

q=(x,y,0,04 @) € Q =R2 xXslxsl.

(x, y) : représente les coordonnées du point situé au milieu de I'axe des roues arriére.

0 : L’angle ( %, X") représente I’angle d’orientation du robot.

(@4 @) :les angles de rotation de chaque roue (droite et gauche) .

r le rayon des roues, L est la distance entre le point o’ et le point milieu de chaque roue.
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»
»

—3
x

Figure 1.8 : Représentation cinématique d’un robot mobile de type unicycle.

Pour caractériser la configuration de ce robot on retient le vecteur :
q=(x,y,0)TeQ=R2xs! (1.2)
Donc le modele cinématique est donné par :

X = cos @ X v cos@ O
q:)?(q)vc){y=sin6,q: v v=,] ,X(q):[sine o] (1.2)
6=0w 6 0 1

Avec v = [v, v,]7, v, = g (g +@a), la vitesse longitudinale ou d’avancement du robot,

etv,=0=w= i (pg+a), sa vitesse de rotation autour de I’axe perpendiculaire au plan de

roulement.

1.9. Modéle linéaire d'un moteur a courant continu (CC)

Le robot que nous étudions (robot de type unicycle) est propulsé par deux moteurs a
courant continu (CC). Dans cette section, nous découvrons le modeéle d’espace d'état du
moteur a courant continu. Ce modele est ensuite utilisé dans le modele dynamique de
I’équilibrage de robot pour fournir une relation entre la tension d'entrée aux moteurs et le

couple de commande nécessaire pour équilibrer le robot. [23]

18



Chapitre 1 Genéralité sur les robots mobiles

La dynamique du moteur peut étre représentée par un modele d'espace d'état, c’est un
systéeme du premier ordre, d’équations différentielles avec les paramétres de position ¢, et de

la vitesse wm. Les entrées du moteur sont alors le couple appliqué et la tension appliquée.

2 Ho -& ot [ ]+ 2 o —Oil ] (.3
y=[1 0] [wm]+ 0 0] Za] (1.4)

1.10. Modéle dynamique du robot mobile de type unicycle :

Le modeéle dynamique du robot est [5] :

. ) kmke km km
[U]: mr?R [ mRr mRr Vad (| 5)
o 0 o Lkmke Lkm Lk ||V, :
IT?R IRT IRT

Ce modéle présente 1’équation des états du systéme (robot unicycle) en temps continu.

X (t) = AX (t)+BU (¢t)

Pour le modé¢le en temps discret 1’équation est représentée comme suit :

X (k+1) = AX (k)+BU (k)

Tel que :

X (k) = [”(k)] X (k+1) = [”(k+ 1)] U (k) = [ Vaa(k)
w(k)]’ w(k + 1))’ oK)
kmke km km

P R (N Py
0 _Z_Lk";ke ’ Lkm  _ Lkm

IT“R IRT IRT
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v: La vitesse longitudinale ou d’avancement du robot

w: La vitesse de rotation autour de I’axe perpendiculaire au plan de roulement
k., : Constante du moteur

k. : constant EMF Retour

m: La masse du robot unicycle

r . Rayon de roue

R : Résistance Terminal nominale

I : le moment d'inertie autour de I'axe vertical

L : Longueur au centre de la masse de corps du robot

V,q: La tension appliquée au moteur M1 pour commander la roue droite

Vag: La tension appliquée au moteur M2 pour commander la roue gauche

T,: Le couple appliqué

I.11. Conclusion :

Ce chapitre présente également des généralités importantes sur la robotique mobile.
L’architecture, les applications et les types des robots mobiles a roues ainsi les multiples
capteurs utilisés en robotique mobile.

La fin de ce chapitre, est consacré a la modélisation cinématique et dynamique du robot

mobile de type unicycle.
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Chapitre II Etude de la commande
optimale

11.1. Introduction :

La commande optimale est appliquée dans la vie quotidienne : comment arriver a
certaine destination le plus rapidement possible, comment minimiser sa consommation... soit
un systéme dynamique donné et dont les équations sont connues, le probléme de commande
optimale consiste alors a trouver la commande minimisant un critere donné. C'est a cet aspect
gue la commande optimale a été etudiée dés le 19éme siecle avec le calcul des variations.
Notons néanmoins que les difficultés soulevées par ce genre de probleme sont loin d'étre
complétement résolues comme en témoignent les sessions dédiées a la commande optimale
dans les conférences d'automatique. La commande optimale reste donc un sujet de recherche
d'actualite. [10]

11.2. Déclaration du probleme :

Le systeme a temps continu de représentation d'état est donné par I’équation suivante :
x=f(x u,t) (1.1)

La condition initiale X(to) =Xo, 0ut € R, u € R™et x € R". Les signaux x et t sont des
fonctions de R vers respectivement R™ et R" .Pour la condition initiale xo et la commande u,
I'équation d'état Eg.2.1 définit une trajectoire unique x pour I'état sur [to, tf].

Soit le critére suivant:

I toU)=6(tot)+ [ ¢ (x,u,t) dx (11.2)
avec x¢ = x( tr) . Les fonctions 6 et ¢ ainsi que les instants to et t; étant donnés, ce critere ne
dépend que de Xo et de u sur [to, tr ]. L'application qui au signal de commande u associe le
critére scalaire J(Xo,to,u) est une fonctionnelle. de différentes présentations existent ,sitant

quelques unes :
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11.2.1. Présentation de Mayer et de Lagrange : [2]
La présentation de Mayer et de Lagrange est donnée sous la forme d’un systéme
x =f(x(t), u(t), t), X(to) =xo, x(t)=x¢,u€ U, t €[to, tr], I’objectif étant de

minimiser le codt.

It wy=f ¢ (x(®), u®), Y de+6(xs, ) (11.3)
Lorsque 6(xs,tr) =0 dans I’expression de la fonctionnelle J(t¢,u), donc :
It W=/ ¢ x@,u®, 1) de (11.4)

L’équation (11.4) nous donne une présentation de Lagrange.
Et lorsque ¢ (x(t), u(t),t) =0
J(tr u)=0 (Xs,t) (11.5)

L’¢équation (I1.5) nous donne une présentation de Mayer.

11.2.2. Presentation de Bolza:
La présentation de Bolza regroupe les deux précédentes formulations a savoir les
formulations de Lagrange et de Mayer. [14]
J(tr u)= 0(x¢,t) +ftt0f ¢ (X, u,t)dt (1.6)
Les formulations (11.4), (11.5)et (11.6) ont une équivalence dans le sens, donc on peut se
ramener de 1’une a I’autre.
En plus de I'équation d'état qui lie les trajectoires de u et de x, d'autres contraintes
peuvent intervenir (sans remettre en cause le critére choisi). Typiquement :
e La possibilité¢ que I’instant final soit definit ou libre .
e Lapossibilité que la commande appartient a un ensembleu € U = R™ .
o Existence des contraintes sur I'état final : xf €X.
Le probléme de la commande optimale consiste a trouver la commande # minimisant le
critere J(Xo,to,U) :
i = miny e y J(Xo,to,U) (11.7)

On obtient alors X la trajectoire correspondante de I'état et la valeur de critére est :
J(x0) = J(Xo,to, i) (11.8)
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I1.3. Classement des probleémes de la commande optimale :

Le classement des fonctions objectives se fait en basant sur deux

criteres physiques de performance. [15]

11.3.1. Temps optimal :

Lorsque ¢p(x, u, t) =1, 6(xs,tr) = 0 et le temps final tf est libre dans 1’expression, on a

un probléme en temps optimal :
miny [/ 1de (1.9)
11.3.2. CoGt optimal :

Lorsque le temps final trest fixé dans I’expression, on a un probléme en cout optimal
minuf ¢ (e, €) dt +6(x,t) (11.10)

Evidemment, il existe des problemes qui combinent les deux critéres physiques de
performance, et on parlera dans ce cas d’un probléme de controle en temps et en colit optimal.
Dans certains problémes de controle optimal, il peut s’avérer utile et efficace de s’intéresser
tout d’abord au probléme de minimisation du temps de transfert afin de pouvoir traiter
correctement le probléme de minimisation du cotit. On comprend bien qu’une minimisation
de la consommation d’énergie se doit de ne pas engendrer de temps de transfert prohibitif a
I’égard du temps de transfert minimum.

Si dans I’expression de ] , ¢ est proportionnelle & u? on parle alors d’un cofit
quadratique.

Siu est un contrble scalaire et ¢ proportionnelle a u , on parle de probléme de
controle a colt d’approvisionnement (Fuel cost).

Lorsque les équations d’état x = f (X, u, t) ne dépendent pas explicitement du temps,
c'est-a-dire x = f (X, u), on parle dans ce cas de probleme autonome.

Si t est présent dans les équations d’état on parle de probléme non-autonome.
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11.4. Rappel de principes fondamentaux :

11.4.1. Le principe d’optimalité de Bellman : [19] [21]

Soit un systeme d’équation d’état défini par la relation :

x = f(xut)
.11
U xe = v (L11)
L’indice de performance equivalent au systéme (IL.11) :

JOotot) = 00,8 + [ $p(x,u,t) de (11.12)

Sur un intervalle de temps [to, tr], la commande optimale %,nous donne un

critere optimise :

J (%o, to) = MiNny [to, tr ] J (Xo,to,u) = J (Xo, to, &) (11.13)

Soitti €[to,tr] .Le principe d’optimalité de Bellman énonce que la trajectoire
optimale sur I’intervalle [to,tr] possede logiquement la trajectoire optimale sur [ti,tf] ,
partant cette fois de la condition initiale x1 = x(t1).

Le critére peut dés lors s’écrire sous la forme :

tl

J(x) = Miny [to, tr1.xa +[ $(x,u,t) de + J(x1) (11.14)

Ce résultat permet d’obtenir une solution optimale en découplant ’intervalle

d’optimisation et en résolvant récursivement le probléme.

I1.4.2. Le principe d’optimalité de Pontriaguine :

On considere 2 nouveau le systéme (11.11) et le critéere de performance (I1.12)

I’Hamiltonien correspondant est donné par :

H=(x,u,At) = dp(x,u,t) + A'f(x,u,t) (11.15)
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ou 4 est appelé vecteur d’état adjoint.
Le principe du minimum de Pontriaguine stipule que la trajectoire optimale minimise
I’Hamiltonien du systéme :
H(%u,4t) <HxuAt)VueU (11.16)
En faisant appel au calcul des variations, on définit un certain nombre d’équations
permettant de résoudre le probléme de commande optimale.
Ces équations correspondent aux équations canoniques de Hamilton qui commandent

les dynamiques de 1’état et de 1’état adjoint, et sont presentés par :

Pour I’état :

0H

=% (1.17)
Pour I’état adjoint :

oH -

Pl -2 (11.18)

En ajoutant les conditions aux limites (en ¢y et enty), denommes equations de
transversalité :
A Dorigine :
(H(t0)+a( ))Sto +(=A(to) +5 )6x0 (11.19)

A Darrivée :

26
(H(tf) + 36 )> Stp + (—A(tf) + a_xf) 8x7=0 (11.20)
En fonction de la nature du probléme considéré, on peut aussi préciser d’autr

es relations additionnelles :

Si aucune contrainte (de type saturation) n’est imposée sur u(t) al'instantt,ona:
Zwm=0 (11.21)

Si H n’est pas une fonction explicite du temps, on a:
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oM _dH_y (11.22)

ot e

e Lien avec le calcul des variations
Il s'agit d'un probléme d'optimisation sous contrainte égalitéf (x,u,t) —x = 0. En
s'appuyant sur le calcul des variations [10], on est amené & introduire un multiplicateur

de Lagrange A, qui est une fonction du temps, et I’Hermicien :
H(O,u, A t) = ¢(x,u, t) + ATf(x,u,t) (11.23)

Le critére s'écrit alors :
j=0(xt) + fttf (p(x,u, ©) + AT(f(x,u, £) — %))dt
tf

= 0(xs, tr) + f (H(x,u,A,t) + ATx))dt

to
= 0(xs, t;) + ft‘;f (H(x,u, A, t)dt + ft‘;f ATxdt
tr tr
= 0(xs, tr) + f (H(x,u, A, t)dt + f ATxedt — AT (t)x(tr) + AT (to)x(to)

= 0(xo, toxp, tr) + J (H(x,w A, O)de + ATx)de (11.24)

Ou 8(xo, toxp, tr)=0(xs, tp) — AT(¢r)x(tr) + AT (£)x ()
Le calcul des variations permet de donner des conditions nécessaires pour résoudre ce
probléme.

Prenons la premiére variation de J
v — sT (99 _ tresT (99 _ 5 T (9H
0] = 0x (ax /1) + J‘fo (0 (ax /1) + 0z (au)) (”25)
Ouéd, et §, sontdes variations de X et de 1i , 1’état et la commande optimaux.
L’optimum est atteint quand la premicre variation est nulle, ceci implique que :
oH _ _

ax
oH _
ou

(Equation Hamilton-Jacobi)
0
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a6 . ) .. "
5T (5 — /1) =0 at= toet = ty,quisontdes conditions de transversalité

I1.4.3 Equation d'Euler-Lagrange :

L'équation d'Euler-Lagrange, bien connue en mécanique, peut étre retrouvée a partir

du principe du minimum. En notant 7, 1'énergie cinétique et U l'énergie potenticlle d'un
systeme mécanique [10], le principe de moindre action énoncée par Maupertuis postule que le

systéme évolue en minimisant l'intégrale :

(T = Uyde (I1.26)

Notons q les coordonnées généralisées du systéeme. Soit L(q, ¢)-U(q) le lagrangien,
avec le critere :
J@orto @) = J;) L(g, )dt (11.27)
On considere un systeme dont on commande la vitesse, 1'équation d'état du systeme
s'écrivant alors simplement :
g=u (I1.28)
L'hamiltonien s'écrit alors :
H(q, 4)=L(q, 9+ 2"q (11.29)

et le principe du minimum donne les deux équations suivantes :

OH _ oL _

Pl il A (I1.30)
oH _ oL
a_q_a_q+/1 (IL31)

En dérivant la seconde équation par rapport au temps puis en substituant A grace a la

premicre, on obtient I'équation d'Euler-Lagrange :
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IL.5 Commande Linéaire Quadratique :

On parle de commande linéaire quadratique : LQ ou LQR pour linear

quadratic regulator. Le systéme est linéaire et la commande est quadratique [10, 16].

La commande optimale est un retour d'état.

I1.5.1 Commande LQ a horizon fini :

Soit le probléme de commande optimale du systéme :

x =A(t)x + B(t)u

avec le critére :

(I1.33)

J(xo, to,u) = %XfTsxf + fti)f%(xTQ(t)x + uTR(t)u)dt (11.34)

Les matrices Q ,R et S étant symétriques avec Q et S > 0 et R > 02 [12] [26]. L'hamiltonien

s'écrit alors :

H(x,u,4,t) = ATA@x + TB(Ou + (xTQ(0)x +u'R(Hw)  (I135)

L'hamiltonien vérifie les conditions suivantes :
e équation de 1'état adjoint :

I=-L=—AT)1-Q)x

e condition de transversalité
Aty) = Sxy
e absence de contrainte sur la commande

OH _ T _
.= B MOA+RMu=0

De I'équation Eq.2.38, on déduit :
u=—-RY(t)BT(t)A

Alors 1'équation dynamique du systéme s'écrit :
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x=A(t)x +B({)R™1(t)BT ()4 (I1.40)

Les équations (I1.36) et (I1.40) peuvent se mettre sous la forme d'un systéme matriciel

appelé systéme hamiltonien :

A©)  BOR OB O (1141)

d

«W=low  —ar@
Posons A = p(t)x avec, d'aprés (I1.37), la condition finale p(t;)=S L'¢quation Eq.2.36

s'écrit alors :

A=—-ATM®p®)x — QM)x = —(AT®p(®) + Q(®)x  (IL42)

Avec 1 = px + px et I'équation d'état (11.33) du systeme, I'équation (11.42) s'écrit alors (en
omettant la référence au temps afin d'alléger les notations) :
(p+pA+ A"p—pBR™IBTp + Q)x=0 (11.43)

La solution est alors obtenue en résolvant I'équation (différentielle) de Riccati suivante :
p+pA+ATp—pBR™IBTp+Q =0 (11.44)
avec la condition finale p(tf)=S

On montre que la condition :

xT(p+pA+ATp —pBRBTp+Q)x =0 (I1.45)
S’écrit aussi :
% (xTpx) +xTQx + u"Ru =10 (I1.46)
Le critére
J (o, to,u) = 5 xF Sy + ffof ~("Q(O)x + uTR(DW)dt (11.47)
S’¢€crit alors :
d
J (o, to,u) = 2 (xFSx; — fof = (xTpx)dt) (11.48)
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Soit, avec la condition de transversalité p(tf)=S :

J (o, to,w) = 5 (X5 P(t0)%o (I1.49)

Le minimum du critére est donc :

J(to) = J (o, to, @) = 5 (x5 p(te)xo (I1.50)

I1 est intéressant de noter que la commande optimale obtenue s'écrit comme un retour

d'état u=-L(t)x avec :

L=-R'BTp (IL51)
Néanmoins, n'oublions pas que, dans le cas présent, L varie en fonction du temps,
méme dans le cas d'un systéme et d'un critére a temps invariant (c'est-a dire si les
matrices A,B,Q et R ne dépendent pas du temps). En effet, la matrice p(t) reste dépendant

du temps dans le cas d'un critére a temps fini.

I1.5.2 Commande LQ a horizon infini :

Intéressons nous ici au cas du systéme LTV (linéaire a temps variant) précédent ou :

J (X, to,u) = ft:%(xTQ(t)x +u"R(Hu)dt (IL.52)
On montre que ce critere est fini si le systéme est stabilisable a tout instant t, (c'est-a-
dire qu'a chaque instant, il existe un L(t) tel que les valeurs propres de A-BL soient a partie
réelle négative). Remarquons par ailleurs que la partie du critére concernant 1'état final n'est
plus pertinente car, sur un horizon infini, 1'état tend vers zéro si le systeme bouclé est stable.
Dans le cas d'un probléme LTI (linéaire a temps invariant), la commande optimale
est un retour d'état statique u=-Lx ou L est exprim¢é par I'équation (I.51) et ou p

vérifie 1'équation algébrique de Riccati :

p+pA+ATp —pBR™BTp+Q =0 (I1.53)
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11.6. Commande LQ a temps discret :
L’utilisation d’un correcteur se fait dans la majorité du temps de mani¢re numérique.
En passant dans le domaine discret [9,26 ], I’équation dynamique(I1.33) devient :
x(k + 1) = A(K)x(k) + B(k)u(k) (I1.54)

avec la condition initiale :

x(k = ko) = x(ko) = x (IL1.55)
et cherchons la commande minimisant le critére :

J =37 (kg)F (kp x(kp) + 3 Sy (67 (DQUOX() +uT (ORGOu(K)  (I156)

Ou
J =3 o (xT () QUOx (k) +uT (k)R (kyu(k)) (IL57)

Ou F(kys) et Q(k) sont des matrices d’ordre n X n symétriques, semi-définie positive, et R(k)
est matrice d’ordre rX r symétrique, définie positive. Le probléme a résoudre n’est plus un
probléme en temps continu. Si on étudie le probleme a horizon fini, il suffit de trouver les n+1

ou k¢ + 1 valeurs de la commande pour chague pas de temps.

I1.6.1.Commande LQ a temps discret a horizon fini :
On doit alors résoudre un probléme de minimisation classique sous contraintes et on

utilisera la formulation conventionnelle basée sur I’écriture du Lagrangien. [10,26,9]
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L = TRZBG AT ()QU)x(k) + 5 uT (OR(K)u(k) + A7 (k + 1) (—x(k + 1) + A(k)x(k) +

B(k)u(k)))
(IL.58)

et la solution optimale vérifie les équations suivantes :

oL

) R(k)u(k) + BT(k)A(k +1) =0 (11.59)

af(kk) = Q()x(k) — A(k) + AT(k)A(k + 1) = 0 (IL.60)
a

6A(kL+1) = —x(k +1) + A(k)x(k) + B(k)u(k) = 0 (IL61)

L'équation de la commande (I1.59) donne :
u(k) = =R~ Y(k)BT (k)A(k + 1) (I.62)

Alors I’équation (I1.61) s’écrit :
x(k+1) = A(k)x(k) —B(k) R"* (k)BT (Ilk)A(k + 1)

= A(l)x(k) — B(k)R™' (k)BT (k) (=A™ (k) Q (K)x (k) + A" (k)A(k))

= (A(k) + BUOR™ (k)BT (k)A™T(k)Q(k))x(k) — B(k)R™* (k)BT (k) A~ (k)A(k)
(IL63)

Par I'utilisation de 1’équation (I1.60), nous trouvons :

AMk+1) =-ATHR)QUK)x(k) + A T(k)A(k) (I.64)
Les équations (I1.63) et (I1.64) peuvent se mettre sous la forme d'un systéme matriciel :

[x(k + 1)] _ [A + BR™IBTATTQ —BR—lBTA—T] x(k)

Ak + 1) _ATQ AT A(k)] (I1.65)

Ou:
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[x(k)] _ [ AT A"1BR™1BT ] [j(k +1)

A(K)]  1lgA™r AT + QA 'BR™BT (k+1)] (I11.66)

La derniére commande u(n)n'a aucun effet sur 1'évolution du systéme sur 1'horizon
considéré ,sa valeur optimale est donc nulle :

un) =20 (I1.67)

On a ainsi d'aprés 'équation (11.59) :
Ak+1)=0 (11.68)
et d'apres I'équation adjointe (I1.60) :
A(n) = Q(m)x(n), oun = kr = Aks) = Q(kp)x(ks)  (1L69)
aussi d'apres les équations (I11.56), (I1.57) et (11.67) :
Q(n) = Q(ks) = F(ky) (IL.70)

Il s'agit d'un probléme aux deux bouts : une condition initiale est disponible pour I'état
alors que c'est une condition finale qui est disponible pour I'état adjoint. Ainsi, la
résolution du probléme doit se faire pour l'ensemble de la trajectoire,ce qui peut représenter
une charge de calcul élevée dans le cas d'un horizon n élevé.

Les équations précédentes peuvent étre résolues directement en x et 1. On peut aussi
adopter la démarche suivante, basée sur un changement de variable suivant pour la variabl
e adjointe :

A(k) = p(k)x (k) (11.71)

Ou p(k) est une matrice qu'il faudra déterminer, partant de I1.60, on obtient :

p(k)x(k) = Q(k)x(k) + AT (k)p(k + )x(k + 1) (11.72)

Etona:

x(k+1) = A(k)x(k) —B(k) R~*(k)BT (k)x(k + Dp(k + 1)
=[I + B(k)R"1 (k)BT (k)p(k + 1)]"*A(k)x (k) (IL.73)
En substituant (I1.73) dans (I1.72), on obtient:
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p()x(k) = Q(k)x(k) + AT (lk)p(k + DI + B(k)R™ (k)BT (k)p(k + 1] *A(k)x (k)
(1L.74)

Depuis, cette relation (I1.74) doit valoir pour toutes les valeurs de x(k), nous avons
p(k) = Q(k) + AT(K)p(k + DI + BUR™ (k)BT (k)p(k + 1)] A (k)
(11.75)

Cette relation (IL.75) est appelée Equation différentielle de Riccati (DRE).
Alternativement, nous pouvons exprimer (II.75) par :
p(k) = Q) + AT()[p~' (k + 1) + BU)R™ (k)BT (k)] ' A(k) (IL.76)
Ou, nous supposons que l'inversion de p(k)existe pour tout k # kr .La dernicre
condition pour résoudre la matrice DRE ,(II.75) ou (I1.76) est obtenue a partir de (11.69),
(I1.70) et (I1.71).
A(ky) = Qg )x (k) = p(k)x(ke) = Q(ky) = p(ky) = F(ky) ~ (IL77)

Dans I’équation (I1.75), le terme p(k) est sur le coté gauche et p(k+1) est sur le coté
droit et par conséquent, il doit étre résolu récursivement a partir de I'état final (I1.77). Du fa
it que Q(kr) et F(ky) sont suppos€es semi-définies positives, nous pouvons montrer que la
matrice de Riccati p(k) est définie positive.

Pour obtenir la commande optimale en boucle fermée, nous éliminons A(k + 1) a
partir de la relation de la commande (I1.62) et la relation d'état (I1.63) et en utilisant
la transformation (I1.69).

u(k) = —R7* (k)BT (AT () [p(k) + Q(k)]x(k)  (IL78)

Ici, AT est l'inverse transposé de A et nous supposons que l'inverse de A(k) existe.
Cette derniere relation est la version souhaitée pour la commande optimale en boucle fermée
en fonction de I'état. Nous pouvons écrire la relation de la commande optimale en bouc

le fermée (I1.78) sous une forme simplifié¢e
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u(k) = —L(k)x(k) (I1.79)
Ou:
L(k) = R™' (k)BT (k) A~" (k) [p(k) — Q (k)] (I1.80)

11 s'agit de la relation requise pour la loi de commande de rétroaction optimale et le
gain de rétroaction L(k) est appelé le "gain de Kalman". L'état optimal x* (k) est obtenue en
substituant la commande optimale u* (k) donné par (11.79) dans 1'équation d'état initial (11.54)

en tant que :
x(k+1) = (ACk) + B(k)L(k))x(k) (1L.81)

e Les autres formes de la (DRE) :
D'autres formes qui ne nécessitent pas l'inversion de la matrice A(k) pour 1'équation

(I1.75) et la commande optimale (11.79) sont obtenues comme suit :

On a la relation suivante : [25,20,9]

[ATY + A, AL A7 = A — A1 Ay [A3A A, + A7Y71AA, (11.82)

En utilisant la relation (11.82) dans (11.76), on obtient pour I’équation (DRE) :
p(k) = Q(k) + AT (k)[p(k + 1)
—p(k + DB(K)[BT ()p(k + 1)B(k) + R(k)]~ BT (k)p(k + 1]AK) (11.83)
Ensuite, on utilise la commande optimale (11.62) et la transformation (11.69), pour

Obtenir :
u(k) = =R ()BT (k)p(k + D) (K)x(k + 1) (11.84)

qui, lors de l'utilisation de I'équation d'état 11.54 devient :

u(k) = —R7*(k)BT (k)p(k + D[A(k)x(k) + B(k)u(k)] (IL.85)

Apres une réorganisation, on obtient :
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[ + R~1(k)BT (k)p(k + 1)B(K)u(k) = —R~* (k)BT (k)p(k + DAGk)x(k) (IL86)

Multipliant a gauche par R(k) et en résolvant pour u(k) :

u(k) = —Lg (k)x (k) (1L.87)

Ou L, (k) , appelé matrice de gain de Kalman est :
Lo(k) = R(k) + BT(k)p(k + DB(K)] BT (K)p(k + DA(k) (I1.88)
Notons a partir de la loi de commande de rétroaction optimale (11.87) que les gains de
Kalman sont tributaires de la solution de la matrice (DRE) (I1.83) impliquant les matrices
du systeme et des matrices de l'indice de performance. Enfin., la commande optimale
en boucle fermée (11.87) avec I'état (11.54) nous donne le systéme optimal
x(k+1) = (A(k) = Blk)Ly(k))x(k) (11.89)
En utilisant la relation du gain (11.88), on obtient une nouvelle forme de la fonction
(I1.83) qui est :
p(k) = Q(k) + AT (k)p(k + )[A(k) — B(k)L, (k) (11.90)

Nous consttons alors :

o || existe plusieurs formes de la matrice (DRE) données par (11.74) ou (11.76),
(IL.83) et (I1.90).

¢ La matrice de gain de Kalman n'a elle que deux formes données, la premiere forme
(I1.80), qui va de paire avec la (DRE) (11.75) ou (11.76) et la seconde forme (11.88) qui
correspond a 1’équation différentielle de Riccati (I1.83) ou (II .90).

I1.6.2. Commande LQ a temps discret a horizon infini :

Cherchons la commande minimisant le critére :
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] = %Z:’;(xT(k)Q(k)x(k) +uT (K)R(K)u(k)) (I1.91)
Comme ky tend vers I’infini, nous avons la matrice de Riccati p(k) qui atteint une
valeur de régime permanent p. Autrement dit,
p(k)=pk+1)=p (11.92)
Donnant I'équation algébrique de Riccati (ARE) qui s’écrit :
p=Q+ATp[l + BR™1BT] 1A (I1.93)

ou en utilisant 1’équation (I1.76), on aura :
p=Q+AT[p*+BR1BT|14 (I1.94)
La commande optimale de retour d’état (I1.78) devient :

u(k) = —R~1BTAT[p — Qlx(k) = —Lx(k) (IL.95)

ou, le gain de Kalman (I1.80) devient :
L=-RBTAT[p - Q] (11.96)

e Autre forme de la (ARE) :
Une autre forme de I'équation algébrique de Ricatti (ARE) (I1.93) est obtenue en
considérant 1'état stable de la forme différentielle (DRE) (11.83) qui est :

p=Q+AT[p—pB[B"p B + R]"1BTplA (I1.97)
La commande optimale (11.87) devient :
u(k) = —Lyx(k) (I1.98)
Ou, la matrice de gain optimal (11.88) devient :

L,=[R+BTpB]™BTpA (11.99)

La commande optimale (11.98) avec I'état (11.54) nous donne le systéme optimal :

x(k + 1) = [A — BL,(k)]x(k) (I1.100)
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I1.7. Conclusion :

Nous avons discuté dans ce chapitre de la commande optimale d’une maniere générale
et plus particulierement de la commande quadratique linéaire. Les principaux criteres utilisés
dans I’application de la commande optimale se resument au temps et a un indice de
performance ou a un cout. Quelques principes fondamentaux d’optimalité tels que le Principe
de Bellman, le principe de Pontriaguine et le principe de moindre action de Maupertuis

sont aussi présentes.

Enfin, nous avons détaillés un type de commande optimale qui est appliquée a des
Systémes linéaires, qu’est la commande LQR. Comme nous l'avons mentionné deux types
de commande LQR, a temps continu et a temps discret sont présentés. Les deux cas

horizon fini et horizon infini sont aussi discutés pour les deux types d’équations de Riccati.
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Chapitre 3 Solution de I’équation de Riccati et résultats de simulation

I11.1. Introduction :
Dans le cas discret on a un modele dynamique du vehicule (robot unicycle) qui est
représenté par 1’équation :

x(k + 1) = A()x(k) + B(k)u(k) (111.1)

x € R™ est le vecteur d'état du véhicule et u € R™ est la commande (vecteur d’entrée).

Le but est de résoudre le probleme d'optimisation suivant :
] = 1R (0)QU)x (k) + uT ()R (K)u(k)) (111.2)

Ou, R € R™™ est la matrice de pondération d'entrée de commande et Q € R™*"est la
matrice de pondération d'état. Afin de minimiser la fonction de colt quadratique, commencant

par calculer p(k) € R™™ qui est la solution de I'équation de Riccati.

I11.2. Solution de I’équation de Riccati :

Pour résoudre 1’équation de Riccati, nous mettons en étude ces deux méthodes :

e Meéthode de Schur.

e Meéthode itérative.

111.2.1. Méthode de Schur :

Cette méthode utilise certains vecteurs de Schur pour résoudre I'équation algébrique de
Riccati (ARE) a temps discret [3,15].

e Théoreme (I11-1) : (Ia forme canonique de Schur) : Soit I' € R™ ont dont les valeurs

propres sont4,, ......., 4, . Alors il existe une similitude de transformation unitaire N telle que
NHTN est triangulaire supérieure avec les éléments diagonaux A4, ... ...., A, dans cet
ordre.
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En fait, il est possible de ne travailler que sur par la réduction a la forme triangulaire
avec quasi-supérieur avec 2x2blocs de diagonale correspondant a des valeurs propres
complexes conjuguées et des blocs 1x1 correspondant aux valeurs propres réelles. Nous nous
référons a cette forme canonique comme la forme de Schur réelle (RSF).

e Théoreme (I111-2) (RSF) : Soit I' € R™ . Alors il existe une similitude N de
transformation orthogonale telle que N'T'N est quasi-triangulaire supérieure. En outre, N
peut étre choisi de telle sorte que les blocs diagonaux 2x2 et 1x1 apparaissent dans un ordre
quelconque.

Sll 12]
0 Sy

K < n, nous désignerons les K premiers vecteurs de N les vecteurs de Schur correspondant

Si dans le théoréme (111.2) nous partitionnons N'I'N en [ 0US;; € R*¥*k0 <

a 0(S11) € a(I') . Les vecteurs de Schur correspondant aux valeurs propres de S;,
construisent I'espace propre correspondant a ces valeurs propres méme si certaines sont
multiples.

Nous allons utiliser cette propriété pour résoudre 1’équation algébrique de Riccati
(11.97). On suppose que (4, B) est une paire stabilisable et que A est inversible.
Sous les théoremes (111.1) et (111.2) 1’équation (11.97) accepte une solution unique non
négative et la méthode proposée ci-dessous sera dirigée vers la recherche de cette solution.
Considerons la matrice hamiltonienne inverse (111.13) qui est :

. _[A+BR'BTATTQ —-BR'BTAT

-
—ATQ AT

(11.4)
Nos hypothéses garantissent que H~! n'a pas de valeurs propres sur le cercle unité.

Ainsi, d'apres le théoréme (111.2) nous pouvons trouver une transformation orthogonale Ne
R?™<2 qui met H™1 a RSF

H‘lN:Sz[S(l)l glz] (111.5)
22
ou
_ M1 Np2
N= [n21 nzz] (111.6)

Il est possible de montrer que le spectre de S, se trouve a l'intérieur du cercle unité
alors que le spectre de S,, se situe en dehors du cercle unité. Encore une fois N est

partitionnée comme dans (I11. 6). Nous avons alors le théoreme suivant.
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e Théoreme (111-3) : En ce qui concerne la notation et les hypotheses ci-dessus :
ny, Est inversible et p=n,;n,;* solution de 1’équation (11.97) avec p =pT > 0.
5(S11) = 8(A—B(R + BTpB)'BTpA)
=8(A—BR'B"(p - Q))
=§(A— BR™1E" (p~1 + Q)~14), oll p est inversible.
Qui présente le spectre en boucle fermée.

111.2.2 Méthode itérative :
La solution de 1’équation différentielle de Riccati (DRE) (11.83) est obtenue par itération

d'une maniere récursive en utilisant la condition finale (11.77).

111.3. Procédures pour I’obtention des états optimaux et la commande
optimale :
Nous présentons deux procédures, la premiere pour le systéeme de réegulation

quadratique linéaire a temps discret a horizon fini et la seconde procédure pour le systéme de

régulation quadratique linéaire a temps discret a horizon infini.

111.3.1 Premiere procédure :

La procédure sommaire du systeme de régulation quadratique linéaire a temps discret a

horizon fini se fait de la maniére suivante :

111.3.1.1. Probleme a résoudre :
Compte tenu de la matrice des états
x(k +1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) (1.7)
L’indice de performance comme
J = 22" (kp)F (kp)x (kp) + 2 SEZR(xT () Q) x (k) + u” ()R (K)uk)) (111.8)
Et les conditions aux limites
x(k =ko) =x, (ks) est libre et k; est libre
Le probleme est de trouver la commande, I'état et I'indice de performance optimaux en

boucle fermée.
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111.3.1.2. Solution du probleme :
e Etape 1 : Résolution de I'équation différentielle de Riccati (DRE)
p(k) = Q(k) + AT(K)p(k + 1)[I + b(k)R™1(k)BT (k)p(k + 1)]7*A(k) (111.9)

a condition finale

p(k =ks) = F(ks) (111.10)
e Etape 2 : calcul de I'état optimal x (k) a partir de.
x(k +1) = [A(k) — B(k)L(k)] x(k) (111.11)
Avec la condition initiale x(k=ky)= x, , OU
L(k) = R™* (k)BT (k) AT (k) [p(k) — Q (k)] (111.12)
e Etape 3 : obtention de la commande optimale u(k) & partir de
u(k) = —L(k)x(k) (1n.13)

Ou L(k) est le gain de Kalman.

e Etape 4 : obtention de I'indice de performance optimal du systéme

J = 5T ()p)x (k) (111.14)

111.3.1.3. Schéma Bloc :
Maintenant on peut dessiner un schéma bloc du systeme de régulation de I'état linéaire a

temps discret a horizon fini.

U(k)

B(K) X,

F 3

A0 =

-L(k) X(k)

-L{k)

F 3

Figure 111-1 : Commande optimale en boucle fermée pour régulation linéaire a temps discret a

horizon fini.

42



Chapitre 3 Solution de I’équation de Riccati et résultats de simulation

I11.4. Déterminationde Aet B :
A et B sont a determiner par la relation physique entre les composants [1] :
x(k +1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)
D'aprés les propriétés de notre systéme, le calcul des matrices A et B est effectué de la

maniére suivante :

_ kmKke 0 Kkm k_m

A= mr2R B = mRr mRr
0 —2 L2 kmke | '’ Lkm _ Lkm

IT2R IRT IRT

Ou

Iy, 5 Iy,
m=\m,+2 mR+r_2 etl =1+ 2+ 2L mR+r_2

Apreés I’application numérique on obtient :
—0.7874 0 ]
0 —3.5545

0.3299 0.3299
9.92714 -9.92714

|
|

Apres cela, on substitut :

x(k+1)]_1-07874 0 7[x(K)], 703299  0.3299 1[us (k)
[x;(k+1) = 0 —3.5545] [x;(k) +[9.92714 9.92714] [u;(k)] (11.15)

111.5. Choix des matrices de pondération Q et R :

Il est intéressant de remarquer d'abord que la multiplication des pondérations Q et R par
un méme scalaire laisse inchangée le gain L [10]. En effet, soit p solution de (11.97) et soit le
nouveau probléme basé sur les pondérationsQ =y Q et R = y R . On vérifie que p = y p est
la solution de I'équation de Riccati correspondante. Eneffet: L = R-' BT = R"'BTp =1L
Sans restriction, les pondérations peuvent étre choisies symétriques. Elles sont généralement
choisies diagonales. Ainsi, on se ramene au choix de n scalaires pour I'état et de m scalaires
pour la commande. Voici une méthode simple de choix et de médication des pondérations en

vue d'aboutir a un correcteur satisfaisant.

1) Au départ, on choisit généralement des pondérations égales aux matrices identité.
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2) Dans une seconde étape, on accélére ou décélére globalement le systéeme en
multipliant la matrice Q par un scalaire y (accélération avec y > 1 et décélération
avec y < 1 ), jusqu'a obtenir une dynamique moyenne adaptée.

3) Dans le cas ou certains états auraient des dynamiques trop lentes par rapport a d'autres,
on peut choisir d'augmenter la pondération de Q correspondant aux premiers.

4) Dans le cas ou certains actionneurs seraient trop sollicités par rapport a d'autres, on
peut choisir d'augmenter la pondération de leur correspondant.

Les étapes 2, 3 et 4 peuvent étre reitérées dans l'ordre souhaité jusqu'a obtenir un correcteur
satisfaisant le cahier de charges.

Ainsi, nous remplacons les valeurs des matrices 4, B, Q et R dans I'équation différentielle de
Riccati, on trouve

[p11(k)  p12(K) _[0.1 o] +[—0.7874 0 ] [pll(k+1) P12k + 1)
p21 (k) pa()l L0 2 0 —3.55451" Ip1(k+ 1) paa(k+1)

-[1 0 +[0.3299 0.3299 [0.02 0 ]_1 [0.3299 0.3299 I -
01 9.92714 -9.9271411 0  0.02 9.92714 9.92714

[—0.7874 0 ]
0 —3.5545

Maintenant, nous utilisons la procédure donnée ci-dessus :

(111.16)

e 1°" exemple : pour kf = 10
e Etape 1 : Résoudre I'équation différentielle de Riccati (111.17). Pour la condition

finale kf = 10 on trouve :

p(10) P (10)] _ .. -
pr(10) pZ(lo)]‘F 10=0 (1-17)

e Etape 2 : la commande optimale u(k)est obtenue a partir de (111.11).

_ uy (k) _ li1(k) (R [x1 (k)
ool = o0l == 120 2ol ool (Fa.3.18)

(k) Lo (k)

ouL® =" )

] est donné par 1’équation (111.11).
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e Etape 3 : Utilisation de la commande optimale (111.18) les états optimaux sont calculés
en résolvant I'équation d'état (111.11) en avant dans le temps. Il s'agit d'un processus itératif

dans la direction vers l'arriére.

111.6. Deuxieme procédure :

La procédure sommaire du systéeme de régulation quadratique linéaire a temps discret a

horizon infini se fait de la maniere suivante :
111.6.1. Probleme a résoudre :
Compte tenu de la matrice des états
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) (111.29)
L’indice de performance comme
J(ko) = %Z;‘l‘;ko(xT(k)Q(k)X(k) +uT (k)RU)u(k)) (111.20)
Ol kf = oo

Le probleme est de trouver la commande, I'état et I'indice de performance optimaux.

111.6.2. Solution du probléme :

e Etape 1 : Résolution de I'équation algébrique de Riccati (ARE)

P=Q+ATP[I + BR'BTP] A (111.21)
Ou
P=Q+AT[P — PB[BTPB + R]"'BTP]A (111.22)
e Etape 2 : calcul de I'état optimal x(k) a partir de :
x(k +1) = [A — BL]x(k) (111.23)
Ou de
x(k+1) =[A—BL4]x(k) (111.24)
Avec la condition initiale x(k=ky)=x, ,
L=—-R 14750 (111.25)
Et
L, =[R+ BTpB] 'BTpA (111.26)
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e Etape 3 : Obtention de la commande optimale a partir de
u(k) = —Lx(k) (1n.27)
Ou de

u(k) = —Lyx(k) (111.28)

e Etape 4 : Obtention de I'indice de performance optimal

J(ko) = 53" (k)p(k) (111.39)

111.6.3. Schéma Bloc :

Le schéma bloc du systéme de régulation de I'état linéaire a temps discret a horizon

infini est représenteé sur la figure suivante :

u(k) + x(k+1)

x(k)
» B >

71 >

—L.x(k)

|
-

=]
F 3

Figure 111.2 : Commande optimale en boucle fermée pour le systeme de régulation de I'état stable en

temps discret a horizon infini.

Nous avons déja identifié les différentes matrices de I'état (111.1) et I'indice de
performance (I11.2), qui sont 4, B, Q et R, sauf que nous avons maintenant F(ks) = 0.

Ensuite, la solution de I'équation algébrique de Riccati (111.21), la commande optimale
(111.27), et les états optimaux (111.23) sont résolus en utilisant MATLAB.
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I111.7. Résultat de la simulation :
II1.7.1. Cas de I’horizon fini :
. k~10:

La figure I11.3 represente les coefficients de la matrice de Riccati p(k) =

p11(k) p12(k)
p21(k)  p22(k)

r o o o o r o
[ A N N o pll
S A e e O pl2,p21
p22
1.5
3
(8]
9
o
S
o 1
€
o
S
@
o
© 0.5
: & L
0P ¢ )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig.111.3 : Coefficients de la matrice de Riccati p11 (k), p12 (k), p21 (k) et p22 (k).
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La figure 1114 represente les etats optimaux x1(la vitesse lineaire du robot unicycle),x2(la

vitesse angulaire du robot unicyle ).

0.1

\itesse lineaire
\itesse angulaire

0.08 [+

0.06

0.04

0.02

vitesse linéaire "m/s" vitesse angulaire"rad/s"

-0.02

-0.04°
0

Fig.111.4 : Etats optimaux (x1 (k)= vitesse linéaire et x2 (k) = vitesse angulaire).
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La figure II1.5 represente les commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la

roue droite), u2(k)= (tension du moteur M2 de la roue gauche).

0.1¢

tension M1
tension M2

0.08

0.06

0.04~

0.02

tension des moteurs "M1" et "M2"

-0.02

-0.04°
0

Fig.111.5 : Commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la roue droite) et u2 (k)= (tension

du moteur M2 de la roue gauche).
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oPourQ+IetR+I,I:[(1) g

La figure II1.6 represente les coefficients de la matrice de Riccati p(k) =

[Pn (k) p12(k)
p21(k) D22 (k)

matrice d’identité I @ chaque matrice de pondération Q et R).

aprés la variation des matrices de pondération Q et R (I’addition de la

F r o o E o o o r o
3 | ;
—% pll
25 O pl2,p21
p22
g 2 .
o F T -
£ &
) =
o 15 :
1=
o .
o \
2 ¥
5 1
o
(&)
0.5
0( r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
k
Fig.111.6 : Coefficients de la matrice de Riccati p11 (k), p12 (k), p21 (k) et p22 (k), aprés la variation
de Q et R.
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La figure II1.7 represente les etats optimaux x1(la vitesse lineaire du robot unicycle),x2(la
vitesse angulaire du robot unicyle ) ,aprés la variation des matrices de pondération Q et R

(I’addition de la matrice d’identité I & chaque matrice de pondération Q et R).

0.1 F F F F i i i
\\ \vitesse linéaire
0.08 \ vitesse angulaire [T
0.06

0.04 \\
0.02 ‘

-0.02 \\
-0.04

-0.06 "
0

vitesse linéaire "m/s" vitesse angulaire"rad/s"

Fig.111.7 : Etats optimaux (x1 (k)= vitesse linéaire et x2 (k) = vitesse angulaire), aprés la variation de
Q etR.
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La figure I11.8 represente les commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la
roue droite), u2(k)= (tension du moteur M2 de la roue gauche), aprés la variation des matrices
de pondération Q et R (I’addition de la matrice d’identité I a chaque matrice de pondération Q
et R).

0.06 ;
0.05

0.04\
0.03 \
0.02 \
0.01 \

-0.01 \

-0.02°F
0

tension M1
tension M2

tension des moteurs "M1" et "M2"

=~

Fig.111.8 : Commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la roue droite) et u2 (k)= (tension

du moteur M2 de la roue gauche), aprés la variation de Q et R.
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0.02 0.05] :

oPourQ+VetR+V,V:[0 05 0.01)

La figure II1.9 represente les coefficients de la matrice de Riccati p(k) =

[p11(k) P12 (k)
p21(k)  p22(k)

matrice V a chaque matrice de pondération Q et R)

apres la variation des matrices de pondération Q et R (I’addition de la

25 £ o o o o L L
2
= % pl1
§ O pl2,p21
x 15 p22 |
Q
©
[2]
€
Q
g 1
@
(]
o
0.5
ot @ D ® ® ® D @ ; k)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig.111.9 : Coefficients de la matrice de Riccati p11 (k), p12 (k), p21 (k) et p22 (k), aprés la variation
de Q et R.
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La figure II1.10 represente les etats optimaux x1(la vitesse lineaire du robot unicycle),x2(la
vitesse angulaire du robot unicyle ) ,aprés la variation des matrices de pondération Q et R

(I’addition de la matrice V & chaque matrice de pondération Q et R).

Fig.111.10 : Etats optimaux (x1 (k)= vitesse linéaire et x2 (k) = vitesse angulaire), aprés la variation de

0.1 r r r r r r

\ vitesse lineaire
0.08 \ vitesse angulaire
0.06 \
0.04 |-

0.02 \

-0.02 \\
-0.04

-0.06 "
0

]

vitesse linéaire "m/s" vitesse angulaire"rad/s"
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La figure II1.11 represente les commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la
roue droite), u2(k)= (tension du moteur M2 de la roue gauche), aprés la variation des matrices

de pondération Q et R (I’addition de la matrice V a chaque matrice de pondération Q et R).

0.06¢ e r ; ; r r F F
0.05

0.04 \
0.03 \

0.02; \
0.01 -

-0.03"
0

tension M1 ||
tension M2

tension des moteurs "M1" et "M2"

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k
Fig.111.11 : Commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la roue droite) et u2 (k)=

(tension du moteur M2 de la roue gauche), aprés la variation de Q et R.
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I11.7.2. Cas d’horizon infini :

La figure II1.12 represente les etats optimaux x1(la vitesse lineaire du robot unicycle),x2(la

vitesse angulaire du robot unicyle ).

0.1 r r r r r r
vitesse lineaire
vitesse angulaire

0.08

0.06 \
0.04

0.02 \
-0.02 \

-0.04°¢
0

vitesse linéaire "m/s" vitesse angulaire"rad/s"

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig.111.12 : Etats optimaux (x1 (k)= vitesse linéaire et x2 (k) = vitesse angulaire).
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La figure II1.13 represente les commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la
roue droite), u2(k)= (tension du moteur M2 de la roue gauche).

0.1¢ r r r r r T T

tension M1
tension M2

0.08

0.06

0.04

0.02

tension des moteurs "M1" et "M2"

-0.02

-0.04°"
0

Fig.111.13 : Commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la roue droite) et u2 (k)=

(tension du moteur M2 de la roue gauche).
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oPourQ+IetR+I,I:[(1) g

La figure I11.14 represente les etats optimaux x1(la vitesse lineaire du robot unicycle),x2(la
vitesse angulaire du robot unicyle ) ,aprés la variation des matrices de pondération Q et R

(I’addition de la matrice d’identité I & chaque matrice de pondération Q et R).

0.1‘ r r r r r [ r r

\ \vitesse lineaire
0.08 \ \itesse angulaire |-
0.06 \
0.04 |- ||

0.02 \

-0.02 \\
-0.04

-0.06
0

vitesse linéaire "m/s" vitesse angulaire"rad/s"

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k

Fig.111.14 : Etats optimaux (x1 (k)= vitesse linéaire et x2 (k) = vitesse angulaire), apreés la variation de
Q etR.
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La figure II1.15 represente les commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la
roue droite), u2(k)= (tension du moteur M2 de la roue gauche), aprés la variation des matrices
de pondération Q et R (I’addition de la matrice d’identité I a chaque matrice de pondération Q
etR)

0.06 r r r r r r r r

tension M1
0.05 \
0.04

tension M2
0.03 \

0.02 \

0.01 \

0 \\ \

0.01— /

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
K

tension des moteurs "M1" et "M2"

-0.02
0

Fig.111.15 : Commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la roue droite) et u2 (k)=

(tension du moteur M2 de la roue gauche), aprés la variation de Q et R.
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0.02 0.05]

oPourQ+VetR+V,V:[0 05 0 01

La figure II1.16 represente les etats optimaux x1(la vitesse lineaire du robot unicycle),x2(la
vitesse angulaire du robot unicyle ) ,apres la variation des matrices de pondération Q et R

(I’addition de la matrice V a chaque matrice de pondération Q et R).

0.1‘ r r r r r r r r

\ \vitesse lineaire
0.08 \ vitesse angulaire |-
0.06 \
0.04 1+

0.02 \

-0.02 \\
-0.04

-0.06
0

vitesse linéaire "m/s" vitesse angulaire"rad/s"

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k
Fig.111.16 : Etats optimaux (x1 (k)= vitesse linéaire et x2 (k) = vitesse angulaire), aprés la variation de

Q etR.
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La figure II1.17 represente les commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la
roue droite), u2(k)= (tension du moteur M2 de la roue gauche), aprés la variation des matrices

de pondération Q et R (I’addition de la matrice V a chaque matrice de pondération Q et R).

0.06 ¢ r r r r r I r
tension M1
0.05 \ tension M2

0.04
0.03 \
0.02 - \
0.01 \

0.01 \ /
-0.02

-0.03"
0

!

tension des moteurs "M1" et "M2"

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k
Fig.111.17 : Commandes optimaux ul (k)= (tension du moteur M1 de la roue droite) et u2 (k)=

(tension du moteur M2 de la roue gauche), aprés la variation de Q et R.
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111.8. Conclusion :

Ce dernier chapitre a été consacré a la résolution de I’équation de Riccati pour le
cas discret, et dans ses deux formes différentielle (DRE), et algébrique (ARE). Pour
cela nous avons mis en étude la méthode de Schur pour I’équation algébrique, et la
méthode itérative pour résoudre 1’équation différentielle. Aussi pour obtenir les états
optimaux et la commande optimale dans les cas, I’horizon fini et ’horizon infini, nous

avons présentes deux procedures.

A la fin de ce chapitre nous avons exposé les résultats de simulation obtenue par
Matlab, ces résultats sont les coefficients de la matrice de Riccati, les états optimaux et
la commande optimale, aprés le changement effectué au niveau des matrice de
pondération Q et R, par I’addition en premier la matrice d’identité I, puis une

deuxiéme fois par I’addition d’une matrice V de notre choix.
Apres I’observation de ces résultats, nous déduisons que la minimisation de la

commande optimale dépend de la valeur des matrices Q et R, si la valeur de ces

derniéres est petite, nous obtenons une commande optimale en un temps minimal.
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Conclusion générale

Le travail de recherche accompli dans ce mémoire, a été consacré a 1’application d’un
type de commande optimale, celle a régulateur linéaire quadratique, sur un robot mobile de
type unicycle, dans le cas a temps discret.

Ce travail, a ét¢ commencé par I’étude des différents types de robots mobile, ainsi que
I’architecture du robot mobile, puis nous avons intéressé au robot mobile a roues ainsi que ses

principaux modeéles : unicycle, tricycle, type voiture, omnidirectionnel.

La partie que nous avons commenceé ce travail avec, a été dédié aussi a citer les capteurs
utilisés en robotique mobiles, et qui permet au robot de faire son chemin et envisager et
visualiser sa trajectoire, la derniere partie, nous a donné le modéle cinématique et dynamique

du robot étudié ainsi que le modele linéaire du moteur doté par ce robot.

Le deuxieéme chapitre, a ét€¢ completement destiné a I’étude de la commande optimale,
en déclarant le probléeme de commande optimale, citant les trois principes fondamentaux. Par
la suite nous avons fait un traitement a ce type de commande a régulateur linéaire
quadratique, qui figure que notre systéme est linéaire et la commande et quadratique, nous
avons étudié cette commande dans les cas de temps continu et discret. La résolution du
probléme a temps continu a été faites par 1’écriture Hamiltonienne, et la vérification sur les
trois niveaux conditionnelles 1’état adjoint, la condition de transversalité et la condition de
I’absence de contraintes sur la commande, par cela nous sommes arrivés a énoncer 1’équation
différentielle de Riccati (DRE). Pour le probléeme a temps discret, nous sommes arrivés a
énoncer 1’équation algébrique de Riccati (ARE) par la vérification des trois équations dont les

conditions préceédentes par 1’écriture Lagrangienne.
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L’obtention des états optimaux et la commande optimale, se fait par la résolution de
I’équations de Riccati, cela est présenté dans le troisiemes chapitre par deux méthodes, une
pour résoudre 1’équations différentielle (DRE) a 1’horizon fini, nous parlons de la méthode de
la méthode itérative. L ’autre est la méthode de Schur, celle-1a pour résoudre 1’équation

algébrique (ARE) a I’horizon infini.

Les deux procédures présentées dans ce troisiéme chapitre, ont pour 1’intérét de figurer
les états optimaux et la commande optimale, sont résolues par Matlab. Les travaux de
simulation nous ont donné des résultats, qui sont les coefficients de la matrice de Riccati, les
états optimaux et la commande optimale, suivant des parametres qui concerne le modeéle
dynamique du robot dans le cas a temps discret. La remarque qui se fait par rapport a ces
résultats, sont d’abord aux coefficients, ces derniers sont supérieurs ou égale a zéro

(pij(k) = 0) et p12(k) = p21(k) , Cela montre que p(k)=pT(k) et p(k)> 0.

A ce propos, nous faisons une deuxiéme remarque par rapport aux signaux de
commande en fonction du temps, qui s’augmentent apres la variation des matrices de
pondération [Q] et [R], soit en premier par I’addition de la matrice d’identité[I], soit par
I’addition d’une matrice choisi [V]. Nous constatons que les matrices de pondérations ont un
effet sur la durée d’application du signal de commande, ces matrices doivent étres petites le
plus possibles pour que nous pouvons obtenir un signal de commande dans un minimum de

temps et en minimum d’itérations.
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Annexe

m:la masse de robot : 1.213068 Kkg.

m.:la masse de corps du robot :1.13 kg.
mg: la masse de la roue :0.03 kg.

k., : Constante du moteur :0.06123 Nm/A.
k. : constant EMF Retour :0.06087 Vs/rad.
r . Rayon de roue :0.051 m.

L : Longueur au centre de la masse de corps du robot :0.15 m
R : Résistance Terminal nominale : 3 ohms.
I : inertie du robot :0.006047 kg.m?.

Ir: inertie de corps du robot :0.0041 kg.m?.
Ir: inertie de la roue :0.000039 kg.m?2.

Iry: inertie de la roue par apport au I’axe y :0.00003 kg.m?.



