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Mémoire de Master : Quelques Applications de la Méthode de
Selberg-Delange.

Résumé :
la méthode de Selberg-Delange est une méthode développée par Atle Selberg et Hu-
bert Delange, qui permettre d’étudier le comportement asymptotique des sommes de
type Y. f(n) ot f est une fonction arithmétique, associée a une série de Dirichlet de
n<x

la forme F(s) = G(s,2)Z(s)* (z € Q).
Mots clés : Fonctions multiplicatives, Série de Dirichlet, Formule de Perron, Fonc-
tion Zéta.

Master Thesis : images segmentation.

Summary :
The Selberg-Delange mathode is a method developted by Atle Selberg and Habert
Delange, that is use to determined the asymptotic behavior of the sum of arithmetic
functions of the type ) f(n) whose corresponding Dirichlet’s series of the form
n<x

F(s) = G(s,2)Z(s)* (z € Q).
Keywords : Multiplicative functions, Dirichlet series, asymptotic behavior, Perron
Formulae, Zéta function.
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Notations

1. On désigne par p un nombre premier.

2. le variable s désigne un nombre complexe, on définit sa partie réelle par $(s) =
o et sa partie imaginaire par (s) = 7.

3. m et n sont des entiers, on écrit m | n pour indiquer m divise n, et m { n pour
indiquer m ne divise pas n, et n A m ou (n,m) désigne le pgcd(n, m).

4. p* || n signifie p* | n et p**1  n.

5. On écrit log, le logarithme itéré k fois.On pose aussi log™ x = max(0, log x) pour
x> 0.

6. Soit n et k deux entiers positifs avec k < n. On écrit () pour désigner le coeffi-

cient binomial défini par (}) = #W

7. Les symboles ] et ) indiquent respectivement un produit et une somme de
p<x  p<x

tous les nombres premiers p € [2,x]. Aussi, }. = lim Y et[]= lim JJ.
p xX—+o0 pgx p x—+o0 pgx

8. Soit f et g deux fonctions définies sur [a, +0o[ ot (2 > 0), on dit que :

e f(x) =0(g(x)) (f(x) estun grand O de g(x)), sil existe une constante
M>0et3x, Vx>xpo0nal f(x) |< M| g(x) | On écrit aussi par
symbole Vinogradov f(x) < g(x).

* f(x) =o0(g(x)) (f(x) estun petit o de g(x)) signifie xli_r)noo \£E§§| =0
. N e L f)
f(x) ~ g(x) pour signifier que xhjlm ) = L

(0 et O sont les symboles de Landau).
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Introduction

Le sujet de ce travail est un sujet de la théorie des nombres, plus précisément la
théorie analytique des nombres, qui utilise des techniques d’analyse mathématique
plus précisément 1’analyse complexe.

Entre 1954 et 1971, Atle Selberg et Hubert Delange ont développé une méthode ou
ont utilisé les propriétés analytiques de la série de Dirichlet associée a des fonctions
arithmétiques, 'idée principale de Selberg [9] était de créer une série de Dirichlet
associée a une fonction arithmétique et d’étudier le comportement de la série autour
du pole s = 1.

Cette idée a ensuite été étendue par Hubert Delange [2], [3]. Cette méthode est
maintenant connue sous le nom de la méthode Selberg-Delange, qui est ’objet prin-
cipal de ce travail.

Ce travail se compose en quatre chapitre.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques préliminaires et notions de base
qui seront utiles pour la suite, comme les fonctions arithmétiques, la fonction Gamma
et la transformation d’Abel.

Le deuxieme chapitre est consacré a I'étude des séries de Dirichlet, en rappelant
quelques propriétés de ses séries, en suite on définit la fonction Zéta de Riemann, et
on termine ce chapitre par la donnée de la formule de Perron.

Le troisieme chapitre, est réservé a la présentation de la méthode de Selberg-
Delange.

Dans le dernier chapitre, on donne une application de cette méthode.



Chapitre 1
Ve K ° .
Préliminaires
Dans ce chapitre, on regroupes quelques outils qui seront nécessaires pour la suite.

I Fonctions arithmétiques
Définition 1. On appelle fonction arithmétique, toute application f définie de IN* dans C.

On distingue deux types des fonctions arithmétiques :

I.1 Fonctions arithmétiques multiplicatives

Définition 2. On dit qu’une fonction arithmétique f est multiplicative si

flnm) = f(n)f(m) — si(nm)=1. ()

et on écrit pour n = ] p%,
p*lin

En particulier, f est dite completement multiplicative si la condition (x) est vraie pour
tout m,n dans IN* et on écrit

p*(In

10



I. Fonctions arithmétiques 11

Exemple 1. pour tout entier n = py'p5?-

Mobius u(n) par :

--pzk, on définit la fonction multiplicative de

—~

1 sin=1,
u(n) = { _1)k sing =---=wap =1 (nestproduit de k facteurs distincts),

0 si (n a un facteur carré > 1).
n(10) = (-1 =1,
1u(20) =0,
p(30) = (~1)° = -1

I.2 Fonctions arithmétiques additives

Définition 3. On dit qu’une fonction arithmétique est additive si

f(1) =0,

et
flnm) = f(n) + f(m)  si (n,m) = 1.

En particulier, f est dite complétement additive si pour tout m et n on a

f(nm) = f(n) + f(m).

Exemple 2. la fonction w(n) nombre de diviseurs premiers distincts de n, est une fonction
additive définie par
w(n)=)Y_1.

pln
Pour tout n, m premier entre eux, on a w(nm) = w(n) + w(m).
w(30) = w(5.2.3) = w(5) + w(2) + w(3) =3,
w(45) = w(325) = w(3%) + w(5) =2,
w(100) = w(5%2.2%) = w(5%) + w(2?) = 2.
Exemple 3. la fonction Q) (n) nombre de diviseurs premiers, définie par
Qn) =)«
pHin

est une fonction completement additive.
0(45) = O(3%5) = 3,
0(100) = O(5%.2%) = 4.
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I Fonction Gamma

Définition 4. La fonction Gamma est une fonction spéciale notée I' qui prolonge la fonction
factorielle aux valeur réels au complexes, définie par

_ / ¥ le®dx  (R(z) > 0).
0

Propriétés 1. [1]]
1. T(z+1) =zI(z) (z€ CNNN).
2. T(z2)T(1-2z) = &= (zeC\2Z).

3. T'(n+1) =n! (n € N).
On rappelle aussi que T'(3) = /7.

IIT Transformation d’Abel

Définition 5. Soient (a,),eN et (bn)neN deux suites, pour tout entiers m et N, on définit

n
Ay=0et Ay =Y am (n>1),telle que pour toute suite convergente, on a

N N
). ann = Y- (An ~ Av)b
n=1 =
N N-1
Z Z A bn+l
n=1 n=1
N—-1

Z n(bn —bpy1) + ANDN.

Théoréme 1. [z0] Soit {a,}?’ ;| une suite de nombres complexes positifs, et

=) ay (t >0).

n<x

Soit b(t) une fonction différentiable continue sur l'intervalle [1,x]. On a

Y aub(n) :A(x)b(x)—/A(t)b’ fdt
1<n<x 1



IV. Théoreme des résidus 13

IV Théoréme des résidus

Définition 6. Si une fonction f est holomorphe dans Q0 \ {zo}, et si la fonction

2= f(2) = ), —— ¢
=1 (z— ZO)k
a une singularité artificielle en zo, on dit que zq est un pole de f et si ¢, # 0, l'entier p est
appelé ordre de ce pole. Le coefficient c1 joue un role particulier : il est appelé résidu de f au
point zo, que I'on notera dans la suite Rés(f,zo). La fonction

P C
K
27—
L (z —zp)k

k=1

est appelée partie principale de f.

Théoréme 2. [g] Si une fonction f est holomorphe dans Q \ {zg - - - 2, }, oit Q) est un ouvert
simplement connexe, si f a un pole au point zq - - - zy, alors pour tout chemin fermé y C

Q\{ZO"'Zn}/ )
2 o Epoamc



Chapitre 2

Séries de Dirichlet

Ce chapitre est consacré a 1’étude des séries de Dirichlet (définitions, convergence,
prolongement ...).

I Définition

Soit (a,),>1 une suite a coefficients complexes, et pour tout n € IN*, on définit la
série de Dirichlet sous la forme suivante :

F(s) =) amn? s e C.
n=1

Théoreme 3. Soit
F(s) =) amn*
n=1
une série de Dirichlet.

1. Si la série converge en un point sy € C, elle converge en tout point s tel que o > oy et la
série converge uniformément sur tout domaine de la forme D = {s € C :| arg(s — sp) |< 0}
pour un certain 6 € [0, F .

2. Si la série converge absolument en un point sy € C, elle converge absolument et unifor-
mément sur le demi-plan o > 0y.

Pour démontrer ce théoréme on utilise le lemme suivant :

lemme 4. Soient 6,5 € [0, 5| telle que 0 < 6 < B. Alors pour tout z € C, x = R(z) >0,

ona
| e—Gz . e—/%z |§ %(e—é)x . e—/Sx).

14



L. Définition 15
Démonstration. On a

e 7 e P — 7 [ e t2dt.

T —

D’ou

p
e 2 —e7F7 | = z/etzdt ]
0

p
<lz| [l a
0

p

<z / | e tREHIE) | gy
0
p

<|z| /e‘t%(z)dt
0
p

<|z| /e‘”‘dt
0

<|z| Fe”‘r
* 0

]

Démonstration. (du théoreme 3) On applique la transformation d’Abel et le critere de
Cauchy.

Soit s € C,0 > 0y, on pose u, = azn_ 0 et v, = n*0~° des suites complexes et pour
g>p,Ona

q q ay,
Sp,q — Z ann - %
n=p n=p
et
q ay

9
UP’q — Z un — ﬁ.

n=p n=p
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D’apres le critére de Cauchy,

q
Y. Uy

n=p

pour toute > 0,3 N € N* tel que g > p > N, <e=|Upg|<Le.

Si o > 0y, on remarque

n=p n=p n=p
q q—1
3 Uy X o
n=p n=p
q—1 q—1
= Up,qvg + ) Upntn — ) Upn¥ni1
n=p n=p

q—1
n=p

D’ou, pour g > p > N¢,on a

14 q-1
ZE <el|vg|+e ) | vn—vns1]
q—1
§€(1+ Y | on—vupa \)
n=p
1 1| | g (5—s0)logn _ g—(s—s0)log(n+1) |

Or ‘ On — Un41 ‘: s (n+1)*%0
On applique le lemme précédent, on pose s — sp = z,logn = 6 et log(n +1) = B, on

obtient :




L. Définition 17

D’ou

1 ls—so| %, 1 1
An 0
Z w | S€ <1+ o — 09 Z(n”*‘fo a (n+1)‘7*‘70)

n= p n= p
[s—sof, 1 1 1 1
<e(l — —
- €( T o — 0y ( p7 00 (P + 1)(7—(70 T (P + 1)0—(70 (P + 2)0—(70 +
1 1 1 1

+

(‘7 - 2)‘7—(70 - (q — ])U—UO + (q — 1)0—00 - qa—go))

|s—so|, 1 1
o po gm o

NERNEEETY
o —0y

2e€.

IN

IN

o0
La série ) a,n—° vérifie le critere de Cauchy donc elle converge.
n=1
On montre la convergence uniforme dans le domaine D ou 6 € [0, % [ SiseD,d6; =
61(s) tel que
o —0p

cos(f1) =— et |0 |<0.
| s —so |
D’ou
[s—so| 1 <1 ’
o — 0y cos(01) ~— cos(6)
' touts €D, ¥ | < e (1429, Cest a di
et on a pour tout s € ’ngpﬁ <e|l+ 7= ) Cestadire

: 1
An
Y = I<e — ).
i=p 1° ( cos(é)))
D’apreés le critere de Cauchy de convergence uniforme,
q
Ve > 0,4 N € IN* tel que p,q > N, sup Z%

seD |n=p
ment sur D. O

< €. Donc elle converge uniformé-

On rappelle que lorsque s = o + it avec 0 = R(s) et T = J(s) sont des réels, on a
n® = nn'" = n’.¢71°8" donc le module | n° | est égal a n°.
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II Abscisse de convergence

Définition 7. [1] Soit F(s) = Y. * la série de Dirichlet.
n=1
On note par

[ee)
0. = inf {(7 eR: ) am™’ converge}

n=1
la borne inférieure de l'ensemble des nombres réels, tel que o, I'abscisse de convergence ou
I'abscisse de convergence simple de la série de Dirichlet, et on écrit

D S si F(s) converge pour tout s,
© | 4o si F(s) diverge pour tout s.

Alors la série de Dirichlet :

* Sur le demi plan o > o, est converge.

* Sur le demi plan o < o, est diverge.

III' Abscisse de convergence absolue

Définition 8. [7] Soit F(s) = Y. 7% la série de Dirichlet.
n=1
On note par

o
o, = inf {(7 eR: Z ann~ 7  converge absolument}

n=1
la borne inférieure de I'ensemble des nombres réels, tel que o, est I'abscisse de convergence
absolue de la série de Dirichlet, et on écrit

S Bt si F(s) converge absolument pour tout s,
S si F(s) diverge pour tout s.

Alors la série de Dirichlet :

* Sur le demi plan o > 0y, est converge absolument.

* Sur le demi plan o < 0y, est ne converge pas absolument.

[o0]
Théoreme 5. Soit Y a,n~° la série de Dirichlet, on a
n=1

o <o, <o+ 1



IV. Convolution de Dirichlet 19

Démonstration. On pose u, = ayn~%,v, = n~ 7% des suites réelles telle que
o0 (e0]
Y upon =) agnC.
n=1 n=1

On suppose que Z ayn~7 converge absolument, alors elle converge, donc 0. < 0 et

pour démontrer O’a g 0c + 1, on prend ¢ > 1+ o¢. Soit s€ C,la série converge lorsque
s =sg, tel que o > 1409 donc o > 140y > 1+ 0, cest-a-dire ¢ — 1 > 0y > 0, Alors
la suite (a,n~%), est bornée par une constante M. et on écrit

lan |  Jan| 1 < M
n  nf% po—0 — po—o0y°
Puisque ¢ — 0p > 1, la série Z UM% converge, et donc Z ayn~7 est converge abso-
n=1
lument. Ainsi 0, < 0. + 1. O

IV Convolution de Dirichlet

La convolution de Dirichlet est une loi de composition sur 1’ensemble des fonc-
tions arithmétiques qui rend compte de la structure multiplicative de 1’ensemble des
entiers.

Définition 9. La convolution de Dirichlet de deux fonctions arithmétiques f et g définie par

def(d)g( )= ¥ f@

ab=n

o= g(n)

= deux séries de Dirichlet dont les

MS

Théoréme 6. [[6] Soient F(s) =

(s) =

n= n=1
abscisses de convergence o, (f) et 04(g ) Alors si s > max(o,(f),0a(g)), ona

> h(n
=)
n=1

oith=fxgq
Proposition 1. [6] Si f, g et h sont des fonctions arithmétiques, alors
1. f* g = gx* f (commutativité).

2. (fxg)xh= f=(gxh) (associativité).
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3. f*(g+h) = f*g+ f=*h (distributivité).
On définit la fonction J par :

1 n=1,
‘5(”):5”:{0 n>1.

Définition 10. Soit f une fonction arithmétique. On dira que la fonction arithmétique g est
Uinversede f si f x g = g* f = 6 notée f~1.

Proposition 2. Une fonction arithmétique a un élément inverse si et seulement si f(1) # 0.

Démonstration. Pour la premiere implication : On suppose que f une fonction arith-
métique a un élément inverse, il existe ¢ € A telle que ¢ = f~! c’est-a-dire f * ¢ = 4.
Alors

(f*8) (1) =(f+f 1) =d =1
ainsi

)=f(1)g(1) =1.

U=

(f*8)(1) =) f(d)g(
d[1
Donc f(1) # 0.
Pour la deuxiéme implication : On suppose que f(1) # 0, et on cherche g € A telle
que f xg = 6. Pour toutn > 1

dn
Donc :
(fxg)(1) =f(1)g(1) =1,
(f=g)(2) = f(1)8(2) + f(2)g(1) =0,
(f*8)(3) = f(1)g(3) + f(3)g(1) =0,
(fx8)(4) = f(1)g(4) + f(2)8(2) + f(4)8(1),

—+

par récurrence, on obtien

donc

g(n) = —m 1<ddz<n f(d)g(g)-

Alors g € A telle que f x g = ¢. O
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V Développement en produit eulérien

Théoréme 7. Soit f une fonction multiplicative et

une série de Dirichlet. On a alors équivalence entre la convergence absolue de F en s et la
condition

Zil F(p)p ™ |< oo
P o=

Et lorsque cette condition est réalisée, on a

Fis)=T1 (1 + if(ﬁ”)ﬂ“) :

p

o0
Démonstration. Soit F(s) = ) % la série de Dirichlet, a une abscisse de convergence
n=1

absolue 0, < +0o0, avec f une fonction multiplicative.

Soit P un ensemble de nombres premiers, et N(P) 'ensemble des entiers dont tous
les facteurs premiers appartiennent a P.

En utilisant la multiplicativité de f, on a

H(i%) :H<1+%+...+M+...>
=0

; ; pks
_ 1+f<zl>+f<§§>+,__)(1+f<z%>+f<§3>+,,_>,,,
P1 Pi P> P
_ f(pi) F(pi)f(p)) fe)frfpe)
R P S S T
_ f(n)
ne%(P) n

pour 0 > 0.
Ainsi, si on pose :
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Alors, on a :

2 2
J= 1+f£§)_|_..._(1_|_f§52)+f§§s)+...> (1_|_f§:’)_|_f;§s)_|_)‘
f<z>f<52>+,,,+f<z>f<3>f<4>+,,,>’

(2) (2)f(3) | f(2)f(5) (2)£(3%)
—1—+—f-|—-..—(1—|—...—|—f25§5 +f25é(s +”.+f25£25 2s5-2s 253558

25
f(10)

f(6)
= | 2535 T os5s

+

+‘

_ f(n)
ne%P) n

IN

7]
.y
5

neN(P)
On remarque pour {n e N : n € N(P)} C {n € N : n > P},
d’on,

y | f() | _ y !fr(l:;l)\,

(o
neN(p) n>P

et ) f(n)n—*% converge absolument sur o > o, pour € > 0
n

£ Ll .

n>P

Donc, pour 0; < +0o0, on a

S (R ]
n=1

g pks

Pour ¢ > 0y, le produit infini (produit eulérien) converge uniformément sur tout
demi-plan o > oy > 05.
De plus, si f est completement multiplicative :

),

1+ ps pks ”_1_f(lﬂ)'

c’est-a-dire
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VI Fonction Zéta de Riemann

Définition 11. Pour la fonction arithmétique f(n) =1, ona

LA =L

n=1 n=1

(-5

Cette série est appelée la fonction Zéta de Riemann qu’on la note {(s).

Proposition 3. La fonction Zéta de Riemann est définie pour tout s € C, tel que : R(s) > 1.

o0

Démonstration. Ona {(s) = ¥ %

n
n=1

|
i

n

Z naezlogf ’
o0
1
= ,EF

d’apres la série de Riemann {(s) est convergente pour ¢ > 1. O

o0
= L7,
Z

Proposition 4. Pour tout nombre premier p, la fonction Zéta de Riemann vérifie la relation

suivante :
1\ 1
ts)=11 (1 - —s)
P p
“T1 1
p o
Démonstration. On a
1 _1
SRUGE
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VII Formule de Perron

La formule de Perron joue un role tres important dans l'inversion principale, ana-
logue avec la formule de Cauchy dans la théorie de puissance des séries. Soit

F(s) =) amn >,
n=1

la série de Dirichlet avec abscisse de convergence o, et abscisse de convergence absolue
4.

On prolonge la définition de la fonction n — a,, en posant a, = 0si x € R\ IN, on
définit la fonction sommatoire normalisée par

A*(x) = Zan—l—%ax (x > 0).

n<x

Théoreme 8. (Formule de Perron) Pour k > max(0,0;). On a

k+ico
A*(x) = % / F(s)x®s~lds (x >0), (2.1)
k—ioo

tel que l'intégrale est converge conditionnellement pour x € IR \IN et converge au sens de
principe de Cauchy pour x € IN.

Pour démontrer ce théoréme, on utilise le lemme suivant, et on note /(x) la fonc-
tion définie sur |0, +oco| par :

(x>1),
(x=1),
(0<x<1).

h(x) =

(el ST

lemme 9. Pour tout k, T, T' des entiers positive, on a

k+iT

k
L) - [ o <o (F4d) (£,
k—iT’
1 k+de ‘
2. (1) =5 [ S|S7x  (x=1).
k—iT
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FIGURE 2.1

Démonstration. On commence par le cas x # 1.

cas1:x>1

Soit K un entier strictement supérieur a k et Rg designer le rectangle de sommets
k—iT', k+iT, k— K+iT, k — K—iT’ qui entoure le pole s = 0, et | s | sur les cOtés
horizontaux [k +iT, k — K+iT] ainsi que [k — K —iT’, k — iT'] est suffisamment grand
a T. Par le théoreme des résidus nous pouvons écrire

1 / w38 Y Rés(f,s)).

271 S ‘
Ry 1<j<n

On a un seul pole c’est leﬂ 0, Alors
Rés(f,s1) = lim (s —0)% =1,
s—0

donc , d
sds
2711 /x S (%)
Ry
Donc :
k+iT k—K+iT k—K—iT’ k—iT'
1 ;ds s as ;ds ;ds
P /x—+ / x'— 4 / x'— 4 x*— | =h(x),
2711 S S S S

—iT’ k+iT k—K+iT k—K—iT’
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c’est a dire :

k+iT k—K+iT —iT’ —iT’
h(x)—i/xsé—L / ——l— / ——l— /
27Ti s 27
k—iT’ k+iT k—K+iT —iT’

On majore les intégrales comme suite :

k—K+iT k—K
xs_s < /x(7+zT ds
S c+iT
k+iT k
/ 1
< 1T e
k—K
. k
< = ’d
ST / el
k—K
1 k K
1 ,
T | logx |x (1=+77)
k—iT’ k 1
s a8 / o+iT’
2l <
e % | | o +iT" |
—K—iT’ k—K
, k
SF / x’do
k—K
1 k K
T' | log x | (1=x7),
k—K—iT' T ,
sds / k—K+it
<
/ s [ % | | k— K—+it |
k—K+iT -
1
k—K
d
g dt
-T
xk—K
< (T+T)
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On remplace ses valeurs, c’est-a-dire :
T 1 1k K 1 .k K kK /
S — — X
’h(X)—%ka/xs? ’S E(m%’(l—x )+Wx(1—x )+K—k(T+T)>'
—1
lorsque K — +0c0, on obtient

k+iT
h(x) — 1 7 xsdS < ! 1 x4 L xk
27ti s |~ 2n \T|logx | T | log x |

k—iT’
< xk 1 + 1
— 2 llogx |\T T')°

cas2:0<x<1
Peuvent traitées de facon symétrique, en appliquant le méme argument, et on rem-
place K par —K, aussi h(x) = 0 car le rectangle n’entoure pas le pole s. Donc

T a1 (1 1 Ak HK
ST < k 1— K k 1— K T T/ ,
| / s |_27‘( (Tlogxx( x)+T’logxx( x)+k—|-K( +T)
k—iT’

pour K — 400, on se trouve

K+iT
© ds xk 11
[etslo 211y

s 2t [logx | \T T
—iT’

D’ou le résultat. cas: x = 1

k+iT
1 1 1 k+iT . k+iT
= ———— = —— 11 sy
i / s ds Sori [OgS]k,zT 21 [08 | § | +1 args]k—zT
k—iT’
- ZLm'[log | k+iT | +iarg(k+iT) —log | k —iT' | —iarg(k —iT")]

- %[arg(k +iT) — arg(k — iT')]

1
- E[ZO] (0 = arctan(T/k)

= 1 arctan Z
o k
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donc poury >0,y = %

)1 1 T‘ T
‘5 arctany’

Z

+y

| A

VIII Preuve de formule de Perron

D’abord, on suppose que k > 0,. Alors la série F(s) est absolument et uniformé-
ment convergente pour ¢ = k, par conséquent

k+iT k+iT
L / F(S)x_sd / Z a S_
27t s 2711 — nlt
k—iT’ k—iT’
k+iT
s ds
Zm Z fin / (_> s
k—iT’
On applique la partie (1) du lemme (g) pour x € R . IN, on obtient
1 k+iT s 1 ® k+iT d
x s
— F(s)—ds — A” = |-— -] ——A"
2711 / (s) sdS (x) 27tinz_1a” / <n> s (x)
k—iT’ - k—iT’
k o
/11 | ay |
<3 (7+7) .
21 (T T/ ,;1 | n [k log(x/n)

Puisque le facteur | log(x/n) | est indépendant de n, nous obtenons la premieére
affirmation du théoréme en permettant a T et a T’ de tendre indépendant & cc. La
deuxieme affirmation est prouvée que plus ou moins de la méme facon : elle suffit a
la correspondance au n = x par k | ay | /(T + k).

On suppose maintenant 0. < k < ¢,. Par théoréme (5, on a k+1 > ;. On considere

I'intégrale
S
1= / F(s)=
R



VIII. Preuve de formule de Perron 29

T] -
+
k k1
_T >
FIGURE 2.2
ol R est le rectangle constitué par les lignesoc =k, T=T, c =k+1lett = —T.

D’apres le théoreme [I1.1.15] (voir [10]), pour oy > 0. et € > 0,
F(s) <] T|'-lmre ([ r]>1),
on a
F(s)x®s ! | T [1(0-)+e ysg-1 (|7]>1)
< v lmter  (seR, | T]|>1).

Par théoreme des résidus, 1'intégrale I est nulle et on écrit

k+iT —iT  k+1+iT  k+1+4i
I= / / + / / F(s)x*s~lds = 0.
+1+iT  k+iT —iT k+1—iT

On calcul l'intégrale sur [k +1+iT, k+iT] :

k+iT k+iT
/ F(s)x’s~lds < / 00 e qg
k14T k14T
k

< / T~ (0=%)+€xdg — 0 quand T — co.
k+1
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On fait les méme étapes sur (k —iT, k+1—iT).
Par conséquent,

k—iT k+1+iT
/ F(s)xs~lds = / F(s)x®slds.
k+iT k+1—iT

Théoreéme 10. (Premiere Formule de Perron) [10] Pour k > max(0,0,), T > 1et x > 1, on
a

Alx) = — kjiTF(S)ﬁ co(dy o :
2 s nk(1+ T | log(x/n) |)

kAT n=1

Corollaire 11. (Deuxieme formule de Perron) [10] Soit F(s) = Y. a,n~* série de Dirichlet
n=1

avec abscisse de convergence absolue .
On suppose qu’il existe un certain nombre réel x > 0 tels que

o0
Z lay |n77 < (0—0,)7" (0> 0,),
n=1

et que B une fonction non décroissante satisfaisant
| an |< B(n) (n>1).

Alorspour x > 2, T>2, 0 <ozetk=0,—0c+1/logx, ona

k+iT
14
Y / Fs+ 0S40 (x"ﬂ“’(logx) 4 B2x) (1+xlogT)).
n<le 27‘(Zk T w T X0 T
- —i

Théoréme 12. [10] Pour k > max(0,0;) et x > 1, 0na

1 k+ico q
s
aylog(x/n) = — / F(s)x*—,
n;( n 08 kaiioo 52
et
X k+ioco
1 o1 ds
/A(t)dt_zm / Fls)x s(s+1)



Chapitre 3

Méthode de Selberg-Delange

Avant d’annoncer le résultat principale qui décrit la méthode de Selberg-Delange,
on donne quelque théoréme essentiels.

Théoréme 13. [7] Il existe une constante positive c telle que {(s) ne s'annule pas dans la
région du plan définie par
oc>1—c/log(2+ | T ).

Théoréme 14. [10] Il existe une constante positive ¢, pour | T |[>3etc >1—c/log | T |,

ona
7'(s)/2(s) <log | T |,
1/¢(s) < log | 7,

[log¢(s) [ <log, | 7| +0(1),

I puissances complexes de {(s)

Le théoreme que l'on va introduire permet d’obtenir une formule asymptotique
pour la fonction sommatoire associée a une série de Dirichlet de la forme

F(s) = G(s,2)0(s)*  (z€C) (3.1)

pour ¢ > 1, ou G(s,z) vérifie certaine propriétés de régularité et de croissance lente
au voisinage de ¢ = 1 précisées plus loin.
On introduit la fonction

Z(s,z) = s ((s = 1)Z(s))%, (3-2)

31



32 Chapitre 3. Meéthode de Selberg-Delange

qui joue un role spéciale, elle définie sur n'importe quel domaine simplement connexe
qui n’est pas un zéro de {(s). On suppose que toujours ce domaine comprend le demi
droite réel [1, +co[ , on peut alors choisir la valeur principale du logarithme complexe,
de sorte que Z(1,z) = 1.
Théoreme 15. [10] la fonction Z(s, z) est holomorphe dans le disque | s — 1 |< 1, et
Z(s,z) = Z(:) FnE -1, (3-3)
]:

tells que «y;(z) sont des fonctions entieres de z, pour tout A > 0 et € > 0,

1 ,
ﬁ')’j(z) <ae(l+e)  (Jz|<A). (3.4)
On note par D le domaine qui défini par
c
>1— ——7— 1—¢1]. .
o> log([ 1) cé¢]l—c1] (3-5)
et cc une constante positive. telle que
C(s)"=sZ(s,2)(s =1)7"  (seD), (3.6)

ol Z(s, z) est la partie "réguliere" de {(s)* au voisinage de 1. Par ailleurs, la majoration
| log {(s) |<log, | T | +O(1) donnée par théoreme (14), pour A >0,

0(s)* <4 (1+1ogt | T4 (|z|<A seD, |s—1>1). (3.7)

I Formule de Hankel

Définition 12. (Contour de Hankel) Soit v un réel positif, on appelle contour de Hankel le
chemin formé du cercle | s |= r a l'exclusion du point —r et de la demi-droite | — co, —7]
tracée deux fois, avec arquments respectifs 7t et — 7.

T4

Iy
- /

T

FIGURE 3.1 — Contour de Hankel
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Théoréme 16. (Formule de Hankel) Soit ‘H un contour de Hankel, pour tout z € C, on a

1 1 —Z,S
—— ==— [ s “e’ds. 8
I'(z) 2mi / 58
H
Démonstration. L'intégrale est absolument et uniformément convergente sur tout com-
pact de C, et définit une fonction entiere de z, par le théoreme des résidus, est indé-
pendante de 7, puisque la singularité unique de la fonction a intégrer a s = 0. et
lorsque R(z) < 1, l'intégrale est entoure le cercle | s |= 7.
Pours € C,on a
g% — p—zlogs — p—z(log|s|+iargs) Donc
1 1 —r —00 -7
— /szesds =_— / s Ze°ds + / s Ze°ds + / s Ze°ds
2711 271
H —c0 -

—r

= L / z(log|s|+iargs) , SdS—{—/ z(log|s|+iargs) , SdS—|—/ 2z re’ede

= / ’S ’ —Z —zzargs Sds+ / ‘S ‘ z —zzargs st"—/ —Z 7’6

— % / O.—Z(e—l7T2+elﬂZ)e—Ud0. / —zere d9

0 s

o0 —

1 / : _ . _
= (eI7TZ —e 17TZ>0. Ze (Tdo. / zZ TE
2711 / J

Lorsque R(z) < 1, et r tend vers 0, on obtient

¢z — g=imz Yy o sin 71z 1
—_— do = I'l—z)=——.
27 / e tdr =——T(1-2) = 175
0
Et par conséquent pour tout z par le principe du prolongement analytique. O

III Résultat principal

On donne, maintenant le théoréme principale Pour z € C, ¢9 > 0, § € |0,1] et
M > 0, on considére F(s) une série de Dirichlet a la propriété P(z,co,d, M) si

G(s,z) = F(s)Z(s)"*
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est holomorphe pour
c>1—co/(log" | T|+1),

et vérifie dans ce domaine la majoration
| G(s,z) [< M(1+ | T |)'°. (3.9)

Si F(s) vérifie la propriété P(z,co, 0, M) et si il existe une suite de nombres réels
positifs {bn}n21 telle que | a, |< by, et la série

[ee]

vérifie P(w, cp, 0, M) pour w € C, alors on dit que F(s) est de type T (z,w, co,6, M),
donc

(]

Y bun* = Gi(s,0){(s)",

n=1
ot G;(s,w) est holomorphe et majorée par M(1+ | T |)'~ sur le domaine o > 1 —
co/(logt | T | +1).
Dans cet domaine lorsque G(s, z) est holomorphe, on dit que

k

GM(s,2) = —G(s,2). (3.10)

Théoréme 17. Soit F(s) = Y. a,n~5 une série de Dirichlet de type T (z,w, ¢y, 5, M). Pour
n=1
x>3, N>0, |z|<Aet|w|< A, ona

3 Axl(z)
= z—1 k
n;xﬂn — X(logx) {k;) (logx)k + O(MRN()C))} (3'11)
avec
N+1

Ry(x) = e—c1V/logx | (%) ,

et
A (Z) = 1 Z 1 G(h)(l Z) (Z)
k o F(z — k) Ml htj! :2)7i(2).

c1, ¢ sont des constantes positive, et la constante implicite du symbole O de Landau
dépendant au plus de A, cq et M.
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Démonstration. Soit c une constante positif telle que ¢ < ¢y et telle que {(s) ne s’annule
pas dans le domaine

c>1—c/(logh | T|+1),

et F(s) = G(s,z){(s)* se prolonge en une fonction holomorphe sur le domaine D,

d’apres (3.7) et (3.9), on a

F(s) < M(1+ | T D' °(1+1log™ | T A
< M1+ | T D71+ | T|)H/2

< M(1+ | T )'972, (3.12)
La fonction sommatoire A(x) = Y. a, est liée a F(s) par la formule de Perron sui-
n<x
vante :
x k+ico
1 ds
A(ydt=— [ F(s)x*"!
0/ (1) Zm.k / R
100

—iT  k+iT  k+ioo
ds

)a s+1
2711 / +/ / (s)x s(s+1)
—ico  k—iT  k+iT

pour k =1+ 1/logx.
Introduisons les parametres T > 1 et r = 1/(2log x). Le théoreme de résidus permet
de déformer le segment d’intégration [k —iT, k + iT] en un chemin formé du contour
de Hankel tronqué noté I', entourant le point s = 1, de rayon r et de partie linéaire
[1—1c,1—7]; des arcs d’équation

¢ =0o(t)=1-3¢/(1+1og" | T )pour 0 <| 7 |< T;

et des segments horizontaux [¢(T) 4 iT,k + iT]. Lorsque T > 1 est un parameétre et
6<1l,ona

1 k+iT 1 xSt
— A(t)dt = — =
27ti / (t) 27ti / / i / /+ / P(S)s(s+1)ds'
k—iT 1 4 2 3 r

segments horlzontaux courbes contour de Hankel
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T A Ls
Tt ——
Lz/ A
1
r
N |,
0 T —1/ K ©
-1 %
-T+ -
L1
FIGURE 3.2
tels que :
L : le segment horizontal [o(T) —iT, k —iT],
1 1 1
L; : la courbe décrite par [1 — Ec,l — 50— jU{on=0c(t)=1- EC/(l +log" | T|), T <| T|<0},
1 1 1
L3 : la courbe décrite par [1 — Ec,l 5t jU{m=0c(t)=1- Ec(l +logt | T]), 0| T|< T},
Ly : le segment horizontal [o(T) +iT, k + iT],
I' : Le contour de Hankel tronqué I' de centre s = 1, rayon r = et de partie linéaire

[1-

log x

1
§c,1 —7].
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Premiérement, on calcule les intégrales sur les demi droites verticales. D’apres

(13, ona

k+tico © v kT
FO) o / (1 -5 . d
/ (S) 5| < +1Tl) (k—i—zr)(k—i—zr-i—l) T
k+iT
5 +1ogr
<</MT1 2 3 dt
T
T
<<Mx2/r1 272dt
T
<<Mx2T’g.

Et par symétrie on obtient la méme borne pour l'intégrale sur le demie droite
verticale [k — iT, k — ioo[. Pour cela

k+iT

ds 5
s+1 2—5
/A ka/ F(s)x G110 + O(Mx“T™2).
iT

Pour les autres intégrales, on commence par le chemin Ly :

xs—|—1 k 1 xtT+iT+1
F(s)—~ 4 /Ml -5 . d
/ () e < ) s
Ly (T)
k 1 x(7+1
M(1 -4 d
<</ D e s
o(T)
k
< MTY5T2 / *lde
o(T)
-1-9 o+11k
<MIE [logxx ]U(T)
< MT 175,

Par symétrie on obtient la méme borne pour L;.
Pour L3 :
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x5+l d T 1 5/ ‘xl—i—o'( +1T’
F(s S <</M (1+ | 7 -
[ FO R L GE eI
Ls 0
1 .
2—5c+iT|
/ | 1—35c+it||2—5c+iT |

1
< Mx(D+1 [ 1-0/2224 7 4 sz_%c/rl_‘s/zrzdr
0

+ S~y

< MxU(T)+1
< M(XU(T)—H _|_x2)
< MxU(T)+l

Par symétrie on obtient la méme borne pour L. Donc

k+iT

1 xot 2m—5/2 1+0(T)
—iT

Qu’on optimise pour T = eV (/9)1ogx) — V108X mour x > x;, on obtient finale-
ment :

X

/A(t)dt — ®(x) + O(Mx2e 3 VIos¥) (3-13)
0
avec
— 1 s+1 ds
() = o r/ FO o (3.14)

Reste a étudier le terme principale de ®(x).
®(x) est infiniment dérivable sur R* en x, et on a

o' (x) % / P(s)xs%,
T
& (x) zim,/lf()“ds
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On fait une étude asymptotique de ®”(x), et on commence par F(s). Pours € T, on
peut écrire
F(s) =sG(s,z)Z(s,z)(s — 1) *

par G, G et G
F(s) < M|s—1]4
donc et pour r = 1/(2log x)

@ (x) = 5 F(s)r lds

F(s
/|5—1| A xlds
r
(

log x)4 / ¥ 1ds

L
2
<a

< M(log x)4. (3.15)
Lorsque s € I, on obtient par (3.3)
G(s,z Z gk(z)(s — 1
k=0

avec

1 K\ A

gk(z) = o Y. ()G 2)7(2)
“htj=k \J

=T(z —k)Ar(2).

De plus, G(s,z)Z(s,z) est holomorphe et O(M) dans le disque | s — 1 |< ¢, la formule
de Cauchy indique que
8k(z) < Mc™*
1

On observe que I est contenu dans le disque | s —1 |< 3¢, on peut écrire pour
scl, N>0:

Gls z zgk J(s = 1F+O(M(|s =11 /e)N*).

Donc

F(s) = G(s,z)Z(s,z)s(s —1)*
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On remplace la valeur de F(s) dans @’ (x), on obtient :

N

O(x)= ) gk(z)%m, [ 25— 1) ds + O(MeVR(x), (3.16)
k=0 T

avec

R(x) = [ |x(s =)V || ds |
- / (s = N Z|\ds|+/ ~ )N ds |

< / ) N+HI=RE) ‘Tda—i-/ (L NHI=R(z) 44
0

%
< / (1 o O.)N+1 R(z )xad0.+xl+rrN+27%(z)
5

1—r
< (log x) =) =N-2 / [log x(1 — o) |NT1=RE) 7 log xdo + x((2log x) ~H)N+2-%()
1-5
rlogx

—(log x)®(z)~N=2 / xR gy x(2log x)*(z)~N-2 (logx(1—0) =1t)

clog x

< x(log x)®z)~N=2 / NHI=R(E) ot gy 4 2N
%
< x(log x)*EAN=2[(N + A 4 2)

N+1
Z—l C4N + 1
< x(logx) (—logx ) .

Par le changement de variable :

w:(s—l)logx:>s:$+1etds: L_dw,

log x
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on trouve :
1 s k—
— —1)F3ds =
7 | ¥ 1) s
r
Ou

41

w

x logx

1
log x

w
log x

+1

k—z

dw

27Ti

/

H(iclogx)

(logx)z—k—l/ewwz—kdw
T

X

271

1
['(z—k)

x(log x)? k1 { + O((csk + 1)kx_c/4)} :

-
4/‘\7‘((0 log =)
) -‘-—C:\UNJ

FIGURE 3.3

Le terme principale de (3.16) est

x(log x)* ! {

avec

N
Ev=x Y gz (
k=0

A(2)
(log x)*

+O(EN)} ,

csk+1
log x

)

/AN Y- 5\
- k!
<« Mx~“*%¢g ];) (clogx)
N N N—k
< Mx—c/t ( 5cq ) y N! <c10gx>
clogx ) /= (N—k)! 5
N
< Mx—</20Ny (26
- clogx

c7N +
log x

<

1

)N—i—l
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Donc

o =stoser {5 il o ().

On montre, en utilisant et (3.15), que ®’(x) est une approximation appropriée,
pour A(x), a cet effet, on prend un parametre h et x < t < x + h tel que
x+h x+h

/ A(f)dt = A(x) + / (A() — A(x))dt.
A partir de (3.13), on obtient pour 0 < h < x/2,
x+h
/ A(H)dt = ®(x + h) — ®(x) + O(Mxe~ V108 ), (3.17)

X
La relation implique que
1
®(x +h) — ®(x) = hd' (x) + K2 / (1— D)D" (x + th)dt
0

= &' (x) + O(MHK?(log x)4). (3.18)
Donc on peut écrire
x+h
/ A(t)dt = hd'(x) + O(szefc?’\/@ + Mh?(log x)%). (3.19)
X
Alors
Alx) =@ (x) + O(szh_le_%\/@ + Mh(log x)* +h71L), (3.20)
avec .

L= / | A(t) — A(x) | dt.

C’est ici qu’intervienne I'hypothese faite sur la série de Dirichlet associé a {b, }{> ; de
la fonction sommatoire B(t) = Y b,. En effet on a

n<t
x+h
L< /(B(t)—B(x))dt
;C—l-h x—h
< /B(t)dt— / B(t)dt. (3.21)

X X
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D’apres les résultats obtenus, on obtient une fonction ®;(x) satisfaisant (3.18). On
remplace A(t) par B(t) et ® par @, telle que B(t) et P;(x) vérifient (3.19), et l'on a
donc

L < Mh?(logx)* + M2/ logx,

On remplace L par son terme erreur dans 1'expression (3.20), et on choisit
h = xe*%%\/@,
on obtient
A(x) = ' (x) + O(Mxe 0108 x), (3.22)
On remplace la valeur ®'(x), on obtient
A(x) = @'(x) + O(Mxe~c0V1o8Y)

= x(logx)z_l {i (l);kg(i))k +0 (M(%)N—H) } + O(Mxefflo\/@)

(log )" {i

L1 1ng)k+o (MRy(x ))}



Chapitre 4

Une Application de la méthode de
Selberg-Delange

Dans ce chapitre, on utilise les résultats de chapitre précédent pour résoudre le
probléme arithmétique suivant.

I Les entiers ayant k facteurs premiers

Selberg (1954), a imaginée une autre démonstration du probleme suivant :
x (logy x)<!

logx (k—1)!

le nombre des entiers ayant k facteurs premiers, ot w(n) le nombre de diviseurs pre-

miers distincts de 7.
Cette démonstration consiste a identifier 7r;(x) comme le coefficient de z* dans I’ex-

me(x) =t{n <x : wn) =k} ~ (x — o0)

pression
3zt (4-1)
n<x

et appliquer la formule de Cauchy. Pour cela, on considére la série de Dirichlet

Fi(s,z) = i 2= =T] <1 + psz_ 1) (c>1).

n=1 p

Puisque d’apres le produit Eulérien on pose z¢(") = f(n) donc

s wln) . —s ZW(P)
3% 2oy =H<1+ps_1)-
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Pour n = pi'--- pi*, w(n) = k donc w(p) = 1 'est-a-dire 79 = z.
Alors la fonction

Gi(s,2) = (s, 2)2(s) 7 =TT (14 57 ) <1_1>Z

p

est développable en série de Dirichlet
Gi(s,z) = Y biz(n)n>,
n=1

olt by, (n) une fonction multiplicative dont les valeurs sur les puissances des nombres
premiers sont déterminés par :

v v gZ z
1+ b, =(1+-=22_)(1- 1).

k
C’est-a-dire Pour n = [] p:', on écrit
i=1

gk
5
.A
—
=
—
—]
=
=
J

Gi(s,z) =

T
—_
~
Il

—_
~
Il

—_

I
gk

P
I
—_

T
—_

I I

18 L1
e e

=

N

=

=

]

=

S|
Il
o

[
=]
N

(wyl

p—

N
—~
—_
N—
+

gk

=]
(wyl
—
N
~—~
B~
[}
N—
~~
s
4
N—r
(e}
N——

donc

I1 (blz(l) +§1;[b12(r7”)(p‘5)”> =11 (1 + psz_ 1) (1 - l)z_

p p

Pour by,(n) fonction multiplicative, donc b1,(1) = 1 et on obtient
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1 +§blz(p”)-(f§)v = <1 + psz— 1) <1 - %)Z'

et pour ¢ = p~°, on écrit :

S (142 )0

:
= (1+ 162(:) (1-2¢)°
On a en particulier,
biz(p) =0, (4.2)

et I'inégalité de Cauchy implique pour | z |[< A

| b (p°) [< M2 (0>2), (4.3)
avec
M= M(A) = sup | <1+ 162{3) 1-87].
\c‘\z‘g%

Le résultat et (4.3) montrent que 'on a pour o > 1,

Zil‘bl,z(pv) ‘pi Z(blz P +Z ‘blz \P )
p v=

p

:ZZ’blz ) [ p™®
p
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donc

ZZ [bz(p") |7 < eM/ (0= 5),
p :

oll ¢ es une constante absolue. Par le théoreme [1.2][10], on en déduit que G (s, z)
est absolument convergente pour ¢ > 1 et que 'on a pour ¢ > 3

Gi(s,z) <4 1.

Les hypotheses du théoreme sont donc satisfaites et on peut énoncer le résultat
suivant.

Théoréme 18. Pour toute constante positive A, il existe des constantes positives, c; = ¢1(A)
et cp = cp(A), telles que I'on ait uniformément pour x >3, N > 0et |z |< A,

o Ak(2)
”;"Z s {z;o (log ) * OA(RN(X))} (4-4)
avec .
Ry(x) = e~1V/logx | <%) ’
et 1 1
_ "
M [(z—k) hﬂz':k h']"Gl (1,2)7;(2),

oit les y;(z) sont les fonctions entieres définies au théoreme (15).

Remarque 1. Il est a noter que Ax(0) = 0, Vk.
Nous écrivons en particulier,

Gl(l Z)

Ao(z) Tz+1)

zA(z), avec A(z) =
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