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Résumé

Nous nous proposons de déterminer le spectre des énergies ainsi que les fonctions d'onde
associées, relatifs aux états "€" du potentiel Hulthén g-déformé dans le cadre du formalisme
des intégrales de chemins de Feynman.

Pour traiter ce potentiel, nous avons utilisé deux approximations différentes pour le terme
centrifuge et la technique des transformations spatio-temporelles pour résoudre ce
probléeme. Nous résultats sont en bon accord avec ceux obtenus numériquement, et
beaucoup mieux que ceux d'autres méthodes.

Mots clés

Intégrales de Chemins, Propagateur, Fonction de Green, potentiel de Hulthén g-déformé,
états liés.

Abstract

We propose to find the Energy spectrum and the wave functions associated to the g-
deformed Hulthén potential in the frame work of the Feynman path integral formalism. To
treat this potential, we have used two different approximations schemes of the centrifugal
term, and the space-time transformation in the aim to solve the problem. Our results are in
a good agreement with those of the numerical calculations and better than those of other
methods.

Key Words

Path Integral, propagator, Green function, the Hulthén deformed potential, the bound state.



Table des matiéres

Introduction 4
1 Le formalisme général des intégrales de chemin 7
1.1 Imtroduction . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Expérience de Feynman . . . . .. . ... Lo oo 8
1.3 Amplitude de probabilité . . . . . . . .. ... Lo 9
1.4 L’action classique . . . . . . . . . . . 10
1.5 Les intégrales de Feynman dans 'espace-temps . . . . . . . ... .. .. .. 11
1.6 Intégrales de chemin dans l’espace des phases . . . . . ... ... .. ... 15
1.7 Propagateur de L’oscillateur harmonique . . . . . . . . . ... ... . ... 18

2 Les transformations spatio-temporelles dans le formalisme de Feynman 21

2.1
2.2
2.3
24

2.5

Introduction . . . . . .. ..o 21
Transformation locale du temps en mécanique classique . . . . . . . .. .. 22
Notion du «promotor» . . . . . . . . . . . . ... e 23
Les transformations spatio-temporelles dans le formalisme de Feynman . . 24
2.4.1 Transformation du propagateur . . . . . .. .. ... ... ... .. 24
Exemples d’applications . . . . . . . ... o oo oo 31
25.1 Exemple 1 . . . . . . . 31
25.2 Exemple2 . . . . .. 32
253 Exemple3 . . . . . 33

3 Spectre des énergies relatives aux états "/" pour le potentiel de Hulthén

g-déformé 34

3.1

Introduction . . . . . . . . 34



Table des matiéres 2

3.2  L’intégrale de chemin pour le potentiel Hulthén ¢-déformé . . . . . . . .. 35
3.3 Fonction de Green et propagateur de Feynman . . . . . .. ... ... .. 35
3.4  Transformation des coordonnées d’espace et du temps . . . . . .. .. .. 42
3.5 Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes . . . . . . ... ... ... .. 44
3.6  Reésultats et discussion . . . . . . . ... 45
3.7  Représentation graphique des énergies . . . . . . . . ... ... L. 48
Conclusion 53
Annexe . ... L e 54

Bibliographie 55



Liste des tableaux

3.1 Les énergies —E,; (2p,3p,3d et 4p) relatives au potentiel de Hulthén en
unités atomiques (h=m=e=2Z=1)avecD=3. . ... ... ... ...
3.2 Les énergies —FE,; (4d — 6g) relatives au potentiel de Hulthén en unités

atomiques (h=m=e=2Z=1)avecD=3. . .. ... .. ... ... ...



Introduction

La mécanique quantique est la branche de la physique qui a pour objet d’étudier
et de décrire les phénoménes fondamentaux a 1’oeuvre dans les systémes physiques, plus
particulierement a 1’échelle atomique et subatomique. Elle fut développée au début au par
une dizaine de physiciens européens, afin de résoudre différents problémes que la physique
classique. Dans ce monde la matiére est régit par la mécanique et 'onde est régit selon
les lois de l'optique (les équations de Max well), jusqu’au jour au cette physique a montré
ses limites.

En effet, les physiciens n’ont pas pu donner une explication rigoureuse a plusieurs
phénoménes physiques vers la fin du 19°7¢ siécle. Nous pouvons citer parmi ces expé-
riences, 'effet photoélectrique, le rayonnement du corps noir, I'effet Compton etc.... Ces
observations obligérent les physiciens a pousser de plus en plus leur curiosité et a pénétrer
dans un monde qui leur était totalement inconnu. Les régles traditionnelles de la physique
classique, telles que la séparation entre la notion d’onde et corpuscule, ne semblaient plus
avoir lieu, et il a fallu de généreux efforts pour lever le voile sur toutes les ambiguités qui
entouraient jusqu’alors, ces phénomeénes nouveaux. C’est ainsi qu’est née la mécanique
quantique qui est venue traduire, en langage mathématique, les résultats de Planck, De
Broglie et Einstein pour ne citer que les plus connus [1]. Cette mécanique quantique est
née en 1900, [2] suite des travaux d’un physicien allemand Max Planck qui découvrit d’une
facon inattendu que la matiére émis de la lumiére selon un mode d’émission quantifié, il
appela cette émission particuliére théorie du quanta, par la suite les physiciens vont se
rende compte que se contenant discontinu réserve pleins de propriétés surprenante. La
physique théorique permis les premiéres sciences & avoir utilisé les mathématiques : elle
s’attache a décrire et a prédire les résultats sous forme d’expressions mathématiques. Nous

allons citer trois formalismes mathématiques pour expliquer les phénomeénes physiques :
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Formalisme de Heisenberg (Juillet1925) a eu 'idée d’introduire des opérateurs qui ne
commutent pas, était basée sur les propriétés des matrices, Heisenberg a utilisé cette re-
présentation pour déterminer les valeurs propres du hamiltonien. Le deuxiéme formalisme
est celui de Schrodinger [3] dans lequel I'état d’'un systéme quantique est décrit par une
fonction d’onde solution d’une équation différentielle du second ordre.

Si Heisenberg et Schrodinger ont proposé des théories basées sur la notion d’hamil-
tonien, Feynman a quant a lui proposé une formulation lagrangienne de la mécanique
quantique non relativiste. Ce troisiéme formalisme des intégrales de chemin publie en
1948 [4] est basé sur les résultats de la publication d’un travail de Dirac [5]. Ce dernier a
pu montrer que montré que la fonction de Green, solution de 1’équation de Schrodinger
dépendante du temps, peut s’exprimer dans un intervalle de temps infinitésimale comme
I’exponentiel de I'action S du systéme physique étudie. Cette solution est proportionnelle
a exp (%S) ou S = /L(q,q’,t) dt.

L’idée centrale du formalisme de Feynman est d’associer une amplitude de probabilité a
chaque chemin, ou histoire, du systéme entre un état initial et un état final donnés est pro-
portionnelle a I’exponentielle d’'une action. L’amplitude totale, appelée propagateur, est
la somme des amplitudes relatives a tous les chemins possibles, cette formalisme est basé
sur le principe de la superposition [6]. Le formalisme de Feynman présente de nombreux
avantages elle a le mérite d’établir le lien entre la mécanique classique et la mécanique
quantique sa formulation lagrangienne lui permet en effet, de traiter indifféremment les
problémes dépendant et indépendant du temps [6, 7).

Apres avoir calculé le propagateur relatif aux potentiels de I'oscillateur harmonique
et de la particule libre; 'application du formalisme de Feynman & confronté plusieurs
problémes notamment 1’atome d’Hydrogéne dont le probléme n’a pas pu étre résolu. Il
a fallu attendre I’année 1979 pour que ce probléme soit résolu avec 'introduction de la
transformation de Duru-Kleinert [8] ont appliqués pour la premiére fois la transformation
de Kustaanheimo-Stifel(KS) pour le cas du potentiel de Coulomb, cette transformation
est basée sur une transformation d’espace x — ¢, suivi d'une transformation de temps
t— s.

Nous notons que les intégrales de parcours trouvent également un champ d’application

en physique des solides [7], physique statistique [9], cosmologie [10] et en électrodynamique
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quantique [11].

Notre travail s’inscrit dans le cadre de 'application des techniques, basées sur les
intégrales de parcours, dans la résolution des problémes de la mécanique quantique.

Ce mémoire, comporte trois chapitres.

Le premier chapitre de ce mémoire est un exposé succinct sur les concepts et les notions
fondamentales du formalisme des intégrales de chemins, et nous définissons le propagateur
de loscillateur harmonique.

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposerons la méthode des transformations spatio-
temporelles de Duru-Kleinert. Nous pouvons, en effet, via cette technique, ramener le
calcul du propagateur de forme compliquée, a celui d’'une forme plus maniable, Nous
avons présenté trois potentiels comme exemples d’applications.

Le troisieme chapitre sera consacré a la détermination du spectre des énergies relatives
aux états "/" pour le potentiel de Hulthén ¢-déformé par 'application de la technique
développée dans la 2°™¢ chapitre, et en utilisant deux approximation du terme centrifuge.

Nous comparons nos résultats avec ceux donnés dans les littératures. Enfin, on termine

par une conclusion.



Chapitre 1

Le formalisme général des intégrales

de chemin

1.1 Introduction

D’un point de vue historique, entre 1925 — 1926 plusieurs physiciens comme Bohr,
Born, Dirac, Heisenberg, Pauli, et Schrédinger ont proposé des théories basées sur la
notion d’hamiltonien [7] qui stipule que la probabilité de trouver une particule au point
z a Dinstant ¢ est égale a | ¥ (z,t)[* ou la fonction d’onde W (z,t) solution de I'équation
de Schrodinger est amplitude de probabilité de la particule au point (x,t) [12].

En revanche en 1933, Dirac a observé que 'action joue un role central dans la mé-
canique classique mais qu’il ne semblait avoir aucun réle important dans la mécanique
quantique. Il a ensuite avancé que cette situation pourrait étre corrigée si le propagateur
de la mécanique quantique correspondait & exp [%S ] ou S est I'action classique évaluées le
long du chemin classique [5]. Par la suite Feynman a développé la proposition de Dirac en
1948 [4] et a réussi a dériver une troisiéme formalisme de la mécanique quantique, basée
sur le fait que le propagateur peut étre écrit comme une somme sur tous les chemins
possibles (pas seulement les chemins classiques) reliant le point initial et le point final du
mouvement d’'une particule. Alors que Dirac n’a considéré que le chemin classique, Feyn-
man a montré que tous les chemins ont la méme contribution, c’est ainsi que Feynman a
introduit les intégrales de chemin "Feynman path intégral".

Dans ce chapitre, nous allons présenter les notions fondamentales et une introduction
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des intégrales fonctionnelles.

1.2 Expérience de Feynman

Feynman a imaginer un dispositif expérimental identique a celui de Young en rem-
plagant la source lumineuse par un faisceau a électrons. Les particules émises par une
source d’électrons S en A qui ont tous la méme énergie (mono-énergétique) et partent
dans toutes les directions pour rencontrer 1’écran B. Ce dernier a deux trous, 1 et 2, a
travers lesquels les électrons peuvent passer. Enfin, au plan C|, nous avons un détecteur

d’électrons qui peut étre placé a une distance x variable du centre de I’écran [6].

[

Figure 1.1 : Expérience de Feynman.

Autrement dit, on mesure la probabilité P(z) qu'un électron arrive en x :
- Lorsque les deux fentes sont ouvertes.
- Lorsque 'un seulement est ouvert.

Les résultats de cette expérience sont représentés sur la figure 1.2 [13].

P,(x) P,(x) P(x)

source F1

Figure 1.22 : Résultats enregistrés.
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P(z) donne I'intensité enregistrée sur le détecteur le long de la plaque d’enregistrement
avec les deux fentes ouvertes.

Py (z) représente l'intensité enregistrée sachant que la fente 1 ouverte et la fente 2
fermeée.

Py(x) représente l'intensité enregistrée sachant que la fente 1 fermée et la fente 2
ouverte.

La somme des deux n’est pas égale au résultat expérimental. En conclusion, I'expé-
rience nous dit soit que P(z) # Pi(z) + Pa(z); soit que notre deuxiéme hypothése est
fausse.

Les résultats observé conduit la plupart des physiciens a la conclusion "On ne peut

pas dire : ’électron est passé soit par 1 soit par 2"

1.3 Amplitude de probabilité

Pour donner une explication a ces résultats, Feynman a eu l'idée d’associer une am-

plitude de probabilité complexe ® (z) ou P(z) n’est autre que son module au carré [1] :

P(z)=|® ()], (1.1)
d’ou :
Pi(z) = |&(2), (1.2)
Py(z) = |y (x)".

L’amplitude de probabilité pour que 1’électron tombe en un point situé a une distance
x du centre de I’écran, est donnée par la somme des deux amplitudes ®; (z) et ®5 ().

Afin de savoir comment chaque trajectoire contribue a 'amplitude totale pour aller de
z'a z”, nous pouvons dire qu’en mécanique quantique, ce n’est pas seulement le chemin
pour lequel 'action est maximale qui est important mais tous les chemins sont possibles.
Ils contribuent de fagon égale a ’amplitude totale mais avec des phases différentes.

La probabilité P (m', x”) d’aller du point z’, & V'instant ¢, au point z”, & linstant ¢

est la valeur absolue au carré P (x/, :L‘H) = ’K (x/, x”) |2 , d’'une amplitude K (x/, x“) pour
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AN "
aller de z a x .

Figure 1.3 : Transition entre deux états de localisation pour 2" = 0, 2" = x(t).

1.4 L’action classique

Considérons une particule, & une dimension, en mouvement sous I’action d’'un potentiel
V (z) allant du point A (x', t') au point B (z”, t”) . Le chemin de la particule est représenté

par une fonction du temps z (t)

avec
z(t)=4a
e 19
T (t ) =z
Le mouvement de la particule est régi par le Lagrangien :
1
L= gmd” = V(z). (1.4)

Le chemin classique noté par Zggssique (t) est celui pour lequel 'action de la particule

donnée par

"

S = /L (x,2,t)dt, (1.5)

!

t

est minimale. En d’autres termes, la variation de 'action
0S=S(x+dr)—S(x)=0, (1.6)

au premier ordre en dx. Or
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"

S(x+dox) = /L(:C+5m,j7+5x',t)dt

’

t

"

6L oL

’

t

"

— S(2)+ /(Mg—iwggg—i’) dt. (1.7)

En intégrant par partie, la variation de I'action devient :

/5 (dt (8L> - %) dt. (1.8)

Puisque dx (t') =ox (t”) =0, le terme 5xg—§ z:l

08 =

de I'équation (1.7) est nul. Comme dx

peut prendre toute valeur arbitraire entre les points initial et final, la condition suivante

d (OL\ 0L
- (a_x) —5 =0 (1.9)

Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange du mouvement de la particule.

est toujours satisfaite,

1.5 Les intégrales de Feynman dans 1’espace-temps

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste avec les notions de propa-
gateur et de chemin d’espace-temps, Feynman a eu l'idée de prescrire la formulation
mathématique de la mécanique quantique pour le calcul des probabilités. Ainsi, il donne
une méthode pour calculer la probabilité de passer entre deux points espace-temps suivant
un chemin C| ensuite Feynman donne une nouvelle formulation du postulat concernant
I'évolution des systémes physiques [4] :

Postulat 01

L’amplitude totale est donnée par la contribution des amplitudes relatives a toutes les
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trajectoires.
Postulat 02
La contribution de tous les chemins est identique, elle différe uniquement par la phase,

c-a-dire que :

nwoonr Sc
K (x A ,t) = const exp <z#) , (1.10)

ou K (x”, t t') est le propagateur, définissant ’amplitude de probabilité pour que
la particule passe du point espace-temps (:U’, t/) a (1‘”, t”) .

Feynman propose de discrétiser chaque chemin [14], en subdivisant l'intervalle [t', t"]
en N intervalles égaux de largeur ¢,

ou ty =t tel que ¢ = t,41 — t,, i.e Ne = (t” — t/), notons par z (t,) = x, pour

n=20,1,..., N.

X”‘

~_ %

Y

'ty ty ty 2ty t” t

Figure 1.4 : Chemin espace —temps.

Le propagateur d’une particule se mouvant entre deux points trés voisins et soumise

a un potentiel V (x) peut s’écrire comme [5] :

K(xn+17tn+1;$mtn> = K(xn+1>xn;€)
2mihe 3 e m(xn+1—:cn)2
_ AR =)y
[ m } eXP{h[Q g2 (%) ( )

Le propagateur s’écrit en fonction de 'opérateur évolution dans le temps comme :
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K (x”,t”;x/,t/) = <x“ U (t/,t“) xl>, (1.12)
telle que :
U (t t) = exp (—% (t” - t’) H) (1.13)
En effet :
‘\If (t)> =’ (t',t”) ‘\If <t>> , (1.14)
en fait la projection et en injectant la relation de fermeture on trouve :
+oo
m (:I;I/’tll) — / <x//‘ U (t/,t//> ‘xl> <$I) @ (tl)> dxl
+oo
— /K <x”,t”;x,,t/) G (.T/,t/) dx’, (1.15)
pour ¢ >t; >t : ( c.a.d on divise I'intervalle) on aura :
+o0o
L (ZL'”, t”) = /K <£L‘”, t”; xIy, t1> y (I‘l, tl) dl’l. (116)
On a
“+oo
U (x1,t) = / (x| U (t/,h) ‘xl> <x/ v (t/>> dx’
+oo
_ /K <x17t1;x/,t/> v (:ct) d (1.17)

c.a.d (1.16) devient :

+00 +o00
v <ZL‘”,t”> = /K <:13”,t”;a71,t1> /K <m17t1;x,,t/> v (x/,t/> dz'day, (1.18)

ainsi de suite pour une subdivision, t" > ty_; > ... > t; > t , de l'intervalle [t', t"] ,
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on aura :
N
\Ij (ZEH,tH) = / e / HK (Iz,tz, Ti—1, ti—l) L <I/7t/) d(lf/d.fldl’g...dxi_l. (119)
i=1
Dans le cas général :
+0o0
v (:Eny tn) - /K (xnv tna Tn-1, tn—l) v (In—la tn—l) dxn—la (120)
pour n =1,2,...N.
Alors en comparant (1.15) et (1.19) on aura :
—+00
/K (x”,t";a:l,tl> g <x/,t,> dz’
N
= / PPN / HK (fL‘Z,tZ, Ti—1, ti—l) \\J (fL‘,,t/> dxldﬂfld{fg...dl'i_l, (121)
i=1
par identification, on trouve :
N
K (x i ,t) = A}l_}ﬁéo/ . -/HK(@,ti;xi_l,ti_l)d:vld:vg...dxi_l, (1.22)
atﬁfo "
avec
N
H K (xi, ti; Ti—1, ti—l) dﬂfld.%'z...dl‘i_l
i=1
N-1
= K(zn,tn;on-1,tN-1) H K (i, ti; w51, tio1) dag, (1.23)
i=1
et
K (it v, tiog) = K (v, —ti1,0i1) = K (24,751, €) . (1.24)
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Le propagateur globale sera donné par :

N-—1
K(l‘”,t”;l’ t = lim / /K IN,TN—-1,E HK l‘umz 1, € )dI'“ (125)
=1

N~>oo

6—>0

le remplacement de chaque propagateur K (x;,x;_1,€) par son expression conduit a

une forme condensée :

K (o' ' ) = / Dz (1) exp [%3@ (t))] | (1.26)

ot la mesure Dz (t) est donnée par :

M\H
w\»—-

N—-1
omili
{ i 6] dz, (1.27)

D (t) = [%mg]

n=1

et
(1.28)

=Z[ e )

n=1

Nous notons qu’a la limite classique, i — 0; les arguments %S (z (t)), deviennent
importants de sorte que leurs contributions dans le propagateur s’annulent mutuellement.

Le terme dominant dans ce cas, est celui relatif au chemin classique.

1.6 Intégrales de chemin dans ’espace des phases

A une dimension, I’évolution d’une particule soumise a un potentiel V () et repérée
par les positions z et 2" aux instants fixes ¢ et ¢ respectivement, peut étre décrite en
définissant le propagateur comme étant 'amplitude de probabilité de transition exprimée

a l'aide de l'opérateur d’évolution [15].

K (xtxt) = <:c ‘U (t” — t') ‘ x> 9 (t” — t') , (1.29)

0 (t” — t') étant la fonction saut :

p ( " ,) _ 1 pourt’ >t . (1.30)

0 pour t >t
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En divisant 'intervalle de temps 7" = (t” — t') en (N + 1) intervalles infinitésimaux
égaux ¢, on peut décomposer 'opérateur d’évolution U (t” — tl) en (N + 1) opérateurs

élémentaires U (tn —tn1)

U (t” - t’) = U (tysr —tn) U (ty — ty—1) U (b — tny) .U (t — to), (1.31)

avectyy1 =1 ,tg =1 et T =¢e (N + 1). Ensuite, en insérant N relations de fermeture

de la forme
+0o0

/dmn |zn) (x| = 1 ; n=12.3,..N, (1.32)

— 0o
entre les opérateurs d’évolution infinitésimaux, le propagateur peut se mettre sous la

forme d’un produit de (N + 1) propagateurs élémentaires

K<$ll7t/l;x/’t/> _ <x//’t//‘ :U/’tl>

N+1 N
= hII(l) 1:[1 (T tn| Tp_1,tn-1) lilldmn, (1.33)
ou
<xn7tn| xnflatn71> = <xn U(tn_tnfl) Tp—1

)
— <mn exp (%w) xn_1>, (1.34)

’ " , . . - . ,
avec rg = x et x,.1 = x . L’opérateur Hamiltonien H de la particule est donné par

A

H="T(p,t)+V (1), (1.35)

ou T (p,t) est I'opérateur énergie cinétique et 1% (x,t) Popérateur énergie potentielle.

Pour ¢ tres petit, on peut appliquer la formule de Baker-Hausdorff [16] :
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exp (—%eﬁ) = exp <—%5‘7> exp <—%5T) exp (—ﬁ5 X) J (1.36)

ou l'opérateur X représente le développement

X;%’[w]_%(é v.[v. f}]_é[v,f],f)+o(€2), (1.37)

si nous négligeons tous les termes d’ordre supérieur ou égal a % puisque ’action

élémentaire est par définition d’ordre ¢ et si nous insérons les deux relations de fermeture

suivantes
+00 +°°d
[zl Gl =1 ; | o o) ol = 1. (1.39)

dans 'expression (1.34), nous obtenons

<xn exp (%éﬁ (tn)> ’ xn_1> ~ /dx (x| exp (—%5\7 (x,tn)> |z) (x| exp ( eT (p, t )) |Tp_1)
= /dm (x| exp (——5‘/ (x,tn) |x / Ion exp [£ [pn (2 — Tp1) — €T (pn, )] -

(1.39)

En tenant compte de I’élément de matrice local

(2] exp (_%gv (z, tn)) 1) = & (2n — o) exp <—%gv (zn, tn)) O (140)

on a

T |U (b — ta1)

xn71>

= [ e o~ ) = T () 4V (ot (LD

En substitution de (1.41) dans (1.33) et en définissant la fonction de Green G (2", z'; E)



1.7. Propagateur de L’oscillateur harmonique 18

. , . "o o
via la transformée de Fourier du propagateur K (:U bt ) , nous obtenons

G (x”,x/;E> = /dTexp (%ET) K (x//,t“;x/,t/)
0

B i N N+1 dpn g M1
_ /dTngr;ongl [/dxn] iy U%h} exp [ﬁzsm o], (1.42)
0 n=
avec 'action élémentaire
S (x (t>) = [ n (xn - xn—l) —¢£ (T (pnvtn) +V (xna tn) - E)] ) (1-43)

et T =t —t.

1.7 Propagateur de L’oscillateur harmonique

La notion d’oscillation harmonique est trés importante en mécanique quantique. En
effet elle peut intervenir dans la description de nombreux phénomeénes [17].
Le potentiel relatif a ’oscillateur harmonique s’écrit comme :

m 9 o

V(z) = Swat. (1.44)

Il existe plusieurs méthodes de calcul du propagateur relatif & un potentiel harmo-
nique : les intégrations successives, la méthode matricielle et la méthode de Van-Vleck-
Pauli-Morette [1].

Dans le cas ou le potentiel étudie a une forme quadratique, on utilise la méthode de

Van-Vleck-Pauli-Morette

" 1 ! ! ]_
K( e ,t): ,
v * \/2Z7rh

Le lagrangien relatif & l'oscillateur harmonique unidimensionnel est donné par :

025,

T e Sel, (1.45)

L(x,&)= %9’52 — —w . (1.46)
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L’équation différentielle du mouvement s’écrit :
oL doL
oxr dto:
= i+ wlr =0, (1.47)
cette équation admet pour solution :
z (t) = Acoswt + Bsinwt, (1.48)
en tenant compte des conditions aux limites :
r(t=0)==x
(#=0) = , (1.49)
x(t=T)=uzr
on aura :
z(t=0) = z9=A4,
— T
x(t=T) = zpr=1xpcoswl + Bsinwl = B = or T TotRY (1.50)
sin w7’
alors,
— T
z(t) = zpcoswt+ T ,xo CET sinwt
sinwT'
_ mocoswtsinwT + xysinwt — xg coswT sinwt
N sinwT’
rrsinwt + xosinw (1" — ¢t
_ o + zosinw (T’ — 1) (1.51)
sinwT’
On calcule la dérivée de z (t) :
Tpw coswt — zowcosw (T —t
i(t) = == ° ( ), (1.52)

sinwT

dans l'intervalle [0, 7], action classique est donné par :
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- [2a (T) 2 (T) — 2 (0) e (0)], (1.53)

aprés remplacement par les expressions de . ('), 4 (0) et de leurs dérivées, 1'expres-

sion de S,; devient :

mw

S, = e (T D) [(m% + wg) cos (WT') — QxOxT} , (1.54)
le propagateur s’écrit alors,
"o ro mw i mw 2 2
K ( At ) = [y et it (e ep) conteT)—2moe ]} 1.55
om\* v 2imhsin (wT)e (1.55)
A la limite w — 0, nous aurons :
wT

Iim — = 1. 1.
o0 sin (wT) (1.56)

. "o ro 2 m imo )2
}}L%KOH (x b ;x,t) = Kpy, (a: b ;x,t) = 2th6ﬁ?T( r=0)", (1.57)

Alors le propagateur de 'oscillateur harmonique se réduit a celui de la particule libre

(PL).



Chapitre 2

Les transformations
spatio-temporelles dans le

formalisme de Feynman

2.1 Introduction

Apres avoir calculé le propagateur relatif aux potentiels de I'oscillateur harmonique
et de la particule libre; I'application du formalisme de Feynman a confronté plusieurs
problémes notamment 1’atome d’Hydrogene dont le probléme n’a pas pu étre résolu. Il
a fallu attendre 'année 1979 pour que ce probléme soit résolu avec l'introduction de la
transformation de Duru-Kleinert [8].

En effet, Duru et Kleinert ont appliqués pour la premiére fois la transformation de
Kustaanheimo-Stifel (KS) pour le cas du potentiel de Coulomb [18], cette transformation
est basée sur une transformation d’espace r —— ¢, suivi d’une transformation de temps
t— s.

Nous notons qu’il existe deux types de transformations de temps :

Transformation locale du temps : elle dépend de la position ou ds = f[q(t)]dt, on
f g (t)] est une fonction connue.

Transformation globale du temps : transforme le parameétre temps ¢, en un nouveau

21
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parametre s appelé pseudo-temps.
t—g(s)—s=g7 (1). (2.1)

Nous allons voir, dans ce chapitre, les transformations locales du temps en mécanique
classique. Nous introduisons ensuite ; la notion du "promotor", puis nous développons par

la suite cette technique dans le cadre du formalisme de Feynman.

2.2 Transformation locale du temps en mécanique
classique

La transformation locale du temps est utilisée en mécanique classique dans le cas des
forces de gravitation. Le principe variationnel §S = 0, conduit en coordonnées polaires a

deux équations :

02 dV
T e— | 2.2
s T ar ’ (2:2)
et
mr0 = ¢ = cte, (2.3)

cette équation (2.3) exprime la conservation du moment cinétique ¢, alors que I’équa-
tion (2.2) exprime la conservation de I’énergie E de systéme.

L’intégration de (2.2) donne :

+V (r) = E = cte, (2.4)

en intégrant (2.4), nous trouvons la trajectoire classique 7 ().
On s’intéresse, souvent, en mécanique au calcul de I’équation de I'orbite en fonction

de 7 = f(#). Ceci peut se réaliser en réécrivant ’équation (2.3) comme suit :

o= ar (2.5)

mr?

On peut considérer cette équation comme une transformation locale du temps. Elle
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devient plus intéressante encore lorsqu’elle est suivie de la transformation de coordonnée

r—u=f(r),avecu=1.

L’équation de 'orbite devient alors :

d*u m d
e g 2.
dans le cas :
1
Vir) = 2
= V(u) =’ (2.7)
L’équation (2.6) devient :
d*u 2m
W—i_ €—2+1 u =0, (28)

ainsi, nous avons transformé le probléme du potentiel V(r) en un probléme de 1’oscil-

lateur harmonique.

2.3 Notion du «promotor>»

La fonction de Green G ((j‘ " q; E) représente la transformé de Fourier du propagateur

K (q_",(f;T) , il en résulte :

, 1 7  GET /.
G (¢.7:8) = [ e Lok (74 T) ar 29)
ih h
0
ou encore :
, 17 /.
G(1.d:8) = [P (7.diT)ar (2.10)
7

avec P (q_u, q: T) = exp (”‘;’lT) K (q_u, q: T) est dit "promotor".

Sous sa forme intégrale, ce dernier s’écrit comme :

;T) - /exp (%) D), (2.11)

A,
/N

Ry

R
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ou

W= /Ldt +E (t" - t’) , (2.12)

avec T =t —t.

2.4 Les transformations spatio-temporelles dans le
formalisme de Feynman

Nous allons dans ce qui suit, considérer le cas unidimensionnel D = 1.

2.4.1 Transformation du propagateur

Nous pouvons passer d’un propagateur difficile a calculer & une forme de propagateur
que 'on sait calculer a I’aide du méthode spatio-temporelle. La technique de cette mé-
thode repose sur une transformation de coordonnée x — ¢, suivie d’une transformation
temporelle ¢ —— s. Pour mieux illustrer cette méthode, considérons un systéeme physique
décrit par un potentiel V' (z) de forme compliquée.

Le propagateur qui gouverne son évolution dans le potentiel V (x), est défini par

I'intégrale de Feynman.

K (A ) ://@ & ()] exp %/Ldt , (2.13)

ou

K(:L‘”,t”;l',,t/) = lim <
N—o00

m 1
11 dx. 2.14
27rih5> , Wi ( )

D=
—
—

(@)

>

o}
—N—
St .
E

n
——
=5
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avec

S;=—(x; —x;1)° — eV (). (2.15)

m
2e
Commengons par la transformation de coordonnée z = f (q), qui sera suivie par une

qi+4qi—1

transformation locale du temps. Nous utilisons la régle de la mid-point g; = <=

Le développement de Az, au 3™ ordre conduit & :

/ 3 (. ,
Ay = @) 8y |1 5 B (g (216

le terme énergie cinétique aura pour forme :

m 9 M oy 9 1 f®(g) 2
oz (Ba)” = o (@) (Agj) {IJFE () (Agj) }

Le terme d’énergie potentiel V' (z;), se transforme comme suit :

(2.17)

SV (2) = &V [£ ()] +0 () (2.18)

ol encore :

eVi(xzj) =V (f;).

L’expression du propagateur aprés la transformation
Terme energie cinétique :
posons :

A.?Ij =Tj — Tj-1,

ou
z; = f(q5),
ri1 = f(qj-1).
En utilisant la regle de la mid-point, nous pouvons écrire :

G = 4 +qje1’

; 5 (2.19)

ce qui donne :
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~ Ag;

= G+ =2,
d; 4; 9
B ~ qu
Gr = 4Ty

Le développement en série de f (g;) en série de Taylor conduit & :

flg) = f(%*%)
. Ag; Ag;)? Ag;)?
= @)+ @) R ) B o ) BB 20)
de méme
A .
flg-1) = f<§j—%)
o Ag; Ag;)? Ag;)?
= @) @) "8y () B e ) B e
d’ou
Ar; = fl(q)— f(gi-1)
N ) (3) (A%)3
= f @) A+ f7(G) —;~ (2.22)
ol encore :
2 2 2 1f(3)(§j) 2
(Az;)” = f2(q;) (Agy) 1+ ) (Ag;)*| +0[e7]. (2.23)
Considérons maintenant la mesure :
N-1 N—-1 ,
I doj = L f (g;) dj, (2.24)

ou dx; = f (g;) dg;,
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N-1 , , _% N N_1
L dey =\ (an) (qo)] jgl\/f’ (4) ' (gj1) T1 dgj. (2.25)

Afin d’écrire le terme énergie cinétique sous sa forme standard, on utilise la transfor-

mation locale du temps t —— s, ol la nouvelle variable temps s est reliée a t par :

(qs)]2d8. (2.26)

Le nouvel intervalle de temps est :
0j =8j = Sj-1,

ce temps est lié a 'ancien intervalle de temps par la relation suivante :

e=o0;f () f (gj-1), (2.27)

d’ou

(Qifhs)”ﬁldsz[f’<qN>f’<qo>]‘5ﬁ( m )“ﬁldqj. (2.28)

j=1 j=1\2irho;) i=1

Afin d’écrire € en terme de g;, nous utilisons les relations suivantes :

£ lg) =1 @)+ 1) 8y g () BBy (2.20)
P ) = £ (@)~ 19 @) 58 4 0 () BBy (2.30)

le développement de f' (g;) et f (g;_1) en série des puissances de §; et Ag; conduit a :

2 [ @ @) *
Fa) f (a-) = f2(@) |1+ (AZJ) f}( - (f}{ ) : (2.31)

Nous pouvons également écrire € comme :

2 | (3 @)\ 2
e=o;f?{ 1+ (Ba,) 17 (f}< ) , (2.32)
J

|

le terme énergie cinétique devient :
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m 2 m g 2 1y ®) (C]j) 2
(A = ZF2(Ag. 14— A
1
X Y (2.33)
2 @) |47 (12
7 Jj {1+ 4 [fj’ 7
en retenant uniquement les termes en (qu)4, il vient :
m 2 m 2 m 4
— (Az;)* = — (Ag; — (Agq;)" AV 2.34
25( ;) 2, (Ag;)™ + 80, (Agj) j ( )
ou
" (3)
2 2f
AV, =L — - (2.35
Terme energie potentiel :
eV (ZL’J) = ijj/?V (fj) = O'jfjl-z‘/}. (236)
Nous pouvons écrire le terme exponentiel du propagateur
1 1 [ m 5 m 4 /
exp (ﬁsy) = exp {ﬁ {E (Agj)” + ngVj (Agj)” — UjijVjH : (2.37)
En utilisant la relation de la démocratie :
N—1 N-1
I dg; = I d(Ag;). (2.38)
7j=1 7=1
Et le résultat,
+o00 +o0 3
/ exp (—ax2 — bx4) dr = /dx exp (—ax2 — E) , (2.39)
a

m _ mAV;
sihe; €0 0= S

dans notre cas a =

On aboutit a :
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7 7 m 2 ’ 3 h2
exp <ﬁ5j) = exp [ﬁ {E (Agj)” — o (fij + gEAVJ> H . (2.40)
Le pseudo temps "s" vérifie la condition :

"
S

bt —f = /ds @) (2.41)

!
S

cette condition peut étre formulée comme suit :

"
o0 S

(@)1 ()] faso |7 [ar[r @] | =1 (2.42)

0 s

Aussi le propagateur global aura pour expression :

K () () 1) = Jms (0) £ (o)

5 T—/dr[f’(qT)]Q ds

= tim f (¢) f (¢) K {d43)

0\8
(o)
~

|
—

.

\]
Kh\
=
3_/

[\

ot Ky est donné [16] par :

Ky =1 (o) S @l [ [ ﬂ (o) oo (s) Ton o

nous arrivons apres développement & :

K (f (q”> ’t”;f (q,> ’t,> - A}l_rgo ! (27T)hf ! (27;27;00])2
0 oo JET +oo to N1 N i -
x()/dr_éexp( ; >dE_£ _4 l_IlqueXP(jzl%Sj>

avec
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3 h?

~ m 2 ’ !
Sj = %, (Ag;)” —o; (fj2vj +g AV - Eff) : (2.46)

Nous pouvons extraire la fonction de Green G (q”, q: E) , transformé de Fourier du

propagateur

K (q”,q/; E) = % exp <—iET> G (q”,q/; E) dFE, (2.47)

ou
G (¢ d5E) = VIWTF@) [ds P (dd's). (2.48)
0

Apres identification :

N L N1 . N
" ! . m 2 7 ~ -
P(d"dss) = ]3520//]1‘[1 (%maj) [T da; exv (i—_LZSJ> L (249)

ou

i Sj= i {ﬁ (Ag;)* — o, <f}2 (V; — E)+ ggm/]) } : (2.50)

% <Z_g>2 .V (q)] , (2.51)

avec
R ) 2
V@ =@V (@) - E+ Ay, (2.52)
on 2 [ 2 f®
AV = S—m [3?—2 - 2f}—] . (2.53)

La fonction de Green G (q”, q; E) n’est autre que la transformée de Fourier du propa-
gateur K (q", q; E), cette fonction donnera le spectre de I’énergie a partir de ses poles et
les fonctions d’ondes correspondantes a partir des résidus aux poles, du systéme physique
étudié.

Dans le but d’illustrer la méthode présentée précédemment, nous nous proposons de
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I’appliquer aux potentiels.

2.5 Exemples d’applications

2.5.1 Exemple 1

Le potentiel de Morse est donné par :

V(r) = Vo (1 —exp(—ar)). (2.54)

Nous cherchons a trouver le potentiel transformé V (q) , en utilisant les changements

des variables :

2 dt p 2
= flg)=—"ng ;L= [ ] , 2.55
r=flg)=--Ig;—=|f(q) (2.55)
et
f// 2 2f///
AV, = |—| — =2, 2.56
j {f 1 37 (256)
Ce qui donne :
I 2 1 1" 2 ]. 2 4 1
Y I AT
aq aq a(q
a?q? 1

La substitution de ces valeurs dans ’expression du potentiel transformé donne :

~ 4 o\ 2 3 h? 1
ol encore
~ B 4(Vo—FE) 1 8V 4Vhg? h?
Vig= [a—q— @t o T ) (2:58)

on pose :
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w? = 8l
ma?’
9 2m (Vo — E)
v R2a?
La relation (2.58) devient :
- 1 4o? — 1
V(q):—mw2q2+h2(v 1) 2

2

— ) 2.59
Nous avons ramené le probléme lié au potentiel de Morse a celui de 'oscillateur har-

monique qui est déja connu.

2.5.2 Exemple 2

Soit le potentiel anharmonique suivant :

V (r) = Ar® + Br* + Cr® + Dr—2, (2.60)
avec A, B, C et D sont des constantes.

Nous cherchons & trouver le potentiel transformé V (q) , en utilisant les changements
des variables :

11
r = f(q) =p2q?, (2.61)
ou p est une constante.
Nous trouvons :
b f = —lphgd = dphgk:
f 2pq,f 4pq,f1 SP2q 2; (2.62)
ds = ?th et AV; = — 17
La substitution de ces valeurs dans 'expression du potentiel transformé donne :
~ P 5 3 5 9 D 3 h? 1
= AP+ B+ Cpg+ — —EB| +=—<——— ¢, 2.63
(9) 1 |27 p°q pet } S 1 (2.63)
ou encore
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. D 3m\1 A B ¢, Ep
V== =— |5 +p'¢+=pq+—p* - == 2.64
(9) (4 32m>q2+4pq+4pq+4p I (2.64)

Ce potentiel transformé est donné en fonction du nouveau parameétre q.

2.5.3 Exemple 3

Soit le potentiel suivant :
, (2.65)

ou A, B et GG sont des constantes.
Nous cherchons a trouver le potentiel transformé V (q) , en utilisant les changements

des variables :

r=f(g)=q (2.66)
Nous déduisons :
/ 3 1 " 3 1 " 3 3
_— —2 _— — 2 _ — — 2. 2.
f 0% [ =0 f g4 % (2.67)
4 5}

La substitution de ces valeurs dans ’expression du potentiel transformé donne :

- 9q B G 3R ( 5
— D ag+ 2+ 2 Bl 422 2.
V(q) [q+q+q3 }+8m{12q2}, (2.68)

ol encore
9G 5 hT 1 9A , 9FE 9B

_ v _ B 2B 9.
(9) [4+32m 2T AT T ity (2.69)



Chapitre 3

Spectre des énergies relatives aux
états "/" pour le potentiel de

Hulthén g-déformé

3.1 Introduction

Il existe de nos jours plusieurs techniques différentes de résolution de 1’équation de
Schrodinger stationnaire, ces solutions jouent un réle important en mécanique quantique
et sont donc d’un intérét particulier pour les physiciens aussi bien que pour les mathéma-
ticiens.

L’approche des intégrales de chemin de Feynman occupe une place centrale a cause
de son interprétation physique et son lien avec la théorie classique, dans cette approche
nous allons étudier le potentiel de Hulthén introduit en 1942 [19], ce dernier a été I'objet
de plusieurs études aussi bien en mécanique quantique non-relativiste qu’en mécanique
relativiste [19, 20], il est souvent utilis¢é comme une bonne approximation de certains
interactions en physique et en chimie notamment la physique nucléaire et la physique des
particules [21], la physique atomique [22, 23], la physique de I’état solide [24], et la chimie
physique [25].

Notre but est la recherche en mécanique quantique standard des énergies pour les
états ¢ # 0, relatives au potentiel de Hulthén généralisée g-déformé en utilisant deux

approximations pour le terme centrifuge [26, 27, 28].

34
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3.2 L’intégrale de chemin pour le potentiel Hulthén
g-déformé
Le potentiel de Hulthén généralisée g-déforme [29, 30, 31] a la forme suivante :

exp (—or)

Vi (r) = —Ze% (3.1)

1 —gexp(—dr)’

ou Z, e, 0 et ¢ sont respectivement les nombres atomiques, la charge électrique, le
parameétre d’écran et la déformation réel. La figure 3.1 montre la variation de ce potentiel

en fonction de r et q.

Figure 3.1 : Le potentiel de Hulthén g-déformé en fonction de r et ¢ avec Z =e =1 et

delta = 0.025.

3.3 Fonction de Green et propagateur de Feynman

Le propagateur relatif au potentiel de Hulthén généralisée ¢g-déformé entre deux points

espace-temps (FI ,t') et (7"' ',t”) s’écrit comme [7] :

N I 1 > menooror
K <r T ,t) = T ZZ;(%—F 1) x K, <r AT ,t) Py (cos ), (3.2)
olt P (cos ) est le polynome de Legendre et 6 = (7', ')

avec
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" " / ! N )
Kg(T,t;T,t): lim Hexp{—S]} x 1T
j

N—00 j=1

m
Sj = % (ATJ')Q — é“/eff, (34)

et Arj = Tj — ijl, e = Atj = tj — tjfl, t/ = to et t” = tN,

ici Vs est donné par :

h2<(£+§—1)2—}1)

exp (—or)
Verr = — Ze%§ . 3.5
i1 2mr? <z qexp (—dr) (3:5)
En posant § = 2§, équation (3.1) devient :
. exp (—2(5lr>
Vi (r) = —27€%6 (3.6)

1—qexp (—2(5/7“) '
Dans le but de ramener le probléme des états "¢" du potentiel de Hulthén a celui des

états "s", nous effectuons le changement de variable suivant :

/ t / t
o) = e (afr) = |
qexp( r t+1:exp r TG+ (3.7)
la substitution de (3.7) dans (3.6) donne :
t
Vi (r) = —2Ze% 15—, (3.8)
5
ce qui donne :
—27e28
Vi (r) = ——t. (3.9)

q
Par ailleurs, nous notons que le potentiel (3.1) n’est pas exactement soluble pour
les états ¢ # 0, dans le but de surmonter cette difficulté, nous utilisons, pour le terme

centrifuge, les deux approximations suivantes :

1¢approximation du terme centrifuge [26]

1esles exp (—or)

r? (1 —qexp(—6r))*]’ (3.10)
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o _672'yq ,YZ + 677’}/2 - 672’yq2 + 672772 + 2q€7’y -1
’ V2 (e 21¢? + 2ge7 — 1) ’

pour g = 1:
o= %, Ikhdair prend la valeur de v = 0.4990429999 (valeur approché) .

2¢meapproximation du terme centrifuge [27, 28]

1 ¢y exp (—x) cyexp (—2x)
3= 3~ 1_1 - 2 5, (3.11)
2 gexp (=) (1 — gexp(—x))

ol x = dr est une variable sans dimension,

24342 212 —21n(z)qzi+In(z )2 —6qz;+31n(z)+3

_ —In(z)¢%#
€= In(z)"
. 2(1n(zl)q3zl3—3q3zl3+9q2zl2—3ln(zl)qzl—ngl+2 ln(zl)+3)
a=- 2 In(z)* ’
Cp = _ln(zl)q4z;i73q4zl472ln(zl)q3zl3+1233zl37148t12zl2+2 In(z;)gz1+12gz;—1In(z;)—3
zf In(z;)
pour g =1

- ln(zl)zl2+ln(zl)2—2 In(z)2+3224+31n(z;)—62+3

“ = In(z)*
. 2(1n(zl)zl373zl373 In(z)2;+927 42 ln(zl)79z1+3)
a=- 2 In(z)*
In(z)zt—21n(2) 2} —32} +1223+21In(2) 2y — 1827 —In(2) +122,—3
22 In(z)*

Cy = —

Ces deux approximations ont été utilisées dans plusieurs travaux dans le cadre du
formalisme de Schrodinger.

Calcul de V,;; en utilisant la 1°°approximation

exp (—2(5,7“)/ n (31
(1 — gexp (—25 7’))

1 /

En utilisant la relation (3.7), nous pouvons écrire :

1 , 52 457
5~ 46 % ¢y + Tt + —t2 (3.13)

La substitution de (3.9) et (3.13) dans (3.5) donne :
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—27e25  20%R? D 21
= Z_1) ==
Vers ( q * mq <(€+_2 ) 4>>t
2622 D 2
Z_1) == 2
( o ((g+ 1) 4>)
26" %coh? D 21
Z 1) == 14
S— <(€+-2 ) 4>, (3.14)

posons :
—27¢25 | 262h2 D 2 1
R=== +7W<W+E—U‘ﬂ)
G=%%ﬁ(<€+——1> -1
ceci donne :

Vepr = Rt+ Ft* +G. (3.16)

Les fonctions hyperboliques déformées, définies pour la premiére fois par Arai [32]

comme suit :

cosh, z = 5 (exp (z) + gexp (—x))

sinh, x = 3 (exp (z) — gexp (—x)) (3.17)
tanh, z = :g:;lz -

par ailleurs, nous pouvons écrire :

cosh, (5/7’) 1+ qexp (—25/r> + L
, — = — = ”1 =2t +1, (3.18)
sinh, ((5 r) 1—gexp (—2(5 T) 1-— t+—1

coth,, (5l7’> =
ce qui donne :

coth, <5,r> -1
2

t= (3.19)

La substitution de (3.19) dans (3.16) donne :
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R F , F / F R
Vers = <§ - 5) coth, (5 7“) + Zcothg (5 7‘) + 1 32 + G, (3.20)
en utilisant la relation :
coth? (5’r) 14— (3.21)
1 sinh? (6'r)
nous pouvons écrire :
Vo = coth (5 r) T — el 3.22
1 / 4 sinhg (6'7) 2 (3:22)
ol encore :
, B
Veff =-A COthq ((5 T) + 9/ N\ + C, (323)
sinhy (5 1")
par conséquent,
A (F;R)
F
B==31 , (3.24)
c=",q
ou
A= Ze28'
q
252 2
B=E ((0+5-1)" - 1) (3.25)
0= 22wt (1))
Nous utilisons le changement suivant [32] :
sinh, (5lr> = /gsinh <5ly> ;  cosh, (5/7') = /g cosh (5/y) ; (3.26)
) cosh, (5/r> cosh (5/?/) /
coth,, (5 r) = — — = — —— = coth (5 r) ,
sinh, (5 T) sinh (5 y)
ol
1
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ceci conduit a

!

B

Vegs = —Acoth (3'y) + —5 —— +C.
1 Y sinh? (5 y)
ou
A= Ze25'
q
’ 5l2 2 2
B =g ((e+5-1) - )
€ =248 2t (04 8 —1)" )
Calcul de Vs en utilisant la 2¢meapproximation
1 / C1 exp (—25’7“) Co €XP <—45/7‘>
— ~ 407 |co+ F— + L
r 1—qexp(—25r) (1—qgexp(—26r))

En utilisant la relation (3.7), nous pouvons écrire :

1 I it y 12
— R4 %o +40 71— + 40 “ea—;,
r q q

la substitution de (3.9) et (3.31) dans (3.5) donne :

—27e28 26,201h2 D 2
. = {4+ ——1
fo ( + g (( + 5 )

q

26 2cyh D 1)) .
(2 () -3)-

+26'200h2 £+D_12_1
m 2 41’

posons :

—27¢25 | 28 2c1h? ((€+ % _ 1)

e (07
|

)

M = 2 et ((£+5—1)2—
N:M((€+——l)2—

m

N}
L LS T

ceci donne :

2 1

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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Vepp =Tt + Mt* + N. (3.34)

On procéde de la méme maniére que la 1°"° approximation, on aboutit & :

62/ 5/20—0 h?2 2
A:25+-(2“)<@+%—U—&>

q maq?

b= s (e 51 ) C am
o268 52 (e —qc14+2q%¢co ) 72 2

C=220 4 (2@20)(@+§—U—ﬁ>

La figure 3.2 représente la variation de V,;¢ en fonction de r pour trois valeurs du

moment angulaire (¢ = 0,1 et 2) pour 6 = 0.075.

Figure 3.2 : Variation de V,¢; en fonction de r pour trois valeurs du moment angulaire

(¢ =0,1et 2) et pour § = 0.075.

.Ainsi, nous avons transformeé le probléme relatif aux états "¢" du potentiel de Hulthén
a celui des états "s" similaire a celui de Manning-Rosen. Nous proposons de résoudre
ce dernier en utilisant la méthode de Duru-Kleinert qui repose sur une transformation
spatio-temporelle, cette derniére nous permet de passer du propagateur relatif au potentiel

(3.28) , a celui relatif au potentiel de Poschl-Teller modifié dont le spectre a été déja calculé.
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3.4 Transformation des coordonnées d’espace et du
temps

Nous introduisons souvent une transformation de coordonnées suivie d’une transfor-
mation locale du temps afin de rendre I’étude beaucoup plus accessible. Effectuons les

changements d’espace et du temps suivants :

r=f(q = (%) arccoth (2 coth? (q) — 1) , (3.36)

dt = f2(q)ds, (3.37)

avec
1

2

() = (5—) tanh? (g) . (3.38)

Ces transformations nous permettent de passer d’'un propagateur de départ difficile &
calculer, en une forme plus maniable.

Nous avons, par ailleurs, que la fonction de Green relative & un propagateur donné,

nous permet de tirer a partir de ses poles le spectre des énergies, et les fonctions d’ondes

correspondantes & partir des résidus aux poles. Cette fonction est obtenue a partir de la

transformée de Fourier du propagateur K, (r”, r T ) comme suit :

K, (r”,rl;T> = QLm/G (TH,T,;E> exp (_ifT) dFE, (3.39)

ou

G (r”,r/; E) = % [f, (q'> f <q”>} : 7Kg (q”,q,; 3,/> ds” (3.40)
0

le propagateur devient :

Ko (das8") = [Paew |3 [ (57 - 1@V (@)~ B - &V (@) ds| .

(3.41)
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et la correction quantique AV est donnée par :

2=
FACI A

La transformation (3.36) nous permet d’écrire Iexpression pour les dérivés de f (q)

AV (q) s [3 (3.42)

:8m

AN <q>] |

dans des ordres différents.

’ 1 " ]_ |:C0th2 q— ]_:| " —2 |:C'Oth2 q— ]_]
= ; = y = — s 3.43
/@ 0 cothgq f §  coth?q ) ) coth® ¢ ( )
la correction devient :
B h? 1 3

AV (q) (3.44)

= — 4 .
8m |cosh®q sinh®q
Par ailleurs, la transformation (3.36) conduit a une nouvelle expression du potentiel

(3.28) :

Vir (f (@) = —A (2coth’q — 1) + 2B’ (2 coth? ¢ — 2) coth® ¢ + C, (3.45)

ensuite, on multiplie par f2 (q) :

_(=C - A) N 4B (=C+4)
62cosh®q  §?sinh%q 5 ’

£2(a) Vi (£ (0)) (3.46)

en déduit :

2m(E-C—A)+ (%) smB + (%)

F2() Vi (f (@) — E]+ AV (q) =

2md'? cosh? ¢ 2mé ? sinh? ¢
(E—-C+ A)
R R (3.47)

en tenant compte de (3.47), le propagateur (3.41) devient :
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~ " ) Z//E—C+A
Kz(q,q;8> = eXp[;LS (5—2)}

I e R T

~ " ! 1 /]; 1" E_C+A 1" / "
Ke(q,q;8>—exp{i—is %1 K%PT(q,qw), (3.49)

avec

U:%i 1+8mB'

5'2p2
1, [EmEoa . (3.50)
V=73 §5'2p2

L’intégrale de chemin (3.49) est similaire a la mise & jour au potentiel de Poschl-Teller
modifiée, qui est un probléme résolu est connu. En fait, I’adaptation de la notion de Frank
et Wolf, la solution de l'intégrale de parcours lit 2s = n(n—1), —2c = v (v —1), et en

introduire les nombres k1, ky qui sont définis en fonction de c et s.

On posant :
k=11 (3 -20)7]
2 (4 )1 (3.51)
b= 1 [1 (3 +29)7]
Le propagateur devient :
N
KM (g q'5s") =3 exp (—is B ) 5 (a) 3 (¢) 0 352)
n=0

3.5 Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes

En substituant (3.52) dans (3.49), nous trouvons :

Nm .
K, (q", q; 8"> = D exp {%S [—(E _;2_ 4 _ E%PT} }

XX:}KLIQ) (q”> Xf;(KLKz) (q’> ’ (353)
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avec N,, le nombre maximal des états excités.

. , < "
En intégrant sur le parameétre pseudo-temps s , nous obtenons :

Gy (r”,rl; E) Z Xnt i ng : (3.54)
nt

n=0

H (k1 ,k2) (7’,/) XH*(kl,kg) (7“/)

avec la valeur de k; et ky comme suit :

k=3 [(1 +3(s+2n+1) + h26’2?:—1£n+1):|

B=3(1+y/8E)=10+9

(3.55)

En posant u = % [1 — coth (5/7’” ,d’apres la fonction de Poschl-Teller, et I’équation

du propagateur 3.53 nous obtenons la fonction d’onde de Hulthén suivant :

Xong () = VE NS (w1 %"‘”” WFTI T X O (<, 2k —n— 1 s+ 1 k)

I [5(%1 1)nID(2k1 —n—1) ]

k
I(n+s+1)I(2k1—s—n—1 eXp 25T)) '

x exp{=20r [k — 5 —n—1]} x PP (1 - 2exp (—207))

(3.56)
ot PP est le polynome de Jacobi.
Le spectre d’énergie est obtenu a partir des poles :
(5’27,—L2
Ef, = — 2(ky —ky—n) =1 - A+ C
. o 2 (k1 — k2 —n) = 1] +
h26% (s +2n 4 1)° 2 A
S i Uk L ) ~ el (3.57)

8m h26% (s 4 2n + 1)

Ce spectre est donné en fonction des parameétres du potentiel.

3.6 Reésultats et discussion

Nous avons calculé par la méthode des intégrales fonctionnelles de Feynman et pour
différente valeur du parametre d’écran 0 , le spectre d’énergie E, , des états liés pour le
potentiel du Hulthén g-déformé et pour g = 1, Les calculs on été faites via un programme

Maple.
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Les deux approximations donnée par équations [26, 27, 28] du terme centrifuge, nous
ont conduits & calculer deux valeurs numériques pour I’énergie et différentes valeurs de
n et ¢ avec 'utilisation du nombre quantique totale ny = n + ¢ 4+ 1. Nos résultats sont
consignés dans les tableaux 77 et ont été comparé avec les méthodes suivantes : la méthode
Numeérique [33], les méthodes Nikiforov-Uvarov [27, 34], et la méthode des itérations
asymptotiques [35].

Nous ne constatons que nos résultats des énergies des états liés obtenue avec les deux
approximations est donné par (presentl et present2) sont en bon accord avec les résultats
numeériques et meilleurs que ceux donnés par les autres méthodes. Néanmoins quand on
arrive a partir de I'état 3d, seul les résultats present2 reste en adéquation avec le résultat

numérique ; ceci est dii au chois de ’approximation.
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Etats 0 presentl  present2 num.[33] N-U(Stanek) [27] N-U [34] AIM [35]
0.025 0.1127604 0.1127310 0.1127605 0.1127604 0.1127611 0.1128125

0.050 0.1010416 0.1010437 0.1010425 0.1010420 0.1010442 0.1012500

0.075 0.0898437 0.0898455 0.0898478 0.0898453 0.0898495 0.0903125

0.100 0.0791666 0.0791714 0.0791794 0.0791717 0.0791769 0.0800000

2p 0.150 0.0593750 0.0594007 0.0594415 0.0594007 0.0593981 0.0612500
0.200 0.0416666 0.0417491 0.0418860 0.0417491 0.0417078 0.0450000

0.250 0.0260416 0.0262466 0.0266111 0.0262466 0.0261059 0.0312500

0.300 0.0125000 0.0129346 0.0137900 0.0129347 0.0125925 0.0200000

0.350 0.0010416 0.0018698 0.0037931 0.0018698 0.0011675 0.0112500

0.025 0.0437065 0.0436983 0.0437069 0.0437066 0.0437072 0.0437590

0.050 0.0331597 0.0331606 0.0331645 0.0331602 0.0331623 0.0333681

3p 0.075 0.0239149 0.0239173 0.0239397 0.0239173 0.0239207 0.0243837
0.100 0.0159722 0.0159797 0.0160537 0.0159798 0.0159825 0.0168056

0.150 0.0039930 0.0040316 0.0044663 0.0040316 0.0040162 0.0058681

0.025 0.0436024 0.0436030 0.0436030 0.0436028 0.0436044 0.0437587

0.050 0.0327430 0.0327495 0.0327532 0.0327495 0.0327508 0.0333681

3d  0.075 0.0229774 0.0230109 0.0230307 0.0230109 0.0229948 0.0243837
0.100 0.0143055 0.0144146 0.0144842 0.0144147 0.0143364 0.0168055

0.150 0.0002430 0.0008528 0.0013966 0.0008528 0.0003124 0.0058681

0.025 0.0199479 0.0199447 0.0199489 0.0199480 0.0199486 0.0200000

0.050 0.0110416 0.0110423 0.0110582 0.0110422 0.0110442 0.0112500

4p 0.075 0.0045312 0.0045339 0.0046219 0.0045340 0.0045370 0.0050000
0.100 0.0004166 0.0004252 0.0007550 0.0004252 0.0004269 0.0012500

TAB. 3.1 — Les énergies —E,,; (2p, 3p, 3d et 4p) relatives au potentiel de Hulthén en unités
atomiques (h=m =e =2 =1) avec D=3 .
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Etats & presentl  present2  num.[33] N-U(Stanek) [27] N-U [34] AIM [35]
0.025 0.0198437 0.0198444 0.0198462 0.0198444 0.0198457  0.0200000
4d 0.050 0.0106250 0.0106354 0.0106674 0.0106355 0.0106327 0.0112500
0.075 0.0035937 0.0036478 0.0038345 0.0036479 0.0036111  0.0050000
0.025 0.0196875 0.0196902 0.0196911 0.0196903 0.0196914  0.0200000
4f 0.050 0.0100000 0.0100463 0.0100620 0.0100463 0.0100154 0.0112500
0.075 0.0021875 0.0024452 0.0025563 0.0024452 0.0022222  0.0050000
5p 0.025 0.0094010 0.0093995 0.0094036 0.0094011 0.0094017 0.0094531
0.050 0.0026041 0.0026047 0.0026490 0.0026047 0.0026067 0.0028125
5d 0.025 0.0092968 0.0092976 0.0093037 0.0092977 0.0092988  0.0094531
0.050 0.0021875 0.0022000 0.0023131 0.0022001 0.0021952 0.0028125
of 0.025 0.0091406 0.0091451 0.0091521 0.0091451 0.0091445 0.0094531
0.050 0.0015625 0.0016380 0.0017835 0.0016381 0.0015779 0.0028125
5g 0.025 0.0089322 0.0089440 0.0089465 0.0089441 0.0089387 0.0094531
0.050 0.0007291 0.0009495 0.0010159 0.0009496 0.0007549 0.0028125
6p 0.025 0.0041493 0.0041486 0.0041548 0.0041493 0.0041500 0.0042014
6d 0.025 0.0040451 0.0040460 0.0040606 0.0040460 0.0040471 0.0042014
o6f 0.025 0.0038888 0.0038944 0.0039168 0.0038945 0.0038927 0.0042014
6g 0.025 0.0036805 0.0036995 0.0037201 0.0036996 0.0036870  0.0042014

TAB. 3.2 — Les énergies —F,; (4d — 6g) relatives au potentiel de Hulthén en unités
atomiques (h =m =e =27 = 1) avec D=3.

3.7

Représentation graphique des énergies

Nous présentons dans ce qui suit les graphes tracés a partir des résultats du deux

tableaux représentant la variation de ’énergie E), ; en fonction du parameétre delta.
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Figure 3.3 : Les énergies de 1’état 2p en fonction de delta.
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Figure 3.4 : Les énergies de 1’état 3p en fonction de delta.
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Figure 3.5 : Les énergies de 1’état 3d en fonction de delta.
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Figure 3.6 : Les énergies de 1’état 4p en fonction de delta.
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Figure 3.7 : Les énergie de ’état 2p en fonction de delta.
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Figure 3.8 : Les énergies de ’état 3p en fonction de delta.
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Figure 3.9 : Les énergies de 1’état 3d en fonction de delta.

—a— présentl
présent2
—&— Num.

0,020
0,015 -
-
0,010 4
00057 a\
0,000 - *
T T T T T T T T T T T T 1
002 003 004 005 006 007 008 009 010 011
delta

Figure 3.10 : Les énergies de 1’état 4p en fonction de delta.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons déterminé le spectre des énergies des états "¢" ainsi
que les fonctions d’onde correspondantes pour le potentiel de Hulthén ¢-déformé dans un
espace de D dimension par la méthode des intégrales de chemin de Feynman.

Pour traiter ce potentiel, nous avons utilisé deux approximations pour le terme centri-
fuge ; celle-ci nous a permis de passer de la résolution d’un probléme relatif aux états "¢"
du potentiel de Hulthén g-déformé a celui de I'état "s" (¢ = 0) similaire & Manning-Rosen.
Nous avons utilisé la technique des transformations spatio-temporelles pour résoudre ce
probléme, cette derniére nous a permis de passer du propagateur relatif au potentiel simi-
laire & Manning-Rosen a celui de Poshel-Teller modifié dont le spectre a été déja calculé.

Nous allons déterminer, par la suite, I'expression analytique du spectre d’énergie £, ,
des états liées dans un espace de D dimension et le parameétre de déformation ¢ positive
pour les deux approximations. Dans le but de montrer I'efficacité de ces approximations,
nous avons considéré un cas particulier (D = 3 et ¢ = 1). Nos résultats ont été comparé
aux énergies calculées numériquement et avec les deux méthodes Nikiforov-Uvarov [27, 34],
la méthode des itérations asymptotiques. On constate qu’ils sont en bon accord avec ceux
obtenus numériquement, et beaucoup mieux que ceux des autres méthodes. Les présentes
approximations du terme centrifuge pourraient étre une méthode utile et approprié pour
d’autres potentiels de forme exponentielle. En fait, elles ont le grand avantage de conduire
a une expression analytique valable, qui dépend des parameétres potentiels.

Le formalisme de Feynman constitue un bon outil de résolution des problemes de la

mécanique quantique.
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Annexe

La 2°™¢ approximation du terme centrifuge est donnée par :

1 1 ¢y exp (—x) N cyexp (—2x)

&2 2 " T T—qgexp(—1) | (1—qexp(—x))® (3:5%)

oll x = dr est une variable sans dimension.
Notre but est déterminé les valeurs de c¢g, ¢; et cy. En utilisant un développement
limité au voisinage Az = 0. En effet,
1 1 1

— = = , 3.59
2 In(z2)® In(z+Az)? (3.59)

oll z = exp (—dr), Az = z — z, avec z représente le minimum du potentiel V.
Le développement de 1’équation (3.59) en terme de série de Taylor autour de Az =0

A l'ordre 2 donne :

1 1 2 [3—1—111 (z1)

- Zl In (21)4

2 (o) ~ o ) 1 Az?+ 0 (AZ%). (3.60)

L’approximation (3.58) peut étre reformulé comme suit :

1 c1 (2 + Az) o (2 + Az)°
— =+ + . 3.61
22 co —q(za+Az)+1  (—q(z+ Az) + 1)2 ( )

Sont développement en série de Taylor autour de Az = 0 au deuxiéme ordre donne :

1 @’z — 1zt — 2c0qz + c22f + 12 + ¢
a? (qz — 1)*
(c1qz1 — 2¢92; — ¢1)
[ 3 Az
(g2 — 1)
2, 2 _ _
- {clq 2T EegR T A CQ] A2+ 0 (A%, (3.62)
(g2 — 1)

o4
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Annexe

En identifiant les équations (3.60) et (3.62), nous obtenons :

(21)qz1+1n(21)* —6q2+3 In(2)+3

o — 71n(zl)q2z?+3q2zl2721n
0~ In(z)*
2<ln(zl)q3z?73q3zl3+9q2z1273ln(zl)qzl79qzl+21n(zl)+3)
G == 2 1In(z)? ’
o — ln(zl)q4z4—3q4zl4—2ln(zl)q32f+12q3zf‘—18q22l2+2ln(zl)qzl—|—12qzl—ln(zl)—3
2= z? In(z)*
pour g =1:
— ln(zl)z?+1n(zl)2—2 In(z)2+327 43 1In(z;)—62+3
Co = 1
In(z;)
2(ln(zl)zl373zl3f3ln(zl)zl+9zl2+2ln(zl)79z1+3)
6= — ’ . (3.63)
z1In(z;)

o — In(z)2t—21n(z) 28 =32} +1223+21In(2) 2 — 1822 —In(z)+122,—3
2= z2 In(z)*
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