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Résumé

Dans ce mémoire on s’intéresse aux formules sommatoires des fonctions arithmétiques, D’abord
on rappelle quelque notions de base : fonctions arithmétiques, fonctions additives, fonctions
multiplicatives, convolution de Dirichlet, anneau des fonctions arithmétiques. Ensuite, on détail
quelques formules sommatoires (formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin, formule sommatoire
d’Abel). Aussi on porte son attention a faire une comparaison entre une intégrale et une somme.
Finalement, nous présentons quelques applications illustratives qui montrer I'importance de ces
formules sommatoires, dans I’étude de comportement asymptotique d’une fonction arithmé-

tique, de plus le role de la formule sommatoire d’Abel dans la théorie des nombres.
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Notations générales

Nous donnons quelques notations qui vont nous aider dans la suite de notre travail.

1. N P’ensemble des nombres entiers (N* désigne les entiers naturels non nuls).
2. P I’ensemble des nombres premiers.

3. Z l'ensemble des nombres ralatifs.

4. R I’ensemble des nombres réels.

5. C I’ensemble des nombres complexes.

6. La lettre p désigne un nombre premier.

7. Pour deux entiers n > 0 et m > 0 on utilise les notations :

e (n,m) désigne le pgcd(n, m).

e m | n signifie m divise n.

e m { n signifie m ne divise pas n (m, n sont des entiers non nuls).
e p°||n signifie p* | n et p** {n.

e Pour deux entiers n et k tels que 0 < k < n on note

(1) =

8. Les deux symboles Z et H représentent respectivement une somme et un produit

plz plz
étendus a tous les nombres premiers qui divisent x.

9. Les deux symboles E et H représentent respectivement une somme et un produit
p<w p<z
étendus a tous les nombres premiers inferieur a x.
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10. Pour tout nombre réel x on désigne

e [z] la partie entiére de x qui est 'unique nombre entier k vérifiant ©+ — 1 < k < .

e {z} la partie fractionnaire de z, {z} =z — [z] (0 < {z} < 1).

11. f(x) = O(g(z)) (f(x) est un grand O de g(x)) s'il existe un constante M > 0 telle que
|[f (@) < M |g(x)].

12. f(x) ~ g(z) quand (x — o0) signifie lim, ., —— = 1.



Introduction

Les fonctions arithmétiques jouent un role fondamental en théorie des nombres. Mais elles sont
trés souvent mal connues dans ce domaine, et possedent un comportement qui semble irréguliere
et sans cohérence. Malgré les recherches assez développés dans ce domaine, les chercheurs
coincident toujours avec certains problémes surtout au niveau de la sommation des valeurs d’une
fonction arithmétique, Exceptionnellement si les valeurs de la fonction arithmétique sont liées
par les nombres premiers (Eclude, 300 avant J.-C) qui sont connu par leur croissance illimitée
et sa distribution irréguliére. La théorie analytique des nombres est passée par une grande
évolution scientifique dans les 19—20°™¢ siécles, parmi les grandes découvertes fondamentales des
chercheurs on voit par exemple la formule sommatoire d’Abel et son role dans la démonstration
du théoréme des nombres premiers, aussi la formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin qui est
basée d’'une maniére essentielle sur les polynémes de Bernoulli méme 1'utilisation d’intégrale

pour comparer les sommes.

Ce mémoire repose sur trois chapitres, dans le premier chapitre on rappelle les grands notions
de base comme les fonctions arithmétiques multiplicatives et additives, produit de convolution
et stricture de 'anneau des fonctions arithmétiques et la définition de la fonction sommatoire

et la fonction sommatoire lissée.

Ensuite on a étudié dans le deuxiéme chapitre quelques méthodes pour calculer ’expression de
la fonction sommatoire d’une fonction arithmétique, (la formule sommatoire d’Abel, la formule

sommatoire d’Euler-Mac Laurin et 'approximation par une intégrale).

Finalement le troisiéme chapitre est consacré aux applications : Une premiere application sur
la formule sommatoire de Mac Laurin qui constitue & déterminé la formule asymptotique de la

1 . o o . NP .
somme E —, une deuxiéme application sur la formule sommatoire d’Abel constitue a déterminé
n

n<x
) x
I'équivalence 7(z) ~ —.
Inz
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Définitions et généralités sur les

fonctions arithmétiques

Dans ce chapitre, on regroupes quelques notions qui seront nécessaires pour la suite.

1.1 Fonctions arithmétiques

Définition 1 On appelle fonction arithmétique, toute application f définie de N* dans le corps

C.

Remarque 1 L’ensemble des fonctions arithmétiques sera noté par A.

1.2 Fonctions arithmétiques additives et complétement additives

Fonctions arithmétiques additives

Définition 2 Une fonction arithmétique f est dite additive si et seulement si elle vérifie :

f(1) =0,
et

fnm) = f(n)+ f(m) (n,m)=1.
Exzemple 1 Pour tout entier n > 1, la fonction w(n) qui définie par :

w(n) = Zl.

pln



1.2. Fonctions arithmétiques additives et complétement additives

Elle associée a un entier naturel non nul le nombre total des nombres premiers distincts qui

divisent n.

Quelques valeurs de la fonction w(n)

n 1121314 |25|26 |27 28|29 3031|2000
wh) 02 [1 (2 1 |2 |1 |2 |13 |12

Proposition 1 La fonction w(n) est une fonction additive.

Preuve Soient n, m € N tel que

n=pi'pst.pyt
et

/ /
m = ppy2 . pP,

nm = pPps.. it p YR plPr

comme (n,m) =1 alors, p; Zp; Vi=1.k etV j=1.r

D’une part on a

w(nm) =71+ k,

et d’autre part

w(n) +w(m) = Zl + Zl

pln plm
=r+k.
D’ou
w(nm) = w(n) +w(m).
u

Fonctions arithmétiques complétement additives

Définition 3 Une fonction arithmétique f est dite complétement additive si et seulement si :

Vn, meN, flnm)= f(n)+ f(m).



1.3. Fonctions arithmétiques multiplicatives et complétements multiplicatives

Exemple 2 Pour tout entier n > 1, la fonction Q(n) qui définie par :

p*|In
Elle associée a un entier naturel non nul n avec la répétition des facteurs premiers de n.

Quelques valeurs de la fonction Q(n)

n 112(3[4]8[26|27|28[2930]31 2000
Q)| 0|1[1]2]3]2 |3 [3 |1 |3 |1 |7

La fonction Q2(n) n'est pas complétement additive. Car d’aprés l'exemple suivant on voit que :
Q4) =2 et Q(8) = 3 avec (4,8) # 1,

Q(4) + Q8) = 4,

mais

Q4 x 8) =Q(2°) =5.

Alors
Q(4) + Q(8) # Q4 x 8).

1.3 Fonctions arithmétiques multiplicatives et complétements multiplicatives

Fonctions arithmétiques multiplicatives

Définition 4 Une fonction arithmétique f est dite multiplicative si et seulement si :

f=1
et

Fum) = fm)f(m) (n, m) = 1.
Exemple 3 La fonction indicatrice d’Euler qui est définie pour tout entier n par :
o(n) = card{m € N*/m <n et (m,n) =1}.

Quelques valeurs de la fonction ¢(n)

n o |1|2[4|5]6|7|8[9]10]|15 202000
on)|1|1]2/4[2|6|4]6] 4|88 | 800




1.4. Quelques fonctions arithmétiques

Fonctions arithmétiques complétement multiplicatives

Définition 5 Une fonction arithmétique f est dite complétement multiplicative si et seulement
St :

f) =1

et

Vo, meN, f(nm)= f(n)f(m).

Exemple 4 La fonction Identité est définie pour tout n > 1 par :

Id(n) = n.

Remarque 2 L’ensemble des fonctions arithmétiques multiplicative désormé sera noté par M.

1.4 Quelques fonctions arithmétiques

La fonction 7(n)

Définition 6 Pour tout entier n > 1, la fonction nombre de diviseurs T(n) est définie par :

7(n) = Z 1.

d|n

Quelques valeurs de la fonction T(n)

n |23/4|5[6]7]8|9|10]20]25]| 2000
r(n) 223 2424|346 3] 20

La fonction ((n)

Définition 7 Pour tout entier n > 1, la fonction produit des exposants B(n) est définie par :
B(n) =[]
pn

Quelques valeurs de la fonction B(n)

n [2[3[4]5]6|7[8[9]10]20]25 72




1.4. Quelques fonctions arithmétiques

La fonction noyau A(n)

Définition 8 Pour tout entier n > 1, la fonction noyau qu’est notée par \(n) est définie par :

1 pour n =1,
A(n) = Hp pour n > 2.

pln

Quelques valeurs de la fonction \(n)

n |1|2|4|5[6|7|/8]9]|10]20] 252000
An) | 1]2|2(1]6|7[2|3|10]10]| 5 | 10

La fonction de Mé&bius p(n)

Définition 9 Pour tout entier n > 1, la fonction de Mobius est notée par p(n) est définie par

1 sin =1,
pwn) =4 (=1) sin=pi---p., v >1 etlesp; premiers distincts,
0 ailleur .

Quelques valeurs de la fonction de Mébius

n [1] 2|45 6| 7 [8][9]10]20] 30 | 2000
pn) |1 =10 =1|1|=1]0jl0|1]|0|=1| O

La fonction puissance

Définition 10 On appelle la fonction puissance f, qui est définie par :
fs(n)=n° ouseC.
La fonction Unitée (s = 0) Pour tout entier n > 1, la fonction unitée notée par U(n) est

définie par :
Un)=1, VneN.

La fonction Identitée (s = 1)

Id(n)=n, VneN.

La fonction diviseurs o,

Définition 11 La fonction diviseurs s ou s € C, c’est une fonction liée aux diviseurs de n

Us:nHas(n):ZdS:Zfs(d) (0s(1)=1VseC).

dn dln



1.4. Quelques fonctions arithmétiques

Pour tout nombre premier p et tout a € N*, on a

ps(a+1)_1
a s 2s as SZ’S%O’
os(p") =14+p"+p7 4 +p" = =1
a+1 st s =0.

En particulier pour s = 1, la fonction o1 est notée par o

o(n)= Z d (la somme des diviseurs de n),

din
et l’on a, pour tout nombre premier p et tout a € N*,

pa—i-l -1

o) =hpt et =T

La fonction de Dirac

Définition 12 Pour tout entier n > 1, la fonction de Dirac en 1 notée par 6, est définie par :

1 sin=1,
51(71) :{

0 sinon.

La fonction 1p

Définition 13 Pour tout entier n > 1, la fonction caractéristique de ’ensemble des nombres

premiers notée par 1p est définie par :

1 sin P,
lp(n) = {

0 SInon.

La fonction 1p pondérée par In

(In1p)(n) = In(n)1p(n).

La fonction Von Mangoldt

Définition 14 Pour tout entier n > 1, la fonction de Von Mangoldt note par A(n) est définie

par :

“ avec o > 1,

0 ailleur.

A(n):{lnp sin=p

Quelques valeurs de la fonction Von Mangoldt

n 1| 2 3 4 5 |6 7 8 9 |10 11 |12
A(n) |0 |In2 | In3 | In2 [In5 [0 |In7 |In2 |In3| 0 |Inll| O




1.4. Quelques fonctions arithmétiques

Proposition 2 La fonction de Von Mangoldt n’est pas additive et n’est pas multiplicative.

Preuve Comme

alors la fonction de Von Mangoldt n’est pas multiplicative.

Montrons que A(n) n’est pas additive. On a

A(8) =1n2,
A(9) =1In3,
A(8.9) =0,

comme

A(8.9) # A(8) + A(9).

Alors, la fonction A(n) n’est pas additive. m

La fonction de Von Mangoldt généralisée

Définition 15 Pour tout entier n = pr"’, et pour k € N, la fonction de Von Mongoldt
i=1
généralisée est définie par :

Ae(m) = Y pu(d) I (5).
d\n

Quelque valeurs de la fonction Ay

A2(1) =0,

Ay(4) = 1n*(4) — In?(2),

A3(1) =0,

As(4) = 1n*(4) — In?(2),
(

La fonction 7 (n)

Définition 16 La fonction qui compte les nombres premiers inférieurs ou égale a n, est notée
par (n)

> 1 pour n > 2,
m(n)= ¢ prn
0 pour n < 2.

Quelques valeurs de la fonction 7 (n)

n o [1]2]3|4|5|6|7[8]9|10/|11]50
m(n)|0]1]2|2[3[3|4]4]|4|4]|5 |15




1.4. Quelques fonctions arithmétiques

La fonction 6 (n)

Définition 17 La premiére fonction de Tchébychev est notée par 0 (n)
> Inp pourn > 2,
0(n) =< pr<n
0 pour n < 2.

Quelques valeurs de la fonction 0 (n)

n 1] 2 3 4 5t 6 7 8 9 11 12
@(n) |0 In2|In6 |[In6|In30 | In30 | In210 | In210 | In210 | In 3210 | In 3210

La fonction v (n)

Définition 18 La deuziéme fonction de Tchébychev est noté par 1 (n)
> Inp  pourn > 2,
V) ={ i

0 pour n < 2.

Quelques valeurs de la fonction 1(n)

n 1] 2 3 4 ) 6 7 8 9 11 12
Y(n)|{0|In2|In3 | In2|Inb5 |In6 | In7|In2|In3|Inll|In6

Théoréme 1 [17] Soit f une fonction arithmétique (f € A).

1. La fonction f est multiplicative si et seulement si

Fy=1etvn=[[r"=2 onafm)=][]re.

p*ln p*n

2. La fonction f est complétement multiplicative si, et seulement si

FWy=tetVn=[[pr>2 onafm=T]®)".

p*[In p*{n

3. St la fonction f est additive alors

fF)=0etYn=][p"=2 onaf(n)=> f@").

p*ln p*n

4. Si f est complétement additive, alors

f(1)=0 et‘v’n:HpaZQ, onaf(n):Zozf(p).

p*{n p*||n

10



1.5. Produit de convolution

Lemme 1 [12] Soient n et m deux entiers tels que (n,m) =1 et d | nm, alors d s’écrit d’une

maniére unique d = dyds telle que dy | n et dy | m.

Théoréme 2 Pour toute fonction multiplicative f, la fonction arithmétique définie par

n— Z f(d) (neN*) est multiplicative.

dn
Preuve
Comme f multiplicative on pose h(n) = f(d). D’abord on a
din
h)=F(1) =1

Soient n, m € N* tels que (n, m) = 1. et d | nm, alors d = dydy avec dy | n et dy | m

hnm)= > f(didy)

dida|nm

= Z f(dr)f(d2)
di|n,da|m

=3 f(d)f(dn)
di|n d2|lm

= f(d) ) flda),
di|n da|m

d’ou
h(nm) =h(n) x h(m).

1.5 Produit de convolution

Définition 19 Soient f et g deux fonctions arithmétiques.

La somme, le produit et la quotient de deux fonctions arithmétiques f et g sont définie par :

(f +9)(n) = f(n) +g(n) VneN,
(fg)(n) = f(n)g(n) vV n €N,
(g) (n) = ‘;EZ; sig(n)#0, V¥V neN-

Définition 20 Le produit de convolution de Direchlet de f et g notée f x g, est défini par :

(f *g)(n) = D_F(d)g(5).

dln

11



1.5. Produit de convolution

Théoréme 3 Si f et g sont des fonctions multiplicatives, alors f * g est aussi.

Preuve

Soient f et g deux fonctions multiplicatives.

(fxg)(1) =1

Soit (n,m) =1 et d | nm ,alors d = dyds telle que dy | n et dy | m

=Y f(dg(")

d|nm
D fldda)g()
dida|nm
= F(d)g(2)D " flda)g(2

di|n da2|m

d’ot
(f * g)(nm) = (f * g)(n)(f * g)(m).

[

Théoréme 4 Si f, g sont des fonctions arithmétiques multiplicatives et h est une fonction

complétment multiplicative alors,
h(f * g) = (hf) * (hg).

Preuve
Soient f, g deux fonctions arithmétiques multiplicatives et h est une fonction arithmétique
completment multiplicative

h(f *g)(n) = h(n)> f(d)g

dn

= Zf(d)g(—

d|n

avec n = dr

h(f*g)(n) =Y f(d)g

dn

=Y f(@)g(r)h(d)h(r)

dn

= ()@ (hg)(5),

din

d’ou
h(f % g) = hf * hg.

12



1.6. L’anneau des fonctions arithmétiques

1.6 L’anneau des fonctions arithmétiques

Théoréme 5 L’ensemble des fonctions arithmétiques A muni de la loi (+) et (%) est un anneau

commutatif.

Preuve
1) (A, +) est un groupe commutatif, son élément neutre est la fonction arithmétique nulle 0

définie par 0(n) = 0 pour tout n € N*.
2) La loi (x) est associative. Pour f, g et h dans A et n € N*, on a

f(gxh)(n) =Y f(d)((g*h) ))

dln
= Zf (g*h)(
din
= ZZf(d)(g@)h(@),
dln d|%
dx o x @ =n,
on a donc
fgxh)(n) =Y fla)g(b)h(c)
abc=n
On a aussi
(F 9) = h(n) = > _(f = 9)(d)h(=)
dln
= ZZf(5)(g(%l)h(—) avec d X — X g —n
dln ¢
On a donc

(f*g)*h(n)=">_ fla)g(b)h(c)

abc=n

ce qui montre que :
(f*xg)*h=fx(gxh).
3) La distributivité de (%) sur (4). Soient f, get h € Aet n € N* on a

(f (g +m)(n) =D _fd)(g+h)(5

dn

- Zf<d)<g<§> + h(%))

dln

= > F(g(5) + YT @h

dn dn

= (fxg)(n) + (f *h)(n).

13



1.7. Fonctions sommatoires et fonctions sommatoires Lissées

D’ou
frlg+h)=frg+fxh.

4) L’élément neutre de la loi () est la fonction arithmétique neutre I définie par :

1 pourn =1,

=4 "

0 pour n > 2.

Il est bien clair que
fxI=Ixf=f (VfeA.
5) La commutativité de la loi (x)
n
=> f(d)g(5
din

d|n=n=4ddavec § € N*

= > /(59

dln
= > 9@,
din
D’ou
(f*g)(n) = (gxf)n)

1.7 Fonctions sommatoires et fonctions sommatoires Lissées

Fonctions sommatoires

Définition 21 Soit f une fonction arithmétique, la fonction sommatoire de f est la fonction

= Y f(n)

1<n<x

définie sur Rt par :

Exemple 5 Pour tout x > 1,

= Z l=[z]=a0—{a} =2+0(1),

1<n<z
(o) = o = S,
p<:r
0(x) = My, log(z Zlogp,
p<x
() Zlogp
pr<z

14



1.7. Fonctions sommatoires et fonctions sommatoires Lissées

Fonction sommatoire lissée

Définition 22 (Fonction de Schwartz) Une fonction de Schwartz ¢ : R — C est une fonc-

tion de classe C'™ telle que

V(n,m) € N? lim |x”f(m)(:13)‘ = 0.

|z|—o0

f est une fonction a décroissance plus rapide que tout polynéme a l'infini.

Définition 23 Soit f une fonction arithmétique. On appelle fonction sommatoire lissée asso-

ciée a f et a la fonction de Schwartz ¢ la série suivante :

Mg(9) =Y _f(n)g(n).

n>1

15



Chapitr
(&

Quelques formules sommatoires

Dans ce chapitre, on étudié quelques méthodes pour calculer ’expression de la fonction somma-
toire d’une fonction arithmétiques comme la formule sommatoire d’Abel, la formule sommatoire

d’Euler-Mac Laurin et 'approximation par une intégrale.

2.1 Approximation par une intégrale, intégration par parties

La formule d’intégration par parties s’écrite :
b b
| 1@ @i = s@gta)l - [ g

I'intégrale par parties consiste & intégrer une des deux fonctions présentes dans I'intégrale initiale

(¢’ devient g) et a dériver 'autre (f devient f).

La sommation par parties consiste en une opération analogue dans un contexte discret.

Théoréme 6 1. Pour deuz entiers a, b € Z, a < b et toute fonction f € C' ([a,b] — C), on a

> s = [ sa+ T2 [

- (Bl(t) - %) |

2. (a) Pour tout entiern > 1, on a

+o00 Bl (t) "

1
Inn! = n—|—§ 1nn—n+A—/

+oo
A:1+/ Bi(t), _In2r

1 t 2
n!w(%) V2n7 (n — +00).

16



2.1. Approximation par une intégrale, intégration par parties

(b) Pour tout nombre réel x > 1, on a

In([z]') =zlnz — 2+ O (lnx).

By(t)

to'Jrl

+o00o
3. Pour tout nombre réel o > 1, l'intégrale / dt est convergente et l'on a
1

+oo
1 1 1 T Byi(t
= —U/ i )dt.

ne 2 o—1 totl

n=1

Preuve

1) La démonstration est basée sur I’évaluation des deux intégrales suivantes
/n : F(t)dt et /n : ] £(t)dt pour a < n < b.

Par intégration par parties nous obtenons

/n: fydt =[tf)_, — /n:tf/ (t)dt (u= f(t) et v/ =1)

—nf )= -Df -1 - [ t7 @O,
et
| i =y [ = o= 60 - 70 1)
= (] (1)~ (0= 1) (0~ 1))~ f (n).
De la derniére égalité, il vient
Fn) = nf )= =1 f = 1) = [ (e

(¢~ ) F' (5.

=nf(n)—(n-1)f(n—-1) _/nltf,(t)dt)+/n1
En remplacant

nfn) = (=Df -1 [ e @

/ f(t)dt
n—1
dans I’expression de f(n), on obtient

= [ swdes [ -

En sommant sur les nombres n de a + 1 jusqu’a b, on obtient

IO Z f dt+2/ (t) dt

_ / F(t)dt + / (t = [f]) F/(t)dt.

17
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2.1. Approximation par une intégrale, intégration par parties

En écrivant ¢ — [t] sous la forme
on obtient

d’ou la formule annoncée.

Remarque : On peut introduire U'intégrale de Stieltjes de f par rapport a la mesure d ([t]) .
/ £t

/ HﬂdWD—fm+U+~~+f@—-}:fm>

On trouve

a<n<b

ce qui implique

b
L’évaluation de la différence Z f(n) — / f (t) dt donne

a<n<b

- [ roa= [ roawm- [ o

a<n<b
b
:/ FYd—{t) —/ £ ) dt
=~ [ rwawy,
En intégrant / f(t)d({t}) par parties on obtient

[ roaim =0 wt - [ 0 roa (5@ ek=oa. vez).

/f dt+/ [
:lf®ﬁ+l@—mf@#

On a

a<n<b

18



2.1. Approximation par une intégrale, intégration par parties

2. a) Pour n > 1, 0n a

mal= 3 mm= Y f(m) (f(x)Zln% f'(x):a

l<m<n 1<m<n
Inn

= [(moa B [ mor o

— <n—|—%> Inn —n+ (1+/1+0o Blt(t)dt) —/nm BlT<t)dt

Inn ln27r_/°°Bl(t)dt

—nlnn — i
nnnn+2 5 ;

sachant que

OOB o
—/ #dtﬁ/ %:lnn,

—/OOBlT(t)dt = O(Inn),

ce qui implique que

alors
Inn!=nlnn—n+ O(lnn) + O(In27) + O(lnn).
Et comme
O(In27) < O(lnn),
donc

Inn!=nlnn —n+ O(lnn). (2.1)
b) On peut vérifier que pour tout = > 1, on a

In([z]') =zlnz — 2+ O (lnx).

En remplagant n dans(2.1) par [z], en obtient
In ([2]!) = 2] In[] — [¢] + O (In ]
=zlnz—zlnz+ [z]ln[z] — [z] + O (In[z]),
Sachant que

—zxInz+ [z]ln[z] < —zlnz+ [z]lnz
<(—z+[z])lnz <1llnz

—zInz+ [z]ln[z] = O (lnx),

19



2.2. La formule sommatoire d’Abel

alors
In([z]') =2zlnz+ O (lnx) — [z] + O (In [z])
=zlnz+O0(nz)—2x+0(1)+0O(Inlz]),
et comme
1 <zet Inz>lInzl]
donc

In([z]') =zlnz — 2+ O (lnx).

1
3) La convergente de I'intégrale est assurée par l'inégalité | By (t)| < 3

T B 1 [y 1
/ 1) 5 s—/ a_ _ 1
1 o+l 2 1 to+l 20

D’abord, on écrit la somme sous la forme

en suite on applique la premiére assertion avec

a=1,b=N, f(t) :tla, ) = sy

2.2 La formule sommatoire d’Abel

Théoréme 7 Soit {a(n)}, . une suite de nombres complexes, A(t) = 3 a(n) avec A(t) =0
1<n<t

pourt < 1, x ety deux nombres réels tels que 0 < y < x et f une fonction contintiment dérivable

de lintervalle [y, z] — C. On a alors

S aln)f(n) = Al)f(@) - AW ) - [ " AW (@) dr. (2.2)

Preuve

On pose m = [y] et k = [z]. On a alors

20



2.2. La formule sommatoire d’Abel

Notons que a(n) = A(n) — A(n — 1) pour n > 1 (A(0) =0).
Cela implique

y<n<z n=m++1
k k
= D Am)f(n)— > Aln—1)f(n)
n=m+1 n=m-+1
Sachant que
k k—1

alors
Y am)fn)= > An)f(n) - > A(n) f(n+1)
On a encore
(& k—1
Y Am)f(n) = > An)f(n)+ Ak) f(k)
et
Y AMm) fn+1)=A(m) fm+1)+ Y A(n)f(n+1)
\ n=m n=m-+1

d’ou
; ZHA fn+1)) + A (k) f(k) = A(m) f (m+1)
_ ZHA " i+ A0 109~ Am) £ o+ 1)
Puisque, pour n <t < n+ 1 on a A(t) = A(n), alors
/ f(t)dt = / " A(t) f(t)dt.
Il en vient
<Z< a(n)f(n) = - ; / A frode+ A £ Am) 1)

k
-/ A F @)+ A(R) S0 = A(m) f (m+1).
m+
Maintenant on écrit A (k) f(k) et A(m) f (m + 1) sous les formes suivantes :

A (k) f(k) = A(K) (f(k) = f(x)) + A(R) f(z) = - /: A@) S (8) dt + A(x) f (),
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2.2. La formule sommatoire d’Abel

et
A (m) £ (1) = A (m) (f (m+ 1) — f(3)) — A(m) ()
- ([ 4w wa) - awio)
(A(m) = A(»))
On obtient
T a0 = A1)~ A 0) - / " A @)
- [ awswi- [Cans o
alors

y<n<z

Une autre démonstration.

La quantité Z a(n) f(n) vaut

y<n<z
/ f(t)d(A(t)) (intégral de Stieltjes-Riemann voir [1]).
y
Par intégration par parties, nous obtenons

S aln)f(n) = A@)f@) - AS) - [ A0F Ot

Remarques.

1. Dans le cas ou 0 < y < 1, la formule (2.2) devienre

y<n<z

2. Dans le cas ou A(z) f(x) s’annule a I'infini et au moins I'une des deux quantités Za(n)f(n)

n>y
+o0

ou f'(t) a un sens, la formule (2.2) devient
v

—+00
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2.3. La formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

2.3 La formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

2.3.1 Les nombres et les polynémes de Bernoulli
Les nombres de Bernoulli

Notons B,, les nombres de Bernoulli et B,,(t) les polynomes de Bernoulli.

Définition 24 Les nombres de Bernoulli sont définis comme les coefficients de Taylor de la

série génératrice exponentielle

t
et —1

oo 4

B(t) =

La relation (e — 1)B(t) = t entraine que l'on a

n—1 .

1 sin=1
ZBk(Z) = {
k=0 0

sin>1.

Et par suit on a

BO — 1,
1
2B; + By = 0, donc B; = _57
1
332 + 331 + Bo = 0, donc BQ = 67

4B3 + 632 + 431 + Bo = 0, donc Bg = 0,
1
5B4 + ].OB3 + 1032 + 5Bl + B() = 0, donc B4 = ——=

30°
Théoréme 8 [12] Pour tout entier 1 < n, on a

B2n+1 = 0.

Les polynomes de Bernoulli

Définition 25 On définit les polynomes de Bernoulli B, (t) par la série génératrice

n

B,(t) =Y ()But" ™",

k=0

tel que By est le k — éme nombre de Bernoulli.

23



2.3. La formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

Lemme 2 [l existe une unique suite de polynomes réels {B,(t)},cn C R[t] définis par les

relations
By(t) =1,

t

Bdﬂ—n/B%ﬂ@dﬂ+Rﬁ(n21%

) 0
/bdmu:a (n>1),
L 0
Ou B, (z) est un polynome de Bernoulli d’indice n et B,, est un nombre de Bernoullid’indice n.

Preuve
1) L’existence : Les polynomes B, (t) se calculent successivement & partir de By(t) = 1, en
remplacant dans les deux derniéres formules on trouve

t

&@:/&@m+&,

Bi(t)=t+ B

et

donc on trouve

1
Bl(t) == t - 5,
de méme technique on trouve
9 1
3 t
Bs(t) =3 — ~t2 + -,
2 2 1
By(t) =t* — 283 + ¢ — —
4(1) = o

2) T'unicité : On suppose qu’ il existe deux suites des polynomes de Bernoulli {B,,(t)}, oy €t
{qn <t> }nEN'
By = g =1,
1

31:%:15—5

et d’apres la deuxiéme formule on a

t

Bnﬁ)::n][Bn_ﬂx)dx+aBn

24



2.3. La formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

et

donc
/ By (#)dt — / an(0)dt,
[ B0 - auvyie—o.
B(t) = qu(t) =0,
alors
Bn(t) = gn(t)
On conclure alors que {B,,(7)},cy = {¢n(z)}. =

Proposition 3 Pour tout n € N, on a

Preuve

1) On montre que B, (t + 1) — B, (t) = nt" .

Par récurrence, pour n =1
1 1 0
Bl(t+1)—Bl(t):t+1—§—t+§:t =1
On suppose que B, (t + 1) — B, (t) = nt" ! est vraie pour n et on montrons que la propriété

est vraie pour (n+1). On a

Buar(t+1) — By (t) = (n + 1)(/Bn(x +1)dt— /Bn(x)dx),
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2.3. La formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

sachant que

t+1 1 t+1
/Bn(az)dx = /Bn(az)da:+ /Bn(a:)da:
0 0 1

t+1

car
1
/Bn(x)dx =0.
0

Par le changement de variable x = u + 1, on obtient

t+1 t
/Bn(:c)d:c = /Bn(l + u)du,
1 0
donc t+1 t
/Bn(x)dx = /Bn(l + x)dx.
0 0
Par suite
t+1
Buii(t+1) — Buor(t) = (n + 1)/(Bn(x 1)~ By(a))de
0
t+1
= (n+ 1)/nx"‘1dx.
0
Alors
Boia(t+1) = Bua(t) = (n+ 1"
D’ou

B,(t+1) — B,(t) = nt"".
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2.3. La formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

2) Montrons que B),(t) = nB,_1(t). On a

D’ou

3) Montrons que

On a B
Bl)esp(et) = 37 B(0)
par suite O
B(a) exp(a(s +1)) = D Bals + ). (2:3)

Et d’autre part, on a

B(z)exp(z(s +t)) = B(z) exp(zs) exp(xt)

=3 Bt explas)
n—o ’
telle que
B = () Bl
k=0
donc

B(x) exp((s + 1)) ii() t”lz!. (2.4)

n=g k=0

Par comparaison de (2.3)et (2.4), on trouve

Ba(t +5) = no (Z) By(s)t"*.

k=
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2.3. La formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

Remarque 3 [5]Les polymomes de Bernoulli sont périodiques de période 1, car

n

Bu(t+1) =Y <Z> By(1)t"*

k=0

" /n
= Byt"*
<k) k )
k=0

Notons B, (t) les fonctions de Bernoulli périodiques de période 1.
B, (t) = Bu({t}).

Donc pour tout k£ € N :

Théoréme 9 Pour toute fonction f de classe C**1 (k € N) sur [a, b] ot a, b € Z avec a < b,

on a la formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

b k _ym+1 (m) B (m)a
> f(n)z/ foyi+ 3 EY B U0 = (@)

|
ot (m+1)!

-1 k b .
+(IE:+)1)!/G B (8) fFD (2)dt.

Preuve

Nous prenons en considération dans cette formule que
1
B():l, B1:—§ et B27-+1 =0 (VTZ 1)

On a vu dans le théoreme précédent que

> s = [ sty KL 4 [0,

a<n<b

b
Ensuite on intégre k fois par parties, I'intégrale / By (t)f'(t)dt, en posant a chaque fois

u= f"(t) et dv=d (Bm(t)) :

m

et en tenant compte du fait que
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Chapitr
e

Applications

3.1 Une application sur la formule sommatoire d’Abel

La formule sommatoire d’Abel nous permet d’exprimer chacune des deux fonctions 7(x) et 6(z)

en fonction de 'autre et déduire des équivalences concernant le comportement asymptotique

des trois fonctions — (z) ln;L" 0 (x)’ v (1’)
x x x

On verra plus loin dans la partie suivante que

w(m)wm(@@(x)wxéw(x)wﬁ (x — +00).

Théoréme 10 1. Pour x > 2, on a

r(z) = 20 +/x o) (3.1)

Inz tin%t

2. Les équivalences suivantes ont lieu

Jip = 3
Inz

xEIFOOH f) =1 (3.4)

im 28 g (3.5)
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3.1. Une application sur la formule sommatoire d’Abel

Preuve

1. On consideére la fonction caractéristique des nombres premiers

b(n) =

1 sin est premier
0 sinon

Pour obtenir I'expression de 7 (z) (z > 2), on pose dans le théoréme (7)

a(n) =b(n)lnn (n e N*), A(zx)=0(z), y=3/2, A(y) =0,

f@) = oy FEC (] = R), f'(2) =~
on obtient
()= a(n)f(n)
e CAW @) [ 6w
= A[@)f(@) + /3/2 t1n? tdt "~ Inz +/2 tln2tdt
Pour obtenir l'expression de 6 (z) (x > 2), on pose dans le théoréme (7)
oln) =¥(n) (1 €N, A) = aln) = T1=m(e) y= (A()=0),
f@) =z, fEC ((ya] = R), J'() = .
on obtient
O(z) = Z b(n)f(n) = A(x)f(z) — /3; @dt =m(z)lnx — /: @dt.

3/2<n<z
2. (3.3) = (3.4) : La relation (3.2) implique

0 (x) _W(x)lnx_l/”mdt‘

x T T t

1l suffit donc de prouver que
La relation (3.3) implique que

alors

. T dt
Evaluons 'intégrale / —. On a
5 Int

”dt_/ﬁdt+/xdt<1 ﬁdH 1 /fdt
o Int J; Int JzInt ™ In2 ), Invz J sz

Todt <\/§+2(x—\/5)'

2E In2 Inx
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3.1. Une application sur la formule sommatoire d’Abel

Par suite
Tdt_ VB 20—V

x Jy mt = (11&2):16+ rlnx

1 1 [
lim 2 gy @z <_/ Mdt) 1
r—4o00 I Tr——400 €T r—+o00 \ T 2 t

(3.4) = (3.3) : La relation (3.1) implique
m(r)lnz 0 (x) N lnx/ 0(t) it
2

T I T tin%t

Il en vient

Nous aurons besoin uniquement de montrer que (3.4) implique
Inx [© 6(t)

dt — 0 :
T 2 tln2 t - (x - +OO)

Or (3.4) implique 0 (t) = O(t) d’on
TO(t Todt
2 tln“t 2 In“t
. . Todt
Evaluons 'intégrale ——. On a
2 In“¢
[l [T S [
o In’t Jy In%t flnt n%2 J, In? \/z N

/m dt o 4(x— /1)

<
In?t  In%2 In?x

Y

ce qui prouve

Inz [* Q(t)dt<lnx(\/§ +4(x—\/5)

r Jy tln%t In?2 In? 2

T GOl ) + lim ln—gj/ AU
T—+00 x%#»oo r—+00 x 2 tln“t
4) &

Pour établir I’ equlvalence

)—>0 (x — +00).

Alors

(3.5) , on utilise la définition de la fonction ¢ (x) qui implique

les relations suivantes
0<d(z)—bz)= Y. e(ﬁ).

On note que pour tout z > 1,

= Zlnpg (1nx)Zl <zlnz.

p<z p<zx
Il en vient
l/m 1/m \/Eln T
> oo(er) < X In (o/7) < Valn (Vo) Y 1<
2<m<ine 2<m<inz 2<m<ne n
Z 1§ln_x
In2
2<m< 22
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3.2. Une application sur la formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

On en déduit

0<

La derniere relation implique

lim —9 (m) = lim w@),
r—-+oo I r—+oco I
d’ou I’équivalence
0
hmﬁzlﬁlimw—l.
rx——+o0o r——+oco

3.2 Une application sur la formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

Théoréme 11 Pour tout entier naturel n > 2, on a

I v 4 1 1 <§”: 1 < lnm i 1 1 N 1
nn —_— — — nn —_— — .
Ty T s Ly T T 1202 T 6ont

m=1

Ou v étant la constante d’Euler qui donner par

7:§_/+OO Bl(t)dt:§—/nB1—(t)dt—/+ooBl(t)dt.

2 2 2 t? t2

Preuve On écrit
1+ Ly +1—Zl—1+z !
2 n m m’

m<n l<m<n

et on applique la formule d’Euler-Mac Laurin avec

f(ﬂ;%’ k=3, a=1etb=n, (f(m)(t):%:m>‘

Z1_1+ ndt 1(1 N, 1/ 1
m .t 2\n 12 n?

m<n
1 /1 " Ba(t)
— (= -1) - dt
120 (n4 ) /1 5

nn + 1 1 n 1 n 23 /” B4(t)dt
=Ilnn+ — — — — .
2n 12n2  120n* 40 A

On obtient

Cela implique

1 1 1 1 1 23 " By(t
(1+—+---+——lnn)——— + + / 4(>dt.
n 1

9 T on 1202 | 120m* ' 40 £5

En faisant tendre n — 0o, dans les deux membres de la derniére égalité, on obtient

23 T By(t) 23 " By(t) T By(t)
_ 2 g =2 22 g ——dt.
7750 /1 5 40 /1 5 /n o
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3.2. Une application sur la formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

Il en vient

2 "B t B
1 n

40 £5 £5

par suite

> R NS L, +/+OO Ball)
— =Inn — = ———=dt.
m T on T 12m2 T2t T ), T

m<n

Sachant que

1 7
—— < By(t) < — teR
alors N ”
1  By(t 7
— < —dt <
120n4 _/n 5 ~ 960n4’
par suite

s ] 1 S L n s L 11
nn —_— — — nn —_— — .
Ty T s Ly s T T 12 T Gant

m<n

On trouve le méme résultat si on applique la formule sommatoire d’Abel. On écrit

S Lo b Y am)fm) ot a(n) =1V n e N

1<m<n m 1<m<n

Alx) = > a(n) = [z] et f(1) =

1<n<z

~ | — =

On obtient

. ) ) g
Zﬁ_l—i_ Z a(m)f(m)—l"'w w+/1 t2dt

m<n 1<m<n =1 =1
an /n (t—1[t]—13) ndt 1 ["dt
=1 —dt=1— =2t — = = —
i /1 t2 1 t? i 2

n(t—[t] - 1) tdt 1 (Mdt
=1- N 2 -~ _Z =
/1 Z +/1 £ 2) P
3 1 " By (t)
— 4o+ — — dt.
nnt oo, /1 72

1 1 3 1 ["B(t)
l4-F - t——Inn)=2o+-—— dt.
( oty n”) > o /1 2

On fait tendre n — oo, on obtient

3 T B (t 3 " Bi(t T B (t
7:5—/ 1()dt:——/ ﬂdt—/ ig)dt,
1 1 n

t2 2 t2

Cela implique

d’ou

n +oo
§—/ Bl(t)dtzw/ Bit) o,
1 n

2 12 t2
et

1 1 T B (¢
Zgzlnn+7+—+/ 1()dt-

2n 12

m<n
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3.2. Une application sur la formule sommatoire d’Euler-Mac Laurin

Ensuite on intégre par parties en posant

1 —2 1
u= g0 du= odt, do = By(t)dt, v = S Bat).
Il en vient
+00 +oo e
Bi(t) B, By(t) 1 (/ Bs(t)
dt = dt = — dt
/q; t2 27’L2 + /n t3 12n2 + . t3 ’
par suite

1 11 2 By(1)
S - di
Zm nn+7—|—2n 12n2+/n AR

m<n

1
et ainsi de suite on calcule la somme g — avec la précision souhaitée. m
m

m<n
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