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Introduction

Les problémes de controle pour les EDPs dégénérées se posent dans de nombreuses applications
comme la climatologie, la génétique des populations et la vision. Cette variété d’applications a
crié des problémes mathématiques difficiles pour les EDPs dégénérées. La dégénérescence peut
survenir sur une partie de la frontiére ou sur une sous-variété du domaine spatial. La perte
de D'ellipticité souléve de nouvelles questions liées a I’équation d’évolution dans des espaces
fonctionnels ainsi que de nouvelles estimations pour les équations elliptiques. De méme, dans
le cas dégénéré, de nouveaux outils sont nécessaires pour I'analyse de ’observabilité ainsi que
de la stabilisation. Les problémes de controle pour les équations paraboliques dégénérées ont
regu beaucoup d’attention au cours des dix dernieres années. Bien que les équations des ondes
dégénérées aient recu moins d’attention jusqu’a présent, nous pensons que le temps est main-
tenant venu pour une analyse compléte et une meilleure compréhension de ces problemes. Par
conséquent, le but de ce mémoire est d’étudier les problémes de contrélabilité, stabilisation et

d’observabilité pour ce type des équations.
Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous avons regroupé les notions nécessaires a la compréhension des
énoncés et des démonstrations. De méme que des résultats fondamentaux, qui concernent

quelques espaces fonctionnels, et quelques théorémes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudie la formulation variationnelle du I’équation des

ondes non dégénérée et sa controlabilité exacte.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons quelques notations, la notion de I’équation des
ondes dégénérée, le parameétre de dégénérescence ji,, les espaces fonctionnels et les hypothéses.

Nous prouvons des inégalités d’observabilité frontiére pour ce type des équations.

Le quatriéme chapitre, est réservé a I’étude de la controlabilité exacte. Nous définissons d’abord
le probléme de controle puis en utilisant la méthode HUM (Hilbert uniqueness method) Enfin,
nous consacrons a 1’étude de la stabilisation des limites pour méme équation quand p, €
[0, 1]. nous prouvons que I’équation stabilise exponentiellement la solution correspondante de

I’équation d’onde dégénérée.
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Notions de base

Introduction

Dans ce chapitre, nous avons regroupé les notions nécessaires & la compréhension des énoncés et
démonstrations des problémes qui forment le théme de ce mémoire. De méme que des résultats

fondamentaux, qui concernent quelques espaces fonctionnels et quelques théorémes.

1.1 Quelques espaces fonctionnels

1.1.1 Espace L*

Définition 1 On pose, pour p > 1

1
P

LP(Q,p) = q f: Q — C mesurable t.q | ]|, = /|f|pdu < 0o
Q

1.1.2 Espaces de Sobolev

Définition 2 /2] Soient Q@ un ouvert de RN On définit les espaces de Sobolev suivants :

1. Espace H'
d
H'(Q) = {u € L*(Q) telle que du € L*(Q), pour tout i = 1, ...,N} .
du . . .
Ou est la dérivée partielle faible de wu.
Li



1.2. Dérivée normale

Proposition 1 L’application suivante définit un produit scalaire sur H'S).

(1, v) = /Q (u (2)v () + Va (2) Vo (2)) da.

On peut définir une norme sur H' (). On notera donc

oy = ([ (@ + 1Vu @) ar)

L’espace de Sobolev H(S)) est un espace de Hilbert.
2. Espace H™

Pour m € Non a:
H™(Q) = {u € L*(Q) telle que D*u € L*(12), pour tout o = NV},

On le munit de la norme :

N

lallge = [ 32 / D*ul de

la|<m

3. Espace H}

L’espace H} c’est une espace des fonctions de Sobolev qui s’annulent sur le bord de © = ]0, 1.

On note
Hy (Q)={ue H (Q);u(0) =u(l) =0}.

1.2 Dérivée normale

Définition 3 On appelle dérivée normale d’une fonction u sur le bord d’un domaine la fonction

définie sur les points réguliers de OS2 par

@
on

(Produit scalaire du vecteur Vu (z) avec le vecteur n(x)).

() = Vu(z) .n(x).

1.3 Théoréme de Fubini

Théoréme 1 Soit f une fonction continue sur un rectangle R = [a,b] X [c,d] et & valeurs

réelles. On a :

//Rf(x,y)dxdy—/ab (/Cdf(x,y)dy)da:_/cd(/abf(xjy)dx)dy'

Ce théoreme permet de calculer l’intégrale double par deux intégrales simples successives.



1.4. Théoréme de Lax-Milgram

1.4 Théoréme de Lax-Milgram
Définition 4 Une forme bilinéaire A: H x H — R est

1. Continue : §’il existe une constante C' telle que
a (u,0)| < Clul o] Vu,v € H,
2. Coercive : §’il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) > alv]> Yve H.

Théoréme 2 [/] Soit H un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire, continue et coercive
sur H et L : H — R une forme linéaire continue. Alors, il existe u € H unique solution du
probléme

a(u,v)=L(v), YveE H.

De plus si a est symétrique u définie par :

S w) ~ L) —min{%(v,v) —L(v)}-

1.5 Opérateurs et Semi-groupe de contraction

Dans la suite, on désigne par X un espace de Banach.

1.5.1 Opérateur non borné

Définition 5 Soit D C X. Un opérateur linéaire dans X est un couple (A; D), et A: D — X

est une application linéaire. On dit que A est borné s’il existe ¢ > 0 telle que
Vue D(A), [[Aulx <clulx-

Sinon on dit que A est non borné.

1.5.2 Opérateur dissipatif

Définition 6 Un opérateur linéaire A dans X est dit dissipatif si

VA>0, Yue D(A), |u—Nuly > [uly.



1.6. Solution classique

1.5.3 Opérateur m-dissipatif

Définition 7 Un opérateur linéaire A dans X est dit m-dissipatif si A est dissipatif et

YA>0, VfeX, FJueD(A), u—Nu=f.

1.5.4 Semi-groupe de contraction

Définition 8 [6] Une famille {S (t)},., d’opérateurs linéaires bornés est dite semi-groupe de

contraction sur X, st

1. IS (t)|]| = 1 pour tout ¢ > 0.
2. 5(0) = I, I'identité dans X.
3. S(t+s)=5(t)S(s) pour tout t,s > 0.

4. Pour tout x € X, S(t)x € C (]0,00[, X).

1.5.5 Générateur infinitésimal

Définition 9 [6] Le générateur infinitésimal de S(t) est l'opérateur linéaire A défini par :

h) u —
D(A) = {:z: € X: W a une limite dans X quand h — 0}.
B u —
Au= tim 2PWEZU e DAy,
h—s0 h

1.6 Solution classique

Soient X un espace de banach, A : D (A) C X — X un operateur linéaire, et v : [0,7] — X

on dit que u est une solution classique de

{ dzgt) = Au (t).
u (0) = up.

Si
1. u est continue, et de classe C* sur [0, 7] .
2. u(t) € D(A),Vte0,T] et 240 = Ay (1),

3. u(0) = uy.



1.7. bien posé

1.7 bien posé

Définition 10 Le probléme est bien posé si pour toute donnée (second membre, domaine, don-
nées au bord, etc .), il admet une solution unique et si cette solution dépend continuement de

la donnée.
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Etude de I’équation des ondes non

dégénérée

2.1 Equation des ondes d’une seule dimension

Modéle mathématique [5]

Soit I = (a, b) un intervalle borné, et soit T > 0, considérons le probléme suivant, le déplacement
transversale infinitésimal d’une corde vibrante :

(U — Ugy) (x,t) =0, (x,t) € I x(0,T).

u(a,t) =wv, () et u(b,t) =wvy(t), te0,7]. (2.1)

u(z,0) =ul (z) et u (z,0) =u'(x), z €l

Ou u° est le déplacement initial de la corde, u° est la vitesse initiale de la corde et v,, v, sont

des controles.

2.1.1 Formulation variationnelle [2]

L’objectif dans cette partie est de transformer I’équation aux dérivées partielles (2.1) a une
équation différentielle ordinaire. On multiple donc 1'équation (2.1) par la fonction test ¢ (z)
qui ne dépend pas du temps ¢ (dépend seulement de la variable spatiale x) :

/utt (x,t) o (x)dr + /um (x,t) ¢ (x)dr = 0. (2.2)

1 1

On intégre ., (z,t) ¢ (z) par partie, on trouve

[t @) 0 @) do = s @0 (0 )]~ [ 2 (@) e (220)

I I

7



2.2. Controlabilité du systéme

I’espace pour la fonction test ¢ (x) est H] (I), on introduit alors le produit scalaire de L? (I)

et la forme bilinéaire a (w, @) définie par :

<w790>1;2(1) = /w(ZL‘)QO(ZE) dx.

a(w,p) =— /]wx () o, (x) dx.

On obtient alors la formulation variationnelle

/utt (,t) ¢ (x)dx — /gpx () uy (x,t) dx = 0.

1 1

Soit un temps final 7 > 0 on a se donne la condition initiales uy € Hy (I) et uy € L?(I) la

formulation variationnelle déduite est donc : Trouver une solution v dans
ue C([0,T]; Hy (I)) nC* ([0,T]; L* (1)),
telle que

%<“a€0>m,)+a(%s@)=0, Ve Hy(I), O<t<T.
(2.3)
u(z,0) =u’ (z) et uy (z,0) =u' (z), x €l

Finalement, la dérivée en temps dans la formulation variationnelle (2.2), doit étre prise au sens
faible puisqu’a priori la fonction (u (t),¢)2n’est qu'une fois dérivable en temps puisqu’elle

appartient a C*(0, 7).

Un résultat général

Théoréme 3 [2] Soit T > 0 et soit (u°,u') € H} (I) x L?(I), alors le probléeme (2.3) admet

une unique solution u tel que
we C([0,T];H (I))nC* ([0, T]; L* (1))
De plus, il excite une constante C' > 0 telle que

HUHC([O,T},H(%(I)) + ||U||cl([o,T],L2(1)) <C (||U0||H3(I) + ||U1||L2(I)) : (2.4)

Preuve voir [2] (Analyse numérique et optimisation).

2.2 Controlabilité du systéme

Définition 11 On dit que le systéeme (2.1) est exactement contrélable dans un temps T > 0,
si pour toutes les données initiales (u°,u'), il existe des fonctions (des contréles) v, et vy, telles

que la solution de (2.1) vérifie

u(z,T)=u (z,T)=0, ze€l. (2.5)



2.2. Controlabilité du systéme

On dit alors que les controles v, et v, dérive le systéme vers I’équilibre dans le temps T

Théoréme 4 [5] Soient T =b—a et (u°,u') € H* (I) x L?(I) telle que

b
u® (a) +u® (b) + / u' (s)ds = 0. (2.6)
Alors, il existe un choix unique de fonctions
v, vy € H' (0,T). (2.7)

Tel que la solution de (2.1) vérifie (2.5). De plus, v, et v, sont données par les formules

20, (1) = u® (a+t) +u’ (a) + /‘l u' (s) ds. (2.8)
b
20y (1) = u® (b —t) +u’ (b) + /b u' (s) ds. (2.9)

De plus, la solution u posséde la propriété suivante :

w(a,t) +ub,t) + [Cu(s,t)ds =0, Vtel0,T]. (2.10)

Preuve En appliquant la formule de dalembert, alors les solutions de (2.1) peuvent étre écrites

sous la forme
u(z,t)=f(x+t)+g(x—1t), (2.11)

telles que :
f:(a,b+T)— R et g:(a—T,b) — R.

En utilisant les données initiales on obtient

ulat)=ve (1) =fla+t)+gla—t), te[0,T]. (2.12)
u(bt)=vp(t)=f(b+t)+g(b—1t), t€]0,T]. (2.13)
w(z,0)=u(z) = f(z)+g(x), zel. (2.14)
w (2,0) =ul (2) = f'(z) — ¢ (), w€l (2.15)

En intégrant la formule (2.15) on trouve

f(@)—g(x)=UW (). (2.16)
Ou U? est une primitive de u!.

On somme (2.14) et (2.16), on arrive a

2f () =u® (z) + UY(z), z€l. (2.17)



2.2. Controlabilité du systéme

De plus on soustrait (2.14) de (2.16), il vient

d’apres (2.12) et (2.17), on conclut que
29(a —t) =20, (t) —u(a+t)—Ul(a+t), 0<t<b—a,
ol on a établit un changement de variable
T =a-+t.
et on remplace (2.20) dans (2.17), on trouve
2f(a+t)=u(a+t)+U'(a+t), 0<t<b-—a.
Multiplions (2.12) par 2, on a

20, (t) =2f (a+t)+2g(a—1t), t€][0,T].
2f (a+1t) =2v,(t) —2g(a—t), t€][0,T].

On remarque que (2.21) égale a (2.22), il s’en suit :
wWa+t)+UNa+t)=2v,(t) —2g9(a—1t), tel[0,T].

Finalement on déduit la formule (2.19).

De méme maniere, on conclut de (2.13) et (2.18) que
2f (b+t)=2u,(t) —u® (b—t)+ U (b—1t), 0<t<b—a.
Nous pouvons réécrire ces relations sous la forme suivante :

29 (s) =2v, (a —s) — (U +u°) (2a — s), 2a—b<s<a.

2f(s) =20y (s —b) + (U —u®) (2b—5), b<s<2b—a.

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
(2.26)

Les résultats (2.25) et (2.26) sont obtenus d’apres les changements de variables ¢ = a — s dans

(2.25),et t = s — b dans (2.26). Pour a < z < b et max{xr —a,b—x} <t <b—a,ona

2u(z,t) =2f(x+1t)+2g(x—1t).

(2.27)

On remplace 2f (z + t) par la formule (2.26) et 2g (x — t) par la formule (2.25) on trouve

2u(z,t) =2v, (x+t—b) + (U —u°) (2b— 2z — 1)
+2v,(a—z+t)— (U +u°) 2a—z—1).

10

(2.28)



2.2. Controlabilité du systéme

Donc

2u (z,t) =20, (a+t —x) 4+ 2v, (x + 1 — b) (2.29)
20—z—t
—u0(2a—x+t)—u0(2b—x—t)—|—/ u' (s)ds.

2a—x+t

On a, en particulier

u(x,t) =v,(a+t—x)+vy(x+1t—0)
20—z—t

1
+ - [—uO(Qa—JH—t)—u0(2b—m—t)+/
2 2a—x+t

u' (s) ds} :
On remplace t par b — a dans la formule précédente

u(z,b—a) =v,(b—2x)+wv(x—a)

—% {uo(a—x—kb)—kuo(b—x—ka)—/a;: aul(s)ds].
Alors
u(r,b—a)=v,(b—2)+v, (v —a)—u’(a—x+b). (2.30)
Et
uy (7,0 —a) =v, (b—x)+v,(xr—a) —ud (a—x+b). (2.31)

Ainsi, les conditions finales (2.5) sont équivalentes a
u(r,b—a)=v,(b—2)+v, (v —a)—u’(a—2z+b)=0.
Il en résulte que

uw(a—x+b)=v,(b—2)+v,(r—a). (2.32)
ug (z,b—a) =0, (b—z)+ v} (x —a) —u' (a—x+b) = 0.

Ce qui donne

u'(a—x+b) =0, (b—1)+v,(z—a). (2.33)
On integre (2.33), il vient
—Via—2+b)=—v,(b—2)+uv(xr—a), (2.34)

tel que V! est la primitive de u'.

On fait la somme et la différence entre (2.32) et (2.34) on obtient respectivement

20, (b—2)= W+ V) (a+b—2x), x€l
2p(z—a)=@W—VY)(a+b—2z), z€l.

11



2.2. Controlabilité du systéme

ou
20,(t) =W +VYH (a+t), 0<t<b—a.
0 6) = (0 + V) (a+ 1 . -
20, (1) = (W’ =V (b—t), 0<t<b—a.

Nous introduisons les sous-ensembles H, D, B, G de I x (0,T) ( les lettres signifient "Haut",

"Droite", "Bas", "Gauche") définis par

H:={(z,t) e I x(0,T) :t>x—aett>b—ux}.
D:={(x,t) e I x(0,T) :b—zx<t<xz—a}.
B:={(z,t) eI x(0,T) :t<z—aett<b—ux}.
G:={(x,t) e I x(0,T) :z—a<t<b—uzx}.

On peut facilement déduire de (2.29) et (2.35) les formules suivantes :

;

0, si (x,t) € H.

) W =Vh (-1, si (z,t) € D
2u(@,t) = w(z+t)+ul (z—t)+ ffjtt ul (s)ds, si (z,t) € B. (2.36)

\ W+ VY (z+1), si (x,t) €@

En comparant les limites de ces formules & t = © — a et t = b — x, on obtient que pour toute

fonction 0 < t < T, la fonction x — wu(x,t) est continue seulement si
Via) =u’(a) et V1 (b) = —u’ (b).

Par hypothése (2.6) u! a une primitive unique V! avec cette propriété. Le choix de V! de cette

maniére, (2.35) suit de (2.8), (2.9), et on déduit de (2.36) que

si(z,t) e H
2u (z,t) = 0.

Si (z,t) € D
2u(z,t)= (W' =V (z—t)=u(z—t) = V' (z—1).
:uo(x—t)—Vl(b)—i—/tul(s)ds:uo(x—t)+uo(b)—|—/tul(s)ds.

Si(x,t) € B
T+t

u0($+t)—|—u0(a:—t)—|—/ u' (s)ds.

r—t

Si(x,t) e G

(m+v0@+w_mu+w+v%mwwwﬂm+w+V“@+/Hu“$“'

T+t
=u (z+1t) +u’(a) + u' (s)ds.

a



2.2. Controlabilité du systéme

On résume ce qui précéde comme suit

;

0, si (x,t) € H.
20 (z,1) = u® (x—t) +u’ (b) + ff_t ul (s)ds, si (z,t) € D (2.37)
’ W (z+t) +ul (z—t)+ [T u (s)ds, si(v,t) € B. '
W (x4 1)+l (a) + [Tl (s)ds si (z,t) € G.

Remarque 1 Le probléme (2.1) est exactement controlable si T > b — a. En effet, il suffit de
conduire le systéme a se reposer dans le temps b — a, puis prolonge les fonctions de controle v,,

vy par zéro pour b —a < t <'T. Puisque
Va(b—a) = vp(b—a) =0,

par (2.6), (2.8) et (2.9), la propriété (2.7) reste valide.

13



p;
ha ltI'
C e

Observabilité d’équation des ondes

dégénérée

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notations, la notion de I’équation des ondes dégénérée,
le parameétre de dégénérescence i, les espaces fonctionnels et les hypothéses et nous considérons
le double probléme, prouvons bien posé et prouvons l'inégalité directe ainsi que la propriété

d’observabilité des limites pour p, € [0, 2].

3.1 Notation

3.1.1 Equation des ondes dégénérée

Définition 12 Fquation des ondes dégénérée c’est une équation aux dérivées partielles d’ordre
deux s’écrit sous la forme suivante

uy — (a(x)uy), =0, V(tx)€]0,00[x]0,1], (3.1)

telle que a est une fonction positive sur]0,1] avec a (0) = 0.

3.1.2 Paramétre de dégénerexence

La dégénerexence de (3.1) a © = 0 est mesurée par le parameétre
xla’ (x)]

Hg := SUp —————.
0<z<1 a(a:)

14



3.1. Notation

On dit que I’équation des ondes dégénérée faiblement si p, € [0, 1] et dégéneré fortement si

fa > 1.

3.1.3 Espaces fonctionnels

On introduit maintenant quelques espaces fonctionnels qui seront utilisés par la suite, on définit
L’espace V,!(0,1)

(i) u € L*(0,1).

(i7) u est localement absolument continue dans |0, 1]. (3.2)
(ii1) /au, € L*(0,1).

V1 (0,1) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

V. (0,1) =

(u,v), = /0 (a(z)u (z)v (2) +u(x)v(z))dr, Yu,ve V}H0,1).

Dont la norme est :

ol = { / (@) 0 @F + @) do:}2 . Vuevi0,1),
Et le semi norme A
ul,., = {/1a($) o (a:)|2da:}2 C Vuevi(0,1).
En fait, |ul, , est une norme équix(jalente sur le sous-espace fermé de V,'((0,1) défini comme
V.20(0,1) = {u eV, (0,1) :u(1) =0} .
L’espace V? (0, 1)
V2(0,1) ={ueV, (0,1):au' € H (0,1)}.
Note que si u € V2(0,1), alors au’ est continue sur [0, 1].
L’espace H!(0,1)
H,(0,1) = {u eV, (0,1) telles que u(0) = 0 quand 1, € [0,1[} .

L’espace H2(0,1)
H2(0,1) = V2(0,1) 0 HL(0,1)

Notons que toutes les fonctions u € H2(0, 1) satisfont & des conditions de frontiéres homogenes
ax =0et z=1. Ces conditions sont de type Dirichlet lorsque p, € [0, 1], et de type Neumann

/Dirichlet & = 0 et x = 1 respectivement, lorsque pu, € [1,2][.
L’espace H,'(0,1)

On définie H,*(0,1) Comme I'espace dual de H}(0,1).

15



3.1. Notation

Hypotheéses

Soit a € C' ([0,1]) N C*(]0, 1]) ,une fonction vérifie les hypothéses suivantes :

Hy:a(z) >0Vze]0,1], et a(0) =0.

xla’ (z)]
= S ) < 2. (3.3)
Hj:a € Ok (]0,1]).

Ou [.] représente la partie entiére.

Remarque 2 Nous présentons ci-dessous quelques conséquences simples de (3.3).

1. En intégrant 1'inégalité

sur [z, 1] on trouve

Preuve

En intégrant 'inégalité précédent sur [z, 1] on trouve

1 1
ﬁzua[lns]}v:—ualnlen ! 2/ a(s)ds:[lna(s)]i:lnzgi)),

fla . S xHa a(s)
donc
a(1)
xHa > a(z)
xteq (1)
W
a(z) =z a(l)zt. Vsel0,1]. (3.4)

1
Par conséquent, — € L*(0,1) lorsque u, € [0,1]. =
a

Proposition 2 supposons (3.3) alors

H“”i2(0,1) < Ca |u|?a Vu € Val,o (0,1). (3.5)
Ou
1 1
= in<4, ——— 5. .
Ca a<1)mm{ ’2—Ma} (3.6)
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3.1. Notation

Preuve Soit u € V,; (0, 1) nous allons prouver deux limites différentes pour |2 L2(0.1) €N terme
de |u|1 . - La conclusion (3.5) suivra en prend le minimum des deux constante correspondante

: premiérement, pour tout x € |0,1] on a :

Et on exploitant la définition de semi norme |u|, ,, on obtient

ul,, < (/;a@ds)% ([ weras).
< (/:a<s>ds)é (u (V)] = Jul@)l), Vu € Vi(0,1)

Par conséquent

b ds
o) de < Juf}, [ 5

d
/|u |d:v<|u|1 /dx/ i

le théoréeme de Fubini implique :

[ wpar <, [ [ar— i, [ 7
u\xr r > Uy, — €T = |Ujy, —as. .
0 M Je als) Jo M e als)

L’identité (3.4) et le fait que a(s) > a (1) s** donnent

1 1 1 1
/ idsg/ i ds = /sl_““ds.
o a(s) o a(l)ske a(1)Jo

Les considérations précédentes permettent d’écrire :

1 1 1
[t e =l < folt, [ s < pe [
p— 2 -~ a — _— .
0 LAo.1) ! : a(s) a(l) Jo

Et comme : . )
2_11/(1
/ slimrads = { i } = L .
0 2 — Ha 0 2 — Ha
On obtient )
full oy = 2oLy e v 0,1). 3.9
u L2(0,1) — a <1> 9 _ ua, € .0 .

On a pour tout z € ]0,1]

OS/ ( )+ u(s))2d3’
g/ (2|“ ‘“<)|2+Su’<s>u(s))ds,
/ (20 O+ (o)) s+ /;sumu(s)d&

17



3.1. Notation

Comme :

On peut écrie :

1

On trouve alors
1 , 1 1
/ <52 [u' (s)]” + 1 lu (s)|2) ds + / su' (s)u(s)ds. (3.9)

_ /; (32 ! ()| — i |u (s)|2) ds — %:B u(2)].

En passant a la limite quand = — 0, par (3.4) on obtient :

/ () ds < 4 | s @ras (3.10)

1
0
1

< 4/ st [u' (s)]” ds.
0
4

< m/0 o (s) | ()2 ds. Vu € Vi (0,1).

La conclusion découle de (3.8) et (3.10) m

Exemple 1 Soit 0 €]0,2[ on définit
a(r)=2a% Vrel0,1]. (3.11)
Telle que la fonction a vérifie ’hypothése (3.3), dans ce cas, nous avons

|’U’|i2(o,1) < min {4; ﬁ} |u|ia, Vu € Voo (0,1). (3.12)

Proposition 3 Supposons que (3.3) est satisfaite, les propriétés suivantes sont vraies.

(I) Pour tout u € V! (0,1)

lim zu*(x) = 0. (3.13)

z—0
1
u? (1) < max{2,m} ||u||?a (3.14)
De plus, Si p, € [0, 1], alors u est absolument continue dans [0, 1].

(II) Pour tout u € V2(0,1)
lim xa (v)u'(7)? = 0. (3.15)

r—0
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3.1. Notation

Pour tout u € V2(0,1) et ¢ € V.1 (0,1)
lim a(z) ¢ (z)u'(z) = 0. (3.16)

r—0

Avec

¢ (x) = 0 lorsque u, € [0,1].
(IIT) Si pi, € [1,2[, alors pour tout u € V2 (0,1)

lim a(z)u'(x) = 0. (3.17)

z—0

Preuve (I) Soit u € V! (0,1) On va montrer que

ru?(z), 0<z<1.
v () =
0, xz=0.

Est continue sur [0,1]. En effet, v est localement absolument continue dans |0, 1] et
v (z) = u? (z) + 22u’ () u (z), Vo €l0,1].
Maintenant, le second nombre au-dessus est en L'(0,1) parce que u € L?(0,1), grace a (3.4),
1 1
/ 22 (2)? da < / ate |u! ()P ds, Vu € Vo (0,1). (3.18)
0 0

1
<

—a(l)

1
/ a(s)|u (s) ds, YueV,0(0,1).
0

L
Comme : lim v(z) =: L, alors u* (z) ~ —. Ensuite, nous avons

v(l)=u*(1) = /0 (v (z) + 220/ (z) u (x)) da.
= /0 u? (r) do + /0 (2zu () u (z)) d.

< 2/01“2 (x)dac+/01 (:ﬁ |uf(g;)|2) dz.

Car

/01 2 (zu () u(x))de = /le%uQ (z) = /01 z (u2 (7)) dx < /01962 (2 (2))' da.

Donc

u2(1)§2/0 u2(x)dx+a(11>/0 o (2) | (2] da.

En vue de (3.18). En plus, supposons que p, € [0, 1], alors

1
u'(x) = a(x)u'(x), Vrelo,1].
(x) WVU() €10, 1]
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3.1. Notation

Est sommable sur (0,1) grace a remarque 3 et (3.2). Donc, u est absolument continu dans
[0, 1].

(IT) Soit u € V2(0,1). Nous affirmons que

Est continue sur [0,1]. En effet, v est localement absolument continue dans |0, 1] et

V' (7) = a(z)u' (2)? + xd (2)u' (2)? + 2za(z)u (v)u” (z).
= a(z)v'(2)? + 2zu/ (z) (a(2)v/ (7)) — zd (z)u' ().

Remarquez que le premier terme ci-dessus est sommable sur [0, 1] en vue de (3.2), La méme
chose est vraie pour la deuxiéme parce que, par (3.4)

a(x)

(@) < &% | (2)] < | D2 ()], Va €]0,1].

a(1)

En ce qui concerne le troisiéme terme, en raison de (3.3)
zla'(z)|vw'(2)* < poalw)u'(z)?, Ve €]0,1].

Et le second membre ci-dessus est sommable en vue de (3.3). Alors, lim v(x) =: L, existe

x—0
L
et doit disparaitre, autrement a(z)u®(z) ~ —. (Proche de zéro) ne serait pas sommable. Ceci

T
conclut la preuve de (3.15).

(III) Ensuite, nous allons prouver (3.17) en notant que limo a(z)u'(x) =: L, existe parce que
T—
2

@7

Enfin, pour montrer (3.16), on commence par prouver que la fonction

u e V2(0,1) et a(z)u(z)*” (proche de zéro) ne serait pas sommable.

Est continue sur [0, 1],

w'(z) = a(z)¢/ (@) (z) + o(z) (a(z)u'(z))".
Est sommable sur [0, 1]. Par conséquent, la limite

lim w(x) =: L.

z—0

Existe et

a(z) |p(x)u' ()] ~ |L],
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3.2. Observabilité

proche de 0. Nous devons maintenant distinguer deux cas.
Si g € [0,1] et ¢(0) = 0. La conclusion est immédiate.

D’autre part, Si u, € [1,2], alors, en raison de (3.17),

() |o/ ()] = / (ala)d (@) da] .

<V H(aul),”LQ(O,l) , Vrelod].

Si L # 0, alors, dans un voisinage de 0,

B < o) oty )]

<V H(au’)'”m(o,l) |p(x)|, Vael0,1].

Contrairement au fait que. m

3.2 Observabilité

Soit a veérifie ’hypothese (3.3), Soit p, € [0,2]. Considérons ’équation des ondes dégénérée
Ut — (a ($)ux>x :Oa (t,.’L') G]0,00[X ]071[ (319)

Avec les conditions aux limites suivantes :

u(t,1) =0, 0<t<oo.
u(t,0) =0, si ptq € [0, 1] (3.20)
limoa(:v) ug (t,x) =0, sip, €[1,2].

Et les conditions initiales

Nous rappelons que, puisque ’équation (3.19) est dégénérée, Différentes conditions aux limites

doivent étre imposées a x = 0 selon que ’on s’intéresse a :
1. Le cas faiblement dégénéré p, € [0,1[, on, en vue de la Proposition 3_(I), nous avons
que la condition de frontiére de Dirichlet u(¢,0) = 0 a un sens pour toute solution.

2. Le cas fortement dégénéré p, € [1,2], o, en vue de la Proposition 3_(II), nous avons que
la condition de limite de Neumann limoa () ug (t,x) = 0 est vérifié par toute solution
T—

classique.
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3.2. Observabilité

3.2.1 Bien-posé

Considérons I'espace de Hilbert Hy = H)} (0,1) x L?(0,1), avec le produit scalaire
((u,v) fo )+a(z)u (x)d (x))dx, V(u,v),(q,0) € Ho.
En se basant sur I’équation des ondes classique, on peut montrer que I'opérateur non borné
A:D(A) C Hy — Ho,

défini par
{ D(A) _Hg(o 1) x H'(0,1), V(u,v) € D(A).

= (v, (au)).

Est dissipative maximale sur ’HO. Par conséquent, A est le générateur d’un semi-groupe de

contraction dans Hy, noté par e*4. Pour toute
Ug = (UO,Uo) S 7'{07 U(t) = €tAU0.

C’est la solution mild du probleme de Cauchy

U'(t) =AU (t), t>0.

Lorsque Uy € D(A), la solution U (t) est classique dans le sens que
U € C ([0, 00[; Ho) N C ([0, 00[; D (A)) -

Et I’équation se vérifie sur [0, co.

3.2.2 Solution classique
Définition 13 [1] Si (up,uy1) € H?(0,1) x H!(0,1), alors u est la solution classique de
(3.19)—(3.20) signifiant que

u e C?([0,00[; L% (0,1)) N C* ([0, 00[; H, (0,1)) N C ([0, 00[; HZ (0,1)),

et (3.19) est satisfaite pour tout t € [0, 00| et x € [0, 1].

3.2.3 Solution Mild

Définition 14 [1] Soit (ug,u;) € H! (0,1) x L?(0,1), on dit que la fonction
u e C*([0,00[; L (0,1)) N C ([0, 00; H; (0,1)) -
FEst la solution mild du probléme (3.19)—(3.20) si

(u(t),v(t)) = e (ug,v0), t=0.
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3.2. Observabilité

Energie de la solution mild

Définition 15 L’énergie d’une solution mild u de (3.19) est la fonction continue définie par

E,(t)=1 [J{u? (t,x) +a(x)u? (t,x)} dz, V=0, (3.21)

Proposition 4 Supposons (3.3) et soit u la solution mild de (3.19)—(3.20). Alors

E(t)=E(0), Vt>0. (3.22)

Preuve Supposons d’abord que u soit une solution classique de (3.19). Puis, en multipliant

I’équation par u; et intégrant par parties, nous obtenons
1
0= / wn (£,2) {un (6, 7) — (a (@) ug (,2)), } da
0
1 1
= / wg (t, @) g (t, ) dt — / u (t,z) (a(x)uy (t,2)), do.
0 0
1 1
= / g (t, ) g (t,2) dt — [a (2) ug (8, @) ug (¢, 2))72 + / a(x) ug (t,2) ug (t, ) de.
0 0

= /0 {ug (t,2) uy (t, ) + a () ug (L, ) uge (¢, )} de — [a () ug (¢, ) ug (¢, 55)]23 )

. /

.En notant que les termes limites disparaissent en raison des conditions aux limites dans les
deux cas faiblement et fortement dégénérés, nous concluons que I’énergie de F est constante.

3.2.4 Observabilité frontiére

Lemme 1 Pour toute solution mild u de (3.19) nous avons que u,(.,1) € L*(0,T) pour tout

T>0et

a(1)/0Tu§(t,1)dt < (6T+ )EU(O). (3.23)

I
min {1,a(1)}

De plus,

a(1)/OT (t,1)dt = //{uttx (2) — 2d(2)) w2 (t, x) } dide (3.24)
42 [ / xum(t,x)ut(t,m)dx] i

0

Preuve Supposons d’abord (ug, u;) € H? (0,1)x H! (0,1) . De sorte que u est une solution clas-

sique de (3.19). Ensuite, en multipliant I’équation (3.19) par zu, et en intégrant sur |0, 7'[ x]0, 1|
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3.2. Observabilité

on obtient

o—/ /xu (1, 2) (s (1, ) — ( (@) up (1, 2)),) dadt. (3.25)

:{/ xug (, ) txdx} / /xutwt:vuttm)dxdt
—/ / zd (z)ul (t, x) + za(x)uy (t, ) ugy (¢, ) dedt.
t=T
= [/ xuy (t,x) uy (t, x d:c] / / za'( t,x)) dudt
/ / (ut t$> + za(x) (#) dxdt.
Nous procédons a l'intégration par parties des deux derniers termes ci-dessus. On obtient
(t, 2t )"
/ / (“t i ) dwdt = / [xwl dt (3.26)
——/ / up (t,z)) dzdt.
= ——/ / (uf (t,2)) dadt.
2Jo Jo

car zu?(t, r) disparait & z = 1 et, en raison de (3.13), également & x = 0. De plus, en raison de

(3.15), nous avons

/ /:ca (2 ’“”)) drdt = ;/T {m(a;)“i(;’“’)r;dt (3.27)
—-// va(2)) 2 (t z) dudt.
_5/0 a(1) (u2 (t,1)) dt——// va(z)) v (t,r) dzdt.

Ensuite, I'identité (3.24) suit par insertion (3.26) et (3.27) en (3.25)

[/Ola:ux(t T)u (t, dx] / / xa'( t,z)) dzdt

_/T/lx(M) + za(x) <ui (;f,x)) dzxdt.
_ UO 2y (1, 2) s (¢, ) dzx} ——/ / va ()i (t,2)) dadt
/ / dazdt+;/0 a(1) (2 (t, 1)) dt.
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3.2. Observabilité

Ensuite, rappel (3.4) pour obtenir

1
/ xuy (t, ) u (t, z) de
0

<

/ {z*2 (t, %) + uj (¢, %)} da. (3.28)

/01 {xQ (m)ﬁ—iﬁm) + i (¢ x)} dz.
< %/0 {(am * (1,2)) %w (t,x)}dx.

< ——F Hun{lcz < t/‘{ )+4ﬁ(uaﬁ}dx>.

Eu(t)

N~ N~

<

< E, (o)
~ min{l,a (1)}
Maintenant, nous déduisons (3.23) de (3.24), (3.28), 'inégalité

x|a'(z)| < 2a(z),
et la constance de I’énergie. La conclusion a donc été prouvée pour les solutions classiques.
Afin d’étendre (3.23) et (3.24) a la solution mild associée a la donnée initiale
(uo,u1) € Hy (0,1) x L*(0,1),
il suffit de rapprocher ces données par
(up, uy) € Hy (0,1) x Hg (0,1),

et utiliser (3.23) pour montrer que les dérivés normales des solutions classiques donnent une
suite de Cauchy dans L*(0,7). m

Lemme 2 Pour toute solution mild v de (3.19) nous avons que, pour tout T" > 0
=T

/OT /01 {a(x)ul (t,x) —u] (t,2)} dtde + Uol u(t,x)u (t,z)de| =0, (3.29)

t=0

Preuve On suppose u une solution classique de (3.19). En multipliant ’équation (3.19) par u

u(t,z) (uy (t,x) — (a(z)u, (t,x)),) =0.

Et en intégrant sur 0, 7'[ x]0, 1[ on obtient

0_/Q/ (t,2) (s (£, 7) — (()$@@%MMt

:UO (t:p)ut(txdx} //uttxdxdt
_/OT[() (ta:)uxtxmodt—l—// t,)) dudt.

= [/01 (t,x) ut;t T d:v} / / {a(z) —uj (t,z)} didz.
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3.2. Observabilité

La conclusion découle de I'identité ci-dessus parce que a (z) u (¢, z) u, (t,x) s’annule a = = 1 et,
en raison de (3.16), également en x = 0. Un argument de rapprochement permet d’étendre la

conclusion de solutions milds. =

Inégalité d’observabilité

Théoréme 5 Supposons (3.3) et soit u la solution mild de (3.19)—(3.20). Alors, pour tout
T >0,

T ) 4
a(1)/0 u? (t,1)dt > {(2 — o) T — a0 %@} E, (0). (3.30)

r . 2
Ca— mmln{4,2_—ua}.

Preuve Supposons u est une solution classique de (3.19). En ajoutant ou second membre de

Ou

(3.24) le premier membre de (3.29) multiplié¢ par %, on obtient

o(1) /0 W2(1,1)dt = /0 /0 [ (t2) + (a(z) — 2d(2)) w2 (t, 2) )} dide

+2 { / 1xux(t o)t x)dm} :)T

/ /{a 2(t,x) —u?( tx}dtda:'—l—[/Olu(t,x)ut(t,x)dx}tzo.

-~

=0

t=T

i [/leuw(t, Dt x)dx} + Uol w (t,2) g (£ ) dx}

t=0

t=T

s 2 — zd (D)2 (E ) + P () t_fE
+/ /ut(t,x)+a(.r)u$(t,x) ()l (t,2) + Fal@)d (t,2)

- %uf (t,x)dtdx.

/0 /0 ul(t,z) + a(x)ui(t, r) — xa (z)u(t, z) + 'uaa(x) (t,x) — %uf (t,x) dtdx

:/OT/Oluf(t,x)Jra() 2(t,z)dxdt + //ut (t,z) a(z)ul (t,z) dtds

— 12 /0 ' G /0 (1) + a(x)ug(t,x)d:c) dt — i /0 ' G /O 2 (1) alw)d (. 2) dx) dt
_ /0 ' /0 vl (2 (1, ) ddt.
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3.2. Observabilité

T
:2/ Eu(O)dt—,ua/ dt—/ /a:a 2(t, x)dadt.
0

> (2 - ,U/a) TEu (0) .

Ot nous avons utilisé I'inégalité

xd (z) < peal(z).

Et la constance de 1'énergie. La conclusion découle de l'inégalité ci-dessus rappelant (3.28) et

en observant que

< %/01 (\/10_au2 (t,z) + /Cou? (t,a:)) dx
E

IN

Définition 16 On dit que l’équation (3.19) observable dans le temps T > 0 s’il existe une con-
stante C > 0 telle que pour tout (ug,uy) € H} (0,1)x L? (0, 1) la solution mild de (3.19)—(5.20)

satisfait
T
/ u? (t,1)dt > CE, (0). (3.31)
0
Constante d’observabilité

Définition 17 Toute constante satisfaisante (3.31) est appelée constante d’observabilité pour
(3.19) dans le temps T'. Le supremum de toutes les constantes d’observabilité pour (5.19) est
noté par Cr. De fagon équivalente, (3.19) est observable si

Cr = inf 22" -
T o) #£(0,0) E,(0)

1
Remarque 3 L’inverse Cr = o est appelé le cott de l'observabilité (ou le cott du controle)
T

dans le temps T'.

Corollaire 1 Supposons (3.3). Puis (3.19) est observable dans le temps T a condition que

4
T>T,:= PETAET R 2107/ Cl.

Dans ce cas

{(2—ua)T— m _Q,Ua\/a}'
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Chapitr
(&

Contrélabilité et stabilisation

d’équation des ondes dégénérée

Introduction

Le but de ce chapitre est réservé a ’étude de la controlabilité exacte. Nous considérons le prob-

léme de stabilisation des limites et prouvons son bien posé, ainsi que sa stabilité exponentielle.

4.1 Controélabilité

Nous considérons le systeme dégénéré controlé suivant
ytt_<a(x>ya:>x:07 V(l',t) 6]0,00[)(}0,1[. (41>

Avec les conditions aux limites suivant :

y(t,1) = f, 0<t<oo.
y(£.0) =0, i fta € [0,1]. (4.2)
limoa () Yy (t,x) =0, sip, €[1,2].

Et les conditions initiales :

y(0,2) =y (x), x€]0,1].
Yyt (0,2) = y1 (z).

Ou f € L?(0,T) est la fonction de controle. La solution de ce systéme est définie par la

transposition.
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4.1.1 Solution par transposition

4.1. Controlabilité

Définition 18 soit f € L2 (0,00) et soit (yo,vy1) € L*(0,1) x H,*(0,1), étre fizé arbitraire-
ment. On dit que y est une solution par transposition de (4.1)—(4.2) si

y € C'([0,00[,H, " (0,1)) N C ([0, 00[, L*(0,1)),

satisfait pour tout T > 0,Y (w$, wt) € H (0,1) x L*(0,1)
1
f[) TdI - <y17w(0)>H L(0,1),HL(0,1) (43)

(v (T),w%} H;(0,1),HL(0,1)
0) + [} f(t)w, (t,1)dt

- fo yow' (
Ou w est la solution de I’équation
wy — (a(z)w,), =0 dans |0,00[ x 0, 1]. (4.4)
Avec les conditions aux limites suivantes
w(t,1) =0, 0<t<oo.
w(t,0) =0, si g € [0, 1]. (4.5)
limoa(x) wy (t,z) =0, siu, €[1,2].
et les conditions finales :
w(T,x) =w(z), z€]0,1].
wy (T, 2) = wy (z).

Notons que grice au changement de variable
u(t,z) = w(T —t, z).

Et & nos résultats précédents, Le probléme (4.4) admet une solution unique

w e C' ([0,00[,L*(0,1)) N C ([0, 00[, Hy (0,1)) .

De plus, cette solution dépend contindment
W' = (w},wy) € Hy (0,1) x L*(0,1).

Et Uénergie E,, de w est conservée dans le temps. Maintenant grice a l'inégalité directe (3.23)

nous avons T
/ w? (t,1)dt < DyE, (0) = DrE, (T).

0
7wp) €

Ainsi, le second nombre de (4.3) définit une forme linéaire continue par rapport a (w

H(0,1) x L*(0,1). Par conséquent, il existe une unique solution par transposition

y € C' ([0,00[,H, " (0,1)) N C ([0, 00[, L*(0,1)),

de (4.3).
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4.1.2 Controlabilité exacte

Définition 19 Soit
(Yo, 1) € L*(0,1) x H, ' (0,1), et (yg.y1) € L*(0,1) x H, ' (0,1).
S’il existe un controle f € L*(0,T) tel que la solution de (4.1) satisfait
(.90 (T.) = (%051 ) () = (0,0).

on dit que (4.1) est exactement contrélable dans L*(0,1) x H,'(0,1).

Par linéarité et réversibilité, on peut vérifier que
(%0,51) () = (0,0).
Considérons la forme bilinéaire A
AW VT) = [T, (t,1) v, (t,1)dt, YW, VT € HL(0,1) x L (0,1).

Grace a 'inégalité de Cauchy A est continue. De plus, grace a I'inégalité d’observabilité (3.30)

A est coercive pour T' > T,. Nous définissons également I’application linéaire continue
LWT) = (y1,w (0)) gt 0.1y, 0.0) — [ yow' (0)dz, YWT € HY(0,1) x L?(0,1).

L est continue sur l'espace de Hilbert H}(0,1) x L?*(0,1), on peut appliquer le théoreme de
Lax-Milgram. Ceci implique qu’il existe un unique Wr € H}(0,1) x L?*(0,1) tel que

AW V) ==L (V).
On définit f = w,(¢,1) et on note y la solution par transposition de (4.3). Ensuite nous avons
T
AWT VT = /wx (t, v, (t,1)dt = / f () v, (t,1)dt.
0
1
—(y1,v (0)>H;1(0,1),Hc}(0,1) + / yov' (0) dz.
0
D’autre part, par définition des solutions de transposition, nous avons
T 1
/0 f (t) Vg (t7 1) dt = <y/ (T) ’U%>H;1(071),Hé(0,1) - /[] Yy (T) U%dl’ (46)

1
— (Y1, v (0)>H;1(0,1),H;(0,1) +/0 yov' (0) da,

ainsi, en comparant ces deux derniéres relations, on en déduit

<y, (T) >U9’>H O (0,1),H}(0,1) fo Ude = 07 v (U%> U%) € H; <O7 1) X L2 (07 1) .
Ainsi, nous avons

(y,y')(T,.) = (0,0) sur (0,1).
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4.2. Stabilisation

4.2 Stabilisation

Soit a vérifié ’hypothese (3.3), soit p, € [0,2[. Considérons I’équation des ondes dégénérée

avec amortissement des limites
Ut — (CL (SIZ’) ux)x = 07 (ta :E) S ]O7T[ X ]07 1[ . (47)

Avec

0.2) = .
U( 7[)’]) Uo (:)3) € lim &(.Z')Uxu(twr) :0’ si U (= [1,2[
Uy (07 x) = (33) . S
Ou B > 0 est donné.
4.2.1 Bien-posé
Soit
V10, 1), si pg € [1,2].

W,(0,1)=4 “7
V31(0,1) Yu € V1(0,1) telles que u(0) =0, si u, €[0,1].

De plus, nous avons

Wa?(071) Va2<071> mW;(Oal)v si Ha € [071[

Waz(oa ]-) = ‘412(07 ]-)a si Ha € [172[

Considérons l'espace de Hilbert Hz = W} (0,1) x L?(0,1), avec le produit scalaire
1
((u,0),(a,0)) = / (v (2) 0 (x) + a(x)u (2) T (v)) dx
0
+a(l)Bu(l)a(l), V(u,v),(a,v) € Hs.
Et 'opérateur non borné Ag : D(Ag) C Hg — Hp défini par

{ D (Ag) = {(u,v) € W2(0,1) x WL(0,1) : o/ (1) + v (1) + Bu (1) = 0} .
Ag (u,0) = (v, (a))  V(u,v) € D(Ap).

On note que u/(1), v(1) et Su(1) sont bien définis pour tout (u,v) € W2(0,1) x W1(0,1).

Proposition 5 Supposons (3.3). Alors Ag est un opérateur dissipatif maximal sur H.

31



4.2. Stabilisation

Preuve Soit (u, v) € D(Aj). alors
(As (u,0) , (1, 0)) = /01 ((a) v+ au'v') de + a (1) Bu (1) v (1)
= /01 (au) vdx + /01 av/'v'dr + a (1) Bu (1) v (1).
— au'o]! — /01 ' dz + [au'v]} — /01 (au) vdz + a (1) fu (1) v (1).

= 2 [au'v], — /0 au'v'dz — au'v], + /0 au'v'dr +a (1) fu (1) v (1).
= [au'v]é +a(l)fu(l)v(1).
=a(l)u' (Dv()+a(l)pu(l)v(l).
=a(l)v(1) (W (1)+ Bu(l)) = —a(1)v* (1) <0.
Par conséquent, Az est dissipatif.

Pour montrer que Ag est la dissipative maximale, pour tout (f,g) € Hg, il faut résoudre le

probléeme
(u,v) € D (Ap).
v=u—f. (4.9)
u— (au') = f+g.

Considérons la forme bilinéaire b : W!(0,1) x W1(0,1) — R donnée par

b<u,¢>=/0 (ub + aw'd’)de + (B+ 1) a(L)u(l)d (1),

et la forme linéaire L : W}!(0,1) — R donnée par

L¢=/O (f +9)6dz+a(1) 6 (1) f(1).

b est une forme bilinéaire continue et L est une fonction linéaire continue sur W}!(0,1). De
plus, puisque 3 > 0, b est également coercive sur W1(0,1) x W1(0,1). Ainsi, par le théoréme

de Lax-Milgram, il existe une solution unique v € W}(0,1) du probléme variationnel
b(u,¢) = Lo, Vo€ WL (0,1). (4.10)

Nous montrons que (u,v) € D(Ag) et permet de résoudre (4.9) comme suit. On note C°(0, 1)

I'espace des fonctions a support compact en (0,1). Depuis C°(0,1) C W2(0, 1), nous avons

i (g + aw') de = [} (f + g) odz, Vo € C2(0,1).

Donc par dualité, on a

u—(au) = f+g.
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4.2. Stabilisation

Dans le sens des distributions. Ainsi u € W2(0,1) et
u—(au) = f +g.
Ainsi, on déduit aprés une intégration par parties avec (3.16) que
[ ugdz + [} au'¢'de —a (1)’ (1) 6 (1) = [ (f +g) ddw, Yo € WE(0,1).
Ceci combiné avec (4.10) rendements
a(1)o (1) (1) +(B+1)u(l)—=f(1)=0, YoeW;(0,1).

Puisque a(1) > 0 et la fonction ¢ définie par ¢(x) = x pour tout = € (0,1) est dans W!(0,1)
on en déduit

u' (1) 4+ (B+1)u(l)— f(1)=0.
En définissant v = u — f, on vérifie (u,v) € D(Ag) et on résout (4.9).

Par conséquent, Ag est le générateur d’un semi-groupe de contraction dans Hg, noté par et

U(t) = GtABUo, VUQ = (UU,Ul) € H,g,
peut étre considérée comme la solution faible du probléme de Cauchy

{ U (t) = AgU (t), t>0.

U 0) T (4.11)

De plus, la solution ci-dessus est classique lorsque Uy € D(Ag). Nous avons donc le résultat

suivant. m

Corollaire 2 Supposons (3.3). Alors, pour tout Uy = (ug,u1) € D(Ap), le probléme (4.11) a
une solution unique U € C* ([0, 00[, Hg) N C ([0, 00[, D (Ap)), donnée par

U(t) = etABU().
De plus, on définit

Nous avons :

e U est la solution unique du probléme (4.7)—(4.8) telle que

u e C?([0,00[, L*(0,1)) nC* ([0, 00[, W, (0,1)) N C ([0,00[, W7 (0,1)) .
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4.2. Stabilisation

e L’énergie de u définie par

/01 (v} + au?) dz + Ba (1) u® (t,1)] . (4.12)

Satisfait
dE,

dt

Nous allons avoir besoin des résultats suivants dans la suite.

(t) = —a (1) u?(t,1) <0, Vt>0. (4.13)

Proposition 6 Supposons (3.3). Alors

lullF20.y < 21w (D)* +C, Jufy,, Yue W (0,1). (4.14)
O
1 2
C! = in<4, ——— 5. 4.15
S a = (419)
Supposons en outre que (3 > 0. Alors, notons |||.|||, ,, la norme définie par

N

lllh, = (Julfo +Ba (D) (1)), we W o,1).

Nous avons

lulll, > aullulfagyy, Vu e WE(01). (4.16)

Ou O

1 Pa(l

a — i P > O
« min (Clll 9 )
De plus, nous avons
Qg

e (Ml + Ba () () < Nullf, < vallll, . Yee Wl (@17)

va:max<2/8a(1),1+235M )

Preuve La conclusion (4.14) suivra en prenant le minimum des deux constantes correspon-

dantes. Tout d’abord, pour tout = € |0, 1] nous avons que

/;u'(s)ds §|u|17a{/x1%}é.

Par conséquent, en procédant comme dans la preuve de (3.7), nous avons

/01 u (x) —u (1) da < |u|i’,a/01 dx /I1 % - '“'ia/ol ﬁd& .

2
|u|1,a

S e @)

u(z) —u(1)] =
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4.2. Stabilisation

Depuis

/|u )P de < 2|u(l |+2/ u () — u (1) da.

Nous en déduisons par (4.18) la premiére borne ci-dessus

2

ullF 20,0y < 2] (1) + Yu e WL (0,1). (4.19)

Ensuite, observez que, pour tout x € |0, 1]

Oﬁtll(sw($—%%u($>2d&

[ (W OF + P+ s ) .

(2w P - P ds+ 2 @) - Lo,
/:c ( 4 > 2 2

Par conséquent, en prenant la limite comme x — 0, par (3.3) et (3.13), nous obtenons la

deuxiéme limite annoncée :

A[u@ﬁdsﬁ%ﬁﬂ)+4%:¥m%$f%. (4.20)

4
< 2u* (1) +

< a(l)/o a(s)|u' (s)|"ds, Yue W, (0,1).

L’inégalité (4.14) découle de (4.19) et (4.20).

Nous avons

1 Ba(l ,
lull, > min (5, 20 ) (202 1)+ €l ).

> g ||u||iQ(O71) . Yue Wl(0,1).

L’écriture
Oy, N 1
ag+1 oy +1

et en utilisant 1'inégalité ci-dessus, nous obtenons

Qo
llull?, > lelI7 + +1WM§@n,Vu€W§®J%

a+1

Cela donne le premier membre de (4.17).

2g2£”w@fm+2lwm@—uaW¢u

|u|1,a

a(1)(2 = pa)’

D’autre part

2
<2 HUHL2(0,1) +
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4.2. Stabilisation

Cela donne l'inégalité

20
2 2 2
lull <250 (1) ol + (14 52 ) ol

a

2
< max (26@ (1),1+ 5 i ) lullf , -
— /’l’a ’

On obtient 'inégalité juste (4.17). m

Proposition 7 Supposons (3.3) et que B > 0 est donné. Ensuite, le probléme variationnel
fol az'¢’dr+ Ba(1)z(1) ¢ (1) =Xa (1) o (1), Vo € WL (0,1). (4.21)

Admet une unique solution z € W(0,1) qui satisfait les estimations suivantes :

lali?, < S (4.22)
(1

IN

2
||Z||L2(0,1) Ba

De plus z € W2(0,1) et résout
—(az')' = 0.
(a7 (4.23)
2 (1) + Bz (1) = A
Preuve Nous désignons par b la forme bilinéaire sur W1(0,1) définie par

b(z,¢) = fol az'¢’dr+ Ba(1)z(1) ¢ (1), z,¢€ WL(0,1).

b est une forme bilinéaire continue symétrique et coercitive sur W1L0,1) et la forme linéaire L
définie par

Lo = Ma(1)6(1), Vo € WH0,1).

est continu. Par conséquent, grace au théoréeme de Lax-Milgram, le probleme variationnel

ci-dessus admet une solution unique z € W!(0,1). Par conséquent, nous avons

Il = 1+ 6012 (0) = [ ao) (@) do+ B0 ()2 ()
Bz = a2 (1) < YU L.

IN

Par conséquent, nous avons

2
I2[[1a <

Avec (4.16) 0
s

Nous montrons que z € W2(0,1) et résout (4.23). m

a(l),,
mA .

2 2 2
Qo ||Z||L2(0,1) < |||Z|||1a < N = HZHL?(O,l) <
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4.2.2 Stabilité exponentielle

Théoréme 6 [1] Supposons (3.3) et que B > 0 est donné. Ensuite, pour tout (ug,u1) € Hg, la
solution de (4.7)—(4.8). Satisfait a la décroissance exponentielle uniforme

1—t

E, (1) < E, (0)e™as, YVt € [Myg,+00). (4.24)

Ou M, > 0 est donné dans (4.40) et est indépendant de (ug, uy).

Preuve Soit Uy = (up,u1) € D(Ap) et U soit la solution du probléme (4.11). Ensuite, nous
rappelons ce paramétre comme ci-dessus U (t) = (u(t),v(t)) , Nous avons que u c’est la solution

du probléeme (4.7) —(4.8). Nous multiplions (4.7) par zu, et intégrons l’équation sur (5,7 X

(0,1).
T 1
/ / TUyUy — TUy (0 (2) uy), dedt = 0.
S 0

Cela donne aprés des intégrations par partie

T

/ / ( (_t) +a(z)ul + za(z) (%)x) drdt + UOI xu$utdx]s - /ST [zau?] dt = 0.

Nous nous intégrons par partie encore deux fois. On trouve

//(ut a—a:a)f)dde[/Ola:umutdxt_%/gT([Ian}é+[xut])dt_o

Maintenant, nous rappelons que u(t,.) € W2(0,1) et w(t,.) € W}(0,1) pour chaque ¢ > 0. Par
conséquent, puisque WP(0,1) C VP(0,1) pour p = 1,2 et grace a la proposition 3 (propriétés
(I) et (I1)), nous avons
(22 (t, x>)\x:0 = 0.
(za (z)u2 (t, ) weo = 0-

En utilisant ces deux relations dans I’équation ci-dessus, nous obtenons

T

/ / (ut (a — za’) u2925> dxdt + [/Ola:uxutdx]s (4.25)

_54 (a(1) 2 (£, 1) + o2 (8, 1)) dt = 0.

Nous multiplions (4.7) par u et intégrons I’équation sur (S,7") x (0,1). Cela donne aprés une

intégration par partie

T
/ / —uj + au?) dedt + [/ uutdx} —/ [au,u)} dt = 0.
s

En utilisant maintenant la proposition 3, nous avons
(a(z)u(t, z) uy (£,2)),_ =0,
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pour que

// —u? + au? dxdt+[/ uutdx} —/STa(l)um(t,l)u(t,l)dt:O. (4.26)

Nous combinons maintenant (4.25) multipli¢ par 2 avec (4.26) multiplié % Cela donne

T 1 u2 1 T [ 1 T
/ / 2 — ta] =L +[2 (@ — xd’) + ape) vidrdt + 2 [/ xuxutdac} + = {/ uutda:}
s Jo 2 0 s 2 Lo s
(4.27)
T e [T
—/ a()u? (1) +uf (t,1)dt — 2“ a(V)u, (t,1)u(t,1)dt =0,
s 5
D’aprés la condition
ug (6, 1) + uq (£, 1) + Su (£, 1) = 0.
On trouve
ug (t,1) = —pu(t,1) —u; (¢, 1). (4.28)

on remplace (4.28) dans (4.27) il vient

// (2 — 1ta) —+(2(a—xa')+a,ua)u§dxdt++a(1)ﬁ[—B—F&}/;ﬁ(t,l)dt

2
=2 UO xuxutdx}Z—%{/Oluutdm}:+/ST[a(l)+1]ut2(t,1)dt
_/ST 26+ %) a () ue (1, 1) u e, 1) dr

On a

[—5+%} —2_2M“—(1+5—Ma)-

Finalement on trouve

/ST /01 {(2 — Ha) u; + 12 (a — za’) + au,] %ﬁ} dxdt + 2 ;uaﬁa (1) /ST W (t,1)dt (4.29)

1 T [ 1 T T
=2 {/ :cuxutd:c] - == [/ utudx] +/ h(t)dt.
0 s 2 Lo s Js

Ou la fonction h est donnée par

ht)=1+a@)uf(t,1) +a(1)B(1+ 8 — pa)u®(t,1) (4.30)
+ (26—%)@(1)ut(t,1)u(t,1), te(S,T).

Par définition de u,, nous avons

(2—pa)a <2(a—xd)+ apy.
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Avec (4.29), donne

//{2 te) +[(2—ua)a]“§]dde2—2%5@(1)[:&@,1)&

T

" 1 T T
< -2 {/ xumutdx} _ e {/ utudx] —|—/ h(t)dt.
0 s 2 Lo s Js
Puis on a

Ty 1 ’ 1
(2 — ,ua)/ —/ u? + auldr + Ba (1) u? (t,1)dt < —2 [/ :L'uxutdx] -= {/ utudx}
s 2Jo 0 s 2 Lo S

Bu(t)
T
n / h(t) dt
S

donc

T

T 1 T
(2 — ) / B, (t)dt < — [ / Dty + %utudaz} + / h#)dt, Y0<S<T. (431)
S 0 S S

D’autre part, nous avons

(25— )ut(tl) (t,1) < %((25—%>2u2(t,1)+u§(t,1)).

On remplace le seconde nombre dans (4.30)

h(t) < (1+a(1))uf(t,1)+a(1)6(1+6—pa)u2(t,1)+a<21) ((2 —%>2u2(t,1)+uf(t,1)).

< (1—1—;@(1)) u? (t,1) +a (1) (ﬁ(1+ﬁ_ﬂa)+% <25— %)2) u? (t,1).
On trouve donc

h(t) <mu? (t,1) +ma (D) u?(t,1), te(S,T). (4.32)

h = (1+ga(1)>, ety = {5(1+5—Ma)+%<25—%)2}-

Nous avons aussi

/

Ha ! 2 2 Ha
2:quut—i—?utu dx§/0 5[2(55 ux—l—ut)—i—?(ut—i—u)].

1
S/ [x2U§+<1—I—'ua>ut+ua 2] do.
0 4 4

En utilisant (3.18) avec (4.14), on en déduit que

1 1
Ha'\ o 1 Ha ~ 2 | Ma o
< S Fa .
/0 dac_/o [(1—}-4) +<a<1)+40a>aux+2u(1)}dx
< CJE, ().

2ruzu; + %utu
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ou

P 1 Pa Pa
O —omax (14 He —_ fHagr _Ho )
o maX( TR “’2ﬁa(1))

En utilisant cette inégalité avec (4.32) dans (4.31), on obtient

(2— ) /S "B, () dt < O (B, (S) 1 By (T)) +m /S L2 () dt (4.33)

+ 12 /STa(l)qf (t,1)dt.

En utilisant la relation de (4.13), il vient

T 4 2 ! T
2 [ au = om0l

On remplace le seconde membre dans (4.33), on déduit que

2-n) [ U B () dt < O (Bu () + Eu (1) + 2 (B, (S) — B (T) (434

T
+ 12 / a(1)u?(t,1)dt.
S
T

< (20;’+ aréll)) E, (S) +n2/5 a(1)u?(t,1)dt.

Nous estimons maintenant le dernier terme de cette inégalité comme suit. Ensemble A = u(¢,1)

et désignent par z la solution du probléme (4.23).

Remarque 4 on peut vérifiée facilement que si z solution de probléme (4.23) alors z; est aussi

solution de (4.23).

Nous multiplions (4.7) par z et intégrons I’équation sur (S,7) x (0,1). Cela donne aprés des
intégrations par partie

T

/STa(l)u2 (t,l)dt:/ST/Olutztdxdt—a(l) /STut (t,1)z(t,1)dt — Volutzdx]s. (4.35)

Nous estimons les termes du second membre dans cette inégalité, comme suit. Tout d’abord,

grace a la deuxiéme inégalité en (4.22), nous avons

a(l
el oo < 2P, (1,1)2. (4.36)

Qg
De plus, grace a la premiére inégalité dans (4.22) on a
a(1)
|2 [Iia < TUQ (t,1).

et d’aprés la définition de |||-|||1,4, on trouve
Bar(1) 2 (t,1) < I 2 |14
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Donc

Pour que

1 2
2(t,1) < — <—— B, (t). 4.
(1) € o (0) € s B ) (137
D’autre part, nous avons, grace a la deuxiéme inégalité en (4.22)
! 1 u? Ba (1)
t t,x)d td —u? (t,1 vt € [S,T]. 4.38
[tz ) o] < Wa_a( or 202 0n), welsT. s
< B, ().

Nous utilisons (4.36)—(4.38) dans (4.35). Cela donne

[umﬁu,m&ga(u%)/STE ()dt+i( g;a) /Ta(l)u?(t’l)dt

1
+ NG (Eu (5) + £, (T)) .

En utilisant maintenant (4.13) dans cette estimation, nous obtenons

1
+ E,(S)+ E,(T)).
5 (B () + B (D)
Nous choisissons maintenant
5 — (2 - Ma)

Dans l'inégalité ci-dessus et combiner I'inégalité résultante en (4.34) pour obtenir

T
/ E,(t)dt < My sE, (s). (4.39)
S
O ( )
2 1
M (1+ 5 1 2
" Uil B T2
Mg = 20" + + (1 + ) 4.40
T2 ) a(l) ' 2— Byag | (4.40)
[ ]

Lemme 3 [1] Supposons que f : [0, +00) — [0, +00) soit une fonction non-croissante et qu’il
y ait une constante M > 0 telle que
[ f(s)ds < Mf(t), Vtel0,400).
Ensuite nous avons
F)< f0) e, Ve [M, +o0).
L’application de ce résultat sur f = E, qui est non négatif, décroissante sur [0,00) et satisfait

(4.39), nous avons

E,(t) < E,(0)e"as, Vte Mg, +00).
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a étudier une équation des ondes avec une seule di-
mension spatiale et avec un coefficient de diffusion qui dégénére sur une partie de la fron-
tiere. La dégénérescence est mesurée par un parameétre réel u,. Nous établissons des inégalités
d’observabilité pour cette équation et ainsi, en utilisant la méthode HUM, on déduit la controla-
bilité exacte du probléme de controle correspondant. Nous concluons le document en étudiant
la stabilisation frontiére de 1’équation considéré et nous montrons qu'un controle (feedback)

appropriée stabilise le systeme de facon exponentielle.

Cette theése est une synthése du papier de Fatiha Alabau-Boussouira, Piermarco Cannarsa,

Giinter Leugering intitulé "Control and stabilization of degenerate wave equations " publié le

22 Mai 2015.

Mots clés : Equation des ondes dégénérée, Observabilité, Controlabilité, Stabilisation.
Abstract

We study a wave equation in one space dimension with a general diffusion coefficient which
degenerates on part of the boundary. Degeneracy is measured by a real parameter pu,. We
establish observability inequalities and using the HUM method we deduce the exact control-
lability of the corresponding degenerate control problem. We conclude the paper by studying
the boundary stabilization of the degenerate linearly damped wave equation and show that a

suitable boundary feedback stabilizes the system exponentially.

This thesis can be viewed as a synthesis of the paper of Fatiha Alabau-Boussouira, Piermarco
Cannarsa, Giinter Leugering entitled "Control and stabilization of degenerate wave equations
" published in May 22, 2015.

Key words : Degenerate wave Equation, Observability, Controllability, stabilization.
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