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Résumé

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, nous avons
traité par I'intermédiaire des intégrales de chemin le potentiel de Deng-
Fan via la méthode des transformations spatio-temporelles de Duru-
Kleinert, ainsi que des outils mathématiques indispensables pour le
résoudre le plus simplement possible.

Le propagateur associe au potentiel de Deng-fan a ramené a celui de
probleme bien connue de Po6schl-Teller modifié, donc les fonctions
d'ondes et le spectre d'énergie correspondant sont obtenues et
comparées a ceux calculé dans littérature.

Mots clés

Intégrales de chemin, propagateur, potentiel de  Deng-
Fan, transformations spatio-temporelles de Duru-Kleinert, potentiel de
Pdschl-Teller.

Abstrat

This work is devoted to the study of the Deng-Fan potential in the context
of Feynman path integral formalism, by using the space time
transformation of Duru-Kleinert, and mathematical tools necessary to
solve them as simple as possible.

The propagator associated to the Deng-Fan potential has reduced to
another well known propagator of the modified Poschl-Teller potential, so
the discret energy spectrum and wave functions of bound states were
obtained and compared with other previous results.

Keywords :

Path Integral, propagator, Deng-Fan potential, space time transformation
of Duru-Kleinert, modified Pdschl-Teller potential energy spectrum, wave
functions, bound states.
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Introduction

Au début de 20 siécle, la physique expérimental a amassé plusieurs phénoménes
étranges non expliquées qui a démontré I'insuffisance de la physique classique. Les tentatives
de découvrir des structures théoriques pour expliquer ces nouveaux phénomeénes se fait
clairement sentir avec la controverse sur la nature de la lumiére qui se comporte tantot
comme des ondes, tantdét comme des particules. Cette incohérence est complétement résolu
avec I'apparition des théories de la mécanique quantique, parmi ces théories on a [1]:

La théorie de la quantification des niveaux d’énergies due & Bohr-Sommerfeld en 1915 :
elle repose essentiellement sur la formulation hamiltonienne de la mécanique classique, cette
théorie a eu un succes considérable, elle a été considérée par Bohr-Sommerfeld comme " la
voie royale vers la quantification".

La théorie des matrices "quantification canonique" : en 1926 Heisenberg a élaboré le
1¢¢ formalisme de la mécanique quantique qui a I’idée d’introduire des opérateurs, pour
quantifier le mouvement d’un systéme, repose aussi sur la formulation Hamiltonienne du
probléme de mécanique classique correspondant.

En 1927 Schrodinger a formulé un 2°7¢ formalisme de la mécanique quantique cette
approche est basée sur le concept de la fonction d’onde ou il stipule que ’état d’un systéme
est donné par une fonction d’onde dont I’évolution en temps et que les niveaux d’énergies
d’un atome correspondent aux états stationnaires.

Il existe un autre formalisme équivalent au formalisme de Schrédinger et de Heisenberg,
qui appeler le formalisme de I'intégral de chemin, ce dernier évite le travail par les opérateurs
et les remplacés par un produit infinie des intégrales. La mise en pied du formalisme de
'intégrale de chemin en mécanique quantique introduit par Richard Feynman [2] dans son
these soutenue en Mai 1942 qu’est basée sur les résultats d’un travail de Dirac , en raison
de la second guerre mondiale ces résultats ne seront publier qu’en 1948.

Feynman [3] s’appuie sur deux affirmations, qui doivent étre pergues comme des postu-

lats:
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- L’amplitude de probabilité U(xzy, ty; T4, t,) est une somme des termes, chacun d’entre eux

correspondant & un chemin reliant le point de départ (x,,t,) au point d’arrivée (xy, tp).

- La contribution de chaque chemin ou bien la fonction de transformation communément

connue le propagateur est analogue a (6%5 ) ou S est I'action classique.

Feynman a inclut dans cette action le principe de moindre action pour ignorer les autres
chemins qui sont trés proche de chemin classique, donc il a initié une véritable révolution car
il a proposé de travailler avec la formulation de Lagrangien qui a des nombreux avantages, a
titre d’exemple elle se préte aisément & une généralisation relativiste puis que le raisonnement
est directement inscrit dans ’espace-temps, ainsi elle a permis de traiter des cas simples
comme l'oscillateur harmonique et la particule libre [4].

La formulation de la mécanique quantique basée sur I'intégrale de chemin a buté sur
le probléme de I'atome d’hydrogéne qu’est resté coincé durant une trentaine d’années, sur
le plan mathématique ce probléme est trés compliquée et contient plusieurs inconvénients
qui ont été contournés depuis le calcul de propagateur associé au probléme de ’atome
d’hydrogene en 1979 [5]. Le succes du calcul de ce propagateur est considéré comme un
tournant décisif dans le développement du formalisme de I'intégrale de chemin et introduit
une nouvelle transformation spatio-temporelle qu’est appelé d’aprés Ismail Hakki Duru et
Hagen Kleinert. La méthode de Duru-Kleinert permis a I'intégrale de chemin de jeter des
ponts aux domaines contigus de la physique mathématique et la physique théorique.

L’intégrale de chemin est un outil puissant pour ’é¢tude de la mécanique quantique
car elle a le mérite d’établir le lien entre la mécanique classique et mécanique quantique.
Ce formalisme est rapidement imposé en différent domaines de la physique théorique avec
sa généralisation a la théorie quantique des champs [6], mécanique quantique, physique
statistique car nous pouvons en effet, calculer & partir du propagateur de Feynman, la
fonction de partition, I’énergie libre, les fonctions d’onde et le spectre des énergies du systéme
physique considéré [7]. En plus le formalisme de Feynman trouve une large application en
géophysique et dans le domaine des sciences financiéres [8].

Beaucoup de potentiels singuliéres n’ont pas pu résolues par l'intégrale de Feynman,
parmi ces potentiels on cite particulierement le potentiel de Deng-Fan qui a d’abord été
proposé par Deng et Fan en 1957 comme une proposition intéressante pour les systémes
moléculaires [9], ce potentiel n’admet pas des solutions analytiques exactes pour un nombre
quantique arbitraire dans un régime relativiste et non relativiste [10]. Le potentiel de Deng-

Fan a été utilisé pour décrire les spectres d’énergie moléculaire diatomique, et il est trés
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utile dans plusieurs branches telque physique chimique, spectroscopie moléculaire, physique
moléculaire [11].

Notre travail s’inscrit dans le cadre de ’application des techniques basées sur les inté-
grales de chemins, dans la résolution des problemes de la mécanique quantique. L’objet
de ce travail est de solutionner le probléeme du potentiel de Deng-Fan par ’approche des
intégrales de chemin en se servent de la méthode des transformations spatio-temporelles de
Duru-Kleinert.

Ce mémoire, comporte trois chapitres :

Le premier chapitre, consiste un rappel sur I'intégrale de chemin, nous écrivons d’abord
Iexpression du propagateur sous une forme discréte sur des intervalles de longueur ¢, et
présenter la formule du propagateur en coordonnées sphériques, puis nous définissons une
autre forme du propagateur en fonction de I’énergie du systéme et les fonctions d’ondes
correspondantes.

Dans le deuxieme chapitre, nous évoquons d’une facon détaillée la méthode des transfor-
mations spatio-temporelles de Duru-Kleinert, et trouver ’expression de la correction quan-
tique AV.

Le troisiéme chapitre, concerne une traitement de ’expression du propagateur associé au
potentiel de Deng-Fan et I'application de la technique de Duru-Kleinert, avec un maximam
de détail et de clarté, ainsi nous déterminons le spectre d’énergie et les fonctions d’onde

l/ll/

relatifs aux états ”I”, puis on compare nos résultats avec ceux donnés dans la littérature.

On termine notre travail par une conclusion.
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Le formalisme des intégrales de

chemin

1.1 Introduction

La formulation de la mécanique quantique basée sur le formalisme des intégrales de chemin
peut paraitre plus compliquée du point de vue mathématique, mais elle est bien adaptée a
I’étude des systémes a un grand nombre de degré de liberté, car Feynman a ramené le calcul
de l'intégrale fonctionnelle & une intégrale multiple de dimension N (ou N — ©0).

Nous présentons dans ce chapitre les notions élémentaires concernant les intégrales de
chemin. On commence par l'idée de Feynman qui utilisé pour écrire la forme générale de
propagateur, puis nous faisons un changement de coordonnées pour écrire I’expression du
propagateur en coordonnée sphérique. D’autre part, nous écrivons une autre formule de

propagateur en fonction de 1’énergie et les fonctions d’ondes correspondantes.

1.2 Le propagateur de Feynman

1.2.1 Définition de propagateur

Le propagateur de Feynman K (xy, ty; x4, t,) est défini comme 'amplitude de probabilité
pour qu’une particule part de la position x, a I'instant initial ¢, et arrive & la position x; a

I'instant final ¢,. Cette définition s’écrit comme [12] :

(xp| U(tp, ta) |xa)  pour t, >t, (L1)

0 pour t, <t,

K(xby tb, L, ta) = {

ot U(ty, t,) est opérateur d’évolution entre l'instant ¢, et t,.
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1.2.2 Idées menant a la formulation d’intégrale de chemin

Pour construire son formalisme [13]|, Feynman a imaginé un dispositif expérimental iden-
tique a celui de Young en remplacant la source lumineuse par un faisceau d’électron, con-
sidérons une expérience a deux fentes représentée sur la figure 1.1, chacune des particules
(électrons) émise par la source a gauche a une certaine probabilité P(x) de passer la double
fente et d’étre détectée a la position x a droite. Supposons qu’on ferme la fente F, et en
laissant la fente F} ouverte, la probabilité de détection est alors changée, est noté par P, (x).

De méme, la probabilité de détection avec la seule fente Fy ouverte est donnée par P,(z).

e,
......
",
=,

source
a e =

Figure 1.1 : Expérience & deux fentes I} et F5 .

La mécanique quantique (expérimentalement) prédit que la probabilité de détection
P(z) avec les deux fentes ouvertes ne vaut pas la somme des deux probabilités avec chacune

des fentes individuellement, alors cette derniére contredit les lois de probabilité classiques.
P(z) # Pi(x) 4+ Pa(x). (1.2)

Nous pouvons conclure que le faisceau d’éléctron est comporté comme un faisceau de
lumiere monocromatique.

D’apres la théorie classique, il existe deux moyens possibles pour que la particule atteigne
le détecteur : soit elle passe par la fente I}, soit par la fente F,. Classiquement on s’attend
alors a ce que la probabilité totale de détection soit égale & la somme des probabilités associés

A chacune de ces voies.



1.2. Le propagateur de Feynman

SOurce Fj
an I
FE

P Pyx)  P(x)

Figure 1.2 : Les probabilités P;(z), Px(x) et P(x) pour qu'une particule soit détectée a la

position x.

Feynman a l’idée d’associer une amplitude de probabilité a tous les chemins suivis pour

donner une explication de probléme précédent, tel que les probabilités se combinent en

sommant leurs amplitudes.

P(z) = [¥(x)[*, (1.3)
U(z) = Wi(z) + Wa(z),
P(z) = [Vi(x)+ Ua()]"
= [ U1(2)]” + [a(2)[* + 20, (2) Ua(2)

Par la suite Feynman généralise ses résultats au cas d’une particule se déplage entre deux
points d’espace-temps (z,,t,) & (x4, ). Supposons que la source des particules soit bien
localisée a la position z, et que le détecteur enregistre seulement les particules qui arrivent
précisément au point x;,, avec t, est 'instant d’émission et ¢, est 'instant de détection.

Donc les amplitudes de détection ¥ (x), Uy (z) et Wy(x) sont des propagateurs de Feynman

K (xp, ty; T4, t,), on obtient :

K(xln tb; La, ta) = Kl (-Tln tb; La, ta) + KQ(xba tb; L, ta)' (15)
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on introduit plus d’écrans, chacun percé de plusieurs fentes, comme il est représenter
dans la figure 1.3, pour chaque combinaison de fente possible il faut ajouter un terme dans

la somme.

K(.Tb,tb;xa,ta) = ZKn(xbatb;xaata>' (]‘6>

détecteur

souarce l

‘

—— ——— — — S——— S SS—
*

I — —

— — —

Figure 1.3 : La situation hypothétique ot la source et le détecteur sont séparés par

plusieurs écrans, chacun percé de plusieurs fentes.

1.3 Le propagateur de forme discréte

Le propagateur qui gouverne ’évolution d’une particule de masse M entre deux points
consécutifs x; et x;_1 a été défini par la formule de Feynman-Dirac, ce propagateur se met

sous cette forme [8, 14] :

M 7
K(xjatﬁxjfbtjfl) = Sinhe eXp[ﬁSj]a (1-7)
ou
tj
Sj: /L(x],azj)dt
ti—1
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En subdivisant Uintervalle de temps 7" en (N + 1) intervalles élémentaires égaux. Le

propagateur sous la forme générale s’écrit comme suit :

K(ZL‘b,tb;l’a,ta> - <fL’b,tb| xaata>
N | T N+1
- 11 /dxj T Kooty 0,85 1), (1.8)
i=1 | j=1
avec
Ty = Tng1 et ly=1Inp1
Ty — 2o et ta:to

nous injectons I'expression de Feynman-Dirac (1.7) dans la formule générale (1.8) il vient

que :
N+l p 18 N oo ;
K(xy, ty; o, ta) = ]\}1_1)1;0 | [2i7rh6] H / dz; | exp [ﬁSN] , (1.9)
7j=1 J=1 o
tel que 'action total est
N+l
Sy = ; {2—5(%)2 — eV(:cj)} . (1.10)
et
AIJ' =T; —Tj1
e=t; —tji1=§i

T =t —t,

1.4 Intégrale de chemin en coordonnées sphériques

Il y’a plusieurs systéemes physique qui posséde une symétrie rotationnelle, dans la mé-
canique quantique cette propriété est importante pour trouver les fonctions d’ondes et les
énergies correspondantes des systemes. L’équation de Schrodinger d’une symétrie rotation-
nelle est transformée en coordonnées sphériques, donc il est séparables & une partie radiale
qui contient des informations spéciales sur les systémes dynamiques, et différentes parties
angulaires qui sont universelles et leurs solutions sont connues.

Dans 'intégrale de chemin cette transformation de coordonnées est possible mais initiale-
ment les choses deviennent compliquées. L’un de ces complicités est représenté lorsqu’on
étudier la présence d’une barriére centrifuge qui élimine la possibilité de faire "Time sliced".

Le propagateur a trois dimensions s’écrit sous la forme suivante [§] :
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I . M
Kt = | [ Dites |4 |5 0n7 - ve) |
N+1 3TN )
M 2
= lim ( / dr; | exp {—SN} ) (1.11)
Noo ey 2imhe L:l R3
avec
ly = tny1 5 ta=1o
Ty = TNt1 ;5 Ta=To
action totale est de cette forme
N+1 N+1 o0
j=1 j=1

Nous allons aborder maintenant 'intégrale de chemin & trois dimensions en coordonnées

sphériques (7,6, ), ou le systéme des coordonnées sphériques est défini par :

x =rsinfcosy
y=rsinfsiny , (1.13)
z =rcosf

tel que I’élément de volume s’écrit en coordonnées sphérique comme suit :
iy = 77 sin 0;dr;d6;de;, (1.14)

en substituant cette élément de volume dans ’équation (1.11) on arrive & 'expression

suivante :
N+1 Y % oo m 21
K (7o, ty; T ta) = lim | (%hE) H ///rf. sin 0;dr;df ;dp,
J=1 =110 0 0
N+1 ;
X H |:€Xp |\ﬁS{H y (115)
7=1
on peut exprimer ’action élémentaire comme :
S-—M(TQ—H“2 —2r,r; O, 1) — ;
i = j j—1 rjTj—1CO8 J7J—1) eVi(ry), (1.16)

2e
ou

01 = (7;75-1)

10



1.4. Intégrale de chemin en coordonnées sphériques

cos©;;_1 = cosf;cosb;_1 +sinf;sinb; i cos (Ap,) . (1.17)

et la mesure prend cette forme :

3
N+1 2 N 3(N+1)
1 S M \?
I () o - (55)
j=1 M j=1
XH ///r?sindordejdgoj . (1.18)
Lo 0 o0

j=1

L’expression de propagateur précédente n’est pas appropriée pour 'intégration en raison

de la présence des termes (—%%rjrj_l cos @j,j—l); cette dernier est séparable & une partie
radiale et une partie angulaire.

Pour une évolution explicite de la partie angulaire du propagateur nous allons utiliser la

formule suivante (voir Gradshtein et Ryzhik [15], p.980, Eq. (8.534))

ameres i (1) 53 (344)

k=0
% (i) (m) # Jysy (me) Py (cos ). (1.19)
on pose
zZ = mp, (1.20)
donc

+o0o
pizcosy /27T_Z Z (21{3 + 1) ijk+% (Z) Py (COS QO) . (121)
k=0

expression de la fonction de Bessel est :

(1 rywe
T (m):;m<§> , (1.22)

si

R (1.23)
alors
S T S
In(—u) = ;p!(nﬂ?)! <7>
+00 _1)? w\ 2p+n n
S ()0 o

T (iz) = i, (z) (1.25)
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on pose
y =1z, (1.26)

on déduire que

eycosy ,27/ Z 2]€+1 Z Jk-i— ( Zy)Pk(COSQD)

-~ 5\/;Z (2k + 1) (=)

Xy (1) Py (cos @)

= %\/;Z (2K + 1) % (—1)F3 (i)

(y) Py (cos p)
veosy  — \/72 (2k + 1) Iy 1 (y) Pe (cos ), (1.27)

L1 (y) sont les fonctions de Bessel modifiée, et Py (cos ) sont les polynomes de Legen-
dre.

On arrive & 'expression de propagateur suivante aprés le remplacement de la formule

(1.27) :

3 T 21

N+1 3 N ©0
K<Fb7tb77?aata) = ]\}1_[}20 (2Z7Th€) ///T?SHle]d/r]dedeOJ
] =110 0 0

=1
N+1 [e%s)
imhe 2
21 1
X, (QMT'JTJ 1) Z (2 +1)
j=1 ll l]\]+1=0
Mryr.r;_
xIy, 41 (%) P (cos©;, 1), (1.28)

tel que
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1.4. Intégrale de chemin en coordonnées sphériques

ou encore

K(Fba tb, 7::1, ta) -

3
M §(N+1) %)
I
Nooo (2i7Th€) Z

ll...lN+1:0 J= 1 0

T 27

,’:]z

X

<.
Il

MTJ'T]',1

X |: 2ZN+1 + 1 +1+% ( ihe
N

) +1 P (M
ex
, P 2

< ihe >§
X arsr. )
.l 2Mriri_4

J

Z s
U

on a
N+1

N

- = [T -0y
r; = riri—1)?
J Jti=

j=1 TpTq

qui peut mettre aussi sous la forme :

K(Fb, tb, 7::1, ta) =

Ih..In41=0

N

Mf'ﬂjrj—l

x {(21N+1 +1) 1, ( -

Mrir;_q
/ / e+ 0 (M
1

) PlN+1 (COS ®j7j—1):| .

H/ zdr]
) Py, (cos ©; ;1) sin0;db;dp;

) Py, (cos @j,j—l)}
(r24+r7,) —sV(rj)}H

(1.29)

(1.30)

M N+1 1 oo N
li d
Nooo (4i7rh5) (\/Tbra) H/T] K

J:

v

T 27
Mrjr;_
X H //(2lj+1)1lj+; (%) Py, (cos ©; ;1) sin0;df;dp,
=1'1o o

(1.31)

Les polyndémes de Legendre peuvent décomposés vers les harmoniques sphériques :

20+ 1)
47

(L= m)!

* U+ m)

Vi (0) = (1" |

} P™ (cos ) e"™?.

(1.32)

a I'aide du théoréme d’addition des harmoniques sphériques qui s’écrit comme suit :

47

l
Py (cosb) = <2l — 1) Y Yo O ) Vi (B150001) »
m=-—I

13
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1.4. Intégrale de chemin en coordonnées sphériques

la formule (1.27) devient :

evese = o [T ZQlJr )11 (y)

X Z Yi,m (9n7 Spn) Y;km (enfla Sonfl) ) (134}

m=—1

En insérant cette dernier formule dans I’expression de propagateur :

. . . M N+1 1
K(rbatb;ra7ta) = ]\}1_}1’{1)0 (%) (\/7"17_7”)

H / rdr;

ly.. lN+1 0 |j= 10
N+1

Al ero -]
. Hflﬁ; (M) s,y (M)

T 2m
Z //}/Z M ]7@] 5/2 M (6] 1 gpj 1) Slne de dgpj
mj=—l; 0
INt1
Z YlN+17m (0N+17 90N+1)
m=—Inyi1
XY m Onson) - (1.35)

en utilisant la relation d’orthogonalité des harmoniques sphériques qui décrite par la

relation suivante:

/d(p / Yim (0,0) Y;k,m’ (0, ) sin 0df = 010, (1.36)
0 0
donc on trouve ’expression du propagateur suivante :
Lo 2 (2141
K (T, ty; Tay te) = Z ( ym )Kl(rb, to; Tas ta) P (cOSOgp) (1.37)

=0

ou le propagateur radial s’exprime également comme :

‘ M N+1 1 Nl Mrir;_
ritwtsrot = (52) () dm H/ s < e (5522)

x]ﬁl [exp {%{gﬁ (2412 ,) — eV (rj)}H, (1.38)
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1.5. Le propagateur en fonction de I’énergie et la fonction d’onde

En effet compte tenu du comportement asymptotique des fonctions de Bessel modifiée

[14] : 1 1 1
< € \2 z €
L) = G5) e i35 (1)} )
€ :; 21z xp e 2z v 4 ( 39)
<MT—;2_771> eih % Mfrjrjfl cih 10
1 -~ 7 - _ 1
H_% € ;)) <27erjTj—l) P { 1he (QMTjT’j_l) ( ( + ))} ’

(1.40)
on arrive alors a la formulation du propagateur radial en coordonnées sphériques et en

fonction de potentiel effective V sy :

1 o
1 (M
Ki(ro, ty; 1o, ta) = (T’bT )1\}1_120 (Qiﬂhs) * H/drj
0

(Ar)? — eV (r)) — — 2=
exphz{ Tj c (Tj) 2M7"j7”j 1

ou le potentiel effective est définie par I'expression suivante :

RPL(1+1)

‘/Eff = V (TJ) + QMTjrj_l °

(1.42)

1.5 Le propagateur en fonction de 1’énergie et la fonc-
tion d’onde

Dans le cas ou I’état initial d’une particule n’est pas un état propre de position, le
propagateur de Feynman ne s’applique pas directement. Il est possible qu’au lieu de la
position initiale on connaisse plutot 1’énergie initiale de la particule. Dans ce cas il est
commode d’introduire des propagateurs en fonction de 1’énergie et la fonction d’onde. Cette
généralisation permet également d’étudier non seulement la fonction d’onde finale de la
particule, mais aussi son spectre d’énergie [16].

L’expression du propagateur en fonction de I'opérateur d’évolution s’écrit:

tHT
K (zp, ty; o, ta) = (X, t) eXp(—T) |Zq, ta) (1.43)

en introuduisant la relation de fermeture a ’équation (1.43) :

> i) (n| =1, (1.44)
In
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1.5. Le propagateur en fonction de I’énergie et la fonction d’onde

on obtient
> iHT
K<$ba ty; Ta, ta) = Z <$b> tb’ eXp(_T) ’l, n> <l7 n’ La, ta> ) (1'45)
In
avec
(T, t] l,n) = P, (,1), (1.46)

I'équation (1.46) nous permet d’obtenir ’expression du propagateur suivante :

- . iE,,T
K (3, th; Tayta) = Y (@, to) U] (0, t) exp(— h” )- (1.47)
I,n

La fonction de Green est la transformée de Fourier du propagateur [17] :

o0

1
G(x, 203 E) = E/dTeXp(
0

BT
h

VK (zp,24;T) . (1.48)

L’évaluation du propagateur est souvent confronté au probléme de singularité, ce dernier
a été surmonter par l'introduction de la méthode des transformations spatio-temporelles du

Duru-Kleinert.
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2

Transformation spatio-temporelle de

Duru-Kleinert

2.1 Introduction

L’oscillateur harmonique et I’atome d’hydrogéene sont deux problemes d’essai bien connus
en mécanique quantique. La formulation des intégrales du chemin est facilement applicable &
le premier, mais pose des difficultés considérables pour ’atome d’hydrogéne car son potentiel
représente un probléme dans l'intégrale de chemin euclidien. Duru et Kleinert ont invoqué
pour la premiére fois la transformation de Kustaanheimo-Stifel dans I'intégrale de chemin de
potentiel de Coulomb, puis ils sont réussis & trouver un traitement pour ’atome d’hydrogéne
car ils sont utilisées une transformation spatiale associée par une transformation local du
temps.

Il existe deux types de transformations temporelles :

- Une transformation globale : cette transformation prend le parameétre de temps ¢ dans un

nouveau parameétre de temps 7 par
t=p(r) ; T=p"()
- Une transformation locale : est une transformation de temps dépendant de la position

dr=flq(t)dt

Ces deux transformations sont les plus utiles seulement lorsqu’ont les combinées avec

une transformation de coordonnées appropriée [13].

17



2.2. La méthode Duru-Kleinert

Duru et Kleinert peuvent élaborer une transformation spatio-temporelle, qui appelle la
transformation de Duru-Kleinert. Cette technique a permis de résoudre plusieurs problémes
non relativiste, qui sont plus compliqué et dans divers systémes de coordonnées.

Dans ce chapitre on va mettre en place une nouvelle et plus souple formule des intégrales

du chemins qui est indépendante de probléme des potentiels singuliéres.

2.2 La méthode Duru-Kleinert

Dans cette section, on va expliquée la méthode de Duru-Kleinert pour un systéme unidi-

mensionnel [8].

2.2.1 Systémes unidimensionnels

L’opérateur de 'Hamiltonien est donné dans sa forme standard par :

H=T+V, (2.1)

p=H-E, (2.2)

ou E est I’énergie d’un system physique.
L’opérateur d’évolution du temps associé au I’Hamiltonien auxiliaire est défini par cette

expression :

Up (t) = e itr, (2.3)

L’amplitude associée a cet opérateur s’écrit comme :
(@] Ug () |2a) = (wo| e 1175 |,) (2.4)

L’intégration de I’équation (2.4) sur ¢ > 0, nous donne lexpression de l'amplitude

d’énergie fixe suivante :

@A%M:/)ﬁﬂmﬁﬂn—mma, (2.5)
ta
ou 'amplitude d’énergie fixe se met aussi sous cette forme :

(20| 20) 5 = (3] R|z4)
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2.2. La méthode Duru-Kleinert

tel que R est l'opérateur resolvante [8] :
ih

R= ————. (2.6)
E—H+1n

avec 7 représente un décalage d’énergie.
L’équation (2.5) est signifié aussi & une amplitude de transition ou bien une fonction de

Green, et peut reformuler comme suit :

G (zp, 20, E) = (2] 0)p

- /: dt, / Dz(t) exp (iSEii[x]), (2.7)

S [2] = /:’ it [%552@) V() + E} | (2.8)

L’expression de 'action est

En choisissant deux fonctions arbitraires fi(x) et f,.(x) multipliant & gauche et a droite
respectivement. Ces fonctions sont appelées les fonctions Régulatrices, qui sont choisies
d’une maniére appropriées, son produit est f(z).

on introduit I'opérateur de I’Hamiltonien auxiliaire modifié :

donc l'opérateur pseudo-temporel d’évolution est défini par :

N —isH
Ug(s) = f(zs) exp ( - E) filza), (2.10)
L’amplitude associée a cet opérateur est :
. —isH
<xb ‘UE<S) ma> = fr(xp) fil,) <xb exp( h E) xa>, (2.11)
avec
dt = dsf(x). (2.12)

Apres Iintégration de I’équation (2.11) sur s > 0, on arrive alors & ’expression suivante:

(@l 2a)p = (2o Rla)
- / ds (3] U () |2 (2.13)
0
sachant que l'opérateur résolvante est donné par :
. th
R = f(x .
R E )

fi(z). (2.14)
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2.2. La méthode Duru-Kleinert

L’équation (2.13) est appelé aussi la fonction de Green qui définit par :

G (vp, e} F) = / Kg (zp,24;8) ds
0

- [Ca [mb)ﬁm) / Dx(s)exp<5%[1>], (2.15)

I’action modifié est

fx—SsLx'Qs—a:s z(s)) —
st = [ as{ 5570 - SalD Vil - £1). (2.16)

Supposons que le potentiel V' (z) est aussi compliqué qu’une évaluation directe de I'intégrale
de chemin ne soit pas possible [14], et I'introduction de f(z) a amené le terme cinétique
a une forme inconvenante qui est (%), cette dépendance spatiale est résolue par une
transformation de coordonnées suivante :

xr = h(q), (2.17)
et
dx = h'(q)dq, (2.18)
la fonction h(q) satisfait :
W (q) = f(h())- (2.19)

Alors 'action en fonction de la nouvelle coordonnée ¢ est donné par :

st = [ as{ 5" - ) Vi) - 1}, (2:20)

avec

La fonction de Green (2.7) peut étre liée & une autre fonction de Green qui est associé
a laction transformée (2.20) si cette action est étendue par une correction quantique AV,

que nous allons la dérive par la suite.

K2 | 3 /K 2
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2.2. La méthode Duru-Kleinert

2.2.2 Dérivation de la correction quantique AV

Pour trouver I’expression de la correction quantique AV [17], on considére 'amplitude

de 'opérateur d’évolution dans le pseudo temps comme suit:

fr () fi (a)

(20 UR (s (N +1)) |aa)

V2migshfi (x) fr (wa) /M
il dz,
- g [/ V2mies f () /M]
X exp [%Sg] , (2.22)
d’ou
N _N+1 M el ) ) ) )
=3 mrm ey O BV @l )] - 29

a partir de maintenant le potentiel V' (x) est omis comme étant inessentiel a la dérivation
de la correction quantique AV .

L’equation (2.22) est composé a trois termes qui sont : le préfacteur, la mesure et action.

On va développer ces termes au tour du poste point, pour obtenir des corrections quan-

tique associés a chaque terme, ces corrections sont rassemblées dans cette relation :
(14+C)p =1+ Ches) (1 4+ Coe) (1 + C) (2.24)
1. Le calcul de la correction sur la mesure Ches :

Le développement de la mesure au tour du poste point nous donne :

g/ i gy CT
El [/ \/W] B g [ \/W] ; (2.25)
sachant que
f" = f<xn) = fl (xn) fr (ZBn)

avec

r="h(q) = z,="h(q),

On développe (Az,) au tour du poste point, nous aurons :
Az, = h(Agy), (2.26)
le développement de Taylor de h(Ag,) au 3™ ordre nous donne :

A % 1 (40) (Age) — 5h" (32) (Ag.) + 1" (a0) (g (2.27)
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2.2. La méthode Duru-Kleinert

nous posons

N[

€1 = h,(Qn) = f )
€y = h//(Qn)7
63 — h//l(qn)'

alors
1 1
Avy ~ €1 (Agn) = 52 (Agn)” + ces (Agn)”, (2.28)
il existe un Jacobien di a la transformation de coordonnées (x — ¢) définie par :
J = 0(Az) ~ep—es (A )+le (Ag,)?
78(AQ)N1 2 \2Gn 0©3 an)
1
~ e |1 —ee(Ag,) + 563@ (Ag,)? (2.29)
avec
1
€= —.
€1
Donc la correction quantique sur la mesure est définie comme suit :
1
C(mes = —eg€ (AQn) + 5636 (AQTL)2 . (230)

2. Le calcul de la correction sur Uaction Chyy :

Le développement du terme de I’énergie cinétique au tour du poste point donne aisément:

M
258fl (ajn) fr (xn—1>

a partir de I’équation (2.28) on a :

(Az)?, (2.31)

(@07 = [er (8) = gea (80, + Gea (B

6
2 2 - 1 — 2 17 2
~ €1 (Aga)” |1 = ez (Agn) + | 7 (€e2)” + Sees| (Agn)
1 1
36 (ees)” (Aga)" — g ec2cs (AQn>3:| ; (2.32)

on néglige les terme qui sont supérieur a (Ag,)* de Péquation (2.32) :

(@0 et (80, [1 - e (B + | (ee + o] (Bar?| . 23
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2.2. La méthode Duru-Kleinert

Le développement de Taylor de f,.(z,_1) au 2°™¢ ordre, nous obtenons :

Folas) ~ fot fL(Ag) + 377 (D)

fo 1 (g + 2 a0 (231
~ Jfr |1+ In) + 5 In :
fr 2 fr
avec
f/ — dfT
" dgy
a I'aide de développement de Taylor de la forme suivante :
1 2 3
=l—-z+4+2°—2°+ -,
1+
on trouve
1 1

Q

f/
fr

Q

(Agn) +

fr(n 1) £, [1 + ( (Agn) + 34 (Aq")zﬂ |
% (2.35)

fr

Le terme de I’énergie cinétique devient :

M 2 M 2
AT AT R

Y\ 2 "
(%) _%(7)] <Aq”>2}7 (2.36)
donc I'équation (2.36) s’écrit :
M 2 M
Zedi @) ) A0 N g, (B x (L= eea(Bg,)
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2.2. La méthode Duru-Kleinert

nous considérons que :
(2.38)

fix)= (@) 5 fr(2) = f(2).

d’apres I’équation (2.38) et apres I'utilisation du développement de I’exponentielle

r 2P z" =
exp()—1+1,+§+ =D A
) n=0

on déduire que la correction quantique sur l’action s’écrit comme
1M _ I

Cact = 2h53
1(éeg) + }1(562)2 + - 5 < J;I +A(N+1) (J;> ) — A?(éeg)

M2 (Ag,)* "\ 2

3. Le calcul de la correction quantique sur le préfacteur C;

Les termes qui correspondent le préfacteur peut se mettre sous une autre forme du poste

point comme :

fr (2) fi (wa) [ /
\/27m55ﬁfl (w) fr (xa) /M 755 \/27m€sf xn) /M
} T [ d(Atn) ] (2.40)

[ () f () {mm] i[flm) I
\/2miesh/M fr (zp) fi (zp) ol \/2mies [/ M

d’apres I’équation (2.38) et avec un simple calcul I’équation (2.40) devient

)} i [ d(Az,) ]

[f (20) f ()] {fr <xa>] . [fl =) T
\/2m’5 h/M | fr () fi(z)] = \/2mies fr/M
kT ]ﬁl _ABa) (2.41)
\/2miesh/M - \/27m€sfn/M .
avec
fb:f(xb) ) fa:f(xa)a
le préfacteur doit étre symétriser :
1— 3)\ 1 N1 1 i_%)‘
fb o = [htdt I [f ;S(U;n))] , (2.42)

24



2.2. La méthode Duru-Kleinert

Le développement de Taylor au tour du poste point de la fonction f, ; & 'ordre deux

nous donne :

a Iy 2 82 e
f(xn1) = f(x,) — Az, J(;(xn ) + % (Axy,) ({J;a(j% ), (2.43)
tel que
[ (Tn-1) —~1 1 O0f(zn) 1 2i62f($n)
R A TeS B T R A (2.44)

(5Un 1)

en substituant les expressions de (Az,) et de (Ax,)? dans (2.44), donc le rapport £ T

s’écrit comme :

F (2n1) i {e_laf(xn) (Ag.) + lgaf(xn) L1 ley 107 f(x )] (Aqn)2} 7 (2.45)

2
Il reste a calculer 62(;:) et 2 ggn) ainsi que :

dgn _ >

dzny =6

af xn 1 g

TOzn elf

82 n
ga(c_% =g+ %f”-

le rapport (gg” 1 devient :

f (In ) fl f// 2
21— (Ag) + 575 ()™, 2.46
f (@) 780+ 57y (A0 (2.46)
En utilisant le développement de Taylor de la forme (1 4 z)"
-1 —1)...(n—k+1
(1—|—.CL‘) _1+F$+%x2+...+n(n )k(‘n + ).CL'k,

donc

[f(gcn_l)riA . (1 N §A> <_£'(Aq )+§f7ﬂ(Aqn)2>

) o e

La correction sur le préfacteur est donnée par :

o = (1-2) (Fanw+ 1 aar)

(-2 () (J;) (Aga)”. (2.48)
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2.2. La méthode Duru-Kleinert

ot (14 C), est un facteur de correction découle de la transformation du trois étapes,

apres quelque simplification la correction totale est :

iM (Ag,)” 3]

2he,

+ (ees)? E (A - é) <>\ _ %) (Agn)? + 227‘;‘? (4A2 - ;/\ 4 g) (Agy)!
1

1 > M2 6
3 (A3) g ow

27 2
1 1\ M 4
—— A== Aq, ce 2.49
5 (0 3) e Ga| + (2.49)
Les valeurs moyennes se calculent en appliquant 1’expression suivante [8] :

{(Ag,)™) = (%)n (2n — DI, (2.50)

avec

n=123,..

- () - - () oo (%)

Substituons les valeurs moyennes dans l’expression de la correction totale (2.49) , nous

il en résulte

aurons aprés un simple calcul, la correction totale suivante :

C— —73\? <  (ees) - Z (eeg?) , (2.51)

La présence de la correction totale C' donne naissance a la correction quantique AV tel

o AV = —% ( (ees) =+ (éez)z) , (252)

Finalement ’expression du propagateur s’écrit sous cette forme :

cen = () e (i [
- () {332 [

Cette formule est définie sur le nom de propagateur aprés une transformation spatio-

‘|‘ eEf (Qn>} } (1 + O)

21 e,Ef () — AV] } . (2.53)

temporelle. L’étape suivante sera dédié a ’application de la méthode de Duru-Kleinert,
au cas du potentiel de Deng-Fan, pour déterminer le spectre d’énergie correspond au ce

potentiel.
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3

Etude des états ”[” relative au
potentiel de Deng-Fan via les

intégrales de chemins de Feynman.

3.1 Introduction

L’un des problémes intéressants de la mécanique quantique est d’étudier les spectres
d’énergie et les fonctions d’onde d’un systéme quantique sous différents potentiels, car on
peut obtenir toutes les informations nécessaires concernant le systéme a étudie [18].

Les solutions analytiques exactes des équations d’ondes avec certains potentiels de type
exponentiel sont impossible de trouvé pour 1’état "I # 0” [19]. Des méthodes approximation
doivent étre utilisées pour traiter le terme centrifuge.

Ce chapitre est traité rigoureusement par l'intermédiaire de I'approche des intégrales
des chemins le probléme d’une particule de masse M en présence d’un potentiel de Deng-
Fan Vp_p(r), il est connu aussi sous le nom de potentiel de Morse généralisé proposé par
Deng et Fan depuis cinquante ans. Ce modéle de potentiel peut étre utilisé pour décrire le
mouvement des nucléons dans le champ moyen produit par les interactions entre les noyaux
[20].

Le but de ce chapitre est de déterminer le spectre d’énergie des états ”[” et les fonctions
d’onde correspondantes, avec les intégrales de chemin associée & celle du potentiel de Deng-

Fan.
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3.2. L’intégrale de chemin pour le potentiel de Deng-Fan

3.2 L’intégrale de chemin pour le potentiel de Deng-

Fan

Le propagateur radial associé au potentiel de Deng-Fan est lie entre deux points spatio-
temporels (7,,t,) et (1, 1), tel que ce propagateur est écrit en coordonnées sphériques sous

la forme suivante :

1 MoONEYED [N
Ki(rp, to;7as ta) = (r r )]\P—Igo <2i7rﬁ€) * H/drj
bla J=17
exp (1 SN) | (3.1)

h

avec
{ ty = tni1 sta = o
s = TN+1;Ta = T0
et
N+1
Sy =3 [SEar)? = Vagstre] 32

ou Vs est donné par :

R+ 1)
Ve = Vi ) 3.3
11 =Voor () + =50 (3:3)
Le potentiel de Deng-Fan [21] s’exprime comme :
b 2
Vpp(r) =Dy |1 - — 2| 3.4
p-r(r) [ exp(ar) — 1] (384)

avec
a est le rayon de potentiel.
D, est le parameétre de la dissociation de I’énergie.

b est un parametre représente la position minimal de r., tel que :

b = exp(ar.) — 1.

Vp_r(r) peut étre réécrit en terme des exponentielles [22] :
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3.2. L’intégrale de chemin pour le potentiel de Deng-Fan

As As

Vo-r(r) = A+ exp(ar) — 1 * (exp(ar) — 1)%’

ou
Al - De

Ay = —2D,(exp(are) — 1) = =2D.b
Az = D,(exp(ar, — 1))? = D b
on pose que

a = 2aq,

on remplace (3.7) dans (3.5) on obtient :

Ay As

Vp— =A
p-r(r) vt exp(2ar) — 1 * (exp(2ar) — 1)%’

Nous effectuons le changement de variable suivant :

1
. —
exp(2ar) — 1’

alors

1+1¢
exp(2ar) = %,

I’expression du potentiel de Deng-Fan devient :

VD,F(T’) = A, + Ast + A3t2.

On note que

exp(2ar) + 1

th =
coth(ar) exp(2ar) — 1’

en insérant ’équation (3.10) dans (3.12) on trouve :

coth(ar) =2t +1,
alors
coth(ar) — 1
2 Y
en rapportant le relation (3.14) dans (3.11), le potentiel Vp_p(r) devient :

t =
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3.2. L’intégrale de chemin pour le potentiel de Deng-Fan

Voor(r) = A+ 4 (M) A <%)2

2 2
Ay As Ay Az

= (A — 5 + Z) + (7 — 7) coth(ar) + % coth?(ar). (3.15)

Le calcule du spectre d’énergie de potentiel V,¢; pour [ # 0 est trés compliqué car on a

le terme centrifuge, donc il faut chercher & une approximation de ce terme centrifuge.

3.2.1 L’approximation du potentiel centrifuge

Dans cette section on va prendre quatre approximations du terme centrifuge pour les
comparer et choisir I’approximation la plus appropriée.
On a

1 .
S~Fi=1234 (3.16)

Certains physiciens ont utilisé approximation proposée par Greene et Aldrich [23] qui
donne des résultats analytiques pour les états d’ondes arbitraire, les états de diffusion de
I’équation de Schrodinger et les équations d’ondes relativistes pour différentes formes de
potentiel [24, 25, 26].

Le terme centrifuge est remplacé par :

(3.17)

r 4@2{ exp(—2ar) }

(1 — exp(—2ar))?
Cette approximation est plus pertinente quand « est plus faible, il existe autres approx-

imations ont été proposées. Par exemple, Qiang [27] a suggéré :

F, — 402 [exp(?a) exp(—2ar) N (( exp(—2ar) )))2] ‘ (3.18)

(1 — exp(—2ar)) 1 — exp(—2ar

Une troisiéme approximation prévue par Ikhdair dans [28] :

Cﬁ( exp(—2ar) >+< exp(—2ar) )2] (319)

1 — exp(—2ar) 1 — exp(—2ar)

Fy = 402

avec
Co = 0.082305816

Mustafa [22] a montré trés récemment (par un test quantitatif de force brute) que :

Fa= {% * % ((1 ixil)_(?_()go)m))) + % ((1 ixip_(z_agr)))z} ’ (3.20)

e
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3.2. L’intégrale de chemin pour le potentiel de Deng-Fan

avec

( 2
_ 1—ex (—2are) 8are
o= (1 (o)) (i 5.

2
Cy = 2 (exp(207,) — 1) <3 (mopC2er) - (34 2ar,) ((oeptren)) ) (3.21)

2are 2are

. 1—exp(—2ar))

Oy = % (1 — exp(—2ar,))* (3 +2are — Gontaay Ao ) :

Nous présentons dans la figure 3.1 et la figure 3.2 les graphes des quatre expressions,

pour le but de comparer le degré de validité de ces approximations.

1:d

T T T T T T T
il s _=_;_1:‘ S, "‘M
-‘-“1‘“‘
‘-"\u.
N i
0,9 .
- - - F1 L
----- rF2 o
—-—--rF3 e
0,8 —— " F4 e
o,
~
a7 e e S e I e e S S S e S S |
0 1 a8 12 16 20 24 28 az 36

Figure 3.1 : La comparaison entre les quatres approximations

avec o = 0.05.
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3.2. L’intégrale de chemin pour le potentiel de Deng-Fan

i B
ol .
—-=--r"F3
* F4

=]
i
k3
[
S
I
=7}

Figure 3.2 : La comparaison entre les quatres approximations

avec o = 1

D’aprés ces figures, on constate que Fjy est 'approximation la plus appropriée, cette
approximation devient plus pertinente quand o prend des grandes valeurs, donc on utilise
Fy.

Par ailleurs, on note que le potentiel de Deng-Fan n’est pas exactement soluble pour les
états [ # 0, dans le but de surmonter cette difficulté nous utilisons pour le terme centrifuge

"approximation [29]

1 Co

2
,
Te o+ n , 3.22
2" 0T exp(2ar) — 1 (exp(2ar) — 1) (3:22)
11 )
ﬁ ~ ﬁ (CO + Clt + Cgt ) s (323)
en substituant I’équation (3.14) dans (3.23) on aura :
1 1 N coth(ar) —1 N coth(ar) — 1\
— & =t |——— co | ——————
72 70 2 2 2
1
~ -z {(CO — % + %2) + (% - %) coth(ar) + %cothQ(ozr)} : (3.24)

a partir de (3.24) l'expression (3.3) devient :
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3.2. L’intégrale de chemin pour le potentiel de Deng-Fan

A2 Ag hzl(l + 1) C1 Co
= (A -2 Oy T a2
Vers(r) {(A 5 T 4)+ DM 2 (co 2+4)
A2 Ag h2l(l + 1) C1 Co
+{(2_2>+ O (2—2)coth(ar)
A3 R2I(1+ 1) 9
{ 1T } oth*(ar) (3.25)
en utilisant la relation suivante :
1
th? =14 —, 3.26
coth*(ar) + sinb?(ar) (3.26)
et on remplace (3.26) dans (3.25) en obtient :
. Ag Ag h2l<l + 1) C1 Co
Verp(r) = {<A1_7+T)+W<CO_§+Z)
Ag Ag h2l(l + 1) C1 Co
{(7 ~) T T (3 )| cothlen)

[Ag 201+ 1) cﬂ 1

4 sinh?(ar)

4 oMr? 4

As R+ 1)c
+ {I i d | (3.27)

D’une maniére condensée :
B
Vepp(r) = —Acoth(ar) + —5—— +C. (3.28)
sinh®(ar)
Par identification entre (3.27) et (3.28) on trouve que :

A= {4 e g ).
B={4+ 5008 (329)
= {4 -4+ 4) + S -3+ )
tel que
Ay =D,
Ay = —2D.(exp(ar.) — 1) = —2D.b , (3.30)
Az = D(exp(ar, — 1))? = D b

on aura alors :

A== {(-pv-207) + S0 (3 - 2},

2 2
B={5D+552 ()}, (3.31)
C = (D+Db2+Db) 21\;;” (co—%ur%)}.
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3.3. Transformation Spatio-temporelle

L’équation (3.28) nous permet de reformulé 1’expression de propagateur :

K(ry, 10 T) = / D7 exp [ /tt <%f - veff(r)) dt] | (3.32)

Nous avons transformé le probléme relatif aux I’ du potentiel de Deng-Fan & celui des
états 's’.On va étudier ce potentiel avec la méthode de Duru-Kleinert, I'idée est de résolu ce
probléme qui basé sur une transformation spatio-temporelle, cette derniére nous permet de
passer du propagateur relatif au potentiel (3.28), a celui relatif au potentiel de Poschl-Teller

modifié qui a été déja calculé.

3.3 Transformation Spatio-temporelle

Pour que cette étude devient plus accessible, on est besoin d’utiliser une transformation
de coordonnées suivie d’une transformation locale du temps. Une transformation spatio-
temporelle devrait étre trés utile pour reformuler I'intégrale de chemin en termes de probléme
simple & résoudre.

Nous réalisons également le changement de coordonnées de 1’espace suivant :

r=f(q) = éarg coth(2 coth?(q) — 1), (3.33)

la transformation locale de temps [8, 29| est donnée par :

t— s < dt = [f"(q(s))] ds, (3.34)

ces deux transformation, nous permettent de passer d’'une forme de propagateur difficile
a calculer, a une forme de propagateur facile est connu.
La relation entre la fonction de Green et le propagateur K; n’est que la transformée de

Fourier [30] qui donnée par les relations suivantes :

Y —iET
KilrrsT) = 5 [ Gl B)exp ( ! ) iE, (3.35)
la fonction de Green prend la forme suivante :
i 1 [
G(Tba Tas E) = ﬁ [f,(qa)f/(Qb)] ? Kl(Qb, Ga; Sb)dsb ) (336)
0

avec
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3.3. Transformation Spatio-temporelle

M
2

Kilanassn) = [ Datyen |1 [T 54" @) by (a0 - 1 - avia pas]

la correction quantique AV est donné par :

T 8M

AV(g) = 1 [3f” _gﬂ].

VA &

Nous utilisons la transformation de coordonnées dans ’expression (3.35) :

flg)=r= éarg coth (2coth?(q) — 1),

on pose
9(q) = 2coth’(q) - 1,
on a
9(q) +1
arg cothg(q) = = In [
@) 9(q) —1
donc

f(q)

“a (1)

apres la dérivation de I’équation (3.42) on obtient :

cosh(q)
sinh®(q)’

flla) = %(%)
-+ ()

7(q) = = (—COth2(q> —),

coth?(q)

g(q) =—4

et
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3.3. Transformation Spatio-temporelle

—2 ((coth?(q) — 1))
") = — | ——=—2 ], 3.47
174 a ( coth3(q) ( )
la correction quantique devient :
AV (q) = a { ! + ’ ] (3.48)
V= sm cosh®(q) ~ sinh?(q)] '
La transformation de coordonnées (3.39) conduit & une nouvelle expression de potentiel
effective :
Vers(r) Acoth(ar) + = +C (3.49)
crr(r)y=—Acoth(ar) + ——— , .
1 sinh?(ar)
le potentiel effective devient :
Verr(f(q)) = —A(2coth®(q) — 1) + 2B(2 coth?(q) — 2) coth?(q) + C, (3.50)
on multiplie (3.50) par f"(q) :
tel que
1 1
2(q) = = ———, 3.51
/(@) o2 coth?(q) (3:51)
on obtient
1 [(—C—-A 1 4B 1
12 V'e — - — —_ — A — O s 352
PaVastra) = o (G ) + o (G )~ =0 632)
ainsi

rwe=(5) - () () .

() (E—A-O) + gy
cosh?(q)
(32) 4B + &7
sinh?(q)

_ (i> (E+A-0), (3.54)

a2

J?(@) Vers(f(q) — E]+ AV (q) =

I'équation (3.54) devient :
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3.3. Transformation Spatio-temporelle

2M (%) (F - A-C)+ (%)

= [(q) [Vers(f(q) — E] + AV (q) = 9M cosh?(q)

+($)8MB+<¥) B ( 1

2M sinh?(q)

) (E+A-C) (3.55)

a2

Le propagateur radial s’exprime comme :

: Tae [2M(R)(E-a-C)+ ()
Ki(qv, qa; 5b) /Dq exp —q —

. [($)8M'B+(%>] _(L) (E+A0)ds}, (3.56)

2M sinh?(q)

ol encore

f%z(qb,qa;sb) = /DC](S) exp {% /OSb (é) (E+A- C)dé’]

nl 27 "o h2 cosh?(q)
|}
Bl 1) / Date eXp{ {/ 30 - 273\24 [Zi(:h;é)) ‘:(Ezh;é))]}ds]
X exp {% (;) (E+A—c>sb}, (3.58)

par identification entre (3.57) et (3.58) on trouve que :

nin—1) = (é)gMZJr(%),
2M($)(E—A—C)+(§>

v(v—1) = s ;
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3.4. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes de potentiel de Deng-Fan

la résolution de ces deux équations donne :

n = % + \/1 + —(é):zMB (3.59)
1 —2M (L) (E-A-C)
vo= 5 + < 2 > . (3.60)

3.4 Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes de

potentiel de Deng-Fan

Pour déterminer le spectre d’énergies et les fonctions d’ondes correspondantes, considérons
que la fonction de green nous donnera le spectre de I’énergie & partir de ses poles et les

fonctions d’ondes a partir des résidus aux poles.

. ; 1\ 2
Ki(gh, o3 ) = exp | 5-s0(E — € + A) (5) ] KM (g, ga; 0), (3.61)
KMPT est le propagateur qui correspond au potentiel de Poshl-Teller modifiée :
Nm i
Lk ko k
M (G, qas ) = D exp(— s B)xts ™ (@) (au), (3.62)
n=0

tel que N,, est le nombre maximal des états

1
O,l,...,nSNm <l€1—]€2—§
en substituant (3.62) dans (3.61), nous trouvons :
Ki(av: 4a; Sb) ZGXP (—SbD) X2 () W) (q,), (3.63)
avec
1\2
D= (EPF —C+ A) (—) — pMPT (3.64)
bl a )

on remplace (3.63) dans (3.36), la fonction de Green devient :

z’ . o i
G(ry,ra; E) = 73 Zszl k2) B)X, Efl kz)(‘]a)/o exp (ﬁSbD> dsp

— Z kl k2) *(kl k2) h Z
= h ZX; (qa)ﬁ exp <ﬁSbD) , (365)
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3.4. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes de potentiel de Deng-Fan

on introduit les nombres k1, ks qui sont définis en fonction de C' et S [31] :

avec
¢c = —=[v(v-1)]
1
S = 5hn-1)]
tel que
h=M =1,

d’aprés [32, 33], pour les coditions aux limites ¢ — 0 et ¢ — oo. Les valeurs de ky, ko

deviennent :

1 2MA
= — (1 2 1
& 2{< Pl I et an 1 1))
1

1 SMB()\ _ 1., .
ky = 2( 1+—((%)2h2)>—2(1+ );

D’aprés I’écriture de I’expression de la fonction d’onde du potentiel de poschl-Teller mod-

ifié, et la remplace dans la formule de propagateur (3.56), nous pouvons donner 1’expression

de la fonction d’onde du systéme de potentiel de Deng-Fan :

Xfllfll’kQ)(C]) = Nékl’k”(sinh(q))%?—%(COSh(q))—2k1+% %
2Fy(— k1 + ks + ks —k1 + ks — k + 13 23 sinh®(q))
2012k — DTy (2k —n — 1) 3
~ \T(2kz + n)['(2k; — 2k; — n)
(Sinh(Q))ZkT% (cosh(q))2”*2’“1+%

XP’r(LQk:QQ(kl*kQ*")*l) (1 - Sin2h2(q)) ’
cosh®(q)

(3.66)

en substituant la valeur de ks et le changement de coordonnée (3.18) dans la fonction

d’onde Précedent (3.60), nous obtenons la fonction d’onde suivante :
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3.4. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes de potentiel de Deng-Fan

(1 — exp(—2ar))

D-F _ (2ky — 1) n! T(2k; —n—1) 3
Xn.l (r) = <(2a)r(n +s+ 12k —s—n— 1))

exp{~20r [l = 5 —n 1]}
XP(2k172n7572, s) (1 N eXp(—QOﬁ“))' (367)

n

ot : P\ est le polynome de Jacobi.
Le spectre d’énergie est obtenu a partir des poles de la fonction de Green, quand

I’équation (3.64) est nulle on obtient le spectre d’énergie correspond au potentiel de Deng-

Fan :
EPTF =o?EYPT — A+ C, (3.68)
avec
BT = oy P (3.69)
ml oM ’
2h2
Byt = O;M 2(k1 — ks —n) — 1) — A+ C, (3.70)

I’expression de 1’énergie s’écrit :

n? 11 4M?A* 2MA
EPT = S (s 4 2n 4 1) A
nd 20 {4(‘” D Gy } +C
2p2 2 1) 2M A?
_ et T C (3.71)
8M a?h?(s+2n+1)
tel que
_ ¢
@= g,
SMB
s=1/1+—7F,
«

A= —{(-D0—89) + 5 (3 - 9) }

7/2
B = b2D+rzlJ$/l[j21 4}
C={(D+20+Db) + B0 (e - 3+ 3)}.

2M2

Le spectre d’énergie peut étre déduits de I’expression pour le potentiel de Deng-fan :

(£)* B2(s + 2n + 1)? 2 M A2
: +
8M (%)2h2(s+2n+1)

E) T =— [ + C. (3.72)
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3.4. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes de potentiel de Deng-Fan

3.4.1 Les résultats et discussions

Nous avons testé lefficacité de la méthode de Duru-Kleinert en 'appliquant dans un large

" et aussi

domaine de variation des parameétres du potentiel étudie et du moment angulaire
le nombre quantique radial n qui donne dans I’expression nr = n+1[+1 ol ny est le nombre
quantique total. Nous avons comparé nos résultats présentées dans les tableaux (3.1), (3.2)
et (3.3), en utilisant la meilleures approximation du terme centrifuge Fj, avec ceux calculés
numériquement par : Lucha [34], Roy [36] et via la méthode de AIM (Asymptotic Iteration
Method) par Oyewumi [35].

Nos résultats montrent que les valeurs propres obtenues sont en trés bon accord avec
ceux données par littérature. Nous constatons que nos résultats sont en parfaite adéquation
avec ceux publiés par des autres auteurs, ceci s’explique deux points : le premier point
est ’approximation du terme centrifuge que nous avons utilisé a une forte influence sur
I’expression du potentiel effectif du systéme étudié et par conséquent, sur 1’énergie de tous
les spectres. Les mémes effets seront plus prononcés sur la fonction d’onde. Le deuxiéme est

la méthode de Duru-Kleinert, qui considére parmi les meilleures méthodes d’approximations

qui traiter les potentiels de forme exponentiel pour trouver le spectre des énergies.
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3.4. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes de potentiel de Deng-Fan

Table 3.1 : Les valeurs des énergies pour les états liés E,,; en unités

atomique(h = M = 1), pour le potentiel de Deng-Fan avec D, = 15 et r, = 0.4

états a Nos résultats | oyewumi[35] | Lucha[34] Roy [36]

0.05 7.860804482 7.860804467 7.862800 7.860804466
0.10 7.953304057 7.953304350 7.955370 —

2 0.15 8.045097697 8.045099635 8.047240 8.045097775
0.20 8.136197131 8.136203356 8.138420 —
0.25 8.226613102 8.226628516 8.228920 8.226613566
0.30 8.316355938 8.316388092 8.318740 —
0.05 10.99776301 10.99776302 10.99980 10.997762943
0.10 11.16255969 11.16256036 11.16470 —

3 0.15 11.32424471 11.32424848 11.32647 11.324240817
0.20 11.48282516 11.48283721 11.48513 -
0.25 11.63830647 11.63833602 11.64068 11.638278167
0.30 11.79069283 11.79075408 11.67565 —
0.05 10.21598015 10.21598019 10.21651 10.215980103
0.10 10.35353775 10.35353916 10.35409 —

a4 0.15 10.48934562 10.48935369 10.48992 10.489341948
0.20 10.62343653 10.62346249 10.62403 —
0.25 10.75584082 10.75590446 10.75645 10.755814653
0.30 10.88658711 10.88671869 10.88719 —
0.05 12.49760237 12.49760240 12.49920 12.497602157
0.10 12.69679504 12.69679594 12.69851 —

4p 0.15 12.88834296 12.88834790 12.89010 12.888327591
0.20 13.07222846 13.07224420 13.07400 —
0.25 13.24843124 13.24846979 13.25010 13.248318043

4d 0.10 12.28500672 12.28500910 12.28570 —

op 0.10 13.54214134 13.54214240 13.54340 13.542133643

Af 0.10 11.99795640 11.99796058 11.99810 —

bd 0.10 13.30679362 13.30679659 13.30750 13.306777642

5f 0.10 13.14759150 13.14759709 13.14780 13.147569396

og 0.10 13.03796625 13.03797516 13.03790 13.037943909
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3.4. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes de potentiel de Deng-Fan

Table 3.2 : Les valeurs des énergies pour les états liés E,,; en unités

atomique(h = M = 1), pour le potentiel de Deng-Fan avec D, = 15 et 7. = 0.8

états a Nos résultats | oyewumi [35] | Lucha [34] Roy [36]

0.05 4.14088717 4.140887237 4.14208 4.140887222
0.10 4.21917860 4.219180023 4.22040 —

2 0.15 4.29738549 4.297392964 4.29870 4.297390050
0.20 4.37552212 4.375546092 4.37690 —
0.25 4.45359979 4.453659003 4.45510 4.453636191
0.30 4.53162699 4.531750853 4.53320 —
0.05 7.532791443 7.532791535 7.53500 7.532791457
0.10 7.724762188 7.724764169 7.72710 —

3 0.15 7.915168250 7.915178421 7.91770 7.915170747
0.20 8.104008092 8.104040211 8.10660 —
0.25 8.29127539 8.291353518 8.29410 8.291296319
0.30 8.47695930 8.477120373 8.47990 —
0.05 5.739751026 5.739751150 5.74040 2.739751067
0.10 0.84576658 5.845769968 5.84650 —

a4 0.15 5.95065953 5.950677430 5.95150 5.950665807
0.20 6.05447487 6.054532348 6.05530 —
0.25 6.15725185 6.157393368 6.15820 6.157304825
0.30 6.25902386 6.259318933 6.26010 —
0.05 9.613012928 9.613013061 9.61560 9.613012874
0.10 9.883520982 9.883523594 9.88620 —

4p 0.15 10.14854219 10.14855549 10.1514 10.148539652
0.20 10.40801558 10.40805734 10.4111 —
0.25 10.66187221 10.66197323 10.6650 10.661857334

4d 0.10 8.707104860 8.707110672 8.70870 -

op 0.10 11.30206916 11.30207233 11.3047 11.302066518

4f 0.10 7.586411226 7.586418181 7.58680 —

od 0.10 10.52007782 10.52008576 10.5219 10.520074121

5f 0.10 9.796644960 9.796657408 9.79750 9.796641911

og 0.10 9.152207481 9.152222313 9.15240 9.152206082
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Table 3.3 : Les valeurs des énergies pour les états liés F,,; en unités atomique

(h = M = 1), pour le potentiel de Deng-Fan avec D, = 15, r. = 0.4 et r, = 0.8, pour les

états haut.
re = 0.4 re = 0.8
états | a | Nos résultats Roy [36] Nos résultats Roy [36]
7s | 0.10 | 14.51816453 | 14.5181645271 | 13.39332710 | 13.3933271044
7p | 0.10 | 14.37872302 | 14.3786954503 | 12.97829418 | 12.9782829487
7d | 0.10 | 14.28481509 | 14.2847492882 | 12.58793402 | 12.5879110006
7f 1 0.10 | 14.22397161 | 14.2238628933 | 12.24076639 | 12.2407344479
7g | 0.10 | 14.18390688 | 14.1837577456 | 11.94207078 | 11.9420343928
8s | 0.10 | 14.69070303 | 14.6907030278 | 13.80117227 | 13.8011722762
8p | 0.10 | 14.59625086 | 14.5962052582 | 13.49101512 | 13.4909966267
8d | 0.10 | 14.53360287 | 14.5334902559 | 13.20345477 | 13.2034142273
8f | 0.10 | 14.49377382 | 14.4935808384 | 12.95113323 | 12.9510724239
8g | 0.10 | 14.46824630 | 14.4679688582 | 12.73668158 | 12.7366050653
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté un traitement rigoureux par I’approche des
intégrales de chemin. Nous pouvons affirmer que ce formalisme est un outil efficace et puis-
sant pour trouver le propagateur associé au plusieurs problémes de la physique quantique,
en particulier les problémes non relativiste. La plus part de ces problémes ne peuvent pas
traités d’'une maniére exacte.

Nous avons adopté a deux étapes pour étudier le potentiel de Deng-Fan :
Dans la premiere étape en introduisant une approximation judicieuse pour traiter le

terme centrifuge, cette derniére nous a permis de passer de la résolution d’un probléme

mnin " _n
) s

relatif aux états du potentiel de systéeme a celui de I’état d’un autre potentiel.

L’autre étape est d’adapté une transformation spatio-temporelle de Duru-Kleinert, 'utilis-
ation de cette transformation a été repris au cours du raisonnement pour réduire le propaga-
teur relatif non soluble au potentiel effectif de Deng-Fan & celui de Poshl-Teller modifié, ce
probléme est bien connu et abordé auparavant dans le cadre de la formulation de Schrédinger
et celle de I'intégrale de chemin, pour lequel le spectre d’énergie est les fonctions d’onde sont
déterminés.

Pour le but de montrer lefficacité de I’approximation qu’on a utilisé. Nous avons calculé
les spectres d’énergie et les fonctions d’onde normalisé associe au potentiel de Deng-Fan
Vp_r, pour différent valeurs des parameétres de potentiel et des nombres quantique n et [.
Les résultats obtenu sont comparé avec les valeurs des énergies calculé numériquement par
Lucha et Roy, et par la méthode AIM (Asymptotic Iteration Method) de Oyewumi.

Nos résultats montrent que les valeurs propres obtenues en trés bon accord avec celle
données par Lucha, Roy et Oyewumi.

Il faut mentionner aussi que I'approximation concernant le terme centrifuge est une

meilleur approximation de la forme de ’exponentiel, cette procédure permet de donné les

valeurs propres d’énergies avec une bonne précision.
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Conclusion

Pour conclure, notre méthode est efficace pour résoudre ce type de potentiel. On espére
bien continuer a développer le formalisme de 'intégrale de chemin pas seulement pour les
potentiels de type exponentiel mais aussi pour d’autres types et formes plus générale, et

dans autres domaines de la physique.
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